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TXH�p�HTXLYDOHQWH�DR�VHJXLQWH�$)1'� 

0RVWUH�TXH�/�6�� �/�5��

•• &RQVLGHUH�DLQGD�D�([SUHVVmR�5HJXODU����
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$)'�� (5� ^ WDPEpP�DSOLFiYHO�D�$)1'¶V�H�$)1'�H¶V�`�
 

'DGR�$ = (Q, È, G, q0, F) onde Q = {1, 2, ..., n} 
� &RQVWUXLU�uma Expressão Regular 5, tal que L(R) = L(A) 
 

•• 5�N�LM : caminhos de L para M, por estados intermédios � N.

{a ∈ ∑ | δ(qi, a) = qj} i ≠ j
5���LM =  

 {a ∈ ∑ | δ(qi, a) = qi} ª {ε}

5�N�LM = R(k-1)
ij  + R(k-1)

ik (R
(k-1)

kk)* R(k-1)
kj

5 é a união (+) de todas as fórmulas 5�Q�LM 
do Estado Inicial para todos os estados Finais de $.
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•• 3RU�FRQVWUXomR�GRV�5�N�LM� FDOFXODU�D�(5�HTXLYDOHQWH�DR�$)� 

���

���
� ��| q1 q2 q1

q2 q3 q1
 q3 q3 q2

���
� ��| q1 q2 q3

q2 q1 q3
 q3 q2 q1

��� ... 
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•• 3HOR�0pWRGR�GD�(OLPLQDomR�GH�(VWDGRV�� FDOFXODU�DV�(5¶V�HTXLYDOHQWH�DRV�$)'¶V� 

���

���

•• 3HOR�0pWRGR�GD�(OLPLQDomR�GH�(VWDGRV�� 
FDOFXODU�D�(5�HTXLYDOHQWH�DR�$)1'�H�

G H � ��
| q0 {q1} {q0} {q0, q2}

q1 © {q5} {q2}
q2 © {q3} ©
 q3 {q4} © © 
 q4 © {q3} ©
q5 © © {q4}
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>> 33UURRYYDDUU 55HHJJUUDDVV $$OOJJppEEUULLFFDDVV GGDDVV (([[SSUUHHVVVV}}HHVV 55HHJJXXOODDUUHHVV
{ 5  �6 significa que  /�5�� �/�6� } 

 

• Associatividade e Comutatividade 

(R (S T)) = ((R S) T) = R S T  

(R + (S + T)) = ((R + S) + T) = R + S + T 

R + S = S + R   

 

• Distributividade 

R (S + T) = R S + R T  

(R + S) T = R T + S T 

 

• Elementos Neutro e Absorvente 

ε R = R ε = R  

© + R = R + © = R 

©R = R© = ©

• Idempotência 

 R + R = R 

• Leis do Fecho 

 (R*)* = R* 

 ε* = ε

(©)* = ε

R+ = R R* = R* R 

 R* = R+ + ε
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>> 33UURRYYDDUU DDLLQQGGDD TTXXHH��
• (R + S)* = (R* S*)*   

• R* = R* R*  

• (ε + R)+ = R*    

• (ε + R)* = R*    

• R + S S* R = S* R   

• R* (ε + R) = (ε + R) R* = R* 

• R* S + S = R* S 

• R (S R)* = (RS)* R 

• (R + S)* = (R* S)* R* = (S* R)* S* 

• ... 

 

>> 33DDUUDD SSUURRYYDDUU SSUURRSSUULLHHGGDDGGHHVV GGHH (([[SSUUHHVVVV}}HHVV 55HHJJXXOODDUUHHVVSSRRGGHHPPRRVV XXWWLLOOLL]]DDUU��

;; D GHILQLomR��;; SURSULHGDGHV�Mi�GHPRQVWUDGDV��;; R 7HRUHPD�GD�6XEVWLWXLomR��;; $XWyPDWRV�)LQLWRV��;; ����;; LPDJLQDomR��ULJRU�H�VHQVR�FRPXP�T�E��
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>> 2 /HPD�GD�%RPEDJHP�SDUD�/LQJXDJHQV�5HJXODUHV�
 

∃ n ± ´ : � Z ± L, |Z| � n
∃ [, \, ] ± È* : 

• Z = [\] 
• \ � ε
• |[\| � n
• � k � 0,  [\k] ± L

LL éé RReegguullaarr ww LL ssaattiissffaazz oo LLeemmaa ddaa BBoommbbaaggeemm

LL nnããoo ssaattiissffaazz oo LLeemmaa ddaa BBoommbbaaggeemm ww LL nnããoo éé RReegguullaarr

'HFLV}HV�YLWDLV�SDUD�D�XWLOL]DomR�GR�/HPD�GD�%RPEDJHP���
� Q ± ´ … 4XDO�R�Q "
� [� \� ] ± È* …  &RPR�SDUWLU�"
� N� 0 ...  ... ...  [\N] ² / 4XDO�R�N "
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• 0RVWUDU�TXH�QmR VmR�/LQJXDJHQV�5HJXODUHV� 

��� L = { 0n 1 0n | n � 1}

��� L = { 0i | i é um Número Primo} 

��� L = { 0i | i é um Quadrado Perfeito} 

��� L = { 0n! | n � 0} 

��� L = { am bn cm+n | m, n � 0} 

��� L = { Z ± {a, b}* |  Z = ZR}

��� L = { Z ± {a, b}* |  Z � ZR}

��� L = { ZZ | Z ± {a, b}* } 

��� L = { ZZR | Z ± {a, b}* } 

���� L = { (10)n (01)n | n � 0}

���� L = { 0 1n 0 1n 0 | n � 0}

���� L = { (00)n 1n | n � 0} 

���� L = { an b an | n � 0}

���� L = { [2n�\2n | [, \ ± {a, b}* , n � 0 }

���� L = { 0n 1m | 0 � n < m }

���� L = { Z ± {a, b}* |  na(Z) = nb(Z) } 

���� …
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>> $ FODVVH�GDV�/LQJXDJHQV�5HJXODUHV�p�IHFKDGD SDUD�XPD�JUDQGH�YDULHGDGH�GH�2SHUDo}HV�����
 

• 0RVWUDU�TXH��VH�/ IRU�XPD�/LQJXDJHP�5HJXODU�VREUH�XP 
DOIDEHWR�6� VmR�DLQGD�/LQJXDJHQV�5HJXODUHV� 

��� A “meia Linguagem” de /,

ò / = {[ ± 6* | ∃ \ ± 6* :  |[| = |\| e  [\ ± L} 

 

��� O “quociente” de / por D ± 6,

/�D = {Z ± 6* | Za ± L} 

 

��� Ou ainda, 

 D?/ = {Z ± 6* | aZ ± L} 

 também chamada a “derivada” de / em ordem a D, ou        . 

 

��� O “quociente” de duas Linguagens Regulares /� e /�,
/��/� = {[ ± 6* | ∃ \ ± L2 : [\ ± L1}

��� e muitas mais  ... 

da

dL
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>> 8WLOL]DomR�GDV�3URSULHGDGHV�GR�)HFKR�GDV�/LQJXDJHQV�5HJXODUHV��SDUD�YHULILFDU�VH�XPD�GDGD�/LQJXDJHP�p��RX�QmR��5HJXODU��
 

&RQVLGHUHPRV��SRU�H[HPSOR:

L1 = { am bn | � m, n � 0 } 

 L2 = { an bn | � n � 0 } 

 L3 = { am bn | � m, n � 0 com m � n}

6DEHPRV�TXH���
• /� é Regular, pois é gerada pela Expressão Regular  D
E
 ; 

• /� não é Regular, como provámos pelo Lema da Bombagem ; 

• vemos que  /�  /� ª /� ;

4XH�SRGHPRV�FRQFOXLU�VREUH /� "
Como /�  /� ? /� ,

e porque a Classe da Linguagens Regulares é IHFKDGD para a  
 operação 'LIHUHQoD de Linguagens, 

 se  /� fosse Regular (e como /� é Regular) 

 então �/� teria de ser Regular (mas não é). 

 

Assim, /� QmR p XPD�/LQJXDJHP�5HJXODU��
�

{... tente também provar que /� não é Regular, pelo Lema da Bombagem} 
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>> 8WLOL]DomR�GDV�3URSULHGDGHV�GR�)HFKR�GDV�/LQJXDJHQV�5HJXODUHV�QD�FRQVWUXomR�GH�$XWyPDWRV�)LQLWRV��
� ^̂ $$ &&OODDVVVVHH GGDDVV (([[SSUUHHVVVV}}HHVV 55HHJJXXOODDUUHHVV pp IIHHFFKKDDGGDDSSDDUUDD DD RRSSHHUUDDoommRR ,,QQYYHHUUVVmmRR ��QQRR VVHHQQWWLLGGRR GGHH 55HHYYHHUUVVmmRR�� `̀

• 3DODYUD ,QYHUVD:

Z se  |Z| = 0�ZR =
a(Y R) se  Z = Ya,  com a ∈ ∑, Y ∈ ∑*

• /LQJXDJHP�,QYHUVD /R
é o conjunto das Inversas das palavras de /.

• Estabelecer uma definição para (5, a Expressão ,QYHUVD de uma 
Expressão Regular 5. Provar que (5 é ainda uma Expressão Regular. 

 
• Provar que �/�(R� = �/�(��R  /R

.

• Seja $ = (Q, È, G, q0, F)  tal que / = /�$��.
Construímos  $5 = (Q ª {q0

R}, È, GR, q0
R, FR) de modo que:           

 
1. GR consiste nas Inversas das Transições de G;
2. FR = {q0}; 
3. Se necessário, criamos q0

R um novo Estado com Transições-ε para 
todos os Estados em F. 

 
Provar que /�$5�  �/5 .
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3RU�H[HPSOR��� / = {�Z ∈ {0, 1}* | Z representa um múltiplo de 5} 
 /5 = {�Z ∈ {0, 1}* | Z5 representa um múltiplo de 5} 

�

&RQKHFHPRV�R�$)'�UHFRQKHFHGRU�GH�/:

$ = ({q0, q1, q2, q3, q4}, {0, 1}, G, q0, {q0}) 
�

2 $)'�UHFRQKHFHGRU�GH�/5 VHUi�HQWmR:

$5 = ({q0, q1, q2, q3, q4}, {0, 1}, G5, q0, {q0}) 
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>> 0LQLPL]DomR�GH�$XWyPDWRV�)LQLWRV�'HWHUPLQLVWDV�H�(TXLYDOrQFLD�GH�([SUHVV}HV�5HJXODUHV��
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