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Teoria da Computacao (2009/2010)

Notas prdticas

Fundamentos:

> Alfabeto : conjunto finito, n&o vazio, de simbolos (ou letras).
> Fecho de Kleene : conjunto de todas as palavras sobre o alfabeto

= Em termos algébricos:

Z+ é 0 semigrupo livre gerado por 2., paraa concatenacio
(operacéo binaria associativa)

> € 0 monoide livre gerado por > paraaconcatenacio
(operacéo binaria associativa e com elemento identidade €)

O Principio da Inducao Matematica:

Estabel ecer a veracidade de uma Proposicao P(X) definida sobre os
elementos de um conjunto numeravel X, em duas etapas:

1. Caso Base: Provar directamente para um, ou véarios, elementos
“pequenos’ de X;

2. Passo Indutivo: Assumindo gque P € verdadeira para todos os
elementos “menores’ que X e, utilizando esse facto, provar P(X).
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= Para provar resultados por Inducio Matematica,
precisamos estabelecer defini¢cdes indutivas dos
conceitos associados, como por exemplo:

Definicdo indutiva de poténcia de ordem n de uma palavra:
1. Caso Base:
w’ = ¢ Owey

2. Passo Indutivo:

w' = wp™ OweY , OneN, comn>0

Definicdo indutiva de comprimento de uma paavra

1. Caso Base:
] = O
2. Passo Indutivo:

wal = w|+1 Owey ,0aey
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Provar que:

O comprimento € aditivo relativamente a concatenagéo, isto €,

[yw| = [v] + |w]

Demonstracéo por Indugio sobre |w| :

Caso Base:
Sew|=0,entdo w==¢
e portanto [vw| = |vg|
= | porgue € é o elemento identidade da concatenagéo

= |v| +0 porque 0 € o elemento identidade da soma

=M+l porquefw|=0

Passo Indutivo:

Hipétese de Indugdo: vw|= |+ w|, Ow:w|=1,2, .., n

Tese: vx| = |v| + [x|, com x=wa
Demonstracdo:.
x| =|pwal por construcdo, x = wa
=pw|+1 pela definicéo de comprimento

=+ w|+1 porHipétese de Inducdo

= | + x| pela construgéo de x e pela de comprimento.

Estd assim provado o Passo Indutivo e, pelo Principio da Inducéo,
esta demonstrada a proposi ¢éo.
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« Provar que:

W'l=n|wl |,OweY ,0neNg

Demonstracéo por Inducéo sobre n :

1. Caso Base:

Sen=0,entdo w’=¢ pela definicdo de poténcia
e portanto | W% =0 pela definicdo de comprimento
=0x |w| porque O é o elemento absorvente do produto

2. Passo Indutivo:

Hipétese de Inducdo: w"| =n X [w]

etambém w*|=k x [w|,0k=1,2,...,n

Tese: W™ = (n+1) x |w|
Demonstracdo:.

W™ = ww pela definicao de poténcia
= |w|+ ' pela propriedade anterior
=|w|+nx|w|  porHipétese de Indugio
= (n+1) x |w| distributividade da soma

Esta assim provado o Passo Indutivo e, pelo Principio da Inducéo,
esta demonstrada a proposi ¢éo.
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Definicio indutiva deigualdade (=) de palavras:

{ Duas palavras séo iguais quando umafor a copia,
letraaletra, daoutra}

1. Caso Base:
Sepy|=w|=0entéiov=w.
2. Passo Indutivo:

Sejam v, w € ¥ taisque|v|>0e|w|> 0, isto é
existema, b € 3, iguaisou distintos, taisquev=acxew = by .

Sea=besex=yentdov=w.

{ Por comodidade, escrevemos v = w }

= Comparar com Algoritmo Recorrente
para verificar se duas Listas Lineares sao iguais.

Defini¢do indutiva de palavrainversa (Reversa):

w se w|=0

avy) sew =va comaldy,vOy
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« Provar que:

)t =y Vx,y0Y

Demonstrag&o por Indugio sobre |y| :

1. Caso Base:
Sely|=0entdoy = €

)} = e)F = X" = xRt = YRR,

2. Passo Indutivo:

Hipétese de Indugdo: ¥y, [y| <n, (xy)R = nyR.

Tese: Yy, [v|=n+1, (xy)R = nyR.

Sgay=wa,comw|=neal}

)R = (xwa)R definicZo de
= (Gew)a" associ atividade da concatenagdo
= albow)" definicdo de palavrainversa
= aw X" hipétese de indugo
= (aw " associ atividade da concatenagio
= (wa™x" definicdo de palavrainversa
= YT definigéo de y
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« Provar que:

YR =y vwOY

(W)= (wH? ,VvwOY,¥VnelN,

X"=)y"=3x=y Vx,yO3,¥YneN

w=wt=uw=(wH® VvwOY,¥VneN,

w'= (W a2w=wt VvwOY,VneN

- Sgaj={ab},
quantas palavras existem de comprimento 2?
... € de comprimento 3?
... € de comprimento n?

Estabel eca umaformula e demonstre-a, por Inducéo.

« Ese) for um afabeto com k simbolos?
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« Palindromos / Capicuas

{ A palavracapicua provém do cataléo
capicua (cap + i + cua), que significa: “cabecae cauda’ }
{ A paavrapalindromo provém do grego
palindromos, que significa: “que corre paratras’ }

Como definir palindromo?
{weS |Oxey :w=xx"} defineospalindromos pares

{weS |Oxey ,0aey w=xax"}
define os palindromos impares

Para o caso geral, definimos palindromo como:

(weX |w=w"}

Utilizando a definic&o anterior,
« Provar que:
1. Sew for um palindromo ent&o w" € um palindromo, ¥ n e Ny

2. Sew" for um palindromo entdo w é um palindromo, V n e N

 Estabeleca uma Defini¢do Indutiva de Palindromo.
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Conversao Binario = Decimal :

Consideremos o alfabeto binario Y ={0, 1}.
O conjunto das palavrasde 3 pode ser interpretado como a
Representacio Binaria dos nUmeros naturais, como por exemplo:

1001 > 1x22+0x22+0x2'+1x2° =9

11001010 - 1x2"+1x2°+1x22+1x 2! =202

Definicio: ¥ w e {0, 1}"

k .
W:bk...blbo I—>Zbi2| = nheNp
1=0

Teorema: (Conversdo Binario » Decimal da esquerda para a direita)

1. Caso Base:
OE{O, 1} I—)OENO
1{0,1} »1eN

2. Passo Indutivo:

Sewe{0,1}" »neNy, entdlowd > 2xn

wlb2xn+1
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Exemplo: 11001 - 25 1 1 ~1
1 2x1+1 =3
0 2x3 =6
0 2 X 6 =12
1 2x12+1 =25
Demonstracio:

1. Caso Base:

0c{0,1} »0x2°=0
1€{0,} »1x2°=1

2. Passo Indutivo:

k .
Se W:bk...blbol—> ZbiZ':n
=0

k .
entdo w0=bk...b1b00|—> Zbl 2I+1+ OXZO:
1=0

k .
2 X ZbiZ' =2Xn
=0

k .
wl=be..bibpls 3 b2+ 1x2°=
=0

Kk .
2x Yy b2 +1=2xn+1
1=0
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« Para cada uma das Linguagens seguintes, construa o respectivo
Automato Finito Determinista.

Defina cada AFD na forma A = (Q, X, 0, Qo, F) e estabeleca os
correspondentes Diagramas e Tabelas de Transic¢oes:

1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

{ we {0, 1}* | w é arepresentacéo binaria de um nimero par }

{ we {0, 1}* | w é arepresentacéo binaria de um nimero par
e comecapor 1}

{ we {0, 1}* | w é arepresentacéo binaria de um nimero par
sem 0’'s aesquerda }

{ we {0, 1}* | w é arepresentacéo binariade um multiplo de 4 }

{ we {0, 1}* | w éarepresentacdo binriade 2", comn >0,
e comecapor 1}

{ we {0, 1}* | w é arepresentacéo binariade um multiplo de 3 }
{ we {0, 1}* | w representaum multiplo de 5 e comeca por 1}
{we{0, 1}* |wR representa um multiplo de 5}

{ we{a b}* |wcomegapor a}

{ we{a b}* | wnéo comecapor a}

{ we{a b}* |wcomegapor ab}

{we {0, 1}* | 001 épatedew}

{ we {0, 1}* | w ndo contém 001}

{we{ab}*|w=a" comnimpar}
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15

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

.{we{ab}*|w=ab comn>0}
{we{ab*|w=aDb" comm,n>0}

{we{ab}* |w=a"b" ondem, n>0 sdo nimeros pares}
L={awa| Owe{ab}* }

L*={ avaaya| Ox,y € {a b}* }
{w]|UOwe{ab}*}

{we{a b}* | |w|€umndmero par }

{we{ab}* | w/mod3=0}

{ we{a b}* | nyw)éumndmero impar }
{we{ab}* | Ny(w)mod3=0}

{we{ab}* | Nyw) mod 3> Np(w) mod 3 }

{ we{a b}* | wcomecae acabacom amesmaletra}
{ we {0, 1}* | w ndo tem O's consecutivos }

{ we{a b}* | wondenenhumaletraaparece
repetida 3 vezes consecutivas }

{(10)"In>0}U{(OD"n>0}
{ we {0, 1}* |wtemigua nimero de (10)'sede (01)’'s}

{ we {0, 1}* | se w comeca por 0 ndo tem O’ s repetidos
e sew comega por 1 ndo tem 1's repetidos }
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= Sobre AFD’s reconhecedores de Linguagens Complementares:
Como aLinguagem deum AFD, A =(Q, 2, , qo, F)
€ 0 conjunto das palavras reconhecidas por A,
L(A)={we 3 |6(d,w)eF}
entéo, o conjunto das palavras nio reconhecidas por A €,
LA) =3\VLA) ={we |6 (w)¢F}

={wey |6(t,w)eQ\F}

Como por exemplo:

{ we{0,1}* | 001 épartede w }

R CEBOSR OOk

{ we {0, 1}* |w néo contém 001}

& ot e—aDe
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A
= A extensio 0 e o reconhecimento de palavras:

Definicdo: 6 :QxY — Q
{ 5(q.€)=q

6 (g, w) =6(5 (g, x), d), ¥ w =xa

« Provar que:

6 (q,xp) =6 (g,x),») [,VqOQ, YxyOy

(Demonstrar por Inducéo sobre |y|)

« SejaA=(Q, 2, 09,0y, F) um AFD onde 3 q € Q tal que,

vall), d(q,a)=q.
Mostrarque Y w O S, 8 (q, w)=q .

« SejaA=(Q, %, 0,0, F) um AFD onde 3 a € X tal que,
vqbQ, é(q,a)=q.

a) Mostrar que VN> 0, 6 (q,a") =q.

b) Estabelecer uma condigio suficiente para que {a}* C L(A).
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« SejaA=(Q, 2,09, 0q0{0}) tal que, YV all >, 6(qo, a) = d(qs, a).

a) Mostrar que V w £ €, 6 (qo, W) =6 (qr, W).

b) Mostrar quese x # €, x € L(A) entdao [1k>0 xFe L(A).

« SejaA=(Q,{a b}, 9, do, F) um AFD.
a) Demonstrar por Induc¢do que:

se 3 q e Q talque 6 (q, aa) =q
entiio também & (q, a") = q para qualquer n = O par.

b) Estabelecer condi¢des sobre esse q € Q
para que {a" | n = 0 par} C L(A).

¢) Estabelecer condi¢des para que

L(A)={a™ b" | m, n = 0 pares}.

¢ SejaA:({qO’ ql}’{01 1}151 qu{ql})

com _,, @ 0

1

provar que L(A)={we{0,1}* | m(w)mod2=1}.
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| 0 1

— Jo Jo o f]
* 0] 0] Jo

Por definico, LAA)={we{0,1}* |6 (0o, w) =0}

O reconhecimento das palavras com um nimero impar de 1's
termina no estado (; (aceitacéio) e 0 reconhecimento das palavras
com um nimero par de 1's termina no estado (g (néo aceitacio).

Basta portanto provar que:
Ywe{0,1}*, 0, W)= © N(w)mod 2=1
(o que éequivalentea, & (Qo, w) = Qo < Ny(w) mod 2 = 0)

Demonstrac¢éao por Indugio sobre |w|:

1. Caso Base:
Sejw|=0entdow =E¢.

Nesse caso § (Qo, £) = 0o © Ni(€) = 0= 0 mod 2.

2. Passo Indutivo:
Hipétese de Inducdo: 6 (Qo, X) = th < M(x) mod 2 =1,

paratodoo x : [x| < |w|.

Tese de Indugdo: 8 (Go, w) = & Ny(w) mod 2=1,

paaw =xacomac {0, 1}.
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Demonstracgdo:.

Sea=0: entdon;(w)=n;(x),ousga Ny (w) mod 2 =nNny(x) mod 2.

Sen(x) mod 2=0 < & (Qo, x) = Qo , por Hip. de Inducéo.

Nesse caso também,
6" (Go, w) = 6 (Qo, x0) = 6(6 (Clo, x), 0) = 5(Clo, 0) = Co.

Sem(x) mod 2=1< & (Qo, x) = Qs , por Hip. de Inducéo.

Nesse caso também,
6A(q01 W) - 5A(q01 XO) - 6(6A(q0’ X), O) - 5(q11 O) - ql'

Portanto & (o, W) = 0 < Ny(w) mod 2 = 1.

;
Il

. entdo ny(w) = ny(x) + 1.

Sen(x) mod 2=0 < & (Qo, x) = Qo , por Hip. de Inducéo.
Nesse caso, Ny (w) mod 2 = (Ny(x)+1) mod 2=1, e
6A(q01 W) = 5A(q01 xl) = 6(6A(q0’ X), 1) = 5(q01 1) = (.

Sem(x) mod 2=1< §(qo, x) = 0 , por Hip. de Induco.
Nesse caso, Ny (w) mod 2 = (Ny(x)+1) mod 2=0, e
& (Qo, w) = 6" (Qo, x1) = 6(6 (G0, x), 1) = 6(cls, 1) = o

Portanto & (Qo, w) = 0 < My(w) mod 2= 1.
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= Nota: Na maior parte dos casos, sendo dados um Autémato A
e uma Linguagem L, para provar que L = L(A),
€ necessario provar que: L C L(A)
L DL(A)

« Seja Ly={(10)" | Vn=0}
a) Construa um AFD para reconhecer Lj e chame-lhe A,.

b) Demonstre que Ly = L(Ay).

« Seja Li={we{0,1}* |wcomecaeacabaemO}
a) Construa um AFD para reconhecer Li; e chame-lhe A;.

b) Demonstre que L; = L(A,).

* Sejam,

A;=({p a}, {0, 1},{ &(p, 1) =6(a, 0) =q}, p, {q})
L2:{ 10" | anO}

Demonstre que L, = L(A)).
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Autéomatos Finitos Nao-Deterministas com Transi¢des-¢ (AFND-g)

« Para cada uma das Linguagens seguintes, construa um Automato
Nao-Determinista, possivelmente com Transicoes-&.
(Tente obter o AFND-¢ mais simples que conseguir)

1. {we{ab*|w=d"m" comm,n>0}

2. {we{abcd*|w=a"b"c® comm,np>0}

3. {we{ab}*|w=a"b" ondem, n> 0 s&o nimeros pares }

4. {awa| Owe{a b}* }

5. {we{0,1}* |w éarepresentacdo binaria de um nimero par }
6. {we{0,1}*|w acabaemOl}

7. {we{0,1}*|w acadbaemOouem1l}

8. {we{0,1}*|w acdbaemO0ouem1l}

9. {we{0,1}* |w comegapor 010 ou acabaem 110}

10. { we {0, 1}* |w comecapor 010 e acabaem 110}

11. { w € {0, 1}* | w tem, pelo menos, duas ocorréncias de 01 e
acabaem 11}

12. {ab, abc}* (s6com 3 estados)

13. ..
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= A eliminacio das transicoes-€ por construcio dos fechos-<:

Exemplo: Um AFND-¢ sem transi¢cdes multiplas,

A={{p.a r}.{ab,c}, é,p {r}}

onde,
) € a b C
— P 0 {p} {d} {r}
q {p} {a} {r} 0)
| {a} {r} O {p}

fecho-g(p) = {p}
fecho-g(q) = {p, q}
fecho-g(r) = {p, q, r}

Constru¢io de um AFD equivalente: D ={Qp, {4, b, ¢}, op, Qo, Fp}

« Os estados de D sao constituidos pelos fechos-€ dos estados de A,

QD:{{p}’{p’ Q},{p, d r}}
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Construcio da funcio de transicio Op :

oo({p}, ) = fecho-e(6({ p}, ) = fecho-e({ p}) = { P}
op({p}, b) = fecho-e(6({p}, b)) = fecho-e({ a}) = {p. a}
op({p}, c) = fecho-e(6({ p}, c)) = fecho-({r}) ={p, q, r}

o({ P, d}, &) = fecho-e({ p}) U fecho-e({a}) ={p} U {p, a} ={p, q}
6o({ P, a}, b) = fecho-e({q}) U fecho-e({r}) ={p.a} U{p,q.1} ={p, q, 1}
do({p. q}, c) = fecho-e({r}) U@ ={p, q, 1}

6o({ P, q, 1}, &) = fecho-e({p}) U fecho-e({q}) U fecho-e({r}) = {p, q, r}
do({p, g, 1}, b) = fecho-e({q}) U fecho-e({r}) U @ ={p, q, 1}
op({p. 0, 1}, ¢) = fecho-g({r}) U @ U fecho-e({p}) ={p. q, 1}

Estado Inicial gp = fecho-e({p}) = {p}
Estados Finais Fp = {{p, q, 1}}

Donde,

a b c
—  {p} {p} {pat {par}
{p.at | {p.a} {p.ar {paqr}
«{par{par {par {par
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Finalmente, fazendo p <« {p}

q <{p, q}
r < {p, g, r} obtemoso AFD pretendido:

D={{p a r} {a b c} ép, p{r}}, com

= 0O T |

- = 0Oz
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Conversao AFND-¢ —» AFD:

Entrada: E = (Qg, 2, dg, Qo, Fe)
Saida: D = (Qp, 2, dp, do, Fp)

Funcoes auxiliares:
vizinhos(pe Qg,ac 2 ) = { ge Qe | A e(p, @) }

vizinhangaND( Sc Qg, ac X ) = fecho-g( U__g vizinhos(s, @) )

O Algoritmo:

0o — fecho-e({oo})

Qo « Qo U {ap}
para cadaestado q [l Qp aindanao visitado

visitar g

para cadasimboloae X
S < vizinhangaND({ g}, @
Q - QUS
inserir transicao op(g, @) = S

para cadaestado q [ Qp
seq U Fe
entéo Fp — Fp U {q}
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« Para cada um dos AFND-¢’s seguintes:
» desenhe o respectivo Diagrama de Transicoes;

« construa os conjuntos-poténcia e o consequente Diagrama de

Transicoes;
« calcule o fecho-¢ de cada conjunto;

« identifique os estados nao acessiveis, o Estado Inicial e os Estados

Finais;
« construa o AFD equivalente;

« verifique a necessidade de inclusido de “estados-ratoeira”;

- Utilize o Algoritmo de Conversao AFND-¢ — AFD.

1.
o) € 0 1
—x P {r} 0) {
q 0] {p, 1} {r}
r 0) 0) )
2.
0 € a b C
— p | {q,r1} 0] {q} {r}
q 0] {p} {r} {p, q}
3.
0 € a
— P 0 {q}
« {r} 0)
r {p} 0)
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4.
0 € 0 1
— P {q} {a} )
* 0] {p.r} {aq.r}
r 0) {r} {q}
S.
0 € a b c
—x P 0] {q} 0] 0)
q 0 0 {r} 0
r {p} 0 0 {p}
6.
5 0 1
— p | {pa {p}
q {r, s} {t}
r {p, 1} {t}
* S 0 0
« 0) )
7.
o) € 0 1
— p {q} 0] {p, q}
q 0] {r} {q,r}
T {q} {r} )
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