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&&DDSSttWWXXOORR VV :: MMááqquuiinnaass ddee TTuurriinngg ee CCoommpplleexxiiddaaddee

>> &&LLrrQQFFLLDDVV GGDD &&RRPPSSXXWWDDoommRR
´$V�&LrQFLDV�GD�&RPSXWDomR�VmR�R�HVWXGR�GRV�$OJRULWPRV´

Donald Knuth   
 

>> $$OOJJRRUULLWWPPRR
^ $ILQDO�R�TXH�p�XP�$OJRULWPR"�`�� ([LVWHP�UHJLVWRV�GH�$OJRULWPRV�GHVGH�R�WHPSR�GD�DQWLJD�%DELOyQLD��� 2�WHUPR�$OJRULWPR�WHP�RULJHP�QR�QRPH�GH�$O
.KZDUL]PL �VpF��,;����6y�QR�LQtFLR�GR�VpFXOR�;;�FRPHoRX�D�VHU�HVWXGDGD�D�VXD�QRomR�IRUPDO�H�SRVWHULRUPHQWH�R�VHX�GHVHQYROYLPHQWR�VH�WRUQRX�YLWDO�QR�GHVHQYROYLPHQWR�H XWLOL]DomR�GRV�FRPSXWDGRUHV��

 

>> 77HHRRUULLDD GGDD &&RRPPSSXXWWDDoommRR
•• &DSDFLGDGHV�H�/LPLWDo}HV�GRV�$OJRULWPRV���GD�&RPSXWDomR��&RPSXWDELOLGDGH�H�'HFLGLELOLGDGH���
•• (ILFLrQFLD�GRV�$OJRULWPRV��$QiOLVH�GH�&RPSOH[LGDGH���
•• &RUUHFomR�GRV�$OJRULWPRV��9HULILFDomR�)RUPDO���
•• 0RGHOR�0DWHPiWLFR�SDUD�R�3URFHVVDPHQWR�GH�/LQJXDJHQV��/LQJXDJHQV�)RUPDLV�H�$XWyPDWRV���
•• /LQJXDJHQV�GH�3URJUDPDomR��6LQWD[H�H�6HPkQWLFD���
•• 0RGHORV�GH�'DGRV��7HRULDV�GRV�7LSRV�$EVWUDFWRV�GH�'DGRV���
•• 3DUDGLJPDV�GH�3URJUDPDomR��3URJUDPDomR�,PSHUDWLYD��)XQFLRQDO��HP�/yJLFD��2ULHQWDGD�DRV�2EMHFWRV��������
•• ����
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>> 00RRGGHHOORRVV ))RRUUPPDDLLVV SSDDUUDD DD QQRRoommRR GGHH $$OOJJRRUULLWWPPRR
^ )RUPDOLVPRV�HVWUXWXUDOPHQWH�GLVWLQWRV��DSHVDU�GH�³HTXLYDOHQWHV´�`�

 
•• 0iTXLQD�GH�7XULQJ��$ODQ�0DWKLVRQ�7XULQJ��
•• )XQo}HV�5HFRUUHQWHV��6WHSKHQ�&ROH�.OHHQH��
•• )XQo}HV�P�UHFRUUHQWHV��.XUW�*|GHO��
•• &iOFXOR�O �$ORQ]R�&KXUFK��
•• 6LVWHPD�GH�3RVW��(PLO�/HRQ�3RVW��
•• /yJLFD�&RPELQDWyULD��0RVHV�6FK|QILQNHO�� �

����WRGRV�FHUFD�GH�������
 

>> $$ 00iiTTXXLLQQDD GGHH 77XXUULLQQJJ FFRRPPRR 00RRGGHHOORR GGHH &&RRPPSSXXWWDDoommRR
^ 3DUD�$ODQ�7XULQJ��³&RPSXWDGRU´ HUD��D SHVVRD�TXH�HIHFWXDYD�DV�³FRPSXWDo}HV´���`��

A 77HHVVHH GGHH &&KKXXUUFFKK ±± 77XXUULLQQJJ (versão intuitiva):  
 

$$OOJJRRUULLWWPPRR   00iiTTXXLLQQDD GGHH 77XXUULLQQJJ
^ 8P�3UREOHPD�UHVRO~YHO�SRU�XP�&RPSXWDGRU��p�UHVRO~YHO�SRU�XPD�0iTXLQD�GH�7XULQJ��`�
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• $$ 00iiTTXXLLQQDD GGHH 77XXUULLQQJJ

Na sua versão básica, uma Máquina de Turing é semelhante 
a um Autómato de Pilha. Tem uma Unidade de Controlo dos (VWDGRV� com uma cabeça de leitura/escrita. Contudo, o 
armazenamento é feito numa )LWD “semi-infinita”, onde é 
possível OHU�H�HVFUHYHU�VtPERORV.

A cadeia de entrada começa por ser colocada na Fita,
o espaço restante é preenchido por símbolos brancos e 
a cabeça de leitura/escrita é colocada no início. 
 

a b   c   d   f f f f f f f f f ... 
�

Com base no Estado actual e no símbolo lido, um passo da 
Máquina de Turing consiste em:  

 
1. Transitar para outro Estado; 
2. Escrever um símbolo na Fita; 
3. Mover a cabeça de leitura (L esquerda, R direita ). 

�
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'HILQLomR: Uma 0iTXLQD�GH�7XULQJ��07� é um séptuplo ordenado, 

M = (Q, È, Γ, G, q0, f, F) 

 onde: 

 

•• Q é um conjunto finito de HVWDGRV,
•• È é o conjunto finito de VtPERORV�GH�HQWUDGD,

•• Γ é o conjunto finito de VtPERORV�GD�)LWD, onde 6 ° *,

•• G : Q � Γ | Q � Γ � {L, R} é a função de WUDQVLomR,

•• q0 ± Q é o HVWDGR�LQLFLDO,
•• f ± * \ 6 é o VtPEROR�EUDQFR,

•• F ° Q é o conjunto dos HVWDGRV�ILQDLV ou GH�DFHLWDomR.

([HPSOR� A MT seguinte aceita as palavras Z ± {0, 1}* cujo terceiro
símbolo é um 0. No caso contrário, corre indefinidamente. 

 

M = ( {p, q, r, s, t}, {0, 1}, {0, 1, f}, G, p, f, {s} ) 
 

com: 
 G � �� f

| p (q, 0, R) (q, 1, R) a
q (r, 0, R) (r, 1, R) a
r (s, 0, L) (t, 1, R) a


 s a a a
t (t, 0, R) (t, 1, R) (t, f, R)
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0 / 0 � 0 / 0 �
1 / 1 � 1 / 1 � 0 / 0 �

1 / 1 �

0 / 0 �
1 / 1 �f / f � 

A GHVFULomR�LQVWDQWkQHD de uma Máquina de Turing denota-se por DTE
com q ± Q e D, E ± **, onde: 
 

q

D E 
q é o presente Estado, D a sequência de símbolos à esquerda da cabeça de 
leitura e E a sequência dos restantes símbolos, não brancos. 
Um SDVVR da Máquina de Turing é representado por � .

No caso do exemplo anterior, para Z = 0101, a sequência de passos seria:  
 

p0101 � 0q101 � 01r01 � 0s101 
 
Nesse instante a MT SiUD, porque não existem transições a partir de s.

Para Z = 0111 a sequência seria:  
 

p0111 � 0q111 � 01r11 � 011t1 � 0111t � 0111ft � 0111fft � ... 
 
e a MT FRQWLQXDULD�LQGHILQLGDPHQWH para a direita ...  
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([HPSOR� Uma MT para reconhecer a Linguagem { 0n1n | n � 1 } 
 

M = ({q0, q1, q2, q3, q4}, {0, 1}, {0, 1, X, Y, f}, G, q0, f, {q4}) 
 

com:  
 

Y / Y �
0 / 0 �

0 / X � 1 / Y �

Y / Y �
X / X � 0 / 0 �

Y / Y �
f / f � 

Y / Y �

Para Z = 0011 seria executada a sequência de passos: 
 
q00011 � Xq1011 � X0q111 � Xq20Y1 � q2X0Y1 �
Xq00Y1 � XXq1Y1 � XXYq11 � XXq2YY � Xq2XYY �
XXq0YY � XXYq3Y � XXYYq3f � XXYYfq4f

G � �� ;� <� f
| q0 (q1, X, R) a a (q3, Y, R) a

q1 (q1, 0, R) (q2, Y, L) a (q1, Y, R) a
q2 (q2, 0, L) a (q0, X, R) (q2, Y, L) a
q3 a a a (q3, Y, R) (q4, f, R)


 q4 a a a a a
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O Algoritmo utilizado vai substituindo, alternadamente,  
 cada 0 por X e cada 1 por Y, verificando a concordância.  
 

Para cada par (0, 1) é executado o ciclo:

(q0) substituir o primeiro 0 por X;  
 (q1) (saltando 0’s e Y’s) avançar até ao primeiro 1; 
 substituir 1 por Y; 
 (q2) (saltando 0’s e Y’s) recuar até encontrar um X; 
 

O ciclo começa no estado q0 e regressa a q0 sempre que a cabeça de 
 leitura recua até ao próximo 0 a ser assinalado. 
 Em cada instante, a zona da Fita já visitada é da forma X*0*Y*1*. 
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Se (em q0) em vez de um 0 encontrar um Y,  
 é porque todos os 0’s já foram substituídos por X’s. 
 (Em q3) saltando todos os Y’s, se encontrar um f,

(em q4) a concordância é verificada e a palavra é reconhecida.  
 

Se (q3) após o último Y estivesse 0 ou 1 a Máquina de Turing parava  
 (por não estarem definidas transições, a partir de q3, por 0 ou 1) sem

atingir o Estado Final (q4). 
 

Por outro lado, para Z = 0010: 
 
q00010 � Xq1010 � X0q110 � Xq20Y0 � q2X0Y0 �
Xq00Y0 � XXq1Y0 � XXYq10 � XXY0q1f
e a MT parava (por não estarem definidas transições, a partir de q1, por f)
sem atingir o Estado Final (q4). 
 
Identifique os outros casos possíveis de não aceitação e o correspondente 
comportamento da MT. 
 

([HUFtFLR� Construa uma Máquina de Turing para reconhecer  

 a Linguagem { Z ± {0, 1}* | n0(Z) = n1(Z) }. 
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^ $SHVDU�GH��QR�FRQWH[WR�DFWXDO��R�LQWHUHVVH�GD�07�UHVLGLU�HVVHQFLDOPHQWH�QR�5HFRQKHFLPHQWR�GH�/LQJXDJHQV� R�FRQFHLWR�RULJLQDO�GH�$ODQ�7XULQJ�HUD�R�GH�XP�GLVSRVLWLYR�GH�&iOFXOR�`

([HPSOR� A MT seguinte FDOFXOD�D�³GLIHUHQoD�SUySULD´ entre dois  
 números inteiros e positivos, isto é, 
 m – n  se  m � n

0 se  m < n 
 

M = ( {q0, q1, q2, q3, q4, q5, q6}, {0, 1}, {0, 1, f}, G, q0, f, {} ) 
 

com: 
 

• Porque não se trata do Reconhecimento de uma Linguagem, 
não são definidos estados finais (ou de aceitação); 

• O processo SiUD�VHPSUH no estado q6, ficando o resultado 
registado na Fita; 

• É utilizada uma forma de representação “unária” dos números; 
• Os operandos m e n começam por ser registados na forma 

0m10n seguidos de brancos. O resultado será 0m-n (entre 
brancos) ou Fita Vazia (só brancos). 

� G � �� f
| q0 (q1, f, R) (q5, f, R) a

q1 (q1, 0, R) (q2, 1, R) a
q2 (q3, 1, L) (q2, 1, R) (q4, f, L)
q3 (q3, 0, L) (q3, 1, L) (q0, f, R)
q4 (q4, 0, L) (q4, f, L) (q6, 0, R)
q5 (q5, f, R) (q5, f, R) (q6, f, R)
q6 a a a
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f / f � 

0 / 0 � 1 / 1 �
0 / 0 �

0 / f � 1 / 1 � 0 / 1 � 1 / 1 �

1 / f � f / f � 

f / f � f / 0 �

0 / f � 0 / 0 �
1 / f � 1 / f �

• Essencialmente, cada 0 de m é substituído por f e cada 0 
de n é substituído por 1.   

• Se m � n (em q4) os (n+1) 1’s são substituídos por f e é 
reposto um 0 que faltava. 

• Se m < n (em q5) todos os 0’s e 1’s são substituídos por f.

Simulação para � ±�� :

� � � � � � � � � f f ���
f � � � � � � � � f f ���
f f � � � � � � � f f ���
f f f � � � � � � f f ���
f f f f � � � � � f f ���
f f f � � f f f f f f ���

� �� � �� �

� �� �



&DStWXOR�9��0iTXLQDV�GH�7XULQJ�H�&RPSOH[LGDGH�����������������������������������������������������������������������������������������������������������BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

7HRULD�GD�&RPSXWDomR������������ 5RViOLD�5RGULJXHV����������������������

Simulação para � ±�� :

� � � � � � � � � f f ����
f � � � � � � � � f f ���
f f � � � � � � � f f ���
f f f � � � � � � f f ���
f f f f f f f f f f f ���

([HUFtFLR� Construa uma Máquina de Turing para FDOFXODU�D�VRPD 
de dois números inteiros e positivos. 

 

(([[HHPPSSOORR� &DOFXODU�R�SURGXWR�de dois números inteiros e positivos. 
 

• Os operandos m e n são registados na forma �P��Q� seguidos 
de brancos e resultado será��PQ (entre brancos), isto é, 

 �P � �Q � �
 �PQ�
• Utilizamos um módulo auxiliar para FRSLDU �Q no fim da 

informação registada (antes dos brancos); 
 D � �Q � E �
 D � �Q � E �Q D� E ±�^����`
�

 

� �� � �� �

� © �
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O módulo para FRSLDU �Q:
0/0 � 0/0 �
1/1 � 1/1 �

0/X � f/0 �

1/1 � X/X �
1/1 �

X/0 �

Especificação: 
 D � �Q � E �
 D � �Q � E �Q D� E ±�^����`
 

Simulação para Q  �� :

D � � � � � � E f
D � � � � � � E � � � � f

• O processo começa com a cabeça de leitura no primeiro 0 (q1) e 
acaba na mesma posição (q5), para que o módulo possa ser 
repetidamente utilizado durante a multiplicação. 

 
• Os X’s auxiliares voltam a ser substituídos por 0’s (q4). 
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Uma Máquina de Turing para o SURGXWR:

0/0 �
f/f � 

0/f � 0/0 �
1/1 � 0/0 � 1/1 �

0/0 � f/f � 

1/f � 1/f � 

0/f � 

Especificação: 
 �P � �Q � �
 �PQ�

• No primeiro passo,  �P � �Q � � �P������Q � �Q
• No passo de ordem k, �P��N�������Q � ��N���Q� � �P�N����Q � �NQ 
• No passo de ordem m, � ���Q � ��P���Q� � � �Q � �PQ 
• Quando não existem mais 0’s do m inicial (q8), é apagada a 

sequência � �Q � (q10) (q11) (q12). 
 

• No fim do processo, a cabeça de leitura fica no primeiro 0 de �PQ.



&DStWXOR�9��0iTXLQDV�GH�7XULQJ�H�&RPSOH[LGDGH�����������������������������������������������������������������������������������������������������������BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

7HRULD�GD�&RPSXWDomR������������ 5RViOLD�5RGULJXHV����������������������

>> //LLQQJJXXDDJJHHQQVV GGHH XXPPDD 00iiTTXXLLQQDD GGHH 77XXUULLQQJJ��
Para uma Máquina de Turing M = (Q, È, Γ, G, q0, f, F)�definimos:�
•• /LQJXDJHQV�DFHLWHV SRU�((VVWWDDGGRR ))LLQQDDOO��

/�0� = { Z ± 6* |  � p ± F, � D, E ± ** :  q0Z �* DpE }

•• /LQJXDJHQV�DFHLWHV SRU�33DDUUDDJJHHPP��
+�0� = { Z ± 6* |  � p ± Q, � D, E ± **, � X ± * :  

 
q0Z �* DpXE e G(p, X) não está definido} 

�

([HPSOR� Recordemos a Máquina de Turing que reconhece  
 as palavras de {0, 1}* cujo terceiro símbolo é um 0, 
 

0/0 � 0/0 �
1/1 � 1/1 � 0/0 �

1/1 �

0/0 �
1/1 �f/f � 

/�0� = (0 + 1) (0 + 1) 0 (0 + 1)* 
 

+�0� = ε + 0 + 1 + (0 + 1) (0 + 1) + (0 + 1) (0 + 1) 0 (0 + 1)* 



&DStWXOR�9��0iTXLQDV�GH�7XULQJ�H�&RPSOH[LGDGH�����������������������������������������������������������������������������������������������������������BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

7HRULD�GD�&RPSXWDomR������������ 5RViOLD�5RGULJXHV����������������������

>> &&OODDVVVVHHVV GGHH //LLQQJJXXDDJJHHQQVV��
•• //LLQQJJXXDDJJHHQQVV 55HHFFRRUUUUHHQQWWHHPPHHQQWWHH ((QQXXPPHHUUiiYYHHLLVV��

As que são aceites por Estado Final, por alguma Máquina de Turing,  
 ^ 3RGHPRV�HVWDEHOHFHU�XPD�UHJUD��UHFRUUHQWH��SDUD��OLVWDU�RUGHQDGDPHQWH�WRGDV�DV�SDODYUDV�GD�/LQJXDJHP���&RQWXGR��SDUD�XPD�SDODYUD�TXH�QmR SHUWHQoD�j�/LQJXDJHP���D 07�SRGH�QmR�SDUDU� QmR�VHQGR�SRUWDQWR�SRVVtYHO�YHULILFDU��VH�D��SDODYUD��SHUWHQFH�RX�QmR�j�/LQJXDJHP��`�
 

•• //LLQQJJXXDDJJHHQQVV 55HHFFRRUUUUHHQQWWHHVV��
As que são aceites por Paragem, por alguma Máquina de Turing,  

 ^ $�0iTXLQD�GH�7XULQJ�SiUD�VHPSUH�YHULILFDQGR�VH�D�SDODYUD�SHUWHQFH�RX�QmR�j�/LQJXDJHP��`�
 

$$ ++LLHHUUDDUUTTXXLLDD GGHH &&KKRRPPVVNN\\��
1mR�5HFRUUHQWHPHQWH�(QXPHUiYHLV�� 5HFRUUHQWHPHQWH�(QXPHUiYHLV�� 5HFRUUHQWHV�� 6HQVtYHLV�DR�&RQWH[WR�� ,QGHSHQGHQWHV�GR�&RQWH[WR�� 5HJXODUHV�

 

^ ,QWHUHVVDP�QRV�DV�/LQJXDJHQV�5HFRUUHQWHV��`�



&DStWXOR�9��0iTXLQDV�GH�7XULQJ�H�&RPSOH[LGDGH�����������������������������������������������������������������������������������������������������������BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

7HRULD�GD�&RPSXWDomR������������ 5RViOLD�5RGULJXHV����������������������

^ 8PD�0iTXLQD�GH�7XULQJ�TXH�SiUD�VHPSUH���p XP�0RGHOR�DGHTXDGR�GH�$OJRULWPR��`�
 >> $$OOJJRRUULLWWPPRR��

Um $$OOJJRRUULLWWPPRR para calcular o valor de uma função f : C | D
é uma Máquina de Turing que, partindo de um d ± C registado 
na Fita, SiUD com o valor exacto de f(d) ± D registado na Fita. 

 ^ $VVXPLQGR�D�7HVH�GH�&KXUFK�7XULQJ��HP�YH]�GH�³0iTXLQD�GH�7XULQJ´�SRGHPRV�GL]HU�³SURJUDPD´��`�
 

>> $$OOJJRRUULLWWPPRRVV HH 33UURREEOOHHPPDDVV��
^ 5HSUHVHQWDQGR�WRGD�D�LQIRUPDomR�HP�ELQiULR��`�

 
Uma ,QVWkQFLD (particularização de um Problema) é um par ordenado: 
 

( [, \ ) |  [, \ ± {0, 1}* 
 
Um 3UREOHPD é um conjunto de Instâncias. 
 

{ ( [, \ ) |  [, \ ± {0, 1}* } 
 ([HPSOR��� Soma de Números Naturais 

 
Instância:   ( 0m 1 0n , 0m+n ) | m, n ± ´
Problema:  { ( 0m 1 0n , 0m+n ) | � m, n ± ´ }

Algoritmo:  0m 1 0n �* 0m+n 

^ 8P�$OJRULWPR�p�D�VROXomR�GH�XP�3UREOHPD��`�
 



&DStWXOR�9��0iTXLQDV�GH�7XULQJ�H�&RPSOH[LGDGH�����������������������������������������������������������������������������������������������������������BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

7HRULD�GD�&RPSXWDomR������������ 5RViOLD�5RGULJXHV����������������������

>> 33UURREEOOHHPPDDVV GGHH ''HHFFLLVVmmRR HH //LLQQJJXXDDJJHHQQVV��
Num 3UREOHPD�GH�'HFLVmR os resultados possíveis são 6LP ou 1mR.

{ ( [, \ ) |  [ ± {0, 1}*,  \ ± {0, 1} } 
�
([HPSOR��� Verificar se um dado número n ± ´ é Primo. � [ ± {0, 1}*  é uma representação de n\ ± {0, 1} representa {Não, Sim} 
�
A cada 3UREOHPD�GH�'HFLVmR D corresponde uma /LQJXDJHP,
formada pelas palavras para as quais o resultado é 6LP.

/�'� = { [ ± {0, 1}* |  ( [, 1�) ± D } 
 
Resolver o Problema de Decisão equivale a Reconhecer a Linguagem. 
 

([HPSOR��� Reconhecer a Linguagem, 
 { [ ± {0, 1}* | [ representa um número Primo } �
Qualquer Problema pode ser formulado como um Problema de 
Decisão. Se conhecermos o resultado … 
 

P = { ( [, \ ) |  [, \ ± {0, 1}* } 
 

D(P) = { ( [\, ] ) |  ] = 1 ¾ ( [, \ ) ± P } 
 

([HPSOR��� Dados m, n e p, verificar se m+n = p. 
 

L(D) =  { ( 0m 1 0n 1 0m+n ) | � m, n ± ´ }

{ 3RGHPRV�HQFDUDU�XP�3UREOHPD�FRPR�XPD�/LQJXDJHP�`�



&DStWXOR�9��0iTXLQDV�GH�7XULQJ�H�&RPSOH[LGDGH�����������������������������������������������������������������������������������������������������������BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

7HRULD�GD�&RPSXWDomR������������ 5RViOLD�5RGULJXHV����������������������

{ 7RGR�R�3UREOHPD�SRGH�VHU�³UHVROYLGR´"�`��
>> 33UURREEOOHHPPDDVV ''HHFFLLGGttYYHHLLVV HH 33UURREEOOHHPPDDVV ,,QQGGHHFFLLGGttYYHHLLVV��

Um Problema diz-se ''HHFFLLGGttYYHHOO se a linguagem associada for uma 
Linguagem Recorrente e ,,QQGGHHFFLLGGttYYHHOO se não for Recorrente. 
 
Isto é, um Problema é Decidível se existir uma Máquina de Turing 
capaz de calcular o resultado ao fim de um número finito de passos, 
para todas as suas Instâncias. 
 

^ 8P�3UREOHPD�p�'HFLGtYHO�TXDQGR��H[LVWH�XP�$OJRULWPR�TXH�R�UHVROYH�H�SiUD��`�
 

+LOEHUW (1928):  4XDOTXHU�SUREOHPD�SRGH�VHU�³UHVROYLGR´"�
*|GHO (1931): 1mR�SRGH��'HPRQVWUHL�FRP�XP�$OJRULWPR�5HFRUUHQWH��
7XULQJ (1936):  8P�$OJRULWPR�p�XPD�³PiTXLQD´�«��

 

Alguns Problemas ,QGHFLGtYHLV:
• O Problema da Paragem. 
• O 10º Problema de Hilbert (1900). 

 
Resolver a equação,  xn + yn = zn

com x, y, z, n ∈ À, n ! 2

• Verificar se uma Gramática é Ambígua. 
• Verificar se uma Linguagem é Finita. 
• ... 
• ^0XLWRV��PXLWRV�PDLV`�



&DStWXOR�9��0iTXLQDV�GH�7XULQJ�H�&RPSOH[LGDGH�����������������������������������������������������������������������������������������������������������BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

7HRULD�GD�&RPSXWDomR������������ 5RViOLD�5RGULJXHV����������������������

{ 3RGHPRV�YHULILFDU�VH�D�0iTXLQD�SiUD"�`�
 

>> 22 33UURREEOOHHPPDD GGDD 33DDUUDDJJHHPP��
Existirá um algoritmo (MT) para verificar se todo o algoritmo (MT) SiUD, para qualquer instância? 
�

Resposta: 1mR� 

Esquema de Demonstração: 
 
Se tal algoritmo existisse, poderíamos construir outro: 
 

… e como o algoritmo de entrada é qualquer: 
 

… o que é absurdo! 
 

{ 3RUWDQWR�QmR�SRGHPRV��`�



&DStWXOR�9��0iTXLQDV�GH�7XULQJ�H�&RPSOH[LGDGH�����������������������������������������������������������������������������������������������������������BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

7HRULD�GD�&RPSXWDomR������������ 5RViOLD�5RGULJXHV����������������������

{ )LTXHPR�QRV�SHORV�3UREOHPDV�5HVRO~YHLV� `��
{ 0DV�Ki�PXLWDV�PDQHLUDV�GH�UHVROYHU�XP�3UREOHPD�5HVRO~YHO�H Ki�SUREOHPDV�PDLV�³IDFLOPHQWH�UHVRO~YHLV´�GR�TXH�RXWURV�«�`��

>> &&RRPPSSOOHH[[LLGGDDGGHH 77HHPPSSRRUUDDOO��
Seja M uma Máquina de Turing Determinista que resolve o 
Problema { ( [, \ ) |  [, \ ± {0, 1}* } e pára para todo o [.

A &RPSOH[LGDGH�7HPSRUDO de M é uma função f : ´| ´,
onde f(n) é o PDLRU�Q~PHUR�GH�SDVVRV que M efectua sobre as 
palavras [ de comprimento n.

No conjunto das palavras [ de comprimento n, esse número de 
passos pode variar bastante, consoante a ,QVWkQFLD�considerada.  
A definição anterior corresponde ao 3LRU�&DVR.

O mesmo Problema pode ser resolvido por várias Máquinas de 
Turing com diferentes Complexidades Temporais. 
 
([HPSOR��� Reconhecer a Linguagem { 0n 1n | n � 0 }. 
 A MT trivial tem Complexidade 6(n2)

mas existe outra de Complexidade 6(n log n) 
 e uma MT de duas Fitas pode fazê-lo em 6(n). 
 

{ 7RGDV�DV�QRo}HV�DQWHULRUHV�VmR�SDUD�07¶V�'HWHUPLQLVWDV��`�
�

'HILQLomR: Numa Máquina de Turing 1mR�'HWHUPLQLVWD,

G : Q � Γ | 7 ( Q � Γ � {L, R} ) 



&DStWXOR�9��0iTXLQDV�GH�7XULQJ�H�&RPSOH[LGDGH�����������������������������������������������������������������������������������������������������������BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

7HRULD�GD�&RPSXWDomR������������ 5RViOLD�5RGULJXHV����������������������

>> $$ &&OODDVVVVHH 88��
Chama-se 7 ao conjunto de Problemas (Linguagens) 
resolúveis (reconhecíveis) por uma Máquina de Turing 'HWHUPLQLVWD que pára em WHPSR�SROLQRPLDO.

^ &ODUR�TXH�D�07�SRGH�UHVROYHU�R�SUREOHPD�HP�6�Q��
HQTXDQWR�TXH�XP�SURJUDPD�R�UHVROYH�HP��6�Q����`�

 

>> $$ &&OODDVVVVHH 6688��
Chama-se 57 ao conjunto de Problemas (Linguagens) 
resolúveis (reconhecíveis) por uma Máquina de Turing 1mR�'HWHUPLQLVWD que pára em WHPSR�SROLQRPLDO.

^̂ SSRRUUWWDDQQWWRR 88 °° 6688 `̀
São Problemas da Classe  7:

• Máximo Divisor Comum, 
• Ordenação, 
• Programação Linear, 
• Circuito Euleriano, 
• Caminho Mais Curto (1959), 
• Teste de Primalidade (2002), 
• ... 

São Problemas da Classe  57:

• Torres de Hanoi, 
• Circuito Hamiltoniano (Problema do Caixeiro Viajante), 
• Coloração de Grafos, 
• “Minesweeper” 
• ... 



&DStWXOR�9��0iTXLQDV�GH�7XULQJ�H�&RPSOH[LGDGH�����������������������������������������������������������������������������������������������������������BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

7HRULD�GD�&RPSXWDomR������������ 5RViOLD�5RGULJXHV����������������������

>> &&LLUUFFXXLLWWRR ((XXOOHHUULLDDQQRR��

^ (XOHU�H�DV�SRQWHV�GH�.|QLJVEHUJ���������`�
 

2 3UREOHPD� 
PPaarraa uumm ddaaddoo ggrraaffoo,, pprrooccuurraarr uumm cciirrccuuiittoo
qquuee ppaassssee ppoorr ccaaddaa aarrccoo uummaa ssóó vveezz..

2 &LUFXLWR�(XOHULDQR�p�XP�3UREOHPD�GD�&ODVVH�8
VH RV�YpUWLFHV�IRUHP�GH�JUDX�tPSDU��
 

>> &&LLUUFFXXLLWWRR ++DDPPLLOOWWRRQQLLDDQQRR��

Caixeiro Viajante: 
Dadas n cidades e as respectivas distâncias,  
procurar o circuito total mínimo. 
 

2 3UREOHPD��
 
PPaarraa uumm ddaaddoo ggrraaffoo,, pprrooccuurraarr uumm cciirrccuuiittoo
qquuee ppaassssee ppoorr ccaaddaa vvéérrttiiccee uummaa ssóó vveezz..

2 &LUFXLWR�+DPLOWRQLDQR�p�XP�3UREOHPD�GD�&ODVVH�68�



&DStWXOR�9��0iTXLQDV�GH�7XULQJ�H�&RPSOH[LGDGH�����������������������������������������������������������������������������������������������������������BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

7HRULD�GD�&RPSXWDomR������������ 5RViOLD�5RGULJXHV����������������������

10 1024. 1.024 � 10�6 1.18519 � 10�11 3.24708 � 10�14
20 1.04858 � 106 0.00104858 1.21363 � 10�8 3.32501 � 10�11
30 1.07374 � 109 1.07374 0.0000124276 3.40481 � 10�8
40 1.09951 � 1012 1099.51 0.0127258 0.0000348653

50 1.1259 � 1015 1.1259 � 106 13.0312 0.0357021

60 1.15292 � 1018 1.15292 � 109 13344. 36.5589

70 1.18059 � 1021 1.18059 � 1012 1.36643 � 107 37436.3

80 1.20893 � 1024 1.20893 � 1015 1.39922 � 1010 3.83348 � 107
90 1.23794 � 1027 1.23794 � 1018 1.4328 � 1013 3.92548 � 1010
100 1.26765 � 1030 1.26765 � 1021 1.46719 � 1016 4.01969 � 1013

{ (QFRQWUDU�D�VROXomR�p�³GLItFLO´��PDV�YHULILFDU�D�VROXomR�p�³IiFLO´��`�
 

>> ''HHWWHHUUPPLLQQLLVVPPRR HH 11mmRR��''HHWWHHUUPPLLQQLLVVPPRR��
Numa Instância de um Problema 57 a pesquisa (determinista) do 
resultado pode crescer de forma H[SRQHQFLDO.
([HPSOR��� Problema do Caixeiro Viajante (pesquisa exaustiva): 
 

Gerar todas as (�Q
) Permutações de (1,2,3,…,n); 

 calculando a soma das distâncias; 
 Escolher a menor. 

 
… mesmo para 1 nanossegundo por permutação: 

 
Q �Q �QV�� VHJXQGRV� GLDV� DQRV�

 

Mas se o Problema é 57, uma MT 1mR�'HWHUPLQLVWD 
encontra o resultado em WHPSR�SROLQRPLDO.
Se à partida conhecermos o resultado (Problema de 
Decisão associado), uma MT 'HWHUPLQLVWD pode YHULILFDU 
(Sim ou Não) esse resultado em WHPSR�SROLQRPLDO.

^ 3UREOHPDV�57�
7HQWD�VH�HQFRQWUDU�XP�DOJRULWPR�SROLQRPLDO�H�WRUQDP�VH�7�
7HQWD�VH�SURYDU�TXH�VmR�PHVPR�57�7HQWD�VH�FRQVWUXLU�VROXo}HV�DSUR[LPDGDV��`



&DStWXOR�9��0iTXLQDV�GH�7XULQJ�H�&RPSOH[LGDGH�����������������������������������������������������������������������������������������������������������BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

7HRULD�GD�&RPSXWDomR������������ 5RViOLD�5RGULJXHV����������������������

^ 0DV�D�YHUGDGH�p�TXH�QmR�VDEHPRV�VH�H[LVWLUi��RX�QmR��DOJXPD�07�GHWHUPLQLVWD�FDSD]�GH�UHVROYHU�HVWHV�SUREOHPDV�HP�WHPSR�SROLQRPLDO���
1HP�VHTXHU�VDEHPRV�VH�H[LVWH�DOJXP�SUREOHPD�57�TXH�QmR�VHMD�7� `�

 

>> $$ **UUDDQQGGHH 44XXHHVVWWmmRR��

88   6688
^ 3RGH�JDQKDU���PLOKmR�GH�GyODUHV��`�

 

>> $$ &&OODDVVVVHH 6688 ±± FFRRPPSSOOHHWWRR��
Não fazemos a menor ideia se 7 = 57 mas sabemos demonstrar que DOJXQV Problemas são tão “difíceis” que, se alguma vez algum deles 
for classificado como 7, então 7 = 57.

São Problemas da Classe  57-completo: 
 

• Problema do Caixeiro Viajante, 
• Coloração de Grafos, 
• ... 

 

??

����H�FKHJD���
� SRU�DJRUD�����


