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Capitulo V : Maguinasde Turing e Complexidade

= Ciéncias da Computacio

"As Ciéncias da Computacdo sdo o estudo dos Algoritmos”
Donald Knuth

= Algoritmo
{ Afinal o que é um Algoritmo? }

Existem registos de Algoritmos desde o tempo da antiga Babilonia.
O termo Algoritmo tem origem no nome de Al'Khwarizmi (séc. 1X).

S6 no inicio do século XX comegou a ser estudada a sua no¢do formal e
posteriormente o seu desenvolvimento se tornou vital no desenvolvimento
e utilizagdo dos computadores.

= Teoria da Computacio

»  Capacidades e Limitagoes dos Algoritmos / da Computagdo
(Computabilidade e Decidibilidade).

«  FEficiéncia dos Algoritmos (Andlise de Complexidade).

«  Correcgdo dos Algoritmos (Verificagdo Formal).

e Modelo Matemadtico para o Processamento de Linguagens
(Linguagens Formais e Automatos).

« Linguagens de Programagdo (Sintaxe e Semdntica).

*  Modelos de Dados (Teorias dos Tipos Abstractos de Dados).

e Paradigmas de Programacdo (Programagdo Imperativa,
Funcional, em Logica, Orientada aos Objectos, ...).
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= Modelos Formais para a nocio de Algoritmo

{ Formalismos estruturalmente distintos, apesar de “equivalentes” }
e Maquina de Turing (Alan Mathison Turing)

o  Fungoes Recorrentes (Stephen Cole Kleene)

»  Fungoes recorrentes (Kurt Godel)

e Cdlculo-A (Alonzo Church)
«  Sistema de Post (Emil Leon Post)
o Logica Combinatoria (Moses Schonfinkel)

... todos cerca de 1936.

= A Maquina de Turing como Modelo de Computacio

{ Para Alan Turing, “Computador” era
a pessoa que efectuava as “‘computagoes”. }

A Tese de Church — Turing (versdo intuitiva):

Algoritmo = Maquina de Turing

{ Um Problema resolivel por um Computador
e resoluvel por uma Mdquina de Turing }
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« A Maquina de Turing

Na sua versdo basica, uma Maquinade Turing € semelhante
aum Automato de Pilha. Tem uma Unidade de Controlo dos
Estados, com uma cabega de leitura/escrita. Contudo, o
armazenamento é feito numaFita “semi-infinita’, onde é
possivel ler e escrever simbolos.

A cadeia de entrada comeca por ser colocada naFita,
0 espaco restante é preenchido por simbolos brancos e
a cabeca de leitura/escrita € colocada no inicio.

Com base no Estado actual e no simbolo lido, um passo da
Maguina de Turing consiste em:

1. Transtar paraoutro Estado;
2. Escrever um simbolo na Fita;
3. Mover acabecadeleitura(L esguerda, R direita).
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Definicado: UmaMaquina de Turing (MT) é um séptuplo ordenado,
M — (Q: Z; r; 61 qO, D; F)

onde;

*  Q éum conjunto finito de estados,
e 2 éoconjunto finito de simbolos de entrada,

e [ éoconjunto finito de simbolos da Fita, onde X C T,
e 0:QxIN—>QxTI x{L, R} éafuncéo de transicio,
e (o< Qéoestado inicial,

e peTl\Xéosimbolo branco,

« Fc Qéoconjunto dos estados finais ou de aceitacio.

Exemplo: A MT seguinte aceitaas palavrasw € {0, 1} * cujo terceiro
simbolo é um 0. No caso contrério, corre indefinidamente.

M :({pv q,r, Svt}’{O’ 1}’{0’ 1’ D}161 p,D,{S})

com:
o) 0 1 O
— p (q’ O’ R) (q’ 1’ R) -
q|l (r,0,R) (r,1,R) —
r{ (ssOoL) (1R —
s S — _ _

t] &,OOR) (1L, R (t,o,R)
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0/0- 0/0-
1/1- 1/1- 0/0«

0/0-
1/1-
ol/lo-

A descriciio instantinea de uma Maguina de Turing denota-se por aqf
comge Qea,B €I'™*, onde:

LITTTTTPTT ] [s]efs
A\ N 7

7

Y Y

a b
g € o presente Estado, a a sequéncia de simbolos a esquerda da cabeca de
leitura e 8 a sequéncia dos restantes simbol os, ndo brancos.

Um passo da Méquina de Turing é representado por F .

No caso do exemplo anterior, paraw = 0101, a sequéncia de passos seria
p0101 + 0g101 + 01rO1 + Os101

Nesseinstantea MT para, porque ndo existem transicoes a partir de s.

Paraw = 0111 a sequéncia seria:
p0111 + Ogl1l+ O1rll+ O11t1+ 0111t+ 0111t + O11doot + ...

eaMT continuaria indefinidamente paraadireita...
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Exemplo: UmaMT parareconhecer aLinguagem{ 0"1" |n> 1}

M = ({Go, Gh, G, G, Ga}, {0, 13, {0, 1, X, Y, 0}, 6, 0o, 0, { G}

com:
o 0 1 X Y O
— qO (qls xs R) - - (CIS, Ys R) —
ql (qll Os R) (q2s Ys L) - (CIL Ys R) -
q2 (q21 01 L) _ (CIO, Xa R) (q21 Ya L) _
O3 — — — (03, Y, R) (ds 0, R)
s Q| — — — — —
YIY -
0/0-
0/ X - 1/Y «
—@IEMED
Y/IY «
XIX- 0/0«

YIY -

Y

alo-
YIY - E

Paraw = 0011 seria executada a sequéncia de passos:

000011 - Xq,011 + X0g;11 + Xg,0Y 1+ qpXOY 1+
XgoOY 1+ XX Y1F XXYQl F XXQYY F XOXYY F
XXQYY F XXYQ3Y F XXYYgsa F XXYYog,o
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O Algoritmo utilizado vai substituindo, alternadamente,
cada 0 por X ecadal por Y, verificando a concordancia.

Para cada par (0, 1) € executado o ciclo:

(go) substituir o primeiro O por X;

(q1) (saltando O's e Y’s) avancar até ao primeiro 1,
substituir 1 por Y

(qp) (saltando O’s e Y’ s) recuar até encontrar um X;

[ofoft1]1]ojalo]  [x]eft|1]ofajo]  [x]ef1]|1][o]|a]o]
[x]ofv[1]ofaja]  [x]o]v[1|ofo]q]

O ciclo comega no estado q € regressa a g, sempre que a cabeca de
leitura recua até ao proximo 0 a ser assinalado.
Em cadainstante, a zona da Fita javisitada é da forma X*0* Y * 1*,

[xjo]v[1]ofaja]l  [x|[x]v[1]ofajo]  [x]x[v][1]o][ag|oO]
[x[x[v]v|ofajo]  [x[x][v]v]o[ag|o]
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Se (em qg) em vez de um O encontrar um'Y,

é porque todos os 0’ s ja foram substituidos por X’s,

(Em g3) saltando todos 0s Y's, se encontrar um o,

(em q,) a concordancia é verificada e a palavra é reconhecida.

(xIx[v]v[ojajo]  [x|x[v]v[ojajo]  [x[x[v]v[o|o]o]

[x[x[v]y[o|a]o]

Se (gz) aposo ultimo Y estivesse 0 ou 1 aMaguinade Turing parava
(por n&o estarem definidas transi¢des, a partir de gz, por 0 ou 1) sem
atingir o Estado Final (qy).

Por outro lado, paraw = 0010:

qOOO:LO F quOlO F XOq110 F XC|20YO F qZXOYO F
XY 0 F XXa,Y0 F XX Y0 F XX Y00

eaMT parava (por ndo estarem definidas transi¢oes, a partir de g, por o)
sem atingir o Estado Final (qy).

| dentifique 0s outros casos possivels de ndo aceitacao e o correspondente
comportamento daMT.

Exercicio: Construa uma Méaguina de Turing para reconhecer

aLinguagem{ w € {0, 1} * | no(w) = ny(w) }.
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{ Apesar de, no contexto actual, o interesse da MT residir
essencialmente no Reconhecimento de Linguagens, o conceito
original de Alan Turing era o de um dispositivo de Cdlculo }

Exemplo:

nUmeros inteiros e positivos, isto €,

m-n

0

A MT seguinte calcula a “diferenca propria” entre dois

SEm=n
se m<n

M = ({do, O1, G2, O3, G4, Os, Qs> {0, 1}, {0, 1, 0}, 6, o, 0, {} )

com.

0 0 1 [
— Jo (qli , R) (q5l t, R) _

Q1 (q].’ O! R) (qZ’ 11 R) -

02 (q31 1’ L) (qZ’ 11 R) (q4’ , L)

O (q3’ O! L) (q3s 1! L) (qu t, R)

Qa4 (q4’ O! L) (q4s , L) (Qe, O’ R)

Os (q5’ , R) (q5l t, R) (Qe, t, R)

Us — — —

«  Porgue n&o se trata do Reconhecimento de uma Linguagem,
n&o sao definidos estados finais (ou de aceitacao);
« O processo para sempre no estado gg, ficando o resultado

registado na Fita;

E utilizada umaforma de representacdo “unéria’ dos nimeros;

«  Osoperandos m e n comegam por ser registados naforma
0™10" seguidos de brancos. O resultado sera0™ " (entre
brancos) ou Fita Vazia (sO brancos).

Teoria da Computacio (2009/2010)

Rosalia Rodrigues



Capitulo V: Maquinas de Turing e Complexidade 10

o/o-

0/0- 1/1>

0/0 «
0/598 1/1- 0/1« @Dl/l(—
1/o0- o/ 0«
E}D/D_)@ o/0-

O/o- O/O(—
1/0- 1/0«

« Essenciamente, cada 0 de m é substituido por o e cada O
de n é substituido por 1.

« Sem=n(emaq,) os(n+l) 1's sdo substituidos por o e é
reposto um O que faltava.

« Sem<n(emqgs)todosos Q' sel’ssdo substituidos por o.

Simulagéo para5 -3

00/ 0/0/0(1][{0(0|0 O O (05103)

olojo0|/0|ojo|jo|o|o| g/ (0%)
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11

Simulagdo para3 -5 :

0

00010000000~ (010

o|lo|o|lo|lolo|lo|lo|lo|lol.. ((D)

Exercicio: Construauma Méaguina de Turing para calcular a soma

de dois nimeros inteiros e positivos.

Exemplo: Calcular o produto de dois nimeros inteiros e positivos.

Os operandos m e n s3o registados naforma 0™10"1 seguidos
de brancos e resultado sera 0™" (entre brancos), isto €,

0"10"1 r* 0™

Utilizamos um médulo auxiliar para copiar 0" no fim da
informacéo registada (antes dos brancos);

al10"18 F* @10"180" a,Bef0,1}*

Teoria da Computacio (2009/2010)
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O modulo para copiar 0":

0/0 - 0/0 «
1/1- 1/1 «
0o/X - 8 0/0 «
1/1 « X/IX -
g 1/1 - @

X/0 «
Especificacéo:
al0"1B8 F* a10"1B80" a,Bei0,1}*
Simulagdo paran =4 :

\J

a (1/0/0/ 001 B |C

a 1700001 B |[0]0]0]0]|D

A

« O processo comeca com a cabecade leiturano primeiro 0 (g,) e

acaba na mesma posi¢éo (gs), para que o modulo possa ser
repetidamente utilizado durante a multiplicacéo.

« OsX’sauxiliares voltam a ser substituidos por 0's (ga).
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Uma Méquinade Turing para o produto:

0/0 «
olo - 8
— < 9
Olo —» 0/0 «
;E 1/1 - - 0/0 « C 1/1 « o
0/0 - o/o -
@ /o - E E 1/o —>.

O/o -
Especificacéo:

0"10"1 * 0™

« No primeiro passo, 0"10"1 F 0™'10"10"
. Nopassodeordemk, 0™® Y 10"10%P" r 0™*10"10"
. Nopassodeordenm, 010"10™" 10"10™

« Quando ndo existem mais 0’'sdo minicial (qg), € apagada a
sequéncia 1 0" 1 (00) (Gu1) (02)-

« No fim do processo, a cabega de |eituraficano primeiro 0 de 0™".
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= Linguagens de uma Maquina de Turing:

ParaumaMaquinade TuringM = (Q, 2, I, 6, 0o, o, F) definimos:
 Linguagens aceites por Estado Final:

LM)={weX*|dpeF Je,fel*: qw F* apb}

« Linguagens aceites por Paragem:
HM)={weXZ*| dpeQ,da,pel*,AXeT :

qow F* apXB e §(p, X) ndo esta definido}

Exemplo: Recordemos a Méaguinade Turing que reconhece
aspalavrasde {0, 1} * cujo terceiro simbolo é um 0,

0/0 - 0/0 »
1/1-
0/0 »
1/1-
olo -

L(M) = (0+ 1) (0+ 1) 0 (0 + 1)*

HM)=¢+0+1+(0+1)(0+1)+(0+1)(0+1)0(0+21*
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= Classes de Linguagens:

« Linguagens Recorrentemente Enumeraveis:
As que sdo aceites por Estado Final, por alguma Maguina de Turing,
{ Podemos estabelecer uma regra (recorrente) para
listar ordenadamente todas as palavras da Linguagem.
Contudo, para uma palavra que ndo pertenca a Linguagem,
a MT pode ndo parar, ndo sendo portanto possivel verificar
se a palavra pertence ou ndo a Linguagem. }
« Linguagens Recorrentes:

As que sdo aceites por Paragem, por alguma Méguina de Turing,

{ A Mdquina de Turing pdra sempre,
verificando se a palavra pertence ou ndo a Linguagem. }

A Hierarquia de Chomsky:

Ndo-Recorrentemente Enumerdveis

Recorrentemente Enumeraveis

Recorrentes

Sensiveis ao Contexto

Independentes do Contexto

{ Interessam-nos as Linguagens Recorrentes. }
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{ Uma Mdquina de Turing que pdra sempre,
¢ um Modelo adequado de Algoritmo. }

= Algoritmo:

Um Algoritmo paracalcular o valor deumafuncdof:C — D
€ uma Mé&guina de Turing que, partindo de um d € C registado
naFita, para com o valor exacto de f(d) € D registado na Fita.

{ Assumindo a Tese de Church-Turing,
em vez de “Mdquina de Turing” podemos dizer “programa”. }

= Algoritmos e Problemas:
{ Representando toda a informagdo em bindrio. }

Uma Instancia (particularizacéo de um Problema) € um par ordenado:
(v, )] x,ye{0,1}*

Um Problema é um conjunto de Instancias.
{(xy)]xye{01}*}

Exemplo: Somade NUmeros Naturais

Instanciaz  (0™10",0™")|m, neN
Problemac {(0"10",0™")|Vm,neN}

Algoritmo: 0™10" v+ O™

{ Um Algoritmo é a solugdo de um Problema. }

dados resultados

MT
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= Problemas de Decisio e Linguagens:

Num Problema de Decisdo 0s resultados possivels sdo Sim ou Nio.

{(x,y)]x€{0,1}*, ye{0,1} }

Exemplo: Verificar seumdado nimeron e N éPrimo.
x {0, 1}* éumarepresentacdo den
ye€{0,1} representa{N&o, Sim}

A cada Problema de Decisdo D corresponde uma Linguagem,

formada pelas palavras para as quais o resultado € Sim.
L(D)={xe{0,1}*| (x,1)eD}

Resolver o Problema de Decisao equivale a Reconhecer a Linguagem.

Exemplo: Reconhecer aLinguagem,
{ x € {0, 1} * | x representa um nimero Primo }

Qualguer Problema pode ser formulado como um Problema de
Decisio. Se conhecermos o resultado ...

P=" {(x»)|xye{01}"}

D(P)={(x,z)|z=1=(x,y) € P}

Exemplo: Dadosm, nep, verificar sem+n=p.
LD)={(0"10"10™")|Vm,neN}

{ Podemos encarar um Problema como uma Linguagem.}
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{ Todo o Problema pode ser “resolvido”? }

= Problemas Decidiveis e Problemas Indecidiveis:

Um Problemadiz-se Decidivel se alinguagem associada for uma
Linguagem Recorrente e Indecidivel se ndo for Recorrente.

Isto €, um Problema é Decidivel se existir uma Méaguina de Turing

capaz de calcular o resultado ao fim de um nimero finito de passos,
paratodas as suas | nstancias.

{ Um Problema é Decidivel quando
existe um Algoritmo que o resolve e pdra! }

Hilbert (1928): Qualquer problema pode ser “resolvido”?
Godel (1931): Ndo pode! Demonstrei com um Algoritmo Recorrente.

Turing (1936): Um Algoritmo é uma “mdquina’ ...

Alguns Problemas Indecidiveis:

« O Problema da Paragem.
« O 10° Problemade Hilbert (1900).

Resolver aequagdio, X +Yy"=2Z"
comx,y,z,ndZ,n>2

« Verificar se uma Gramatica é Ambigua.
« Veificar se umaLinguagem é Finita.

o {Muitos, muitos mais}
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{ Podemos verificar se a Mdquina para? }

= O Problema da Paragem:

Existiraum agoritmo (MT) para verificar setodo o algoritmo (MT)
para, paraqualquer instancia?

algoritmo _ Sim
dados Verificador _)Néo

de Paragem | — 3

Resposta: Nao!

Esquema de Demonstracéo:

Setal algoritmo existisse, poderiamos construir outro:

Algoritmo X
algoritmo Sim gt?ra_rc_:iclo
W—} d\gegz;:aadeor; W infinito
—> 9 > parar
... ecomo o algoritmo de entrada € qual quer:
Algoritmo X
Algoritmo X Sim gt?ra_rc_:iclo
Jados > d\gegz;:aadeor; W infinito
> 9 > parar

... 0 que é absurdo!

{ Portanto ndo podemos! }
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{ Figuemo-nos pelos Problemas Resoluveis. }

{ Mas hd muitas maneiras de resolver um Problema Resoluvel
e hd problemas mais ‘‘facilmente resoluveis” do que outros ... }

= Complexidade Temporal:

SgaM uma Maguina de Turing Determinista que resolve o
Problema{ (x,y)| x,y € {0, 1}* } eparaparatodo o x.

A Complexidade Temporal deM éumafuncéof: N — N,
onde f(n) € 0 maior niimero de passos que M efectua sobre as
palavras x de comprimento n.

No conjunto das palavras x de comprimento n, esse nimero de
passos pode variar bastante, consoante a Instancia considerada.
A definicdo anterior corresponde ao Pior Caso.

O mesmo Problema pode ser resolvido por varias Maguinas de
Turing com diferentes Complexidades Temporais.

Exemplo: Reconhecer aLinguagem{ 0" 1"|n=0}.
A MT trivial tem Complexidade O(n?)
mas existe outra de Complexidade O(n log n)
eumaMT de duas Fitas pode fazé-lo em O(n).

{ Todas as no¢des anteriores sdo para MT’s Deterministas. }

Definicio: NumaMaguinade Turing Ndo Determinista,

6: QxI —->P(QxTI x{L,R})
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= A Classe P:

Chama-se $ ao conjunto de Problemas (Linguagens)
resoluveis (reconheciveis) por uma Maquinade Turing
Determinista que pdraem tempo polinomial.

{ Claro que a MT pode resolver o problema em On’)
enquanto que um programa o resolve em Ofn’). }

= A Classe NP:

Chama-se NP ao conjunto de Problemas (Linguagens)
resollveis (reconheciveis) por uma Maquinade Turing
Nio Determinista que paraem tempo polinomial.

{ portanto P C NP}
S&0 Problemas da Classe P:

«  Maximo Divisor Comum,

«  Ordenacao,

«  Programacao Linear,

«  Circuito Euleriano,

« Caminho Mais Curto (1959),
« Teste de Primalidade (2002),

S50 Problemas da Classe NP:

Torres de Hanoli,

Circuito Hamiltoniano (Problema do Caixeiro Vigante),
Coloracéo de Grafos,

“Minesweeper”
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= Circuito Euleriano:

O Problema:

Para um dado grafo, procurar um circuito
que passe por cada arco uma so vez.

O Circuito Euleriano é um Problema da Classe P
se os vértices forem de grau impar.

= Circuito Hamiltoniano: . -
Cal Xel ro Vl aJ ante — & CASTELO BRANCO
Dadas n cidades e as respectivas distancias, N
procurar o circuito total minimo. serodht g L & fvomn
* BE|A
O Problema:

Para um dado grafo, procurar um circuito
gue passe por cada vértice uma so vez.

O Circuito Hamiltoniano é um Problema da Classe NP.
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{ Encontrar a solu¢do é “dificil’, mas verificar a solugdo ¢ “facil”. }

= Determinismo e Nao-Determinismo:

Numa Instancia de um Problema NP a pesquisa (determinista) do
resultado pode crescer de forma exponencial.

Exemplo: Problemado Caixeiro Vigante (pesquisa exaustiva):

Cerar todas as (2n) Per mut acdes de (1,2,3,..,n);
cal cul ando a soma das di st anci as;
Escol her a nenor.

. mesmo para 1 nanossegundo por permutacao:

n 2" (ns) segundos dias anos

10 1024. 1.024 x10- 1.18519 x10-11 3.24708 x10-14
20 1. 04858 x 106 0. 00104858 1.21363 x10-8 3.32501 x10-11
30 1. 07374 x10° 1. 07374 0. 0000124276 3.40481 x10-8
40 1. 09951 x 1012 1099. 51 0. 0127258 0. 0000348653
50 1.1259 x1015 1.1259 x 106 13. 0312 0. 0357021

60 1.15292 x 1018 1.15292 x 10° 13344. 36. 5589

70 1. 18059 x 102! 1. 18059 x 1012 1. 36643 x 107 37436. 3

80 1. 20893 x 1024 1.20893 x 1015 1.39922 x 1010 3.83348 x 107
90 1.23794 x 1027 1.23794 x 1018 1. 4328 x 1013 3.92548 x 1010
100 1. 26765 x 1030 1. 26765 x 1021 1. 46719 x 1016 4.01969 x1013

Mas se 0 Problema é NP, umaMT Nio Determinista
encontra o resultado em tempo polinomial.

Se a partida conhecermos o resultado (Problema de
Decisfo associado), umaMT Determinista pode verificar
(Sim ou N&o) esse resultado em tempo polinomial.

{ Problemas N#:
Tenta-se encontrar um algoritmo polinomial e tornam-se 7,
Tenta-se provar que sdo mesmo NF,
Tenta-se construir solugoes aproximadas. }
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{ Mas a verdade é que ndo sabemos se existird, ou ndo, alguma MT
determinista capaz de resolver estes problemas em tempo polinomial.

Nem sequer sabemos se existe algum problema NP que ndo seja 7. }

= A Grande Questio:

P 2 NP

{ Pode ganhar I milhdo de ddlares! }

= A Classe NP — completo:

N&o fazemos a menor idela se # = N¥ mas sabemos demonstrar que
alguns Problemas séo t&o “dificels’ que, se algumavez algum deles
for classificado como P, entéo $ = NP.

S4o Problemas da Classe N¥-compl eto:

« Problemado Caixeiro Vigante,
« Coloragéo de Grafos,

... € chega,
por agora ...
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