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22EEVVHHUUYYDDoo}}HHVV��

• Enquanto que todas as Linguagens Regulares são reconhecíveis por 
Autómatos 'HWHUPLQLVWDV (Finitos), nem todas as Linguagens 
Independentes do Contexto são reconhecíveis por Autómatos 'HWHUPLQLVWDV (de Pilha); 
 

• Prova-se que, toda a LIC reconhecível por um ADP (por Estado Final 
ou por Pilha Vazia) tem uma Gramática geradora não ambígua; 
 

• A existência de Autómatos Deterministas é vital para o Processamento 
automático de Linguagens. Sistemas como o lex são geradores 
automáticos de Autómatos Finitos Deterministas, do mesmo modo 
que sistemas como o yacc são geradores automáticos de Autómatos 
Deterministas de Pilha; 
 

• É também importante, tanto para o Processamento de Linguagens 
como para a demonstração de propriedades, que as produções das 
LIC’s tenham “formas” determinadas ...  

�

22SSHHUUDDoo}}HHVV GGHH ³³VVLLPPSSOOLLIILLFFDDoommRR´́ GGHH **UUDDPPiiWWLLFFDDVV

11.. EElliimmiinnaaççããoo ddee pprroodduuççõõeess--HH ::

{ uma produção-H tem a forma A ε }

Dada uma gramática G = (V, T, P, S), tal que ε ² L(G),
construir G’, sem produções-ε, de modo a que L(G) = L(G’). 
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Definição: Uma variável A ± V diz-se anulável quando A ⇒* ε .

Algoritmo: { eliminação de variáveis anuláveis } 
 

Para cada produção  A ;1 X2 ... Xn

construir uma produção  A D1 D2 ... Dn

Xi se Xi não é anulável 
 onde  Di =

Xi ou ε se Xi é anulável 
 

e nem todos os Xi são ε;

Eliminar todas as produções-ε.

Exemplo: S AB  
 A aAA | ε

B bBB | ε

As variáveis anuláveis são S, A e B. 
 

As novas produções serão: S AB | A | B 
 A aAA | aA | a 
 B bBB | bB | b 
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22.. EElliimmiinnaaççããoo ddee pprroodduuççõõeess uunniittáárriiaass ::

{ uma produção unitária tem a forma A B, com A, B ± V } 
 

Dada uma gramática G = (V, T, P, S) construir G’,  
 sem produções unitárias, de modo a que L(G) = L(G’). 
 

Definição: Ä A, B Ô diz-se um par unitário quando A ⇒* B,  
 usando só produções unitárias. 
 

Algoritmo: Identificar todos os pares unitários; 
 

Para cada par unitário Ä A, B Ô, e para todas as  

 produções não unitárias de B:   B E1 | E2 | ... | En

juntar as produções  A E1 | E2 | ... | En ;

Eliminar todas as produções unitárias.  

 

Exemplo: E  7 _�(���7 
T ) _�7�
 F
F , | (E) 

 I  a | b | Ia | Ib | I0 | I1  
 

Os pares unitários são: 
 Ä E, T Ô, Ä E, F Ô, Ä E, I Ô, Ä T, F Ô, Ä T, I Ô, Ä F, I Ô

As novas produções serão:   
 

E E + T | T 
 F | (E) | a | b | Ia | Ib | I0 | I1 
T T 
 F | (E) | a | b | Ia | Ib | I0 | I1 
F (E) | a | b | Ia | Ib | I0 | I1 
I a | b | Ia | Ib | I0 | I1 
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33.. EElliimmiinnaaççããoo ddee ssíímmbboollooss iinnúútteeiiss ::

{ um símbolo é inútil se não for útil ...} 
 

Dada uma gramática G = (V, T, P, S) construir G’,  
 sem símbolos inúteis, de modo a que L(G) = L(G’). 
 

Definição: Um símbolo X ± V ª T diz-se útil numa Gramática  
 G = (V, T, P, S) se existir alguma derivação  
 S ⇒* D X E ⇒* w com w ± T* e  D, E ± (V ª T)*. 
 

Portanto, se X for um símbolo útil então: 
 

1. S ⇒* D X E para alguns D, E ± (V ª T)*      (X é atingível)

2. X ⇒* w para algum w ± T*.   (X é gerador)

Algoritmo  para a determinação do conjunto dos símbolos geradores:

Caso Base: Todos os símbolos terminais são geradores; 
 

Indução: Se existir uma produção A D, D ± (V ª T)* 
 onde todas as variáveis em D são geradoras,  
 então A é um símbolo gerador. 
 

Exemplo: S $%�_�& 
A �%�_�& 
B � _�$� 
C $&�_�&� 
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Os terminais  0 e 1 são geradores 
 por B 1 B é gerador 
 por A 0B   A é gerador 
 por S AB   S é gerador 
 

Portanto o símbolo C pode ser HOLPLQDGR, ficando: 
 

S AB 
 A 0B 
 B 1 | A0 
 

Algoritmo  para a determinação do conjunto dos símbolos atingíveis:

Caso Base: S é atingível; 
 

Indução: Se existir uma produção A D, D ± (V ª T)* 
 onde A é atingível, 
 então todas as variáveis em D são atingíveis. 
 

Exemplo: S $
A aA | ε
B bA 

 
A variável B não é atingível, podendo portanto ser  

 eliminada, bem como a produção B E$.

PPaarraa eelliimmiinnaarr ttooddooss ooss ssíímmbboollooss iinnúútteeiiss::

11ºº :: eliminar os símbolos QmR�JHUDGRUHV;
22ºº :: eliminar os VtPERORV�QmR�DWLQJtYHLV.

(por esta ordem!) 
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Exemplo: Eliminar todos os símbolos e produções inúteis da  
 gramática G = ( {S, A, B, C}, {a, b}, P, S ) com P: 
 

S aS | A | C 
 A D

B aa 
 C aCb 
 

Os símbolos geradores são {S, A, B}, ficando: 
 

S aS | A 
 A D

B DD 

e como os símbolos atingíveis são {S, A},  
 

a nova gramática será G’ = ( {S, A}, {a, b}, P’, S ) com P’: 
 

S aS | A  
 A D

³³66LLPPSSOOLLIILLFFDDoommRR´́ GGHH **UUDDPPiiWWLLFFDDVV::

Dada uma gramática G = (V, T, P, S), tal que L(G) � ©,
construir G’, tal que L(G’) = L(G) \ {ε} e G’ não tem  

 produções-ε, nem produções unitárias nem símbolos inúteis. 
 

11ºº :: eliminar as SURGXo}HV�H;
22ºº :: eliminar as SURGXo}HV�XQLWiULDV;
33ºº :: eliminar os VtPERORV�e as�SURGXo}HV�LQ~WHLV.
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•• ))RRUUPPDDVV 11RRUUPPDDLLVV
$$ ))RRUUPPDD 11RRUUPPDDOO GGHH &&KKRRPPVVNN\\��
Prova-se que: 

 
Para toda a Linguagem Independente do Contexto L, existe  

 uma Gramática G que gera L \ {ε}, sem símbolos inúteis,  
 onde cada produção tem uma das formas: A %&� 

A D� 

55HHGGXXoommRR jj ))RRUUPPDD 11RRUUPPDDOO GGHH &&KKRRPPVVNN\\��
11ºº :: eliminar as SURGXo}HV�H;
22ºº :: eliminar as SURGXo}HV�XQLWiULDV;
33ºº :: eliminar os VtPERORV�e as�SURGXo}HV�LQ~WHLV.
44ºº :: eliminar VtPERORV�WHUPLQDLV do lado direito de produções; 

 55ºº :: reduzir os lados direitos das produções a GXDV�YDULiYHLV;

((44ºº)) EElliimmiinnaarr ooss ssíímmbboollooss tteerrmmiinnaaiiss ddoo llaaddoo ddiirreeiittoo ddaass pprroodduuççõõeess::

Para cada símbolo terminal a, b, c, ... 
juntar novas variáveis Xa, Xb, Xc, ... 
bem como novas produções Xa D��;b E��;c c, ... 

 Substituir a por Xa , b por Xb , c por Xc , ... 
(quando não aparecerem isolados) nos lados direitos da produções. 

 
((55ºº)) RReedduuzziirr ooss llaaddooss ddiirreeiittooss ddaass pprroodduuççõõeess aa dduuaass vvaarriiáávveeiiss::

Substituir cada produção da forma A B1 B2 B3... 
por  A    B1 B23 

B23 B2 B34 
B34 B3 B45 ... 
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Exemplo: Reduzir à Forma Normal de Chomsky: 
 

S ASB | ε
A DAS | a 

 B 6bS | A | bb 
 

11ºº :: eliminar as SURGXo}HV�H;

Como o único símbolo anulável é S, que nunca aparece isolado 
 num lado direito de produção, não há produções a eliminar.  
 Basta detectar as ocorrências (anuláveis) de S: 
 

S ASB | AB 
 A aAS | aA | a 
 B SbS | bS | Sb | b | A | bb 
 

���� �� eliminar as SURGXo}HV�XQLWiULDV;
Como a única produção unitária é B A, basta substituir:  

 
S ASB | AB 

 A aAS | aA | a 
 B SbS | bS | Sb | b | aAS | aA | a | bb 
 

33ºº :: eliminar os VtPERORV�e as�SURGXo}HV�LQ~WHLV.
Todos os símbolos são geradores e atingíveis. 

 

44ºº :: eliminar os VtPERORV�WHUPLQDLV do lado direito das produções,  
 quando não ocorrerem isolados; 
 

Introduzir as variáveis C e D e as produções C D e D E:
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S $6%�_�$% 
A &$6�_�&$�_�D 
B 6'6�_�'6�_�6'�_�E�_�&$6�_�&$�_�D�_�'' 
C D
D E

���� �� reduzir os lados direitos das produções a GXDV�YDULiYHLV;
Por fim, para reduzir as sequências ASB, CAS e SDS, introduzir as  

 variáveis E, F e G. 
 A gramática pretendida, na Forma Normal de Chomsky, será então: 
 

S AE | AB 
 A CF | CA | a 
 B SG | DS | SD | b | CF | CA | a | DD 
 C a

D b
E SB 

 F AS 
 G DS 
 

$$ ))RRUUPPDD 11RRUUPPDDOO GGHH **UUHHLLEEDDFFKK��
Prova-se que: 

 
Para toda a Linguagem Independente do Contexto L,  

 existe uma Gramática G que gera L \ {ε},  
 onde cada produção tem a forma:   

 A a D com  a ± T e D ± V*.
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{ Um pequeno regresso às Linguagens Regulares} 
 
$$ ))RRUUPPDD 11RRUUPPDDOO GGDDVV **UUDDPPiiWWLLFFDDVV 55HHJJXXOODDUUHHVV��

Prova-se que: 
 

Toda a Linguagem Regular pode ser gerada por uma  
 Gramática onde cada produção tem uma das formas:  
 

X D Y com  a ± T e  X, Y ± V
X ε com X ± V

Este resultado permite demonstrar de modo bem simples que: 
 

77HHRRUUHHPPDD: Para toda a Gramática Regular G existe um Autómato  
 Finito A (AFND-ε ) tal que L(A) = L(G). 
 
''HHPPRRQQVVWWUUDDoommRR �� &&RRQQVVWWUUXXoommRR:

Seja  G = (V, T, P, S) uma Gramática Regular  
 escrita na sua Forma Normal. 
 

Construímos o Autómato Finito A = (Q, T, G, Q0, F), fazendo: 
 

• Q =  V 

• Q0 = S 

• F =  { X ± V | [X ε] ± P } 

• G(X, a)  =  Y  sse [X a Y] ± P. 
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Exemplo: Seja G = ( {S, A, B, C}, {a, b}, P, S ), 
 

com P dado por: S D6�_�E6�_�D$ 
A E% 
B D& 
C ε

O Autómato pretendido é  
 

A = ( {S, A, B, C}, {a, b}, G, S, {C} ) com 
 

cuja Expressão Regular é  (a + b)* a b a.

• É fácil verificar que toda a palavra de L(G) é reconhecida por A, bem 
como o inverso. 

 
• Também não é difícil verificar que: 
�

77HHRRUUHHPPDD: Para todo o Autómato Finito Não Determinista A,  
 existe uma Gramática Regular G tal que L(G) = L(A). 
�
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22 //HHPPDD GGDD %%RRPPEEDDJJHHPPSSDDUUDD //LLQQJJXXDDJJHHQQVV ,,QQGGHHSSHHQQGGHHQQWWHHVV GGRR &&RRQQWWHH[[WWRR

7HRUHPD� Seja L uma Linguagem Independente do Contexto.  
 Então existe um inteiro positivo n tal que, para toda a palavra  
 ] ± L com |]| � n, existem  X, Y, Z, [, \ ± È* tais que: 
 

• ] = XYZ[\ 
• |YZ[| � n
• |Y[| > 0 
• � k� 0, XYkZ[k\ ± L

de modo mais formal: 
 

∀ L Linguagem Independente do Contexto, � n ± ´ :
∀ ] ± L com |]| � n, � X, Y, Z, [, \ ± È* : ] = XYZ[\ 
com |vwx| � n e |vx| > 0 : � k± ´0, XYkZ[k\ ± L. 

ou seja: 
Toda a palavra (suficientemente longa) de L pode ser dividida 
em cinco partes de modo a que, com um número igual de 
repetições da segunda e quarta partes, continue a ser uma 
palavra de L. 
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Um exemplo: G = ( {S, A}, {a, b, c}, P, S ),  na Forma Normal de  

 Chomsky com,  S AS | c   

 A $$�_�D�_�E 

Para uma palavra “suficientemente longa” tal como  w = baababbaac 
temos a árvore de derivação: 
 

S ⇒ AS   
 

⇒* baa A aac  
 

X Y��������Z������[����������\�

Verificamos que a “parte central” (a mais ORQJD) é gerada por: 
 

A ⇒* ba A b  =  Y Z�[ 

e que pode ser “bombeada” por forma a gerar: 
 

A ⇒* (ba)k b (b)k = (Y)k Z ([)k
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como por exemplo, para k = 3:  
 

(Y)3 Z ([)3

Ou seja,  S ⇒* baa (ba)k b (b)k aac  =  X (Y)k Z ([)k \ ± L,  � k � 0

Por outro lado, como a Gramática está na Forma Normal de Chomsky, a 
Árvore de Derivação é sempre uma ÈUYRUH�%LQiULD, onde: 
 

7HRUHPD� Numa Árvore Binária com n níveis, 

 n � |{folhas}| � 2n-1 . 

 { ... Prove! } 
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7HRUHPD� Numa Árvore Binária com 2m folhas, o número de nós  
 visitados pelo Caminho mais longo da raiz até às folhas, é: 

 m + 1 � | CMax | � 2m .

3DUD�P� ����
 

�iUYRUH�ELQiULD�WRWDO�� �iUYRUH�ELQiULD�GHJHQHUDGD��

No caso das Árvores de Derivação de uma Gramática, na Formal Normal 
de Chomsky, os resultados anteriores referem apenas às Produções da 
forma A %&��Vy�geradoras de variáveis).  
 

''HHPPRRQQVVWWUUDDoommRR (do Lema da Bombagem para LIC’s)���
Seja L é uma Linguagem Independente do Contexto e G uma Gramática, 
na Formal Normal de Chomsky, tal que L(G) = L \ {ε}
e seja m o número de variáveis de G.  
 
Uma palavra ] ± L de comprimento |]| � Q  ��P tem uma Árvore de 
Derivação com, pelo menos, m +1 níveis (cujos nós são variáveis). 
 
Como só existem m variáveis, alguma variável deverá aparecer repetida.
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Assim (pelo menos no caminho mais longo) existem (pelo menos) GXDV 
ocorrências de uma variável A. Ou seja, 
 

S ⇒* X A \
A ⇒* Y A [ = YZ[ 

A ⇒* Z

O facto de S ⇒* XA\ (o primeiro A) garante-nos que,  |YZ[| � n = 2m

e por A ⇒* YA[ (como a Gramática não tem produções-ε),  |Y[| > 0.    

 

Então, por A ⇒* Y A [ podemos ir derivando:  
 

A ⇒* Y A [

⇒* Y Y�A [ [ 
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para qualquer k, 
 

A ⇒* Y A [
⇒* Y Y�A [ [ 

⇒* Y Y�Y�A [ [ [
... 

 
⇒* Yk A [k

e mesmo para k = 0,  
 
pois   S   ⇒* X A \

A ⇒* Z .

f

11RRWWDD��
• Comparar esta demonstração com a das Linguagens Regulares; 
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Exemplo: Provar que não é uma Linguagem Independente do Contexto, 

 L = { am bm cm | m � 0 }. 

Suponhamos que L é Independente do Contexto.
Então, pelo Lema da Bombagem, existe um n ± ´ para o qual  

 todas as palavras ] ± L com |Z| � n satisfazem as condições. 
 

Tomemos ] = an bn cn.
Como ] é suficientemente longa, existem X, Y, Z, [, \ ± È*,
tais que:  ] = XYZ[\ com 

 |YZ[| � n
|Y[| > 0 

 � k � 0,  XYkZ[k\ ± L

Ora, para que se verifique |YZ[| � n,   
 

a palavra YZ[ não pode conter as 3 letras. 
 

Suponhamos, por exemplo, que YZ[ não contém c’s: 
 

Para que se verifique |Y[| > 0, pelo menos um deles é não nulo,  
 nenhum contendo c’s.   
 Então, como XYZ[\ tem o mesmo número de a’s, b’s e c’s,  
 a palavra XY0Z[0\ = XZ\ consistiria numa redução do número de   
 a’s e b’s, resultando num excesso de c’s. 
 

Assim, como para k = 0, XYkZ[k\ ² L
L não é uma Linguagem Independente do Contexo. 
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([HUFtFLRV: Mostrar que QmR são Linguagens Independentes do Contexto: 
 

L = { am bn cm dn | m, n � 0 } 
 

L = { an | n é um Quadrado Perfeito} 
 

L = { an | n é um Número Primo} 
 

L = { an! | n � 0} 
 

L = { am bn | m = n2 }

L = { ZZ | Z ± {a, b}* } 
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22SSHHUUDDoo}}HHVV VVRREEUUHH //LLQQJJXXDDJJHHQQVV ,,QQGGHHSSHHQQGGHHQQWWHHVV GGRR &&RRQQWWHH[[WWRR
33UURRSSUULLHHGGDDGGHHVV GGRR ))HHFFKKRR��
Sejam  L1 a LIC gerada pela Gramática G1 = (V1, T1, P1, S1)

e L2 a LIC gerada pela Gramática G2 = (V2, T2, P2, S2). 
 

• 8QLmR���� /� ª /� é uma Linguagem Independente do Contexto. 
 

Basta juntar a produção S 61 | S2 e assegurar que V1 « V2 = ©
(se necessário, mudar o nome de algumas variáveis). 

 
A Gramática pretendida é G = (V, T, P, S) com: 

 
V = V1 ª V2ª S
T = T1 ª T2

P = P1 ª P2 ª { S 61 | S2 }

• &RQFDWHQDomR���� /�/� é uma Linguagem Independente do Contexto. 
 

Basta juntar a produção S 61S2 (com V1 « V2 = ©). 
�
• )HFKR�GH�.OHHQH���� /�
 é uma Linguagem Independente do Contexto. 
 

Basta juntar a produção S 61S | ε .
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• +RPRPRUILVPR����
A Classe das Linguagens Independentes do Contexto também é  

 fechada para Homomorfismos. 
 

Seja G = (V, T, P, S) a Gramática geradora de L e  
 h : T�| 6* um Homomorfismo. 
 

h(G) é uma Gramática com símbolos terminais em 6 e cuja produções  
 se obtêm a partir de P, substituindo cada terminal a ± T por h(a). 
 

Não é difícil mostrar que h(G) gera h(L). 
 

([HPSOR� S �6��_��6��_�ε com  h(0) = aba 
 h(1) = bb 
 

h(G) tem as produções: 
 

S DED6DED�_�EE6EE�_�ε

Todas estas propriedades são casos particulares de um resultado mais geral  ...  
 

22 77HHRRUUHHPPDD GGDD 66XXEEVVWWLLWWXXLLoommRR��
A partir de uma LIC L, substituindo cada símbolo terminal a

por uma LIC La, obtemos uma linguagem da forma,  
 

{ Z1Z2 ... Zn | � a1a2 ... an ± L e Zi ± Lai }

que é também Independente do Contexto. 
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�(VTXHPD�GD��'HPRQVWUDomR� 
Seja  G  = (V, T, P, S) a gramática geradora de L  
 e Ga = (Va, Ta, Pa, Sa) cada gramática geradora de cada La.

Se os conjuntos de variáveis (V e Va’s) forem disjuntos e, se em cada 
Produção de G, substituirmos cada ocorrência de cada símbolo a ± T
pelo respectivo Sa, obtemos uma Linguagem Independente do Contexto. 
 
As palavras da Linguagem resultante são da forma Z1Z2 ... Zn ,
em substituição de cada palavra a1a2 ... an ± L. 
 

([HPSOR��
 
L = {0n1n | n � 1}, gerada pela gramática de produções: S �6��_���� 
Substituímos � pela Linguagem  {anbm | m � n}, gerada por:  
 

S D6E�_�$ 
A D$�_�DE 

e substituímos � pela Linguagem {ab, abc}, gerada por:  
 

S abA 
 A F _�ε
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Nas gramáticas de substituição, a variável S passa a chamar-se S0 e S1,
respectivamente. Na última gramática, a variável A passa a ser B. 
Ou seja, 
 

S �6��_��� 

S0 D60b | A 
 A  D$�_�DE 

S1 abB 
 B  F _�ε

Substituindo, na primeira Gramática, 0 por S0 and 1 por S1, obtemos: 
 

S S0 S S1 | S0 S1

S0 D S0 b | A 
 A  D A | a b 
 S1 a b B 
 B  F _�ε

([HUFtFLR: Por aplicação directa do Teorema da Substituição, mostre que  
 a Classe das Linguagens Independentes do Contexto é  
 fechada para a União, a Concatenação, o Fecho de Kleene e  
 os Homomorfismos. 
 

• ,QWHUVHFomR���� /�« /� QmR�p necessariamente uma Linguagem Independente  
 do Contexto. 
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Por exemplo, sejam, 
 

L1 = {am bm cn | m, n � 0} definida por,  S XC 
 X aXb | ε

C cC | ε

L2 = {am bn cn | m, n � 0} definida por,  S AY 
 A aA | ε

Y bYc | ε

A Linguagem L1« L2 = {an bn cn | n � 0} não é Independente do Contexto. 
 

• &RPSOHPHQWDU���� /� QmR�p necessariamente uma Linguagem Independente do Contexto. 
 

Como L1 « L2 =
21

LL � e porque a classe das LIC’s é fechada  
 para a União,  se fosse fechada para o Complementar também o  
 seria para a Intersecção. 
 

E como o Complementar é um caso particular da Diferença ... 
 

• 'LIHUHQoD���� /� ? /� QmR�p necessariamente uma Linguagem Independente do  
 Contexto. 
�
• ,QYHUVmR��QR�VHQWLGR�GH�5HYHUVmR����� /�5 é uma Linguagem Independente do Contexto. 
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Basta inverter a ordem dos símbolos do lado direito de cada Produção. 
 

([HPSOR� L = {am bm cn | m, n � 0} definida por   S XC 
 X aXb | ε

C cC | ε

LR = {cn bm am | m, n � 0} é definida por   S CX 
 X bXa | ε

C Cc | ε

• +RPRPRUILVPR�,QYHUVR���� K���/�� é uma Linguagem Independente do Contexto. 
 

Recordemos que, dado um Homomorfismo de palavras, h : È* |**
e uma Linguagem L ° **, se define: 

 
h-1(L) = {Z ± 6* | h(Z) ± L} 

 
o conjunto das palavras cuja imagem homomórfica pertence a L. 

 

Prova-se que, se L for uma Linguagem Independente do Contexto, 
 então h-1(L) também é Independente do Contexto.  
 


