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Observacades:

- Enquanto que todas as Linguagens Regulares s&o reconheciveis por
Automatos Deterministas (Finitos), nem todas as Linguagens
Independentes do Contexto sdo reconheciveis por Automatos
Deterministas (de Pilha);

«  Prova-se que, todaaLIC reconhecivel por um ADP (por Estado Final
ou por Pilha Vazia) tem uma Gramati ca geradora ndo ambigua;

« A existéncia de Autdmatos Deterministas € vital para o Processamento
automatico de Linguagens. Sistemas como o lex sdo geradores
automati cos de Automatos Finitos Deterministas, do mesmo modo
gue sisternas como 0 yacc sao geradores automati cos de Autdmatos
Deterministas de Pilha;

. E também importante, tanto para o Processamento de Linguagens

como para a demonstragao de propriedades, que as producoes das
LIC’ stenham “formas’ determinadas ...

Operacoes de “simplificacao” de Gramaticas

1. Eliminagao de producdes- :

{ umaproducao-¢ temaformaA — €}

DadaumagramaticaG=(V, T, P, S), ta quee ¢ L(G),
construir G', sem producgtes-€, de modo aque L(G) = L(G’).
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Definicdo: Umavariavel A € V diz-se anulavel quando A [ * €.
Algoritmo: { eliminacéo de varidveis anulaveis}

Para cada producao A — X; Xo... X,y

construir umaproducéo A — @y @7 ... p

X; se X; ndo é anulavel

onde a; = {
Xioue seX;éanulave

e nem todos 0s X; Sao €;

Eliminar todas as producdes-¢.

Exemplo:. S— AB
A — aAA | e
B—bBB|e

Asvariaveisanulaveissdo S, A e B.
Asnovas producoesserao:. S— AB|A|B

A — aAA |aA |a
B — bBB |bB |b
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2. Eliminacéo de producdes unitarias:
{ umaproducdo unitariatemaformaA — B,comA,Be V}

DadaumagramaticaG = (V, T, P, S) construir G’,
sem producdes unitarias, de modo aque L(G) = L(G’).

Definicdo: (A, B ) diz-seum par unitario quando A [1 * B,
usando sO produgdes unitarias.

Algoritmo: ldentificar todos os pares unitarios;

Para cada par unitario ( A, B ), e paratodas as
producbes ndo unitariasdeB: B — 81|82 | ... | Bn

juntar as produgdes A — 81|82 | ... | Bn;

Eliminar todas as producdes unitarias.

Exemplo: TIE+T

F|TxF

I(E)
alb|lallb|10]I1

— T m
el

Os pares unitarios sao:
(E, T),(E,F),(E ), {T,F),(T,I),{F 1)

As novas producdes serao:

E+T|T«F|(E)|alb|lallb|I0]I1
T«F|(E)|alb|la]lb|I0]I11
(E)|a|b|la[lb]10]I1
alb|la|lb|I0|IL

— T dam
LIl
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3. Eliminacao de simbolosinuteis:
{ um simbolo éinutil se ndo for util ...}

DadaumagramaticaG = (V, T, P, S) construir G’,
sem simbolos indteis, de modo aque L(G) = L(G').

Definicdo: Umsimbolo X € V U T diz-se Gtil numa Gramética
G=(V,T,P, S seexistir dguma derivacao
SO*aXp O*wcomweT*e a,Be(VUT)* .

Portanto, se X for um simbolo Gtil entéo:

1. SUO*a X paradgunsa,Be(VUT)* (X éatingivel)

2. XU*w paraadgumw e T*. (X égerador)

Algoritmo paraadeterminagéo do conjunto dos simbolos ger ador es;
Caso Base: Todos os simbolos terminais sdo geradores;

Inducédo: Seexistir umaproducdo A — a, a € (VU T)*
onde todas as variaveis em a S80 geradoras,
entdo A € um simbolo gerador.

Exemplo:. S— AB|C
A—0B|C
B—1|A0
C—AC|Cl
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Osterminais 0 e 1 sdo geradores
porB — 1 B é gerador
por A — 0B A égerador
por S— AB S é gerador

Portanto o simbolo C pode ser eliminado, ficando:
S— AB

A — 0B
B—1|AO0

Algoritmo paraadeterminacdo do conjunto dos simbolos atingivel's.
Caso Base: Séatingivel,;

Inducdo: Seexistirumaproducdo A — o, € (VU T)*
onde A é atingivel,
entdo todas as variavels em a Sao atingiveis.

Exemplo: S— A
A—aA|e
B — bA

A varidvel B ndo é atingivel, podendo portanto ser
eliminada, bem como a producéo B — bA.

Para eliminar todos os simbolos inuteis:

1°: eliminar os simbolos nido geradores;
2° . eliminar os simbolos néo atingiveis.
(por esta ordem!)
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Exemplo:  Eliminar todos os simbolos e producdes inlteis da
gramaticaG=({S,A,B,C},{a b},P,S) comP:

S—aS|A|C
A—a

B — aa
C—aCb

Os simbolos geradores séo { S, A, B}, ficando:

S—aS|A
A —a
B —aa

e como os simbolos atingiveis sdo { S, A},
anovagraméticaserdaG' = ({S,A},{a b},P,S)comP:

S—aS|A
A—a

“Simplificacao” de Gramaticas:

DadaumagraméticaG = (V, T, P, S), tal que L(G) = ,
construir G, tal queL(G’) =L(G) \ {€} e G ndotem
producdes-€, nem produgdes unitarias nem simbolos indteis.

1°: eliminar as produgcdes-¢;
2° . eliminar as producdes unitarias;
3°: eliminar os simbolos e as producdes intteis.
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« Formas Normais

A Forma Normal de Chomsky:

Prova-se que:

Paratoda a Linguagem Independente do Contexto L, existe
uma Gramatica G que geraL \ {€}, sem simbolosinlteis,
onde cada producéo temumadasformas. A — BC

A — a.

Reducido a Forma Normal de Chomsky:

1°: eliminar as producdes-¢;

2° . eliminar as producdes unitarias;

3°: eliminar os simbolos e as producdes intteis.

4° : eliminar simbolos terminais do lado direito de producdes,
5° : reduzir oslados direitos das producbes a duas variaveis;

(4°) Eliminar os simbolos terminais do lado direito das producdes:

Para cada simbolo termina a, b, C, ...

juntar novas variaveis X, Xp, Xq, ...

bem como novas produgdes X; — a, Xp — b, X; — C, ...
Substituir apor X, , b por Xy, € por X, ...

(quando nao aparecerem isolados) nos lados direitos da producoes.

(5°) Reduzir osladosdireitos das producdes a duas variaveis.

Substituir cada producdo daformaA — B, B, Bs...
por A — B;Bos

By — B, Bas

Bss — B3 Bus
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Exemplo:  Reduzir aForma Normal de Chomsky:

S— ASB |¢
A —aAS|a
B — SbS|A | bb

1°: eliminar as producdes-¢;
Como o unico simbolo anulavel é S, que nunca aparece isolado
num lado direito de producéo, ndo ha producdes aeliminar.
Basta detectar as ocorréncias (anulaveis) de S:
S— ASB|AB
A — aAS|aA |a
B— ShS|bS|Sb|b|A |bb
2° : éiminar as producdes unitarias;
Como a Unica producéo unitéariaé B — A, basta substituir:
S— ASB|AB
A — aAS|aA |a
B— ShS|bS|Sb|b|aAS|aA |a|bb
3°: eliminar os simbolos € as producdes intteis.
Todos os simbol os séo geradores e atingiveis.
4° : éliminar os simbolos terminais do lado direito das producdes,

guando ndo ocorrerem isolados;

Introduzir as variaveis C e D eas producbesC — aeD — b:
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S— ASB| AB

A—CAS|CA|a
B—SDS|DS|SD|b|CAS|CA|a|DD
C—oa

D—b

5° : reduzir os lados direitos das producdes a duas variaveis;

Por fim, parareduzir as sequéncias ASB, CAS e SDS, introduzir as
variaveisk, F e G.
A gramatica pretendida, na Forma Normal de Chomsky, sera ent&o:

S— AE|AB

A—CF|CA|a
B—-SG|DS|SD|b|CF|CA|a|DD
C—oa

D—b

E— SB

F— AS

G— DS

A Forma Normal de Greibach:

Prova-se que:

Paratoda a Linguagem Independente do Contexto L,
existe uma GraméticaG quegeral \ {€},
onde cada producéo tem aforma:

A—aa comaeT eaecV*.

Teoria da Computacio (2009/2010) Rosalia Rodrigues



Capitulo IV: Linguagens Independentes do Contexto 40

{ Um pequeno regresso as Linguagens Regulares}
A Forma Normal das Gramaticas Regulares:

Prova-se que:

TodaaLinguagem Regular pode ser gerada por uma
Gramatica onde cada producéo tem uma das formas:

X—aY comaeT e X, YeV
X —E€ comX eV

Este resultado permite demonstrar de modo bem simples que:

Teorema: Paratodaa GramaticaRegular G existe um Automato
Finito A (AFND-¢) tal queL(A) = L(G).

Demonstracio / Construcao:

Sga G=(V, T, P, S) uma Graméatica Regular
escrita na sua Forma Normal.

Construimos o Automato Finito A = (Q, T, 6, Qo, F), fazendo:

«. Q=V

c Q=35

« F ={XeV]|[X—¢eP}
o(X,a =Y sse [X—aY]eP.

Teoria da Computacio (2009/2010) Rosalia Rodrigues



Capitulo IV: Linguagens Independentes do Contexto 41

Exemplo:  SgaG=({S A,B,C},{a b}, P S),
com P dado por: S—aS|bS|aA
A — bB
B —aC
C—oc¢
O Autdmato pretendido é

A=({S A, B,C},{ab},6S{C})com

oo

cuja Expressdo Regular € (a + b)*a b a.

. Efé&cil verificar que toda a palavra de L(G) é reconhecidapor A, bem
COMO O iNVerso.

« Também ndo é dificil verificar que:

Teorema:. Paratodo o Automato Finito Ndo Determinista A,
existe uma Graméatica Regular G tal que L(G) = L(A).
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O Lema da Bombagem
para Linguagens Independentes do Contexto

Teorema: Sejal uma Linguagem Independente do Contexto.
Ent&o existe um inteiro positivo N tal que, paratoda a palavra
ze L comlz| = n, existem u, v, w, x,y € X* taisque

° Z=uvwxy

e |vwx|=n

e |vx|>0

e Yk=0, uvkkay el

de modo mais formal:

[J L Linguagem Independente do Contexto, AN e N :
zelLcomlz|=n, Ju,v,w,x,ye€2Z* z=uwwxy
com [vwx| = nefvx|>0: V¥ ke No, w*wxy e L.

ou sga
Toda a palavra (suficientemente longa) de L pode ser dividida
em cinco partes de modo a que, com um nimero igual de
repeticoes da segunda e quarta partes, continue a ser uma
palavradelL.
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Um exemplo: G=({S A},{a b, c}, P, S), naFormaNormal de
Chomsky com, S— AS|c
A—AA|al|b

Para uma palavra “ suficientemente longa’ tal como w = baababbaac
temos a arvore de derivagéo:

S
SO AS — T~
A S
/' \ RN

A A A S
/\ /N /N
A A a A A A S
| /N |\
b a A Tbi‘?i‘?c

b a a

[1* baa A aac

Verificamos que a “ parte central” (amais longa) € gerada por:
A O*baAb = vwx
e gque pode ser “bombeada’ por formaagerar:

A O* (ba)*b (b) = () w ()

Teoria da Computacio (2009/2010) Rosalia Rodrigues



Capitulo IV: Linguagens Independentes do Contexto 44

como por exemplo, parak = 3:

/\A
S

- ‘0
2 A N A
-
A A h A X T
o N |
A A A s b b
A
A A A N B 5
)
B a B a
b a b a b a b b b b
— —— — D e S ——
(v)° W (x)°
Ousga, SO* baa(ba)b (b aac = u()*w®*y eL, Vk=0

Por outro lado, como a Gramética esta na Forma Normal de Chomsky, a
Arvore de Derivacdo € sempre uma Arvore Binaria, onde:

Teorema: NumaArvore Bindriacom n nivels,
n< [folhas}| < 2™*.
{...Provel }
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Teorema: NumaArvore Bindriacom 2" folhas, o nimero de nds
visitados pelo Caminho maislongo daraiz até as folhas, é:

m+1< |CMaX|SZm.

Param = 3: /\\\

(arvore binaria total) (arvore binaria degenerada)

No caso das Arvores de Derivagio de uma Gramética, na Formal Normal
de Chomsky, os resultados anteriores referem apenas as Produgdes da
forma A — BC (s geradoras de variavels).

Demonstracio (do LemadaBombagem paraLIC’s) :
SgalL éuma Linguagem Independente do Contexto e G uma Gramatica,

na Formal Normal de Chomsky, tal que L(G) =L \ {¢}
e sgjam o numero de variaveis de G.

Umapalavraz € L de comprimento |z| = n = 2™ tem umaArvore de
Derivacéo com, pelo menos, m +1 niveis (cujos nos séo variaveis).

Como sb existem m variavels, alguma variavel devera aparecer repetida.
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Assim (pelo menos no caminho mais longo) existem (pelo menos) duas
ocorréncias deumavariavel A. Ou sga,

S U* uAy
A 0O* vAx = vwx

A 0O* w

Ofactode S * uAy (o primeiro A) garante-nos que, pwx| <n=2"

epor A O * vAx (como a Gramética ndo tem producgdes-€), |vx|> 0.

Ent&o, por A J* v A x podemosir derivando:

A UO* vAx

U* vvAxx
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para qualquer k,

A UO* vAx
U* vwvAxx

* vvvAxxx

O* WA XS

e mesmo parak =0,
pois S 0O* uAy

A 0O*w.

Nota:

«  Comparar esta demonstracdo com a das Linguagens Regulares,
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Exemplo: Provar gue n&o € uma Linguagem Independente do Contexto,
L={ad"b"c"|m=0}.

Suponhamos que L é Independente do Contexto.
Entéo, pelo Lema da Bombagem, existe um n € N para o qual

todas as palavrasz € L com |w| = n satisfazem as condi¢oes.

Tomemosz =a"' b" c".
Como z é suficientemente longa, existem u, v, w, x, y € 2%,
taisque: z =wuvwxy com

bwx| < n

lvx| >0

Vk=0, wwy el

Ora, paraque se verifique pwx| < n,

|t T | T | T |
aaa... aabbb ... bbccc ... cc
YW X
LU LR

a palavravwx nao pode conter as 3 letras.
Suponhamos, por exemplo, que vwx ndo contém C's:

Para que se verifigue |vx| > 0, pelo menos um deles é ndo nulo,
nenhum contendo C's.

Entdo, como uvwxy tem o mesmo nimerodea’s, b'sec’s,
apalavrau’wx’y = uwy consistiria numa reducdo do niimero de
aseb’'s, resultando num excesso dec's.

Assim, como parak = 0, i wx*y ¢ L
L n&o é uma Linguagem Independente do Contexo.
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Exercicios: Mostrar que nio s2o Linguagens Independentes do Contexto:
L={d"b"c"d"|m,n=0}
L ={ &' | n €um Quadrado Perfeito}
L ={ & | n éum NUmero Primo}
L={d" |n=0}
L={ad"b"|m=n?}

L={ww|we{ab}*}
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Operacoes sobre Linguagens Independentes do Contexto

Propriedades do Fecho:

Sgam L;alLlCgeadapelaGramaticaG, = (Vy, T1, P, S)
e L,alLlCgeradapelaGraméticaG, = (V,, T, Py, S)).
e Unido:
L; U L, é umaLinguagem Independente do Contexto.

Bastajuntar aproducéo S — S; | S, e assegurar que V, NV, =@
(se necessario, mudar 0 nome de algumas variaveis).

A Graméticapretendidaé G=(V, T, P, S) com:
V=V,UV,US

T=T,UT,
P:P1UP2U{S—>81|SZ}

e Concatenacio:

L;L, é uma Linguagem Independente do Contexto.

Basta juntar aproducdo S — S;S, (comV; NV, = Q).

e Fecho de Kleene:

L;* é uma Linguagem Independente do Contexto.

Basta juntar a producdo S — S;S| €.
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e Homomorfismo:

A Classe das Linguagens Independentes do Contexto também é
fechada para Homomorfismos.

SgaG=(V, T, P, S) aGramaticageradoradelL e
h: T— Z* um Homomorfismo.

h(G) é uma Gramatica com simbolos terminais em X e cuja producoes
se obtém a partir de P, substituindo cadaterminal a< T por h(a).

N&o é dificil mostrar que h(G) gerah(L).

Exemplo: S—0S0|1S1|e com h(0)=aba
h(1) = bb

h(G) tem as producoes:

S — abaSaba | bbSbb | €

Todas estas propriedades so casos particulares de um resultado mais geral ...

O Teorema da Substituicio:

A partir deumaLIC L, substituindo cada simbolo terminal a
por umaLIC L 5, obtemos uma linguagem daforma,

{wwo..w|Jad..anelLewely}

gue é também Independente do Contexto.
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(Esquema da) Demonstracao:

Sga G =(V, T, P, S) agraméaticageradorade L
e G;= (Vg Ta Pa S)) cada gramética geradora de cada L.

Se os conjuntos de variaveis (V e V' s) forem diguntos e, se em cada
Producéo de G, substituirmos cada ocorrénciade cadasimboloae T
pelo respectivo S,, obtemos uma Linguagem Independente do Contexto.

As palavras da Linguagem resultante séo daformaww, ... wy ,
em substituicéo de cadapalavraa;a ... 8, € L.

Exemplo:
L ={0"1" | n = 1}, gerada pela gramética de producdes. S — 0S1 | 01.
Substituimos 0 pelaLinguagem  {d™ | m < n}, gerada por:

S— aSb| A
A — aA|ab

e substituimos 1 pela Linguagem {ab, abc}, gerada por:

S— abA
A— cle
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Nas graméticas de substituicdo, avaridvel S passaachamar-se Sy e S,
respectivamente. Na Ultima gramatica, a variavel A passaa ser B.
Ou sgia,

S — 0S1]01

So—> aSob|A
A — aA|ab

S, — abB
B —cl¢

Substituindo, na primeira Gramética, 0 por S, and 1 por S,, obtemos:

S — $S5|S$HS
S — aSb|A

A — aAlab

S — abB

B —»cl¢

Exercicio: Por aplicacdo directado Teorema da Substituicdo, mostre que
a Classe das Linguagens Independentes do Contexto é
fechada para a Uni&o, a Concatenacao, o Fecho de Kleene e
0s Homomorfismos.

 Interseccao:

L; N L, nio é necessariamente uma Linguagem Independente
do Contexto.
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Por exemplo, sejam,
L,={a"b"c"|m,n=0} definidapor, S— XC
X — aXb|e
C— cCle
L,={a"b"c"|m,n=0} definidapor, S— AY
A— aA |t
Y — bYc|e

A Linguagem L;N L, ={a"b" c" | n = 0} ndo é Independente do Contexto.

e Complementar:

fl nfo é necessariamente uma Linguagem Independente do Contexto.

ComolL;NL, =L, UL, eporqueaclassedasLIC's éfechada
paraaUnido, sefosse fechadaparao Complementar também o
Seria para a | nterseccao.

E como o Complementar € um caso particular da Diferenca ...

 Diferenca:

L;\ L, nio é necessariamente uma Linguagem Independente do
Contexto.

e Inversao (no sentido de Reversao):

L® éuma Linguagem Independente do Contexto.
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Basta inverter a ordem dos simbolos do lado direito de cada Producéo.

Exemplo: L={a"b"c"|m, n= 0} definidapor S— XC
X — aXb|e
C— cCle

LR={c"b™a" | m, n= 0} édefinidapor S— CX
X — bXale
C— Ccle

e Homomorfismo Inverso:

h'(L;) éumaLinguagem Independente do Contexto.

Recordemos que, dado um Homomorfismo de palavras, h: 2* — I'*
eumalinguagem L c I'*, se define:

(L) = {w e Z* | h(w) e L}

0 conjunto das palavras cujaimagem homomorfica pertenceal.

Prova-se que, se L for uma Linguagem Independente do Contexto,
entdo h™(L) também é Independente do Contexto.
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