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Capitulo |V :
L inguagens | ndependentes do Contexto

Uma Classificacéo de Linguagens e respectivos Automatos:
A Hierarquia de Chomsky

Linguagem Automato Reconhecedor

: Automato de duas Pilhas
Lo Linguagem com Estrutura de Frase (Maquina de Turing)

: " Autémato de duas Pilhas
L1 | Linguagem Sensivel ao Contexto (Maquina de Turing)

L’> | Linguagem Independente do Contexto ~ Autémato de uma Pilha

Lo

L1
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Gramaticas Gerador as de Linguagens:

Definicdo: Uma Gramatica Geradora € um quédruplo ordenado,

G=(,T,PY
onde:

 V eT sao conjunto finitos ndo vazios e diguntos, onde
V € o0 conjunto dos simbolos n&o terminais ou variaveis
e T o conjunto dos simbolos terminais.
V U T chama-se vocabulario completo da Gramética.

e P é um conjunto finito de producdes ou regras de
rescrita.

e SeV éosimboloinicial ou Axioma da Gramética.

Definicdo: Uma Gramatica Geradora diz-se Independente do
Contexto quando cada produc&o tem aforma,

A—a onde AecVeacs(VUT)*

Exemplo: A gramaicaG = ({S}, {0, 1}, P, S) com as producdes:

S—¢
S—0
S—1
S— 0S0
S— 1S1

define os palindromos sobre {0, 1} . Geralmente abreviamos,

S—¢g|0]1]0S0]|1SL
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Exemplo: Uma Gramatica de Expressoes Aritméticas (E), sobre NUmeros
(N) Binarios e Identificadores (1), sd com as letrasae b,
usando apenas os Operadores + e x,

G:({EII’N}I{a‘I blos 15(1)5+5*1_}5P5 E)Com
E - I|IN|E+E|E«E]|(E)
| — a|b]|la|lb
N — O|1|NO|N1|-N|+N
Seraque apaavra(a + ab) = —100 € uma Expressao Aritmética?

E O E«xEOE«NOEx-—NOEx-NOO E=x— NOO
0 Ex-1000 (E)«-1000 (E+E)«-1000 (E+1) = —100
O (E+1b)«-1000 (E+ab)*-1000 (I +ab) =« —100
0 (a+ab)«-100

Partindo do simbolo inicial e por derivagoes de um s6 passo, € possivel
atingir uma sequéncia de simbolos terminais, igual a palavra dada.

Notacoes.

e Derivagéo num so passo:
Numa dada Gramética, ssam A L1V e a,B,ye (VU T)*
dizemos que AR O ayf quando existe uma producdo A — Y
e Derivagéo (em zero ou mais passos).

%k
ald*p ...oumelhor,a [0

Definicao: Linguagem Gerada por uma GraméticaG = (V, T, P, S):

L(G)={wO T* |SO* w}

Teoria da Computacio (2009/2010) Rosalia Rodrigues



Capitulo IV: Linguagens Independentes do Contexto

tal queL = L(G).

Definicao: UmaLinguagem L diz-se Independente do Contexto se
existir alguma Gramatica G, Independente do Contexto,

Aplicacdo: UmalLlG paraasinstrucdes compostas em C++

<conpound stnt> --> { <stnt list> }

<stmt list> --> <stnt> <stnt list> | epsilon
<stnt> --> <conpound stnt>

<stnt> -->if ( <expr>) <stnt>

<stnt> -->if ( <expr>) <stm> else <stnt>
<stnt> --> while ( <expr> ) <stnt>

<stnt> --> do <stm> while ( <expr>) ;
<stnt> --> for ( <stnt> <expr> ; <expr>) <stnt>
<stmt> --> case <expr> : <stnt>

<stnt> --> switch ( <expr>) <stnt>

<stnt> --> break ; | continue ;

<stnt> --> return <expr> ; | goto <id> ;

Aplicacio: UmaLIlG paraNmtoken em XML

NaneChar = Letter | Digit | . | "-" |
Combi ni ngChar | Extender

Nane = (Letter | * " | ":") (NameChar)*

Nanes = Nane (S Nanme)*

Nt oken = (NameChar) +

Nt okens = Nt oken (S Nnt oken) *

Aplicacdo: UmaLIG parao bloco de um programa em Pascal

>(const ) ‘I identificadorl—» (i)
\ — t

(90— enicator}—> (D 0 }—O)
etfador} - (D—{ 10 1+

(Gegin)—p>[ o jr—>(ond)
O
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Como verificar queuma Gramatica gera a Linguagem pretendida?

Consideremosagramatica G=({$S}, {0, 1}, P, S) com
S—¢€|0]1]0S0]|1S1

esgaPa ={wO{0, 1}* |w=w"}.

Provemos que Pal = L (G).

Pal ¢ L(G): Paraqualquer w=w" provemos (por Inducéo sobre |w|) que
wOL(G),istoé queSO* w.

CasoBase: Sew|=0oulw|=1,entdow=couOoul
eS—¢e|0]|1.

Passo Indutivo: (H.l.: Sex =x"com [x| < n, entd0 SO * x)
Sew =w" com [w| = n+1 = 2 entdo w é da
formaw = 0x0 ou w = 1x1 com x = X~
Por Hipotese de Inducéo S O * x, portanto
SO0 LO*xOouSO 1S1 0 * 1x1,
ousgaS[l* w.

L(G) c Pal: SgawlL(G),istoé S * w. Provemos, por Inducéo sobre
0 nimero de passos de derivacio que w = wh.

Caso Base: AsderivagbesnumsopassosaioeS—¢€,S— 0
eS— 1. Entiow=¢gouOoul Pal.

Passo Indutivo; (H.l.: Se SO * x em n passos entdo x = x°)
Uma derivag&o com n+1 passos de w devera
ser daformaS [ 0SO O * OxO =w ou da
formaSO 1S10* Ix1=w.

Em ambos os casos como, por Hipétese de
Inducdo x = X%, entdo w = w".
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Retomemos a Gramética de Expressdes Aritméticas e consideremos duas
sequéncias possiveis de derivactes para(a + b) = 10,

Seguindo sempre a Seguindo sempre a
derivacdo (mais) a esquerda: derivacdo (mais) adireita:
E O ExE E O ExE
0 (E)+E 0 ExN
O (E+E)+E [0 E=xNO
O (I+E)+E 0 E=10
O (a+E)+E 0 (E) =10
O (a+1)+E O (E+E)«10
0 (a+b)xE O (E+1) 10
0 (a+b)xN 0 (E+Db)=x10
O (a+b)=NO 0 (a+b) =10
0 (a+b) =10 [0 (a+Db)=10
E O*, (@+b)x*10 E O*,n (a+b)=x10
(leftmost) (rightmost)

Proposicao: AL *w sse A O*,w e AlO*nw.

Uma sequéncia de simbolos terminais e ndo terminais de uma Gramética,
(designado habitualmente por umaletragrega) a € (V U T)* diz-se uma:

« formadefrase, seSO* a
- formadefrase aesquerda, seSO* |, A
- formadefraseadireita, ;eSO * 1, O
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Arvores de Derivacio

Parauma GramaticaG = (V, T, P, S), aderivacao de umapalavraé
representada graficamente por uma estrutura de arvore, onde:

e araizrepresentaS;

e cadavérticeinterno representa umavariavel de V;

« cadafolharepresentas ou um simbolo terminal deT;

e seum vérticeinterno, representando umavariavel A tem como
filhos os vértices X4, X5, ..., X,, entéo existe em P uma producéo
A— Xl X2 Xn.

Exemplo:

NN
. m/v/\

e Ovalor daarvore de derivagdo de (a + b) = 10 consiste na
concatenacdo dos simbolos terminais nas folhas da érvore de
derivacéo, caminhando da esquerda paraadireita.

* A estruturada arvore ndo especifica qual foi aordem por que
foram efectuadas as derivacoes.

* Neste caso, aarvore € amesma, quer se tenham seguido
derivacOes a esquerda ou adireita.
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Equivaléncia entre Arvores de Derivacio e Derivacoes

Dados uma Gramética Independente do Contexto G = (V, T, P, S),
um simbolo n&o terminal A OV eumapalavraw O T*, prova-se
gue sao equivalentes:

1. AO*w (seA=S entdowL(G))

2. AO*mw

3. Ad*mw

4. Existe algumaArvore de Derivagio comraiz A evalor w.

Ambiguidades em Gramaticas e em Linguagens
Gramaticas ambiguas:

Para a Gramética de Expressoes Aritméticas, consideremos as seguintes
derivagbes paraa + b = a,

E O E+E E O ExE

O I+E 0 E+ExE
0 a+E O I+ExE
[0 a+ExE O a+ExE
[0 a+l=xE [0 a+lxE
[0 a+bxE 0 a+bxE
0 a+bxl O a+bxl

0 a+b=xa [0 a+bsxa

Mesmo sequindo sempre derivacdes a esquerda, sdo geradas duas arvores
de derivacao distintas.

Tratando-se do calculo do valor de uma expressao aritmética as duas
derivacOes conduzem, efectivamente, a dois resultados diferentes.
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E

N /1N

E/ ‘ \E E/-I‘- \E |

Definicdo: UmaGramaticaG = (V, T, P, S) diz-se ambigua quando
existe, pelo menos, umacadeiaw € T* paraaqual existem
duas arvores de derivacao distintas.

Remocao da ambiguidade:

A ambiguidade das expressdes aritméticas resulta do facto de a Gramatica
n&o estipular as regras habituais de precedéncia dos operadores.

Neste caso, é facil construir uma Gramatica Equivalente (que geraa
mesma Linguagem) que ndo € ambigua. A precedéncia do produto em
relacdo a soma € imposta pelaintroducéo das variaveis Termo e Factor.

E - T|E+T

T - F|TxF

F — I[NJ(E)

N — O|1|NO|N1|-N|+N
| — a|b]|lallb
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Outro, bem conhecido, exemplo consiste na ambiguidade provocada por,

<stnt> --> if <expr> then <stnt>
| if <expr> then <stnt> else <stnt>

| other

que é habitual mente resolvida por,

<stm> --> <match_stnt>
| <unmatch_stnt>
<match_stnt> --> if <expr> then <match_stm > el se <match_stnt>
| other
<unmatch_stnmt> --> if <expr> then <stnt>
| if <expr> then <match_stnt> el se <unmatch_stnt>

| other
Verifique que, com esta Gramatica, ainstrucéo Pascal,
if E1 then if E2 then S1 else S2

admite uma Unica arvore de derivacéo.

Definicdo:  UmaLinguagem diz-se I nerentemente Ambigua quando
todas as suas Graméticas Geradoras séo ambiguas.

Exemplo: Prova-se que a Linguagem Independente do Contexto,
L={a'b"c"d"Inm=13u{ab"c"d" |nm=1}

€ inerentemente ambigua. Para qualquer Gramatica Geradora
de L, uma cadeia do tipo a b* c“ d* tem sempre duas arvores
de derivacéo possivel's, correspondentes aidentificacdo do
conjunto a que pertence.
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Notas:

- A maioriadas linguagens de programacao incluem detalhes que ndo
sao, efectivamente, |ndependentes do Contexto. Por exempl o,

L={a'b"c"d"|n m=1}

gue ndo € uma Linguagem Independente do Contexto, destina-se a
formalizar a concordancia entre o nUmero de parametros na definicéo e
na chamada de um sub-programa.

- AsLinguagens Regulares nunca podem ser inerentemente ambiguas.
Cada LR é definida por algum AFD onde o reconhecimento de cada
palavra corresponde a um caminho dnico.

- Prova-se que toda a Linguagem Regular pode ser gerada por uma
GramaticaG = (V, T, P, S) com apenas dois tipos de producdes:

1. X—ayY com X,YeV e aeT
2. X —>¢ com X eV

Problemas de Decisao
sobre Linguagens Independentes do Contexto:

?  Encontrar uma Gramética ndo ambigua equivalente a
uma dada Gramatica.
N&o existe Algoritmo para resolver este Problema.

?  Vaeificar se uma dada Gramética &, ou ndo, ambigua.
Nem para este.
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Automato de (uma) Pilha

Tomemos um Automato Finito (AFND-€) e juntemos uma Pilha, de
grandezailimitada, onde o Automato pode colocar e retirar itens.

input
—
HEEEEREEEEREER
[
Estado aceita / rejeita
Pilha
= Aideaa:
Reconhecimentode:  {a'b" |V n=0}

« Paracadaalido, coloca-lo naPilha;

« Paracadab lido, remover um adaPilhg;

{ apalavraé aceite se e sO se a Pilha estiver vaziano fim do processo }
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Reconhecimentode: {wC A |w e (a+ b)*}

« Irlendoaseb’s, colocando-os naPilha;
« Atéaparecer o C;

« Irlendo aseb’'seremovendo-os naPilha,
verificando se sdo iguais,

{ apalavra e aceite se e sO se a Pilha estiver vazia no fim do processo }

Reconhecimento de; { wwWR |we (a+ b)*}

« Irlendoaseb’s, colocando-os naPilha;
« Deciséo ndo-determinista(!) ;

« Irlendo @seb’'seremovendo-os naPilha,
verificando se sdo iguais,

{ apalavra é aceite se e sO se a Pilha estiver vazia no fim do processo }

Como funciona?

Ler um simbolo de entrada e o item no topo da Pilha e,
com base nesses valores:

Remover o item do topo da Pilha;
Colocar um novo item na Pilha;
Transitar para outro estado;
Avancar ajaneladeleitura.

H~wWwh R
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Exemplo:  Consideremos a Linguagem Independente do Contexto,

L ={ww" |we (0+ 1)*}
gue representa os pal indromos binérios de comprimento par.
Estalinguagem é geradapor G = ({S}, {0, 1}, P, S) com,

S—¢
S— 0S0
S— 1S1

Reconhecimento por um Automato (ND-€) de Pilha:

1.

N

Comegando no estado inicial qo, ir lendo cada simbolo de entrada e
colocando-o na Pilhg;

A certadtura(transicao ND-¢€) transitar para o estado q;;

Continuar aler os simbolos de entrada e, a0 mesmo tempo, ir
removendo itens da Pilha verificando se sdo iguais;

Se a Pilhaficar vazia ao mesmo tempo que € lido o ultimo simbolo,
entéo a palavra é reconhecida.

Representacao gr afica de uma transicao:

“A partir do estado p, a, Zla
com o simbolo de entrada a
e o item Z no topo da Pilha,
transitar para o estado q,

substituindo Z por a no topo da Pilha
e avancar para o proximo simbolo de entrada.”
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15

Para o exemplo anterior:

0, Zo / 0Z,
1, 20112,
0,0/00
0,1/01
1,0/10 0,0/¢
1,1/11 1,1/¢

&F—F e

€, Zo/Zo g, ZO/ZO
€,0/0
e1/1

Simulagdo para w = 1001

simbolos que falta ler Pilha Estado
1001 Zo Jo

001 17, Jo

01 01Z, Jo

01 012, of]

1 1Zo Q1

€ Zo Q1

€ Lo 2

aceitacao

Teoria da Computacio (2009/2010)
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Definicio: Um Autémato de uma Pilha € um séptuplo ordenado,
P=(Q, X, T,0, 0o Zo, F)

onde:

*  Q éum conjunto finito, ndo vazio, de estados internos,
o X éum afabeto finito de simbolos de entrada,

e [ éum afabeto finito de simbolos da Pilha,

« oOéumaaplicacdode Q x (2 U {e}) xTI
no conjunto dos subconjuntos finitos de Q x *
chamada funcao de transicio ou de mudanca de estado,

e [JyeTl \ X éosimbolo inicial daPilha
* (o€ Qéoestado inicial,

« F c Qéoconjunto dos estados finais ou de aceitacao.

A Funcio de Transicao:

« Paraae X, atransicdo 6(q, a, Z) ={(pw, Y1), (P2, ¥2), ---» (Px, Yx)} Significa
apartir do estado g, por leitura do simbolo a, com o item Z no topo da

Pilha, escolher (n&o deterministicamente) umi,
1. transitar parap;;
2. remover Z;
3. colocar y; naPilhg;
4, avancar para o préximo simbolo de entrada.

- Paraa=¢, atransicao 6(q, €, Z) = {(Pv, ¥1), (P2, ¥2), -, (P ¥} Significa:
apartir do estado g, com o item Z no topo da Pilha, qualquer que sgjao
simbolo de entrada (e mesmo que ja estejam todos lidos), escolher (ndo-
deterministicamente) umi,

1. transitar parap;;

2. remover Z;

3. colocar y; naPilhg;

4. nio avancar na cadeia de entrada.
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Exemplo:  Consideremos a Gramatica | ndependente do Contexto,
G=({S},{0,1},{ S—0S1,S—¢€},9
geradora da Linguagem,
L={0"1"|n=0}.

Consideremos também o Autdmato de Pilha,

P=({do 01, % &}, {0, 1}, {0, 1, Zg}, 8, do, Zo, { G0, G})

0,0/00 1,0/¢

O,ZO/OZO 1,0/8 E,ZQ/S
—@——()——(2——

e analisemos as cinco transi¢des possiveis:

simbolo operacao na Pilha transicao

0(do, 0, Zg) ={ (01, 0Zp)} 0 colocar O paraq;
0(0y, 0,0) ={(qs, 00)} 0 colocar O
1
1

0(01, 1,0) ={(qp, €)} remover O parads,
6(d2 1,0) ={(0 &)}

o(0p, €, Zo) ={(q, €)} remover Z, para o

remover 0
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(No caso de um Autdmato Finito bastava, em cada instante, conhecer 0 seu Estado)

Definicdo: A descricdo instantanea de um Autdémato de Pilha é dada pela
sua configuracio (g, w, y) onde,

1. q éo presente Estado;
2.  w aseguénciade simbolos que faltaler;
3. vy oconteldo daPilha

(No caso de um Autématos Finito, a extensio S bastava para representar sequéncias de
transi¢coes)

Definicdo: Um passo de um Autémato de Pilha é representado por,

(9, aw, Za) + (p, w, Ba), sempreque (p, B) € 6(q, & 2),

e +* representa uma sequéncia de passos.

(O reconhecimento (aceitacéo) de uma palavra pode agora acontecer de dois modos)

Linguagens Reconhecidas por Automatos de Pilha:
Paraum Autoémato de PilhaP = (Q, %, T, 6, qo, Zo, F), definimos:
1. Aceitacio por Estado Final:
LP)={weX*| ApeF daeTl™* :(qyw, Zo) F* (p, & @)}
Partindo do estado inicial, P |€é toda a palavra e atinge um estado final.
2. Aceitacao por Pilha Vazia:
N®)={weXZ*| IpeQ: (o w, Zo) F* (p, & &)}

Partindo do estado inicial, P Iétoda a palavra e esvaziaaPilha
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Equivaléncia das nogbes de Aceitacao:

1. Seumalinguagem L = L(P;) paraagum Automato de Pilha P,
entdo existe um Automato de PilhaP, parao qual L = N(P>).

2. Seumalinguagem L = N(P;) paraagum Automato de Pilha P,
entdo existe um Automato de PilhaP, parao qual L = L(P,).

Demonstraciao / Construcao:

1. SgabP;=(Q, 2, I, 0, qy Zo, F), paraoqual L = L(P,).
Vamos construir P,, parao qual L = N(Py):

P, deve simular o funcionamento de P; de modo que, quando P; atinja
um estado final, P, esvazie a Pilha. O problema consiste em evitar que P,
esvazie asua Pilha, antes de atingir um estado final.

Introduzir e um novo simbolo inicial X, paraaPilhade P, e um novo
estado inicial p, cujafuncdo é colocar o simboloinicial de P, e
passar ao estado inicial de P;.

qual quer/ €

P, simulatodas as transi¢cdes de P,, até aos estados finais de P;.

Introduzir um novo estado p, onde a Pilha de P, é esvaziada.
Se um estado final de P, for atingido, a Pilha de P, € esvaziada sem
gue sgjalido mais nenhum simbolo da cadeia de entrada.
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2. SgabP,=(Q, x,I,0d,do Zo, F), parao qua L = N(P,).
Vamos construir P,, parao qual L = L(P,):

P, deve simular o funcionamento de P, de modo que, quando P, esvazie a
Pilha, P, atinjaum estado final.

Introduzir e um novo simbolo inicial X, € um novo estado inicial po.

P, simulatodas as transi¢cdes de P;, até aos estados em que P; esvazia
a Pilha. Introduzir p; como unico estado final de P..

Sempre que a Pilha de P, é detectada vazia, ocorre uma transicéo
para o estado de aceitacao de P..

Equivaléncia entre Gramaticas | ndependentes do Contexto
e Autématos de uma Pilha:

1. Linguagens geradas por Graméticas | ndependentes do Contexto.
2. Linguagens reconhecidas por Estado Final de algum Autdomato de Pilha.
3. Linguagens reconhecidas por Pilha Vazia de algum Autémato de Pilha.
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Gramatica
Independente
do Contexto

Aceltacio
por

Estado Final

Aceltacio
por

Pillia Vama

Comecemos por verificar que:
L=L(G) » L=N(P)

Dada uma Linguagem L = L(G), gerada por alguma
GramaticaG = (V, Z, R, S) Independente do Contexto,
construir um Automato de Pilhatal que L = N(P), isto &,
P reconhece L por PilhaVazia

Estratégia:

Construir P de modo a simular todas as derivacOes possivels,
no reconhecimento de uma paavradelL.

Irdo ocorrer dois tipos de passos no Autdmato:

« Seumsimbolo termina a< X for lido e estiver no topo
da Pilha, entdo é removido da Pilhg;

« Seumavariavel A €V estiver no topo da Pilha, entéo
sera substituida pelo lado direito de cada producéo que
tenha A no lado esquerdo.

Deste modo, basta que o Autdmato pretendido tenha um s
estado. Tratando-se de uma aceitacdo por PilhaVazia, néo é
necessario considerar Estados Finais.
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Exemplo: ParaaGIC geradorade{0"1" |n=>0}:
G=({$}.{0,1},{S— 0S¢}, S)
O Autémato P tal que N(P) = L(G):
P=({p}.{0,1},{0,1,S},6,p, S, {}), comé definido por:
o(p. &, S) ={(p, 0SY), (p, &)}

6(p,0,0) ={(p, &)}
6(p, 1,1) ={(p, &)}

e, S/0S1
£, S/¢
0,0/¢
1,1 /¢
Simulagdo paraw = 000111
S 000111 S
/ \ 000111 0S1
0 S 1
/ \ 00111 S1
0 S 1 00111 0S11
/ \ 0111 S11
0 S 1
0111 0S111
£ 111 S111
111 111
11 11
1 1
E
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Construcao do Automato:

P=({q},2,VUZ,qS{})ta que

P tem apenas um Estado, ndo tem Estados Finais, o Alfabeto
daPilhaé o Alfabeto completo de G, onde S funciona como
Simbolo Inicial. A Funcdo de Transi¢cdo € definida por:

- sSeaelX, entdod(qg, a a) ={(q, €)};
« seAeV, entdo (g, &, A)={(q,a) | A — a emP}.

Exemplo:

G=({S A},{0,1},R, S),comR:
S — AS]|¢
A — 0A1|A1]|01

P=({q},{0,1},{0,1,A,S},9,0q,S{}), comé definido por:
0(a, & 5) ={(q, A9, (q &)}
o(a, €, A) ={(q, 0Al), (q, Al), (g, O1)}

6(a,0,0) ={(q, &)}
6(a, 1,1) ={(q, &)}

Reconhecimento de w = 0011
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simbolos que faltaler transicdo Pilha Derivacdo
0011 S SO
0011 (g, AS) AS O AS
0011 (g, 0A1) 0A1S 0 0A1S
0011 (g, €) AlS
011 (g, 01) 011S 0 0011S
011 (g, €) 11S
11 (g, €) 1S
1 (g, €) S [0 0011
€ (g, €) £

Exemplo: Uma Gramética de Expressdes Aritméticas (E) sobre
|dentificadores (I) construidos s6 com as letrasaeb e 0s
digitos binérios, usando apenas os Operadores + e x,
G=({E1},{ab0,1,(,), + =}, P, E) com
E - I1|E+E|ExE|(E)
| — alb]lal|lb]l0]I1
O afabeto da Pilha do Automato pretendido €

{ab0,1,()+ = EI}
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e afuncéo de transicéo definida por:

(a0, € E) ={(a.1), (a, E+E), (a, E=E), (a, (B))}
6(a, & 1) ={(a,a),(q,b), (a,18), (g, 10), (q, 10), (q, I1)}

6(a, & @ ={(q,€)}
6(a, b, b) ={(q, &)}
6(0,0,0) ={(q. &)}
6(a, 1,1) ={(q. &)}
o(a, 0 ={(q &)}
6(a,).)) ={(a.&)}
o(a, + +) ={(q. &)}
6(a, = =) ={(q, &)}

Verifiguemos agora que:

L=N(P) » L=L(G)

Estratégia:

Dada uma Linguagem L, paraa qual existe algum
Automato de PilhaP=(Q, Z, T, 8, 0o, Zo, {}),

tal que L = N(P), construir uma Gramética I ndependente
doContextoG=(V, %, R, S), ta queL = L(G).

Cada passo do Autémato envolve as acgdes de: por leiturade
algum simbolo, remover A € I daPilha, colocar algumy e I’
na Pilha e transitar de um estado p € Q paraum estado q € Q.
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O Automato reconhece apalavraw [ 3 *,
se e sO se, esvaziaa Pilha por leiturade w.

Como representar as variaveis de G?

O terno [pAq] representa a accao de: partindo do estado p,
com o simbolo A no topo da Pilha, transitar para o estado g,
removendo A.

Osternos [pAq] seréo as variaveis da gramatica G pretendida,
ao0s quais juntamos o simbolo de partida S.

A variavel [pAq] geraas palavrasw [ Y *,
taisque (p, w, A) +* (g, €, €),
ousgapAq U* w

Como representar as producoes de G?

Partindo dos ternos [qoZop], LI p € Q, comegamos por
construir as producoes.

S — [qoZop] (umaparacadaestado p € Q),

além disso, sempre que (P1, Y1Y2...Yy) € o(p, &, X),
onde a pode ser € e k pode ser 0, entdo

paratodos os possiveis estados py, Pz, ..., Pre1 € Q,
juntar também as producdes:

[PXPr+a] — @ [p1YPa] [P2Y2Ps] - [PkY kPka]-
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Por exempil o,

Se (g, €) € 4(p, a X), ou sgja, remover X da Pilhapor leiturade a, juntar a
producéo:

[PXq] — a

Se(q, Y) € 8(p, a X), ou sgja, mudar de estado e substituir o elemento X
por Y no topo da Pilha. Paratodos os estados r, juntar as producoes:

[PXr] — a[qYT]

Se(q, YZ) € 6(p, a X), ou sgja, mudar de estado e substituir o elemento X
no topo da Pilha por YZ. Paratodos os estadosr e s, juntar:

[pXr] — a[qYs] [sZr]

Exemplo: Consideremos a Sintaxe daInstrucéo i f nalinguagem C.

<stnt> -->if ( <expr>) <stnt>
<stnm> -->if ( <expr>) <stnt> else <stnt>

Analisemos o seguinte problema associado:

Verificar se ocorrem mais else‘s do que if ‘s.

Comecemos por construir um Autdmato de Pilha, capaz de verificar essa
ocorréncia, por Pilha Vazia.

Colocamos mais um simbolo Z na Pilha, sempre que apareceumi f e
removemos um Z sempre que ocorre umel se.
O esvaziamento da Pilhaindica que apareceu um el se amais.
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e, Zle
I, 2127

O Autémato Py pretendido € definido por:

I:)N = ({p},{l, e}’{z}!éN’ P, Z’{})
com o (P, 1, Z) ={(p, Z4)}
5N (p’ €, Z) = {(p! 8)}

A partir de Py ,vamos construir a Gramética I ndependente do Contexto
equivalente.

Como Py sO possui um estado e um Unico simbolo de Pilha, o problema é
simples. A gramatica pretendida so tera duas variaveis,

S e [pZp].
e as producdes serao:
S — [pZp] (porque sO existe um estado)
[pZp] — i [pZp] [PZP] (porque (p, ZZ) € 6 (p, 1, 2))
{ paran estados, seriam n” producdes}
[pZp] — e (porque (p, €) € 6 (p, & 2))
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Substituindo [pZp] por A temos,

S— A
A — iAA|e

e, como S e A geram exactamente as mesma palavras, A pode ser eliminado
e temos finalmente a GIC pretendida:

G=({S},{i,e,{S— iSS|e},S)

Construcido da Gramatica Independente do Contexto:

Dado P: (Q’ Z! r! 51 qu ZO! {})’
definimos G = (V, 2, R, S), onde:
« V={[pXq [p,qUQ XDTI}U{S}
« R={S—[quZp] [ POQ} U
{[PXpk+a] — a [p1Y1p2] [P2Y2P3] ... [PkY kPx+4] |

allX U{eg},

P2, P3; - Pur1 € Q,

(P1, Y1Y2...Yi) € d(p, a X)}
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O Automato Determinista de Pilha (ADP):

{ N&o existem escolhas possiveis }

Definicao: Um Autdmato de PilhaP = (Q, %, I, 6, qo, Zo, F)

diz-se Determinista seesdse,Vqe Q,VZe Tl :

e Paratodooae 2 U {€} oconjunto o(q, a Z) tem,
guando muito, um elemento;

« Sei(g e 2)+Pentsod(g 8 Z) =0,V ac 3.

Exemplo: O AP reconhecedor de {0" 1" | n = O} (pag. 17) €éum ADP,

6(do, 0, Zo) = {(qu, 0Zo)}

0(dy, 0,0) = {(c, 00)}
0(d, 1,0) = {(02 &)}
0(t, 1,0) = {(02 &)}

(%, &, Zo) = {(cx, €)}

pois, todas as transi¢cdes por leitura de simbol os sdo univocas
e atransicao por € ndo tem alternativa, por leitura de simbolo.

Exercicio: Mostre quealinguagem{ w C Wt |lwe{a b}*}
é reconhecivel por um ADP.

e Contudo, paraalinguagem{ w wh |we {a b}* } (prova-se que)
nao existe ADP reconhecedor.
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