Capitulo III : Expressoes Regulares e Linguagens Regulares

Capitulo 111 : Expressoes Regulares
e Linguagens Regulares

* Um Autoémato Finito (AFD ou AFND) descreve uma Linguagem.
* Uma Expressio Regular (ER) é a formalizacéo algébrica de um

Automato Finito.

A Linguagem descrita por uma Expressdo Regular E chama-se

Linguagem Regular e denota-se por L(E).

* Em todos os comandos que envolvem a pesquisa de palavras (tais como o
grep do Unix) o padrédo € definido por uma ER que é convertida no
correspondente AF cujo funcionamento é simulado sobre o(s) ficheiro(s).
Geradores de Analisadores Léxicos, tais como 0 Lex ou o Flex constroem
AFD’s apartir de definicbes de “ simbolos terminais’ descritos por ER’s.

Operacdes sobre Linguagens:

e Unifo deduasLinguagensL eM,
LUM={w|welLVweM}

* Concatenacio deduasLinguagensL eM,

LM={xy|xeLAyeM} (também denotada por L.M)
e Poténcia de ordem n deumaLinguagemL,
{€} sen=0
o=
L™ sen>0

* Fecho de Kleene de umaLinguagem L,

L* = U|ZO LI
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L'=UisoL' eL’={g}. Portanto L* = LL* eL* \L* ={¢}
( representa alinguagem vazia.

@°={c} e @' = @ paraqualquer i=1. Portanto * = {&}

Definicao de Linguagem Regular / Construcao de Expressoes Regulares
sobre um afabeto 2:

Casos Base: (Os operandos)

1. Asconstantes € e () sfo Expressdes Regulares.

LE)={e} e L(@)=0
2. Qualguer simbolo ae X é uma Expressdo Regular
L(a) ={&}

3. Umavariavel L representa uma Linguagem Regular

Passos Indutivos: (Os operadores)

1. SeEeFsdoER sentédo E+F eumaER.
L(E+F) =L(E) U L(F)

2. SeEeFséoER'sentdo EF éumaER.
L(EF) =L(E)L(F)

3. SeEéeumaER entéo E* éumaER.
L(E*) = (L(E)*

4. SeEéumaER entdo (E) éumaER.
L((E)) = L(E)
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De outraforma,
Sintaxe Semantica
Base () L(D)=0
€ L(e) ={¢}
a L&) ={a}
Inducio (E+F) L((E+F)) =L(E) U L(F)
(EF) L((EF)) = L(E)L(F)
(E*) L((E*)) = L(B)*

Os paréntesis servem apenas para indicar a ordem pela qual as operacoes
devem ser efectuadas. Para evitar 0 seu excesso, usamos as convencoes.

* Precedéncia dosoperadores. 1°| *
2
I

por exemplo, E+ F* G=(E + ((F*) G))
e Associatividade:
(E(FG)) = ((EF)G) = EFG

(E+(F+G)) = (E+F)+G) = E+F+G

Teoria da Computacio (2009/2010) Rosélia Rodrigues



Capitulo III : Expressoes Regulares e Linguagens Regulares 4

Exemplos:

L((0+1)*)= ({0} U{1})* ={0,1}*
(todas as palavras possiveis no alfabeto binario)

L(0+10%) = {0, 1, 10, 100, 1000, ...}

L((0+ 1)* (0+ 11))
(palavras terminadas em O ou em 11)

L(O* + (O* 10* 10* 10*)*)
(palavras onde o numero de 1's e divisivel por 3)

L((0O+ 1)* 001 (0 + 1)*)
(palavras que contém 001)

L((10)* + (01)* + 0(10)* + 1(01)*)
(palavrascom 0’'s e 1's aternados)

L((e +1) (01)* (¢ + 0))
(palavrascom O0’'s e 1's aternados)

L((0+¢) (1 +10)*)
(palavras sem O’ s consecutivos)

L((1+01)* (0+¢))
(palavras sem O’ s consecutivos)

L((0O+ 1)* 00 (0 + 1)*)
(palavras com, pelo menos, um par de 0’ s consecutivos)

L((0(0+1))*)
(palavras de comprimento par, com O’ s nas posi¢des impares)
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Expressdes Regulares e Automatos Finitos

Os Automatos Finitos definem Linguagens.

Existe uma equivaléncia entre os Automatos Finitos Nao-Deterministas
(AFND e AFND-€) e os Automatos Finitos Deterministas (AFD).

Essa equival éncia significa que reconhecem a mesma Linguagem.

As Expressbes Regulares definem Linguagens Regulares.

Resta mostrar aequivaénciaentre ER'se AF's.

ER - AFND-¢ “

Teorema: Todaa Linguagem definidapor uma ER

é também definida por um AFND-¢.

Dada uma Expresséo Regular R,
construir um AFND-¢ E, tal que L(R) = L(E)

Demonstracao:

Induc&o sobre os operadores, de acordo com a definicéo.
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Casos Base (reconhecimento dos operandos):

1. L()={¢g} 4E<> G O

2 L@)=0 %O O

3. L(a)={a —EOLO

Passos Indutivos (reconhecimento dos operadores):

1. L(R+S)=L(R)UL(S)

e e
S

2. L(RS) =L(R)L(9

1003 t0 s O
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3. L(R*)=(L(R)*

4. L((R)) =L(R)

Exemplo:
R=(1+01* (0+¢)
L (R) define alinguagem das palavras sem 0’ s consecutivos

Construcéo de um AFND-¢ reconhecedor E:

g —~O—0O

B -0O—0

Eel —~O——0
OO0

E[(0 + €)] —
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E[(01)]
O--0-"~0-"0
E[(L+ 0D) 1
_O—0
% OO0
E[(1 + 01)*]

E[(1+0)* (0+¢)]

O  A—0
o ——s ()
v S
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Nota: Dois AFND-¢’se o AFD minimo, reconhecedoresde L( (1 +01)* (0 +€))

o oo

1

AFD - ER “

Teorema: Sel =L(A)éalinguagemdeum AFD A,
entao existe uma Expressao Regular R, tal que L = L(R).

Demonstracdo: Construcio indutiva da Expressao Regular,
também aplicavel aAFND’se AFND-¢’s.

e SegjaA um Autémato Finito com estados{1, 2, ..., n}

e Sga R(k)i j uma Expressao Regular cuja linguagem € o conjunto das
palavras que descrevem todos 0s caminhos do estado i para o estado |,
em A, sem passar por nenhum estado intermédio maior que k.

por exemplo:

R(O)i j S0 as palavras que representam as transigoes simples de i paraj,
sem estados intermédios.

R(n)i j S0 todas as palavras que representam as transicoes de i paraj.
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Caso Base: k = 0. N&o existem estados intermédios entrei e].

1. Sei=#j,analisemos{al ) |d(q; a) = q}:
se ndo existirem transiges,  entdo RY; = ¢
se existir umatransicio por a, entdo RY; =a
se existirem vérias transi¢oes por &, &, ..., 8m,
entao R(O)ij =a;+a,+..+ a,
2. Sei=j, paraaém dos casos anteriores, pode também acontecer que

n&o exista qualquer transicao. Portanto,

R(O)ij =g+a;+a,+..+ a,

Passo Indutivo:
o 2 : (k-1)
Hipoétese: A proposicio é verdadeirapara R 7 j -

Tese: RW, = RED, + R, (RID, ¢ RED,

(oscaminhos dei paraj que passam também pelo estado k)

Demonstracio:

»  Sendo existirem caminhos por k, entdo RY); = R“Y;

« R®Y., descreve os caminhos do estado i para o estado k
« R®Y,, descreve os caminhos do estado k parasi préprio

« R, descreve os caminhos do estado k para o estado |

Por fim, a Expressdo Regular pretendida € a unido (+) de todas as formulas

R(")ij do Estado Inicial paratodos os estados Finais do Autémato, sendo n
0 numero total de Estados.

Teoria da Computacio (2009/2010) Rosalia Rodrigues



Capitulo III : Expressoes Regulares e Linguagens Regulares 11

Exemploz A= ({ 1, qZ}’ {O’ 1}’ 6’ 1, {qZ})

@

0,1

L(A) ={w |w tem pelo menos um 0}

Construcéo da Expressdo Regular R, tal que L(R) = L(A):

o R(O)ij (caminhos sem estados intermédios)

R(O)ll —e+1
0

R )12 -

RO =¢

R(O)zz —e+0+1

. R(l)ij — R(O)ij + R(O)il(R(o)ll)* R(O)1j

(caminhos sem estados intermédios passando por d.)

Ry =Ry, + RO, (RO ROy
=(e+D)+(E+D(e+1)* (e+1)

como (e+R)* =R*
(e+R)R*=R* (¢e+R) =R*
=(e+1)+1*

g+1+1% =1
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R, =RY, + RY, (RY)* RO,
=0+(+1)(e+D*0
=0+1*0 =1*0

RY, =R% + RO (RO ROy
RY0 =0+ @ (e +1)* (e+1)
como QR=RO=0Q
P+R=R+(Q=R
=0

RY, =(e+0+1)+@ (e+1)*0

=e+0+1

o R(Z)ij — R(l)ij + R(l)i2 (R(l)zz)* R(l)2j

R, =1*+1* 0 (e + 0+ 1)* @ = 1*
R?, =1*0+1* 0(e + 0+ 1)* (e + 0+ 1) = 1* 0 (0+1)*
R, =@+ (+0+1) (e+0+1)* @ =0

R®, =(e+0+1)+(e+0+1) (e+0+1)* (€+0+1)=(0+1)*

Finalmente, resta construir a unido de todas as expressdes R“;, onde k=2,
i=1 (estado inicial) e j=2 (Unico estado final). Neste caso:

R=R®, =1* 0 (0 + 1)*

e, efectivamente, L(R) € alinguagem das palavras com, pelo menos, um 0.
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Exemplo: A =({qy, a2}, {0, 1}, 6, a1, {92})

1 0
—Sar_en
0 1

L(A) ={w |w tem um ndimero impar de O’ s}
Construcéo da Expresséo Regular R, tal que L(R) = L(A):

(Tal como no exemplo anterior, s6 R?,, vai ser necesséria)

. R(O)ij
RO, =1+¢ R9; =0
R%, =0 RO, =1+¢
. R(l)ij
R, = R9, + RO, (RP)* Ry,

O+(1+eg)(1+e)*0
0+(1+¢)'0

R%, + RY5 (RO1)* RO,
1+e)+0(1+e)*0

« RPp, =RW, + RO, (R RY,,
=(0+(1+£)"0)+(0+(1+&)"0)((L+e)+0(1+¢)*0)
=0+1+)'0)(L+e+0(1+¢e)* O
=(1+e)*0(1l+e+01* 0)*
=1*0(1+01* 0)*

R=1* 0(1+01* O)*
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Comentarios ao Algoritmo anterior:

O meétodo funciona sempre, mesmo para AFND’s e AFND-¢’s.
Paraum AF com n estados é necessario construir O(n°) expressies.

Cada express3o pode ter comprimento O(4").

Existem demasi adas repeticdes de cdlculos. Por exemplo, para cada
expressio daforma R**Y; ocorre (R¥y)* repetidan® vezes.

“ AFD - ER Método de Conversio por Eliminacio de Estados:

A ideia:

Cada simbolo a e X pode ser encarado como uma ER, cuja Linguagem
é{a}. No caso de umatransicéo por €, aLinguagem é{¢c}.

Cada caminho no grafo (AF) corresponde a uma ER formada pela
concatenacdo dos sucessivos simbol os (etiquetas nos arcos).
A ER pretendida corresponde a unido de todos os possiveis
caminhos, desde o estado inicial, até todos os estados finais.

Se um estado for removido, os simbolos nos arcos incidentes
terdo de ser incluidos nos arcos entre os estados adjacentes.
Deste modo, as etiguetas nos arcos passam a ser ER’s.

As transi¢cdes multiplas podem também ser removidas:

%b CD a+b
a

@ OO
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A estratégia:

Pretendemos eliminar o estado s.

{qu, d, ..., O} SAO 0s estados
predecessoresase{p, P2, .-.-» Pm}

0s estados sucessores.

{ Q1 Qy, ..., Q} S0 as expressoes
nosarcosde{q, Oy, ..., Jx} paras,
{Py, P, ..., Py} nosarcos de s para

{pPw P2, -, Pm}-

R;; € cada expressdo de ¢ parap;.

R11+ Q1 S*P1

Apbsaremocédo de S,
osarcosde{qs, g, ..., O} para
{p1, P2, ..., Pm}, SErdO €etiquetados
com expressoes da forma geral,

Rj+Q S PR

O Método:

Eliminar sucessivamente todos os estados,
comecando pel os estados internos.
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Exemplo:  AFND reconhecedor das cadeias binérias com 1 na
penultima ou na ante-penultima posi ¢ao:

B eele

Conversao das transicdes multiplasem ER’s,

0+1

_ F oo

Eliminagdo do estado interno B,

0+1

@ 'I(O+1)}

Eliminacdo dos estados finaisC e D,

0+1

@ 1(0+1)(0+1)}

0+1
@ 1(0+1)}

R=0+1)*10+1)+(0+1)*1(0+1)(0+1)
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Aplicacdes das Expressdes Regulares

* AsER’stém um (cada vez mais) vasto campo de aplicactes préticas.
Sistemas Operativos, construcdo de Compiladores, pesquisas em
Bases de Dados, ...

 No sistema Unix foi, pela primeira vez, definido um conjunto de
operadores que estabelecem uma extensdo do conceito teorico de ER.
Comandos como o grep (Global search for Regular Expression and
Print) permitem a pesquisa de um padréo num conjunto de ficheiros.

» Sistemas como 0 Lex ou o0 Flex permitem a geracéo automética de
Analisadores Leéxicos. A partir da definicdo da ER pretendida, €
automaticamente gerado (em C ou em Pascal) o AFD que constitui a
fase da Andlise L éxica de um Compilador.

Alguns Operadores da extensdo Unix de ER’s:

(zero ou mais ocorréncias de ...)

+ (umaou mais ocorréncias de ...)
? (zero ou uma ocorrénciade ...)
: (qualquer caracter)
| (ou)
{} (nimero de ocorréncias de ...)
[] (classe de caracteres. umaocorrénciade ...)
- (sub-dominio)
Exemplos: aaa a{3}
aa ou aaa ou aaaa a{2,4}
bababa (ba){3}
um inteiro sem sina [0-9]
um identificador [A-Za-z] [a-zA-Z0-9]*

um ndmero em Pascal
[+\-]? [0-9]" (\.[0-91)? ((e|E) [+\-]? [0-9]")?
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Regras Algébricas das Expressdes Regulares

R =S significa que sdo Expressies Equivalentes, isto é, que L(R) = L(S).
(N&o tém necessariamente a mesma forma al gébrica)

» Associatividade e Comutatividade
(R(ST)=((RS T)=RST
(R+(S+T)=(R+9+T)=R+S+T
R+S=S+R (masRS+ SR)

o Distributividade
R(S+T)=RS+RT
(R+ST=RT+ST

 Elementos Neutro e Absorvente

ER=Re=R

O+R=R+Q=R

OR=RO =0

e |dempoténcia e LesdoFecho

R+R=R (R*)* =R*
g =¢
(@) =¢
R'"=RR*=R*R
R*=R"+¢

... claro que tém de ser todas demonstradas.
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Um exemplo de Demonstracdo de uma Regra Algébrica

Teorema: R(S+T)=RS+RT (distributividade a esquerda)

Demonstracdo: Trata-se de provar que geram a mesma Linguagem, ou que

a)

b)

LIR(S+T))=L(RS+RT)

ou, peladefinicdo de ER, que
LIR)L(S+T)=L(RS) UL(RT)

L(R) (L(S) UL(T))=L(RS) UL(RT)

L(R) (L(S) U L(T))) = (L(R) L(9)) U (L(R) L(T))

L(R) (L(S) U L(T))) U (L(R) L( ) U (L(R) L(T))
Sgaw U L(R) (L(S) U L(T)))
entdow =xy, com x UL(R)A (y OL(S) VyOL(T))
ou xOL(RAyOLS)VExOLR)AyDOL(T))
eportantow O (L(R) L( S) U (L(R) L(T))

L(R) (L(S) UL(M)) U (L(R) L(9)) U (L(R) L(T))

Sgaw U (L(R) L(9)) U (L(R) L(T))

entdow O (L(R)L(S) VwO(L(R)L(T))

Sew=xycom xL(R)entdoy OL(S) VyOL(T)

e portanto w J L(R) (L(S) U L(T))) O

Existem muitas outras regras algébricas das ER’s, por exemplo:

Exercicio: Provar que (R + 9)* = (R* S*)*
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Propriedades das Linguagens Regulares

» Todas as Linguagens finitas (com um nimero finito de palavras) séo
Regulares. Bastaria escrever uma ER (construir um AF reconhecedor)
para cada uma das palavras da Linguagem.

» Nem todas as Linguagens sdo Regulares (reconheciveis por um AF).
Por exemplo:
C={we{0, 1}* |w temumnimeroigua de0'sedel s}
nao é uma Linguagem Regular, enquanto que:
D={we{0,1}* |[w temum ndmero igual de sequéncias 01 e 10}
¢ uma Linguagem Regular.

e Como verificar se umadada Linguagem é ou ndo Regular?

Um exemplo:
L={a"b"|n=0} serd uma Linguagem Regular?

Suponhamos que é Regular. Entéo existe um AFD,
A ={Q, {a b}, 3, qo, F} capaz de reconhecé-la.
Calculemos § (g, &) parai = 1, 2, 3, ...
Como existe um numero infinito dei’s mas um nimero finito de
estados, existira pelo menos um estado g, tal que,

6 (0o, @M =6(qp @) =g comm=n.
Mas para o Autémato reconhecer a' b", devera
§(q b =qgeF
Donde se conclui que:
6" (0o, a"b") = 6"(6"(qo, &™), b") = 6(q, b") = g

Ou sgja, 0 AFD aceitariatambém palavras daformad" b" comm « n.
N&o existe portanto um AFD capaz de reconhecer apenas palavras da

formaad’ b", ou seja, a Linguagem ndo é Regular.
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O Lema da Bombagem

Teorema: (Lema da Bombagem para Linguagens Regulares)

Sga L uma Linguagem Regular. Entdo existe um inteiro
positivo N tal que, para toda a palavraw € L com |[w| = n,
existem x, y,z € X* taisque:

* W=Xx)z
y+E

byl <
Vk=0, xzelL

de modo mais formal:

[J L Linguagem Regular, Ane N : w e L com
w|=n,Ax,y,zeX* w=xyzcomy+eelxy|<n
Y ke N, kaZEL

ou sga
Toda a palavra (suficientemente longa) de L pode ser dividida
em trés partes de modo a que, com um numero qualquer de
repeticdes da parte central, continue a ser umapalavrade L.
Por isso se diz que a parte central € bombeada.
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Demonstracio:
Se L éumaLinguagem Regular, entdo existe um AFD A tal que L(A) = L.

Sga n 0 numero de estados de A = {{qo, Q1 ..., On1}, 2, O, Qo, F}} €
tomemos esse n para 0 n do proprio Lema.

Consideremosumapalavraw € L, w = & ... &, com [w| = m = n.
O reconhecimento de w por A corresponde a um caminho,

Uo » (0o, @) » 6 (U A&) — . — 0 (Qoy X ... @n) € F

Como existem apenas n estados diferentes e este caminho tem comprimento
maior que n, entdo ocorrem repeticoes de estados. Isto €, existem i e ], com

0<i<j=<ntasqued (o, & -.. &) = 6 (Go, &0 - &).

Para qualquer k > 0, mostremos que,

6 (TUor 2180 ... & (@1 ... ) ) = 6 (T, A1 ... @)

Caso base: (k =0)
6 (Gor 213 ... @) = 6 (T, Ao ... §)

Prova do passo indutivo:

6 (Gor @B ... & (B+1 - @)) =6(6 (0o, BB ... & (A1 - §)"), Bs1 ... §)
= 696U, B4 ... 3), A1 -.- )
=69 6"(do, 2 .. @), Bs1 --- )
=6 o, B - @ Bt - )

Sgamx =& ...8, ¥y =8+1... 8§ € 2= G41 ... &y, tAISQUEW = x2Y.
Comoi#j, O<i<j=nentdio y+ecely|=<n
Paratodo ok = 0, (0o, 1) = 690, x)

6D(q01 xykz) - 6D(q01 xyZ)

e portanto xykz el O
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L € uma Linguagem Regular = L satisfaz 0 Lema da Bombagem

L ndo satisfaz o Lema da Bombagem — L nédo € uma Linguagem Regular

Exemplo: L ={a"b"|m= 0}
Suponhamos que L é uma Linguagem Regular.
Entdo existe um n € N para o qual todas as palavras, suficientemente
grandes, de L satisfazem as condi¢des do Lema da Bombagem.

Tomemosw = a' b".

Sew for suficientemente longa, existem x, y ez taisque w = xyz,
comy £¢€, ky|<n e x*z e L paratodo o ke No.

Para que se verifique [xy| < n com |y| = 1, tanto x como y terdo de ser
sequénciasdea’s, isto €,

x=d,y=adez=db" comr+s+t=nr>0,s>1let>0.
Ora, pelo Lema da Bombagem comk =0,
xZz=dedb'= &'

mas como r +t < n, entdo a pa avraxyoz ¢ L, o que contradiz o Lema
da Bombagem.

Portanto L = {a" b™ | m = 0} ndo é uma Linguagem Regular.
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Exemplo: L ={ 0'|i éum Ndmero Primo}
Suponhamos que L € uma Linguagem Regular. Entdo existeumn e N
parao qual todasas palavrasw € L, |w| = n (suficientemente longas)
satisfazem as condi¢des do Lema da Bombagem.

Consideremosw = 0" € L, onde m = n + 2 com m primo.

Sew for suficientemente longa, existem x, y ez taisque w = xyz,
comy # €, xy| < n de modo quexy*z e L, paratodo ok = 0.

Segjaw = xyz. Paraque se verifique [xy| < ncomy # &,
x=0,y=0ez=0"comr=0,s=1et= O.
Ora pelo Lema da Bombagem, tomando k =r +t,
xyMz= 00 (0ot =0 s
mascomo r+s(r+t)+t =(s+1) (r+t), entdo apalavraxy™z ¢ L,
0 que contradiz o Lema da Bombagem.
Portanto L ndo é uma Linguagem Regular.
Exercicios: Mostrar que ndao sdo Linguagens Regulares:
L ={ 0'|i éum Quadrado Perfeito}
L={0" |n=0}
L={a"b"|mn=0em=n}
L={a"b"c™"|m,n=0}
Estas demonstracbes tornam-se mais simples, por

aplicacao directa de propriedades relativas ao Fecho
das Linguagens Regulares, para certos Operadores.
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Operacoes sobre Linguagens Regulares

Observacio: Quando umalinguagem L € definida sobre um alfabeto 2,
esta também, definida sobre qualquer alfabeto D X.
Assim duas dadas linguagens, L definida sobre 2; e L, definida
sobre X,, estdo também definidas sobre 21 U 2.

Propriedades do Fecho:

* A Classe das Linguagens Regulares ¢ fechada
para os Operadores de uma Algebra de Boole.

DadasL; = L(R;) eL,=L(Ry),

Unido: L, U L, éumaLinguagem Regular,
poisL;, U L,=L(R:+ R,) que é Regular, por definicéo.

Complementar: L = X* \ L € uma Linguagem Regular.
SgaA =(Q, 2, 9, go, F) 0 AFD reconhecedor
deL. Entdo o AFD B =(Q, 2,6, o, Q\ F)
reconhecera L .

Interseccio: L; N L, éumaLinguagem Regular,
pois Ly NL, =L UL, .

e Também ¢ fechada para muitos outros Operadores.

Diferenca: L1\ L, éumaLinguagem Regular,
poisL;\L,=L;NL, .

Concatenacio: LqL, éumaLinguagem Regular.
Fecho de Kleene: L* éumalLinguagem Regular.

Inversdo: L™ (ou LF) é uma Linguagem Regular.
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O Teorema da Substituicio:

SgalL umaLinguagem Regular sobre um Alfabeto X.
(A cadasimbolo a e X associamos uma Linguagem Regular L)

Sgja S asubstituicao: S(a) =L,, VY ae .

Construimos a extensao de S parapalavrasw = & ... a,
como sendo a concatenacdo das Linguagens associadas:

S(@ & ...a) =Ly Ly - La,
Construimos a extensdo de S para qualquer linguagem M:

S(M) = Uyem S(w)

Teorema: S(L) éumaLinguagem Regular.

Demonstracdo: SegjaR uma Expressio Regular geradoradelL.
Y ae 2, sgjaR,uma ER geradorade S(a) = L,,
A partir de R, construimos E, substituindo cada
simbolo a pela correspondente expressao R,.
Resta provar que L(E) = S(L) .

Casos Base: SeR=g entdoE=R,=a elL(E) ={a}
S(L)=S({a}) =L(Ry ={&}

(Verificar oscasosR=() eR=¢)

Passos Indutivos: Hatrés casos a considerar,
R=R;+R,, R=R;R, e R=R*
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As provas sao idénticas e smples. Vglamos apenasR = R; R,

SgaL =L4L,,ondeL;=L(R;) e Lo=L(Ry),

sejam E; aexpressao de R, com cada simbolo a substituido por R,
e E, aexpressdo de R, com cada simbolo a substituido por R,

Por Hipotese de Inducéo, L(E;) = S(L41) e L(E) = S(L>,).

Entdo L(E) = L(E,) L(E>) = S(Lq) S(Ly) =S(L). O

A utilizacdo do Teorema da Substituicao pode simplificar bastante a
verificagdo de diversas propriedades das Linguagens Regulares.

Por exemplo, se L, e L, forem Linguagens Regulares:

e L,L,éumaLinguagem Regular:
Bastaconsiderar aLR {ab} e substituir apor L, e b por L,.

L, U L,éumaLlinguagem Regular:
Substituir em { a, b}.

e L,* éumalinguagem Regular:
Substituir em {a*} .

Um importante caso particular consiste na substituicdo de cada simbolo
por uma palavra.

Definicao: Sejam X eI dois alfabetos. A funcéo
h: Y —T*

chama-se homomorfismo de palavras.
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Homomorfismos:

Exemplos:

- SgaL={0*1*} e h:{0,1} — {a*
definido por h(0) =aaeh(l) =«¢.

Entéo h(L) = {(aa)*} = {palavras com um numero par dea's}.

- SgaL={0"1"|n=0}e h:{0,1} — {a b}*
definido por h(0) = ab e h(1) = ba

Entdo h(L) = { (ab)" (ba)" | n = O} .

Notas:

« O resultado da aplicacdo de um homomorfismo auma palavra
W = ad...a, € Z* € uma concatenacdo de palavrasdeI'*,
h(w) = h(a)h(a)...h(a,) € T'*.

« A aplicagao de um homomorfismo a uma ER produz uma ER

(Provar!). Portanto, a classe das Expressdes Regulares € fechada para
0 Homomorfismo de palavras.

- Sel forumalLinguagem c X*, entao h(L) ={h(w) e I'* |w € L}.

« A classe das Linguagens Regulares é fechada para o Homomorfismo
de palavras. Pelo Teorema da Substituicéo, se L for uma Linguagem
Regular entdo a Linguagem h(L) também & Regular.

- MasseumaLinguagem L ndo for Regular, h(L) pode ser Regular.

Por exemplo, paraaLinguagemL ={0" 1" |[n= 0} comh(0) =a e
h(1) = €, obtemos h(L) = {a*} que € Regular.
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Homomorfismo Inverso:

Dado um Homomorfismo h: X* — I'* eumalinguagemL c I'*,
define-se,

hY(L) = {w e =* | h(w) € L}

0 conjunto das palavras cujaimagem homomorfica pertenceal.

Exemplo:
Sgal ={(00+ 1)*} comh(a) =01 eh(b) = 10.

Como exemplos, h}(1001) = {ba} e h™(010110) = {aab}.
Prova-se que h}(L) = { (ba)*}.
E entdo h(h(L)) = { (1001)*} c L.

Nota: h(h'l(L)) C L onde aigualdade ndo € necessariamente verdadeira.

... do mesmo modo que L € h'(h(L)).

-« Provase que, se L for uma Linguagem Regular entdo h™(L) também é
Regular. Assim, a classe das Linguagens Regulares também é fechada
para o Homomorfismo Inverso.
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Inversao (no sentido de Reversao):

« A Palavra Inversa (Reversa) dew = a;&...a, € apaavra
wR = aan1...a.

- ParaumadadalLinguagem L, aLinguagem Inversa LRéo conjunto
das Inversas das palavrasde L.

« A Linguagem Inversa de uma Linguagem Regular é também Regular.
Ou sga, a classe das Linguagens Regulares também é fechada paraa
Inversdo. Uma demonstracéo simples, consiste em considerar a
Expressio Regular E geradorade L e provar que L(ET) = (L(E))R,
por Inducéo.

- Esta propriedade pode também ser demonstrada, considerando um
Automato Finito A (AFD, AFND ou AFND-¢) tal queL =L(A).
Para construir um Autémato Finito AR, capaz de reconhecer as
inversas da palavras de L basta:

1. Inverter o sentido de todas as TransicOoesem A;

2. Fazer do Estado Inicia de A o (Gnico) Estado Final de A%;

3. Criar um novo Estado (Inicial de A%) com Transi¢des-€ para
todos os Estados Finaisde A.

Conclusao:

» A Classe das Linguagens Regulares é fechada para uma
grande variedade de Operacoes.
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Equivaléncia de Expressoes Regulares e
Minimizacido de Automatos Finitos Deterministas

v' Cada AFD define uma Uinica Linguagem Regular, mas o inverso
ndo é verdadeiro;

v' Paracada Linguagem Regular, existe um AFD minimo que é
unico a menos de um isomorfismo;

v" O Algoritmo para a constru¢do do AFD minimo pode ser
utilizado paratestar a Equivaléncia de Expressdes Regulares.

Definicdo: SegaA =(Q, 2, d, 0o, F) um Automato Finito Determinista.
Dois estados p, g U Q s3o indistinguiveis (p = q) quando,
Vwes, d(p.w)eFe§(gw)eF

{VweY, 6w eF=6(qw)eF
S'(p,w)EF=06(qw)¢F}

Dois estados p, g 0 Q sdo distinguiveis (p # ) quando,

dwey : §(p,w) e Fes' (g, w) ¢ F (ouvice-versa)

{Iwes: (6(p,w)eFAS (W) ¢F)
V (6(pw)eFAG(qw)eF)}
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Teorema: A relacdo (p = q) definida entre estados de um AFD por,

VWEZ*,

S(p,w)eFe8(qw) eF

€ uma Relacio de Equivaléncia.

Demonstracio:

Reflexiva:

Simétrica:

Transitiva:

p=p.YpOQ

Vwey 8 (p, w)éum Gnico estado.

P=q=>q=p,YpqUQ

Vwes ,6(p,w)eFed8(qw)eF

PEqAqQ=r=p=r,vVpqrdQ

Suponhamosquep=qeq=r, masquep #r.
Nesse caso, com,

Vwes, s(p,w)eFes(qw)eF
Vwes, s(qw eFsds(r,weF

dois casos poderiam acontecer:

se Awey :5(P,w)eFAS(,w)¢F
entdo, comop=q=5(qw)eF
ecomoq=r= 6 (r,w)ekF

se Awey :5(P,w) e FAS(w)eF
entdo, comop=q=6(q w)¢F
ecomoq=r= 6 (r,w)e¢F

Portantop =r.
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Exemplo: ({p,q,r, st u,v,w}, {0, 1},0,p,{r})

Analisemos a equivaléncia de alguns pares de estados:

(r,v) ? 5(re)eF
S(v,€) ¢ F S r#EV

{ Todo o estado final é distinguivel detodo o estado ndo final. }
(s, w) ? 6(s,0)=reF

S(W,0)=t¢F = s#w
(p, t) ? S(pe)=peF A5 (te)=tegF

S(p,1)=6t1=u
S 6, )=6(t)=6(ux),¥xOY

& (p, 00) = §°(t, 00) = v
= 6 (p,00x) =6 (t,00x) =6 (v,x) ,VxOS

6 (p,01) =6"(t,01) =
= 6(p,0x) =6 (t,0x) =6 (r,x) ,VxOY

Portanto p=t
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Algoritmo para a identificacdo de Pares Distinguiveis:

Caso Base:

Passo Indutivo:. Sedae : 6(p, @ = o(p, 9,

entdo p # Q.

seplFeqgeF, entdop Q.

Para 0 exemplo anterior, comegando por marcar os pares (final, ndo final),

S < ¢ ~ n = QO

= | X [ X | X | X | X

WET o(t,0)=w, o6(s,0)=r
ot,0)=w, o(u,0)=r

VET o(w,0)=v, o(s,0)=r
o(w,0)=v, o(u,0)=r

gq| x
rx | x
S| X | X|X
t X | X %
Ulx|x| x| kx
VI iX | X |X|X|X]|X
W | X XX | X | X]|X
P g A s t u v
= t¥s
= t¥u
=> WES
> WZEu

... Qquase todos os outros pares podem ser marcados natabela, por analise

de transi¢bes simples.

Falta apenas o par (v, p) que também é distinguivel a partir de (t, u):

t£u o(v,1)=t, 6(p,D)=u

> VED

Teoria da Computacio (2009/2010)

Rosalia Rodrigues



Capitulo III : Expressoes Regulares e Linguagens Regulares 35

Teorema: Sep, L Q ndo sdo distinguivels pelo algoritmo anterior,
entdo p = Q.

Demonstra¢io (COMO exercicio)

Teste de Equivaléncia de Expressdes Regulares

Segjam R e S duas Expressdes Regul ares.
Paratestar asuaequivaléncia, isto é, L(R) = L(S):

1. Converter R e S em Automatos Finitos;
2. Juntar os dois Autbmatos na mesma tabel a;
3. Usando o Algoritmo anterior, as Expressdes sao equivalentes,

se e s0 se os dois estados iniciais forem equival entes.

Exemplo: Consideremos a Linguagem,

L={w{0,1} |w évaziaou acabaem O}

Podemos construir o AFD,

gue, pelo Método de Eliminacéo de Estados,
corresponde a Expressdo Regular:
(0 + 11*0)* = (1*0)*
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Por outro lado, a Expressao Regular e+ (0+1)*0
gera obviamente a Linguagem pretendida.

Construindo o AFND-¢ correspondente
e efectuando a converséo para AFD, obtemos,

Serdo Equivalentes?

Juntemos todos os estados dos dois autbmatos numa mesma tabel a.

q | x

r X

S X

t | x X | X
p 9 r s

Neste caso, bastou marcar os pares (final, ndo final).

Como os dois estados iniciais s&o Equivalentes, p =,

os dois AFD’ s sdo também Equivalentes.

Ent&o, as Expressdes Regulares (1*0)* e € + (0+1)*0 geram a mesma

Linguagem, sendo portanto Equivalentes.

(1*0)* = € + (0+1)*0
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Minimizacido de Automatos Finitos Deterministas
* A Relagdo de Equivaléncia definida, subdivide o conjunto de

Estados em Classes de Equivaléncia, que s&o os Estados do
Automato Minimo.

Voltando ao outro exemplo (pag. 33),

g | x
rx|x
S| x|x|x
t X | x| %
Ulx|x|x X Restam trés pares de estados ndo
Vx| x| x| x| x!|x distinguiveis (equivalentes):
B . all Ball P=t q=Ww, s=u
P q r t u v

O conjunto de Estados foi dividido nas Classes de Equivaéncia:

Q={{p. t},{a. w},{s u},{r},{v}}
0
4![—) 0 . ;
A
7 N

-
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Essas Classes de Equivaléncia séo os estados do Automato Minimo:

Calculando as transi¢oes,

0 1

—  {p.4 |{q.w} {s,u}
{qw| {v} {1
{sup| v}
Vi | v} (Pt}

«  {r [{ptp {1}

S <c—~wnw-Q970T
< <-sSs-T<<oOo|o

_ < C << = =< C |l

Obtemos 0 Autdmato Minimo:

Teorema: O Autdmato assim obtido € mesmo Minimo,
amenos de um I somorfismo.

Demonstrac¢des (COMO eXercicio)
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Problemas de Decisao sobre Linguagens Regulares:

» Dada uma Linguagem Regular, representada por um
Automato Finito ou por uma Expressao Regular, que
questoes se podem por acerca de L, e como respondé-las?

Como existe uma equivaléncia entre as duas representacoes
possivels, podemos sempre escolher a que for mais conveniente.

? A Linguagem L é umaLinguagem Regular?

? A Linguagem L é umaLinguagem Nao-Regular?

?  Umadadapalavraw pertence a uma dada Linguagem Regular L?
? A Linguagem Regular L é vazia?

? A Linguagem Regular L éfinita?

?  Serdo duas dadas Linguagens Regulares L1 e L2 iguais?

?  Existiréo Relac¢des de Equivaléncia entre Linguagens Regulares?

?  Existirdo Isomorfismos entre Linguagens Regul ares?
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