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Capitulo II : Autématos Finitos

2.1 Automatos Finitos Deterministas (AFD)

Definicio: Um Autémato Finito Determinista € um quintuplo ordenado,

A= (Q’ Z’ 5’ qu F)

onde;

* Q éum conjunto finito, ndo vazio, de estados,

e 2 éum conjunto finito (alfabeto) de simbolos de entrada,
0:Qx 2 — Q éafuncéo (parcial) de transi¢ido ou de
mudanca de estado,

Jo € Q €0 estado inicial,

F c Q €0 conjunto dos estados finais ou de aceitacéo.

Exemplo: Sobreo afabeto Y ={0, 1}, consideremos a linguagem,

L={wOY |asequénciaOl éparte de w}.

Pretendemos construir um Autémato Reconhecedor das
palavrasde L. Umadadapalavraw 0 5 pertenceal., seeso
se, partindo do estado inicial 0 Automato atingir o estado final,
(de aceitacdo ou de reconhecimento) pela entrada de w.

A Linguagem de um AFD € o0 conjunto de todas a palavras
por ele reconhecidas.
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Capitulo II : Autématos Finitos 2

A = ({00, qu, 02}, {0, 1}, 6, Qo, { Ou})

Diagrama de Transicoes:

RO UNKE LG SYS

Tabela de Transicoes:

0 1

— Qo 02 Qo
* 01 01 o f]
0 7] 02 0 f]

Exemplo: Também sobre o alfabeto > = {0, 1}, alinguagem,
L={ w5y |asequéncia00l é parte de w}

tem como Autdomato Reconhecedor:

R CEBOSROLO sk
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Observacao: A Linguagem de um AFD aparece no seu Diagrama de
Transicdes, como 0 conjunto das sequéncias de simbolos
correspondentes a todos os caminhos possivels no grafo,
desde o estado inicial até um dos estados finais.

... val ser necessario ampliar o conceito de funcdo de transicéo, por forma a
aceitar sequéncias de simbolos.

Definicio: 6 : Q X 2* — Q

Caso Base: 6A(q, 8) =(q
Passo Indutivo: ¥V w = x@, 6A(q, W) = 6(6A(q, x), a)
Note-se que & representa efectivamente caminhos a0 longo do grafo,

ISto €, sew = ay@...a, € Se 6(P;, a+1) = Pi+1 paratodooi =0, 1, ..., n-1,
entdo o (pg, w) = Pn.

Definicio. UmAFD, A =(Q, 2, 9, (o, F) reconhece (ou aceita)
apalavrawe Y ,seesose 0 (qo, w) € F.

Definicdo: Linguagem de um AFD, A = (Q, X, 6, o, F):

L(A)={we3 | (q,w)eF}
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Exemplo: Aindasobre o afabeto Y ={0, 1},

L={w]|w temumnimero par de0'sedel's}.

Construcéo do AFD:

Basicamente trata-se de, ao longo de uma dada palavra, ir contando os 0’s
eo0s 1’ s(mbdulo 2).
Ha quatro casos a considerar:

0. Os(Q'seos 1’ sjacontados, sGo em nimero par;

1. Foram jacontados um nimero par de 0's e um nimero impar de 1's;
2. Foram ja contados um numero par de 1's e um numero impar de 0's,
3. Os(0'seos 1 sjacontados, sdo em ndmero impar.

Diagrama de Transicdes:

1
Tabela de Transicoes:
o) 1
* Qo Q2 Q1
o] O3 Jo
Q2 Qo O3
O3 Q1 02
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Verificagdo indutiva paraw = 110101

+ 6" (0o, €) = o

& (0o, 1) = (5" (0o, €), 1) = 6(qo, 1) = oy

6 (Go, 11) = (6" (tho, 1), 1) = S(0h, 1) = Qo

6 (0o, 110) = (6" (Co, 11), 0) = (0o, 0) = G

§'(Go, 1101) = 6(8"(qo, 110), 1) = 6(c, 1) = 03
§"(Go, 11010) = 5(5"(0, 1101), 0) = 5(0fs, 0) =

& (0o, 110101) = 6(6"(0p, 11010), 1) = 6(as, 1) = 0

portantow = 110101 € L O

Uma aplicacdo: De um modo informal consideremos,
> ={ab,c, ..,z U{0,1,2, ..., 9}
L={w €Y |w representaum identificador},

segundo aregra habitual de construcéo de identificadores,
nas linguagens de programagao mais comuns.

AFD reconhecedor de identificadores:

> : ) letra , letra ou digito

Note-se que o0 autébmato ndo possui a capacidade de verificar o
comprimento maximo do identificador.
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Exemplo: Sobreo afabeto Y ={0, 1}, alinguagem,

L={wO5S |w éarepresentacdo binériade um mdltiplo de 5}

Construcéo do AFD:
Em cada momento do reconhecimento, é necessario conhecer o valor
do resto (da divisdo por 5) do niUmero decimal correspondente a cadeia
binariajalida

Observacoes:

e Sendo w a representacdo bindria do nimero n (decimal), entéo a
cadeia w0 representa 2xn e a cadeiawl representa 2xn+1.

e (axb +c) mod5 = (ax(b mod 5) + ¢c) mod 5.

Por exemplo:

1011 — 11(decimal) e 11 mod 5 =1 mod 5

10110 — 2x11 = 22(decimal)
2x11 mod5 = (2%x(1 mod5)) mod 5
=2mod>5

10111 — 2x11 + 1 = 23(decimal)
2x11+1)mod5 =(2x(1 mod5)+1)mod5
=3 mod>5

Quantos casos ha que considerar?
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O AFD reconhecedor:

A= ({ Jo, 1, G2, O3, CI4}, {01 1}1 0, Qo {qO})

Diagrama de Transicdes:

O estado (k significa que a cadeia binéria ja percorrida representa um
numero decimal cujadivisao por 5 tem resto igual ak.

{ Note-se que o Autdmato aceita nUmeros binérios comecados por
zero(s) e até aceitaa palavravazia}

Tabela de Transic¢oes:

0 1
*k —> Jo Jo o]
o] 02 Js
02 Q4 Jo
O3 o] o7,
oy O G4
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Exemplo: Sobre o afabeto Y ={0, 1}, alinguagem,

L={wOXY"|w comecapor 1 e éarepresentacdo binaria
de um mudltiplo de 5}

Basta uma pequena extensao ao Autémato anterior:

Se a palavra comecar por 0, ndo pertence a linguagem.

Essas palavras conduzirdo a um novo estado ratoeira (r).

A inclusdo de um estado de partida (p) permite essa verificaco,
rejeitar apalavravazia, bem como a passagem ao Automato anterior.

O AFD reconhecedor:

A= ({ P: o, G1, G2, U3, G4, r}’ {O’ 1}’ 61 P, {qO})

Diagrama de Transicoes:
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Tabela de Transicoes:

0) 1
— P r 01
* Jo Jo o f]
Oz 02 Js
02 Q4 Jo
O3 o] o7,
oy O oy

r r r

Exemplo: Um AFD reconhecedor das cadeias binarias terminadas em O1.

Exercicio: Considere um AFD com o seguinte Tabela de Transicoes.

OB ODL

1

a) Descreva, informalmente, aLinguagem do Automato.

b) Formalize adefinicao dessa Linguagem.

¢) Demonstre, por inducéo, que o Autdmato reconhece essa
Linguagem.
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“Imagem” de um Automato Finito Determinista:

input

P

HEEESEEEEEEE

[
Estado /E\ aceita / rejeita

Simulacao do funcionamento de um AFD:

{ Paraumadada palavraw = a;a5...a, €3 }

{ Sendo ge Q umavariavel, inicidizar q ao estado inicia }
q < qo

para i desdel atén
{ Transitar de Estado, pelaentradade g }

q < 6(‘19 ai)

{ Aqui 4 =6"(co, w) }
{ A palavraw éreconhecidapor A seesdseq e F}

Implementacio da simulacido do funcionamento de um AFD:

- A implementac&o do algoritmo anterior € muito simples,
na maioria das linguagens de programagcao.

« A funcdo de transicdo 6 : Q x 2 — Q pode ser
construida com base num array, numa estrutura case, ou
numa combinagdo de ambas.
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{ Programa Pascal para verificar se uma dada cadeia binaria

¢ a representacio (em base 2) de um multiplo de 5 }

program AFDmult5(input, output);

const inicial = 0;
finais = [O];
type estado =0 .. 4;
var ¢ : estado;
c : char;

function delta(q : estado; c : char): estado;

begin case

end
end;

begin write('Escreva uma cadeia binaria: ');

g:= inicial;

q

0:

o

f

ifc="0

then delta:=0
else delta:= 1;
ifc="0

then delta:= 2
else delta:= 3;
ifc="0

then delta:=4
else delta:= 0;
ifc="0

then delta:=1
else delta:= 2;
ifc="0

then delta:= 3

else delta:=4

while not eoln(input) do
begin read(c);
g:= delta(q, c)

end:;

if g in finais

then writeln('E a representacdo de um multiplo de 5, sim senhor/a ! ")
else writeln('Nao € nada ... ")

end.
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« O programa anterior pode ser facilmente adaptado, por forma a
descrever todo 0 processo de reconhecimento:

g:= inicial;
while not eoln(input) do
begin read(c);
g:= delta(q, c);
writeln(’Li um ’, c,” e passei ao Estado ’, )
end,

writeIn(Acabou a cadeia. Estou no Estado ’, q);

Escreva uma sequéncia binaria: 11001

Li um1 e passei ao Estado
Li um1 e passei ao Estado
Li umO e passei ao Estado
Li um O e passei ao Estado
Li um1 e passei ao Estado

ONPFPWER

Acabou a cadei a. Estou no Estado O

« Também nao é dificil “convencer” o mesmo AFD a calcular o valor
decimal do nimero representado:

g:= inicial;
n:=0;
while not eoln(input) do
begin read(c);
g:= delta(q, c);
n:=2*n + ord(c) - ord(’0’)
end;

writeIn(’A cadeia binaria representa o niamero ', n);

Escreva uma sequéncia binaria: 11001

A cadei a binaria representa o numero 25
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2.2 Automatos Finitos Nao-Deterministas (AFND)

O conceito de ndo-determinismo de um autémato significa que:

v A *“funcdo” detransi¢do pode conduzir a multiplos estados,
Oou mesmo a nenhum estado;
v Podem ocorrer transicdes por €.

Casos de nao-determinismo:
: :@ ()
a
(o) )
@

Definicdo: Um Autémato Finito Nao-Determinista € um quintuplo
ordenado,

A= (Q’ Z’ 5’ qu F)

onde;

e Q éum conjunto finito, ndo vazio, de estados,

2. € um conjunto finito (alfabeto) de simbolos de entrada,
0:Qx (X U{g}) — P(Q) éafuncio de transi¢io
ou de mudanca de estado,

Jo € Q €0 estado inicial,

F c Q éo conjunto dos estados finais ou de aceitacéo.
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Exemplo: Um AFND reconhecedor das cadeias binarias terminadas em 01.

Diagrama de Transicoes:

RORMIOEIrS

Tabela de Transic¢oes:

0 1
—> o {00, q1} { o}
O 0) {2}

* 0] 0 0)

Consideremos a cadeia 00101 e analisemos todas as possibilidades:

Qo ———> Qo—————> o ————> o———> Qo ———> Qo

~

Oz Oz 01
\ 02 \ 02

*(aceitacio)

Esta estrutura de reconhecimento, em arvore, esta na origem da definicéo
do conceito de extensdo da funcdo de transicao, para o caso dos AFND’s.
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Definicio: 6 :Qx 5 — P(Q)

Caso Base: 5A(CI, g)={q}

Passo Indutivo: ¥V w =xa, se 5A(q, x) ={P1, P2, --s P}
ese Uiy o(pi, @) ={re, 12, -y M}

entao 6A(q, W) — {r11 2, ...y rm}

Por exemplo, analisemos o desenvolvimento de §"(qo, w) paraw = 00101.
(Notar as semelhangas com a estrutura da arvore anterior)

* §'(qo, €) = {0}

6"(90, 0) = (0o, 0) = { o, G}

6 (o, 00) = 6(qo, 0) U 6(c, 0) = {Co, G} U D ={clo, qa}

& (o, 001) = 6(qo, 1) U 6(ch, 1) = {qo} U {a} ={cho, G}
8"(9o, 0010) = 5(qo, 0) U 6(0l2, 0) = { 0o, Az} U D = { 0o, aiz}
&' (Go, 00101) = 6(do, 1) U 6(clz, 1) = {aio} U {2} ={clo, 02}

No caso de um AFND, uma palavra w é reconhecida quando o conjunto

6 (go, w) contem pelo menos um dos estados de aceitacso. Assim:

Definicdo:. Linguagem de um AFND, A =(Q, 2, 9, (o, F):

LA)={we 3 |6 (q,w)NF=+}
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2.3 A equivaléncia entre AFD’s e AFND’s

v' Paracada AFND existe um AFD que lhe é equivalente, isto &,
gue reconhece a mesma linguagem;
v' Contudo, se 0 AFND tiver n estados, 0 AFD equivalente pode

ter 2" estados.
v' Mas na maioria dos casos, € possivel a construcdo de um AFD
com um numero de estados préximo do AFND original.

Construciao do AFD equivalente a um dado AFND:

Dado um AFND N - (QN1 21 5N1 q01 FN)1
pretende-se construir um AFD D = (Qp, 2, dp, {da}, Fp),

A construcio:

* Qp = P(Qn)
«  Fo={SePQv)| SNk 0}
. ¥ SeP(Qn),VYae,

5D(Sf a) - UpeS 5N(p1 a)

Teorema: VweY entdo 6 p({ao}, w) = 6 n(Go, W)

[ Demonstracéo por Inducéo sobre w| ]

Corolario:  L(D) =L(N)
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Para o exemplo anterior:

N = (QN1 21 6N1 CIO1 FN)

= ({¥o, A1, 92}, {0, 1}, O, Qo, { O} )

ON 0 1
—> o {00, q1} { o}
O 0 {2}
* 02 0 0)
D =(Qo, %, 6p, {0}, Fp) com  Qp = P({do G, 2})
analisemos todos os 2° estados:
Op 0 1
0] 0] 0]
— { a0} {00, O1} { a0}
{a:} 0 {02}
* { a2} 0) 0
{ 0o, 01} {00, O1} {00, 02}
{ 0o, 02} {00, O1} {qo}
{a., a2} ) {02}
* { 0o, O, O} {00, 01} {00, 2}

Se calcularmos todas as transi coes possives:

op({ o, A1}, 0) ={do, 91}

0o({do, A1}, 1) = 6n(To, 1) U on(a1, 1) ={do} U {a}={q0, O}

dp({ %o, G2} » 0) = On(tlo, 0) U On(0, 0) ={ 0o, o} U @ ={ 0o, aa}

0p({ %o, G2} > 1) = On(Glo, 1) U On(0, 1) ={ o} U @ = {0}

Verificamos que, dos 8 estados iniciais, apenas 3 podem ser atingidos.
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Deste modo, obtemos o AFD seguinte. O nimero de estados € o mesmo do
AFND original, mas com seis transi¢des, em vez de quatro. (ver pag. 9)

Nota: Na maior parte dos casos, € possivel construir um AFD com um
nimero de estados semelhante ao do AFND origina. {Caso
meédio do problema} Contudo, existem AFND’s para os quais so
é possivel a construcéo de AFD’s equivalentes com 2" estados.
{ O pior caso do problema}

Exemplo: Converter o seguinte AFND num AFD equivalente:

0 1
— p {p. q} {p}
q {r} {r}
r {s} 0
* S {s} {s}
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Construcéo do AFD:
0 1
0) 0) 0)
—> {p} {p, q} {p}
{a} {r} {r}
{r} {s} 0)
{s} {s} {s}
{p, q} {p.qr} {p.1}
{p, 1} {p.q s} {p}
* {p s} {p.q s} {p s}
{a,n} {r, s} {r}
{a,s} {r, s {r, s
{r, s} {s} {s}
{p.qr} {p.q,r s} {p,1}
* {p’ q’ S} {p’ q’ r’ S} {p’ r’ S}
* {p.1, s} {p.q s} {p s}
{q,r,s} {r, s} {r, s}
* {p’ q’ r’ S} {p’ q’ r’ S} {p’ r’ S}

E simples verificar que apenas 8 dos 16 estados originais podem
efectivamente ser atingidos. Assim, obtemos a tabela de transicdes do AFD

pretendido:
0 1
—> {p} {p, qa} {p}
{p, q} {p.qr} {p. 1}
{p. 1} {p.q s} {p}
* {p s} {p.q s} {p s}
{p.qr} {p.q,r s} {p. 1}
{p.q s} {p.q,r s} {p.1, s}
* {p.1, s} {p.q s} {p s}
{p’ q’ r’ S} {p’ q’ r’ S} {p’ r’ S}

S&o estados finais do AFD todos os que contém { s} = Fy.

Teoria da Computacio (2009/2010)
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O diagrama de transi¢des mostra claramente a existéncia de dois sub-grafos
diguntos:
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2.4 AFND’s com Transi¢coes-€ (AFND-¢)

Exemplo: Um AFND-¢ parareconhecer nmeros decimais

A ={{0do, 01, 02,03, 04, G5}, { -, +, = 0, L, ..., 9}, 6, Oo, { Os} }

com
o € +, - . 01,..9
— Qo {au} {o 0 0)
O 0 0 {2} { a1, 04}
o7 0 0 0] {qs}
O {0s} 0 0) {0z}
oh 0 0] {qs} 0)
* 05 0 0 0 0
Isto &,

Note-se que sdo reconhecidos nimeros decimais nas formas. 3.14
314
314.
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Nota: E sempre possivel eliminar as transicdes-€ de um AFND-¢.
Bastaintroduzir novas transi¢Oes para “ compensar o efeito” de
cada transi¢cdo-¢.

Contudo, a construgéo de um AFD equivalente aum dado AFND-¢
exige anocgdo de fecho-¢ :
Definicao: fecho-e deumestadop 0 Q
Caso Base: p U fecho-£(p)
Passo Indutivo: Seq [ fecho-g(p) e se existe
rdQta qued(q, &) =r
entdo r [ fecho-g(p).
Definicao: fecho-€ de um conjunto de estadosC [0 Q
Caso Base: sep 1 C entéo p LI fecho-¢(C)
Passo Indutivo: Sep [ fecho-¢(C) e se existem

pOCeqlQtaisqued(p, €) =q
entdo q U fecho-¢(C).
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A extensdo dafuncéo de transicdo, para o caso dos AFND-g, também inclui
0 conceito de fecho-¢.

Definicio: ¢ QxS — P(Q)

Caso Base: 5A(CI, g) = fecho-¢(q)

Passo Indutivo: ¥ w =xa, se 5A(q, x) ={P1, P2, --s P}
ese Ui:]., .k 6(pi1 a) — {r1’ r21 rany rm}

entdo 6'(q, w) = U,_; |, fecho-e(r))

Analisemos o desenvolvimento de 6" (qo, w) paraw = 3.1

* 6'(do,€) = fecho-g(o) ={0p, o}
* (0o, 3) U 6(as, 3) ={an} U{aa} ={au, 4}
&' (0o, 3) = fecho-g(ay) U fecho-g(qu) = { qut U{ s} ={ a1, Ga}
* 6(Qy, -) U d(as, -) ={az} U{as} ={0p qs}
6'(do, 3.) = fecho-g(qp) U fecho-g(gs) = { a2} U{ da, 0s} ={ G, 03, 0is}
* (02, 1) Ud(gs 1) U d(ds, 1) ={as} U{as} UD={as}
6 (G0, 3.1) = fecho-(qs) = { Gz, 05}

Definicdo:. Linguagem de um AFND-¢, E = (Q, X, 6, Qo, F):

LE)={we I |6(q,w) NF=O}
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Construcao do AFD equivalente a um dado AFND-¢:

Dado um AFND-¢ E= (QE, Z, 6E, Jo, FE),
pretende-se construir um AFD D = (Qp, 2, dp, do, Fp)

A construcio:

Q@ ={SUP(Qe) | S = fecho-e(S)}

. Op = fecho-g(Qo)

. Fo={Se Q| SNF: + ®}

o YSeQp Vae Z,sejaR:Upeség(p, a)

op(S, @) = U, _ fecho-g(r)

Exemplo: Um AFD equivaente ao AFND-¢ anterior.
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Algoritmo de Conversao AFND-¢ —» AFD:

Entrada: E =(Qg, 2, dg, G, Fe)
Saida: D = (Qp, 2, dp, Op, Fp)

Funcdes auxiliares:

vizinhos(pe Qg, ac 2) = {qe Qe |3 oe(p, )}

{ estados do AFND-¢ que podem ser atingidos a partir de p,
por umatransicéo pelo simbolo a}

fecho-e(Sc Q) :

T«S
repetir R« T
T « RU, _g vizinhog(r, €)
aequeT =R
fecho-¢(S) « T

vizinhangaND(S € Qg, ac X) = fecho-g(U__g vizinhos(s, a))

{ estados do AFND-¢ que podem ser atingidos a partir de um
conjunto S de estados, por umatransicéo pelo simbolo a,
e seguindo todas as transi¢coes por €.}

A implementac&o destas trés fungdes permite também simular o
funcionamento de um AFND-¢.

Teoria da Computacio (2009/2010) Rosalia Rodrigues



Capitulo II : Autématos Finitos 26

Simulacio do funcionamento do AFND-¢:

(Dadauma palavraw =w ;-1 x € sendo gy 0 estado inicia)

q  fecho-g({o})
para i desde 1 até k
g « vizinhancaND(q, w)

(A palavraw éreconhecidaseeso seq € Fg)

O Algoritmo de Conversao de um AFND-¢€ num AFD:

0o < fecho-g({qo})

Qo « Qo U {ap}
para cadaestado q ] Qp aindan&o visitado

visitar g

para cadasimboloac 2
S < vizinhancaND({ g}, @)
Qb -« @US

Inserir transicao op(q, @ = S

para cadaestadoq ] Qp
seq ke
entao Fo « Fp U {CI}
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Exemplo: E = (Qg, 2, dg, Qo, Fg)
Op g +, - . 01,..9
— (o {4} {as 0) 0)
Ch 0) 0 {2} {au qs}
o7 0] 0] 0) {qs}
O3 {as} 0 0 { s}
ol 0] 0] {qs} 0]
05 0] 0] 0] 0)
D= (QD; Z, 6[), Jb. FD)
Op +, - . 01,..9
— Op = {Co, 01} {4} {02} {91, Q4}
{94 {92} {01, 04}
{2} {0z, Os}
{01, 04} {G, 03 G5} {0, Cla}
* {0z, O} {03, Os}
* {02, O3, O} {03, Os}
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Notas:

Existe sempre a possibilidade do AFD obtido ter 2" estados.

N&o € garantido que este algoritmo produza o AFD minimo.

Existem algoritmos de minimizacdo do nimero de estados de um AFD.

Para o0 exemplo anterior, ndo foi dificil construir um AFD menor:

o A propriaexisténcia do Algoritmo de Conversio demonstra a

equivaléncia entre AFND-¢’'se AFD’s.

» Contudo, ndo e dificil demonstrar, por Inducéo sobre |w|, que:

Teorema: VweS entdo 6 p(0p, w) =6 (0o, W)

Corolario: L(D)=L(E)
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