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Capitulo I : Nocoes Gerais

1.1 Conceitos Basicos de Linguagens Formais

Alfabeto: Qualguer conjunto finito, ndo vazio, de simbolos (0u letras).
Um alfabeto é geralmente designado por ..

Exemplos:
> ={0, 1}, o alfabeto binario.
> ={a b,c, ..., z}, o conjunto das |etras minuscul as.

Palavra oucadeia, é qualquer sequénciafinita de simbolos de um
alfabeto Y. A palavra vazia contém zero ocorréncias de

simbol os e é habitual mente denotada por €.
Designa-se por [w| 0 comprimento dapalavraw e [g| = 0.

Poténcias de um alfabeto: Denotamos por Yo conjunto de todas as
palavras de comprimento k, sobre um alfabeto .

Exemplos, parao afabeto Y ={0, 1}:

>°={g} (contém so a palavra vazia)
>'={0 1} (ndo confundir com ¥)
$2={00, 01, 10, 11}

5% ={000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111}
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O conjunto de todas as palavras sobre 0 alfabeto  denota-se
habitual mente por 2., ,

S ="UStUY?U..

excluindo a palavra vazia obtemos Z+, ou sga,
>'=3'UFPUSU..

> =3 U{e}

Parao afabeto Y ={0, 1}:

{0, 1} ={g, 0,1, 00,01, 10, 11, 000, 001, ...}

Concatenacio: Justapondo duas palavras v e w obtemos vw. A
concatenacdo de palavras € associativa mas, ndo
necessariamente, comutativa. A palavra vazia € 0
elemento identidade da operacéo, isto €&,
wE = Ew = w, paraqualquer palavraw.
O comprimento € aditivo relativamente a concatenacéo,
w| = | + wl.

Duas palavras sdo iguais quando umafor acopia, letraa
letra, da outra.

Diz-se que apalavrav € parte da paavraw quando
existirem palavrasx ey, taisque w = xvy.

Para qualquer nimero natural n e qualquer palavraw,
designamos por w" a poténcia de ordem n ou a
concatenacio iterada n vezesde w.
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Parao afabeto Y ={a, b, c, ..., zZ},sgaw =ab
w' = ab, w” = abab, w® = ababab, ...

Note-se que:
(ab)* = ababab n&o é o mesmo que ab* = abbb

Por convencao, w’ = £ paraqualquer palavra
Designa-se por w Ra palavrainversa dew,
ou seja, sesgjaw = ab entdow " =ba

Naturalmente que (w ) R = w
eque (w") "= w") R paraqualquer n.

Linguagem sobreum afabeto > é um conjunto de palavras de 5.

LY

Naturalmente que L pode n&o incluir todas as palavras de z*,
nem sequer as suas palavras incluirem todos os simbolos de ) .

A linguagem vazia é a que ndo contém palavras.
Designa-se por () e ndo é amesma que alinguagem { €} .

A linguagem completa étodo o conjunto ¥ .

Exemplos de Linguagens:

*  Portugués
« C (o conjunto de todos os programas em C, sintacticamente
correctos)
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Parao afabeto Y ={0, 1}:

{w | w contém o0 mesmo nimero de0’'se 1’'s}
{w | w representa um namero primo em binéario}
{w|w=xx"}

todos os palindromos pares

{0"1"| n20}

todas a palavras formadas por sequéncias de 0's, seguidas de um
nimero igual de 1’s, isto &,

{g, 01, 0011, 000111, ...}
{0"1"| nz1}

{01, 0011, 000111, ...}
{01 o0<is<j}

todas a palavras formadas por sequéncias de 0's, seguidas de um
numero igual ou superior del's.

No contexto da Teoria dos Autdmatos e Linguagens Formais, define-se:

Problema: Dadosum alfabeto Y e umalinguagem
L sobre >, decidir se uma dada palavra
w Y pertence, oundo, al.
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1.2 Uma introducio informal a nocao de Automato

Um exemplo em Pascal: O Ficheiro origem contém um programa Pascal.
Pretendemos remover todos os comentarios e registar a nova versao do
programa no Ficheiro destino. Os comentérios podem estar nas duas
formas possiveis, (* ... *) ou{... }.

Resolu¢io por um Autémato:

Consideremos um Automato com quatro Estados. Cépia, Comentario,
Inicio e Fim. A leitura de cada caracter provocauma Transicio de
Estado e também uma operacdo associada.

outros

outros

comentario

outros

Os comentarios estéo Sintacticamente Correctos Se e SO se, partindo do
Estado de Copia, for antingido o0 mesmo Estado ap0s a leitura do ultimo
caracter.
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Programa Pascal:

program DesComentar (origem, destino);

var origem, destino : text;

C : char;
estado : (copia, inicio, comentario, fim);

begin reset(origem);

rewrite(destino);
estado:= copia;

while not eof(origem) do

begin while not eoln(origem) do

begin read(origem, c);
case estado of
copia : case c of

inicio :

{’ . estado:= comentario;
'(" . estado:= inicio
otherwise write(destino, c)
end;
ifc="
then estado:= comentario
else begin write(destino, (', c);
estado:= copia
end;

comentario ;: case c of

'} . estado:= copia;

*' . estado:= fim
otherwise (* nada *);
end;

fim: ifc=")

then estado:= copia
else estado:= comentario

end; (* Fim do case *)
end; (* Fim de linha *)

readin(origem);
writeln(destino)
end (* Fim do texto *)

end. (* Fim do programa *)
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1.3 O Principio da Indu¢cdo Matematica

Estabelecer a veracidade de uma Proposicéo P(X) definida sobre os
elementos de um conjunto numeravel X, em duas etapas:

1. Caso Base: Provar directamente para um, ou varios, elementos
“pegquenos’ de X;

2. Passo Indutivo: Assumindo que P é verdadeira para todos os
elementos “menores’ que X e, utilizando esse facto, provar P(X).

Exemplo 1:

Definicéo Indutiva da poténcia de ordem n de uma palavra

Exemplo 2:

Definicgo Indutiva de palavrainversa:

w se w|=0

av™ s w=va comaldy,vOy
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paraw = abc, teremos:

(abc)® = ((ab)o) "
= ofab) "
= o((@)b) "
= o(b(® ")
= c(b((e)a) )
= c(b(ae) "))
= c(b(a(e))

= cha

Exemplo 3:
Mostrar que, V x, y O Y, ()R = ™R,
Demonstragio por Indugéo sobre [y :

1. Caso Base:

Sely|=0entdoy =€

)" = xe)® = xR = ex® = pRR.

2. Passo Indutivo:

Hipétese de Inducdo: ¥y, |y|<n, (xp) R = y

Tese: Yy, =nt1, (xp) R

R..R

=

R_.R

= yx .
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Sgjay =wa, com|w|=n e all)

)" = @wa) R definicdo de y
= (Gw)a) " associ atividade da concatenagso
= a(w) " definicdo de palavrainversa
= aw"x~ hipétese de inducao
= (aw)x" associatividade da concatenagéo
= (wa) " xR definico de palavrainversa
= pxf definicdo de y

Exemplo 4:
Definicdo Indutiva de Expressido Aritmética.

Consideremos o alfabeto:
>={ab,c, ...zt URU{+ %, (,)}

Umapaavrade Y éumaExpressio, see so se
1. Caso Base: Qualquer nimero (real) ou qualquer variavel
(letra) € uma Expressao.

2. Passo Indutivo: Se E e F sdo Expressdes, entdo também sdo
Expressoes E+F, ExF e (E).

Assim, sdo Expressdes as palavras.

2 X
X+2 (x+2)
3x(X+2)

Teoria da Computacio (2009/2010) Rosélia Rodrigues



Capitulo I : No¢oes Gerais 11

Exemplo 5:

Mostrar que em toda a Expressdo éigual o numero de paréntesis esquerdos

edireitos, isto &,

Para qualquer Expresséo G, construida segundo a definicdo anterior, provar:
P(G) = { G possui 0 mesmo numero de paréntesis esquerdos e direitos}

Demonstragao por Inducao:

1. Caso Base: Se G for apenas um nimero ou umavariavel, o
numero de paréntesis esquerdos e direitos é zero.

2. Passo Indutivo: Sendo, G foi construida segundo alguma das 3

regras.
8 G=E+F
b) G=E=xF
) G=(B)

Hipétese de Inducdo. P(E) LIP(F)
Sejam = numero de paréntesis esquerdos de E
= numero de paréntesis direitos de E
esgan = numero de paréntesis esquerdos de F
= ndmero de paréntesis direitos de F

Tese:. P(G)

Demonstragdo:.
a) SeG=E+Fentdo
m+n = ndmero de paréntesis esquerdos de G
= nimero de paréntesis direitos de G

b) O caso G = E = F é andlogo

c) SeG = (E) entéo
m+ 1 =ndmero de paréntesis esquerdos de G
= numero de paréntesis direitos de G
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Exemplo 6:  Conversdo Binario — Decimal

Consideremos o alfabeto binario Y ={0, 1}.

O conjunto das palavrasde 3 pode ser interpretado como a

Representacio Binaria dos nUmeros naturais, como por exemplo:
1001 > 1x2°+0x2°+0x2'+1x2° =9

11001010 - 1x2"+1x2%°+1x2°+1x2t =202

Definicio: ¥ w e {0, 1}"

Kk .
W:bk...blboH ZbiZ' = nheN
=0

Teorema: (Conversdo Binario — Decimal da esquerda para a direita)

1. Caso Base:
0€{0,1} »0&N
1€{0,1} »1eN
2. Passo Indutivo:
Sewe{0,1}" »neN entdo wl-2xn

wl-2xn+1

. 1 1 =1
Exemplo: 11001 - 25 1 ox1+1 =3
0 2x3 =6

0 2X6 =12

1 2x12+1 =25
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Demonstrac¢io:

1. Caso Base:

0€{0,1} »0x2°=0
1€{0,1} »1x2°=1

2. Passo Indutivo:

k .
Se W:bk...blbol—) ZbiZ':n
=0

k .
entéo w0=bk...b1b00 — Z bi 2I+1+ O)(ZO =
1=0

k :
2x 3 b2 =2xn
1=0

Kk .
wl=be..bibpls 3 b 2™+ 1x2°=
=0

k :
2x Yy b2 +1=2xn+1
1=0
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Exemplo 7:
Uma Arvore Bindria é um conjunto finito de nos, tal que:

e 0U é0 conjunto vazio
e 0Ou e constituida por umaraiz e duas Arvores Binérias disuntas

A formalizacéo Indutiva da definicdo de uma Estrutura de Dados € um
Instrumento muito Util paraa construcéo de algoritmos recorrentes.

Sqa

type arvore_binaria = “vertice;
vertice =record elemento : tipo;
esquerda, direita : arvore_binaria
end;

(* Calcular o nimero de vértices de uma Arvore Binaria *)
function numvert(T : arvore_binaria) : integer;

begin if T =nil
then numvert:=0
else numvert ;= 1 + numvert(T~.esquerda) +
numvert(TA.direita)
end (* numvert *);
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(* Calcular a altura de uma Arvore Binaria *)

function altura(T : arvore_binaria) : integer;
var e, d : integer;

begin if T = nil
then altura:=0
else begin e :=altura(T*.esquerda);
d := altura(T”.direita);
ife>d
then altura=e+1
else altura:=d+1
end
end (* altura *);

(* Verificar se duas Arvores Binarias s&o iguais *)

function iguais(R, T : arvore_binaria) : boolean;
var i : boolean;

begin i:= (R =nil) and (T = nil);
if (R <> nil) and (T <> nil)

then begin i:=R".elemento = T".elemento;
ifi
then begin i :=iguais(R"esquerda,T*esquerda);
ifi
then i ;= iguais(R"direita, T direita)
end
end;
iguais =i

end (* iguais *);
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Uma &rvore binaria diz-se completa (ou total) se, em cadanivel k (k> 1)

existirem 2% vértices.

Exemplo 8:
Uma arvore binaria completa com n folhas tem 2n-1 vértices.

 Especificacdo: P(T) ={SeT for umaarvore binariacom n folhas,
entdo T tem 2n-1 vértices}.
 Inducio: sobre #(T), o nimero de vérticesde T.

Demonstragao por Inducao:

1. Caso Base: Uma érvore binéria completa com uma so folha (n=1)
possui sO um vértice, portanto #(T) = 2x1-1 =1,

2. Passo Indutivo:

Hipétese de Indugdo:. P(U) € verdadeira paratodas as arvores
binarias completas U, tais que #(U) < #(T),
em particular paratodas as sub-arvoresde T.
Tese: P(T)

Demonstracdo:.

Se T tem mais de um vértice, entdo tem umaraiz e duas sub-arvores
UeV.Sgamuev onumero defolhasde U eV, respectivamente, et
o nimero defolhasde T. Entdo t = u+v.
Por hipotese deinducéo, U eV tém 2u-1 e 2v-1 vértices.
Entdo, o nimero de vérticesde T,

=1+(2u-1) +(2v-1)

=2(Uu+v)-1

=2t-1 O
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