Cap. 4 : Arvores 27

0 Arvores Binarias de Pesquisa

- Numa Arvore Binaria de Pesquisa, a informacdo estd registada
nos vértices em-ordem.

 Uma travessia em-ordem equivale a uma listagem ordenada.
Para cada vértice, todos os elementos contidos na sub-arvore
esquerda sao inferiores e todos os elementos contidos na sub-
arvore direita sdao superiores.

« Portanto, uma Pesquisa numa ABP é semelhante a Pesquisa
Binaria e, no caso de uma arvore (quase) perfeita, tem também

complexidade O(log,n).

procedure Procurar (elemento: tipo; t: ABP, var achou : boolean);

begin if vazia(t)
then achou:= false;
else if elemento = consultar(t)
then achou:=true
else if elemento < consultar(t)
then Procurar(estenome, esquerda(t), achou)
else Procurar(estenome, direita(t), achou)
end; { Procurar }
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Consideremos:

type ABP ="no;
no = record elem : tipo;
esq, dir : ABP
end;

®» Pesquisa numa ABP

« A pesquisa de um elemento devera fornecer o ponteiro para o
n6 que o contém (ou informacdo a ele associada).

« No caso do elemento nao existir, o ponteiro nil encontrado
indica a posicao onde deveria estar na ABP.

®» Insercao de um novo elemento numa ABP

« Se o0 novo elemento nao estiver na ABP, a sua insercao
consiste na pesquisa do ponteiro nil que indica a sua posicao,
seguida da substituicao desse nil por uma nova folha.
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procedure Inserir ( novo: tipo; var t : ABP ),

begin if t = nil \

then begin new(t);
with t" do
begin esq :=nil;
dir := nil;
elem := novo
end
end

else with t* do
if novo < elem
then Inserir(novo, esq)
else Inserir(novo, dir)

end; { Inserir }

®» Remocao de um elemento de uma ABP
« Se o elemento a remover for uma folha, a operacao é simples.

« Quando o vértice seguinte é uma folha, basta copiar o seu
elemento e elimina-la.
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« Se o vértice anterior for uma folha, a solucdo é analoga.
- No caso geral,

remover este vertice:
procurar o seu sucessor em-ordem;
copiar o elemento do sucessor para este;
eliminar o sucessor.

® GOGG O

. O sucessor em-ordem de um vértice é o descendente mais
esquerdo do seu filho direito.

« Comecemos por construir um modulo auxiliar, para eliminar o
descendente mais esquerdo de uma (sub-)ABP, guardando
0 seu elemento.
Como a arvore estd em-ordem, este € primeiro vértice.
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{ Eliminar o primeiro vértice de uma ABP, ndo vazia, copiando o seu
elemento. }

procedure EliminarPrimeiro ( var t : ABP; var primeiro : tipo );

var aux : ABP; \

begin if t <> nil
then begin if t*.esq = nil
then begin primeiro ;= t*.elem;
aux :=t;
t =t \dir, =
dispose(aux)
end

else EliminarPrimeiro(t*.esq, primeiro)
end

end; { EliminarPrimeiro }

« O procedimento para remover um dado vértice, referido pelo
seu ponteiro, devera considerar os 4 casos possiveis:

1. é uma folha

s6 tem filho direito

s6 tem filho esquerdo

tem 2 filhos — caso geral : utilizar o mdédulo anterior

hUWN
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{ Remover um vertice de uma ABP, referido pelo ponteiro remt }

procedure RemoverNo ( var remt: ABP );
var t: ABP;
este : tipo;

begin if remt <> nil
then begin if (remt®.esq = nil) and (remt”.dir = nil)
then begin {folha}
dispose(remt);
remt:= nil
end

else if remt™.esq = nil
then begin { so filho direito }
t ;= remt;
—> remt ;= remt.dir;
dispose(t)

end

else if remt™.dir = nil
then begin { so filho esquerdo }
t ;= remt;
-3 emt ;= remt?.esq;
dispose(t)
end

else begin {caso geral}
{ elinimar sucessor }
EliminarPrimeiro(
remt”.dir, este);
{ copiar }
remt®.elem ;= este
end

end

end; { RemoverNo }
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- E finalmente, a operacao completa devera incluir a pesquisa do
elemento a remover.

{ Remover um elemento de uma ABP }

procedure Remover ( elemento : tipo; var t: ABP;
var sucesso : boolean);

begin ift=nil
then sucesso := false

else if elemento = t".elem
then begin RemoverNo(t);
sSucesso ;= true
end

else if elemento < t*.elem
then Remover(elemento, t*.esq, sucesso)
else Remover(elemento, t*.dir, sucesso)
end; { Remover }

« Notar que as operacoes de gestao de uma ABP nao preservam
o seu equilibrio e a desejada complexidade de O(log;n)
pode, no pior dos casos, tornar-se de O(n).
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O Arvores Binarias Enlacadas ( threaded )

Observacoes:

Toda a arvore binaria com n > 0 vértices tem n—1 arestas.

Para representar uma arvore binaria com n vértices, sao
necessarios 2 n ponteiros.

Portanto, 2 n — (n—1) = n + 1 ponteiros sao nulos.

Como aproveitar o espaco ocupado pelos ponteiros nulos?

Por exemplo, uma arvore binaria pode ser enlagada de
forma a permitir uma travessia em-ordem sem recorréncia e
sem pilha, em ambos os sentidos.

- Cada ponteiro direito nulo passara a ser um lago para o
vértice sucessor em-ordem, e cada ponteiro esquerdo nulo
passara a ser um laco para o vértice antecessor em-ordem.

Mas:
« Como funciona a travessia?

« Como distinguir os ponteiros normais dos lagos?
« Onde ligar o primeiro e o ultimo?
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®» Representacao de uma ABE

type ABE ="no;
no = record elem : tipo;
esq, dir : ABE;
lacoesq, lacodir : boolean
end;

- lacoesq = true significa que esg é um laco para o predecessor
em-ordem.

- lagoesq = false significa que esq é um ponteiro normal para a
sub-arvore esquerda.

. A semelhanca das listas ligadas circulares, convém aqui utilizar
um veértice base.

« Uma arvore binaria enlagada vazia sera entao:

1)
Cmm-—

procedure criar ( var base : ABE ),

begin new(base);
with base” do
begin lacoesq ;= true;

esq := base;
lacodir ;= false;
dir := base

end
end; { criar }
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- Para o exemplo anterior:

D

/ IFIFI-\

B E
/fIFIFI'\\ e IT[T]~
A C

[T]T] e ITIT]

®» Determinacao do sucessor em-ordem numa ABE

- Se lacodir = true entdo o sucessor é referido pelo lago dir.

- Se lacodir = false significa que dir é uma aresta da proépria
arvore. O sucessor encontra-se a partir de dir, seguindo
sempre os ponteiros esq até que lagoesq = true.
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function sucessor_em_ordem (t: ABE ) : ABE;
var s : ABE;

begin s =t .dir;
{ se for laco, € este }
if not t".lacodir
then {descer para a esquerda deste }
while not s”.lacoesq do
s ;= s".esq;

sucessor_em_ordem :=s
end; { sucessor_em_ordem }

Exercicio: Travessia em-ordem numa ABE.

®» Insercao de um novo vértice numa ABE

« Inserir um novo vértice, referido por um ponteiro t, como filho
direito do vértice referido por s.

« 19 Caso: O vértice referido por s nao tem filho direito.
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« 209 Caso: O vértice referido por s tem dois filhos.

procedure Inserir_direita (s, t : ABE);
var w : ABE:

begin { estabelecer ligacdo a direita de t}
tA.dir ;= sN.dir;
tN.lacodir := s”.lacodir;

{ a esquerda de t € sempre um laco }
th.esq = s;
th.lacoesq := true;

{t é o filho direito de s }
sh.dir :=t;
s”.lacodir ;= false;
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{ caso geral : se s jatinha 2 filhos }

if not t".lacodir
then begin { procurar sucessor em-ordem do s original }
W ;= sucessor_em_ordem(t);

{ e re-enlacar }
wh.esq =t
end

end; { Inserir_direita }

Exercicios:
« Inserir a esquerda.
- Remover um vértice.
« Construir Arvore Binaria Enlacada em-ordem.
« Enlacar em pre-ordem.

Observacoes:

- Dificuldade na abstraccao das operacoes de gestao de uma
ABE.

« As operacoes de remocao e insercao sao limitadas a casos
particulares.

« Uma programacao em termos apenas de um conjunto de
operacoes basicas nao € satisfatoria.
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0 Arvores Dinamicas de Pesquisa

®» (Quase) Equilibrio

« Como vimos, a complexidade das operacdes de gestao de uma
ABP pode variar entre O(log,n), para uma arvore perfeita, e
O(n) no pior dos casos.

Definicao: Equilibrio em altura
« A arvore binaria vazia é equilibrada em altura.

« Uma arvore binaria nao vazia T, com Tg e Tp sub-
arvores esquerda e direita, é equilibrada em
altura se e so se:

a) Te e Tp sao equilibradas em altura.
b) |h(Te) —h(Tp) |1

Definicdao: O Factor de Equilibrio FE(T) de um vértice (sub-
arvore) T é dado por h(Tp) — h(Tg) .

Portanto, numa arvore binaria equilibrada em altura
FE(T) € {-1, 0, 1 } para qualquer vértice T.

« No Melhor dos Casos, FE(T) =0 para todo o T, a arvore
binaria é perfeita e portanto h = Llog,n [+ 1, estando
garantida a complexidade logaritmica.

« No Pior dos Casos teremos | FE(T) =1 | em todo vértice T.
Se a altura em T for h, as sua sub-arvores terdo alturas h-1
e h-2.
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Seja N, o0 niimero minimo de vértices de uma arvore binaria

equilibrada de altura h.
Nesse caso,

Nh = Npi+ Npot+ 1
comNg=0,N;=1eN,=2.
Verificamos que Nj segue a Sucessdo de Fibonacci com,

Nhn=Fn2o—1, Oh=0

Sabendo que,

L1+ o 14+ V5 _
b, = ( Jr_ \/_))"" =2 com O = L\/_) = 1.618...
Vo2 NG 2
entdo N
i\"],, ~ | 5 - l

« Assim, no pior dos casos de uma arvore binaria equilibrada
em altura com n vértices,

n =
Y&
h =~ log O(\/F) (n+1))—2

h < logon

e a complexidade das operacdes de gestdo é ainda O(log;n).
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» Arvores AVL
{ G. Adelson-Velskii e E. M. Landis, 1962 }

A ideia:

- Se pretendermos construir uma arvore binaria de pesquisa,
inserindo a sequéncia de elementos: ABCDEFG, o
resultado seria uma arvore degenerada.

« Contudo, se a insercdo de um novo vértice provocar um
desequilibrio, podemos efectuar uma rotacao de forma a
repor o equilibrio.

:

« Consideremos,

type AVL ="no;

no = record elem : tipo;
esq, dir : AVL;
contador : integer;
factor:-1..1
end;
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®» Insercao de um novo elemento numa arvore AVL

Apds procurada a localizacdo do novo vértice, se necessario, sera
efectuada uma de entre quatro rotacoes:

« rotacao simples EE

« rotacéo dupla ED

« rotacéo simples DD

« rotacao dupla DE

procedure Inserir ( novo: tipo; var t : AVL; var cresceu : boolean );
vare, d: AVL;

begin if t = nil
then begin new(t);
cresceu :=true;{h:0 - 1}
with t* do
begin elem ;= novo;
contador :=1;
esq := nil; dir := nil;
factor :=0
end
end

else { procurar lugar em-ordem }
if novo < t™.elem
then begin inserir(novo, t*.esq, cresceu);

if cresceu { a sub-arvore esquerda }
then case t".factor of

1: begin { equilibrou }
tN.factor := 0O;
cresceu := false

end;

0: t™\factor :=-1;

{ ainda fica equilibrada }

-1 . { e necessario reequilibrar ...}
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-1 : begin {reequilibrio por insercao a esquerda }
e ;= th.esq;

if eM.factor = -1
then begin {rotacao simples EE }

th.esq = e/.dir;
endir :=t;
tN.factor := 0;
ti=e

end
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else begin {rotacao dupla ED }

d = e/dir;
eM.dir ;.= d*.esq;
d™.esq = e;
th.esq ;= d .dir;
dr.dir:=t;

if d*.factor = -1
then t*.factor := 1
else t".factor := 0O;

if d*.factor=1
then e/ factor := -1
else e .factor := 0O;

t:=d
end;
tN.factor :=0O;
cresceu := false

end { reequilibrio por insercéo a esquerda }
end { case}
end { insercao a esquerda }
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else if novo > t".elem
then begin inserir(novo, t*.dir, cresceu);

if cresceu { a sub-arvore direita }
then case t".factor of

-1: begin {equilibrou }
tN.factor := 0;
cresceu = false

end;

0 : tMfactor:=1;
{ ainda fica equilibrada }

(B)

1: begin {reequilibrio porinsercéo a direita }
d =t .dir;

if d*.factor=1
then begin {rotacao simples DD }

tA.dir ;= d*.esq;
d™.esq = t;
t".factor ;= 0O;
t:=d

end
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else begin {rotacao dupla DE }

e .= d*.esq;
d™.esq .= e/dir;
eM.dir :=d;
th.dir := e”.esq;

eh.esq :=Tt;
(8)

if erfactor=1
then t".factor := -1
else t".factor := 0O;

if e/factor = -1
then d”.factor :=1
else d™.factor := 0O;

t:=e
end;
tN.factor :=0O;
cresceu := false

end { reequilibrio por insercéo a direita }
end { case}
end { insercao a direita }
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else { afinal o novo elemento ja la estava }
begin t~.contador .= t*.contador +1;
cresceu = false
end

end; { Inserir }

Observacoes:
« Se uma insercao modifica a altura de um arvore AVL, nao exige
reequilibrio. Se uma insergao exige reequilibrio, ndao modifica a
altura.

« As arvores AVL devem ser usadas quando o numero estimado
de operacgodes de gestdo é bastante inferior ao das pesquisas.

®» Remocgao de um elemento numa arvore AVL

Exemplo: Remover a sequéncia de vértices: 4865217

Rotacao simples EE

()
(2)
@ ® @O m
& O
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Rotacao simples DD

x@;\
/?‘/’m

Rotacao dupla DE
(10)
© (10 & W
& ()
Rotacao dupla ED

O processo é analogo ao algoritmo para a remogdo em arvores
de pesquisa, seqguido das necessarias rotacoes.
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Serao utilizados trés modulos auxiliares:

- rem : remover descendente mais direito
- equilibrar1 : quando t*.esq diminuiu em altura
- equilibrar2 : quando t*.dir diminuiu em altura

procedure remover ( elemento: tipo;
var t : AVL,; var diminuiu, sucesso : boolean );
var este : AVL;

begin if t = nil
then begin { nao estala}
sucesso := false;
diminuiu := false
end

else { procurar em-ordem }
if elemento < t*.elem
then begin remover(elemento, t*.esq, diminuiu);

if diminuiu { a sub-arvore esquerda }
then equilibrar1(t, diminuiu)
end

else if elemento > t*.elem
then begin remover(elemento, t*.dir, diminuiu);

if diminuiu { a sub-arvore direita }
then equilibrar2(t, diminuiu)
end

else begin { remover este }
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else begin {remover este }
sucesso = true;
este :=t;

if este”.dir = nil
then begin t:.=este”.esq;
diminuiu := true
end

else if este”.esq = nil
then begin t:= este”.dir;
diminuiu := true
end

else begin {tem 2 filhos }
rem(este”.esq, diminuiu);

if diminuiu
then equilibrar1(t, diminuiu)
end

end

end; { remover }
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procedure rem ( varr : AVL; var diminuiu : boolean );
begin {a partir de r = este™.esq , remover descendente mais direito }

if r2.dir = nil
then begin este”.elem :=r.elem;
este”.contador := r*.contador;
r:=rh.esq;
diminuiu := true
end

este este

else begin rem(r*.dir, diminuiu);
if diminuiu
then equilibrar2(r, diminuiu)
end

end; {rem}
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exemplo: Para remover (F): procurar o anterior (E)
eliminar (E)
substituindo F por E.

« Mobdulos para as rotagoes.

{ Quando t*.esq diminuiu em altura }

procedure equilibrar1( vart: AVL; var diminuiu : boolean );
var e, d: AVL,
ef, df : -1..1;

begin case t".factor of

-1: {equilibrou}
tA.factor := 0;

0: begin {ainda fica equilibrada }
tN.factor .= 1;
diminuiu := false
end;

1: begin {reequilibrio por remocao a esquerda }
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1. begin {reequilibrio por remocéo a esquerda }
d =t dir;
df := d*.factor;
ifdf >=0
then begin {rotacao simples DD }
th.dir := d™.esq;
d™.esq = t;

ifdf=0
then begin t*.factor :=1;
d/.factor ;= -1;
diminuiu := false
end

else begin t*.factor ;= 0;
d~.factor .= 0

end
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{ n&o diminuiu } { diminuiu }

else begin {df=-1}{rotagcao dupla DE }
e ;= dM.esq;
ef .= eM.factor;

d™.esq = e/dir;

eMdir :=d;
t™.dir .= e™.esq:
eh.esq =t
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{ diminuiu }
ifef=1

then t".factor:=-1
else t/.factor :=0;

ifef=-1
then d~.factor:=1
else d*.factor :=0;

t:=e;
e/Mfactor =0

end { rotacao dupla DE }
end { t".factor = 1 }
end { case }
end; { equilibrar1 }

exercicio:

{ Quando t*.dir diminuiu em altura }

procedure equilibrar2( vart: AVL; var diminuiu : boolean );
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0 Arvores e Florestas

Zeus

T

Radamanto Minos

7 \\

Androgeo Ariadna Catreu Fedra

Atreu

/ N\

Agamémnon  Menelau

)N

Orestes Ifigénia Electra

{ No contexto das Estruturas de Dados }

Definicdo: Uma Arvore é um conjunto finito de um ou mais Nés,
tais que:

« Existe um no particular chamado raiz.

« Os restantes nds estao divididos em n = 0 conjuntos
disjuntos Ty, T2, -=ey Th.

- Cada conjunto T;, i = 1, ..., n é uma Arvore,

e cujas raizesrj, i =1, ..., n sao filhas da raiz.
Terminologia :
{ Pai, Filho, Irmao, Antepassado, Descendente, Folha, ... }

e Chama-se Grau ao numero de sub-arvores de um NoO.
O Grau de uma Arvore é o0 maximo dos Graus dos seus NOs.
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®» Representacoes

« Uma representacdo com um numero fixo (k = grau da arvore)
de ponteiros por vértice ndao é satisfatoria.
Do total de n k ponteiros, n (k-1) + 1 seriam nulos.

. Contudo, podemos descrever a estrutura da Arvore por uma
sequéncia de paréntesis emparelhados:

CCCO0)0) (O) CCO)O0))

D' — V"

N—— —
——

« Este tipo de abordagem permite introduzir a informacao contida
em cada vértice, com vértices irmaos separados por virgulas.

Entdo, a descricdo da Arvore consiste numa Lista (Generalizada):

(A(B(E(K/L)F),C(G),D(H(M)ILJ)))

~" — ~"
N— e
o~
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+ Assim, é possivel uma Representagdo Duplamente Ligada para
qualquer Arvore:
®

® -ﬁ)—@
-0 © G-0-0
OO, ()

« Ou seja, toda a Arvore (ou Floresta) pode ser representada por
uma Arvore Binaria.
E a chamada Representacao Filho-Irmao.

Definicdo: Uma Floresta é um conjunto finito ordenado de (zero ou
mais) Arvores disjuntas.

®» Representacao de Florestas

 Segundo a abordagem anterior, podemos descrever uma
Floresta por uma Lista:

(M)
& © ©

(A(B,C,D),E(F),G(H,1))
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 E representar essa Lista por uma Arvore Binaria:
® —@—-ﬁa)

OO0

 Mais formalmente:

Seja Ty, Ty, ..., Th, com n = 0, uma Floresta.

A Arvore Binaria B(Ty, Ty, ..., Tn) que a representa é definida
por:

a) B évaziaseesdsen=0;

b) B nao vazia tem:
raiz igual a raiz de Ty,

sub-arvore esquerda igual a B(T1q, T1, ..., T1im)
{ sub-arvores de T; }

sub-arvore direita igual a B(T2, T3, ..., Tp)

Deste modo, qualquer floresta pode ser univocamente
representada por uma arvore binaria.
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®» Travessias de uma Floresta

/0 § b /\

e @\

 Travessar Floresta Ty, Ty, ..., T, em pré-ordem (tambem
chamada ordem dinastica):

Se n # 0 entao:
e visitar raizde Ty ;
e Travessar Floresta Ty1, T1o, ..., Tim €m pré-ordem ;
e Travessar Floresta Ty, T3, ..., T, em pré-ordem .

{ABCDEFGHI}
« Travessar Floresta T4, T, ..., T, em-ordem:

Se n # 0 entao:

e Travessar Floresta T14, T12, ..., T1m em-ordem ;
e visitar raizde T ;
e Travessar Floresta T,, T3, ..., T, em-ordem .

{BCDAFEHIG}

« Travessar Floresta T4, Ty, ..., T, em pos-ordem:

Se n # 0 entao:
e Travessar Floresta T1, T1o, ..., T1m em pos-ordem ;
e Travessar Floresta T, T3, ..., T, em pos-ordem ;
e visitarraizde T .

{DCBFIHGEA}
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« De acordo com a definicao anterior, o resultado da travessia de
uma floresta é igual ao da travessia, na mesma ordem, da
arvore binaria que a representa.

e Contudo, muitos autores adoptam uma definicao baseada no
conceito de travessar sequencialmente cada uma das arvores.
Nesse caso:

« Travessar Floresta Ty, Ty, ..., Tn em pré-ordem :

Se n # 0 entao:
e visitar raizde Ty ;
e Travessar as Arvores Ti1, T1z, ..., Tim em pré-ordem ;
e Travessar as Arvores Ty, T3, ..., T» em pré-ordem .

{ABCDEFGHI}

* O resultado continua a ser equivalente.
No entanto:

« Travessar Floresta T4, Ty, ..., T, em pos-ordem :

Se n # 0 entao:
e Travessar as Arvores Ti1, T1o, ..., Tiym €M pos-ordem ;
e visitar raizde Ty ;
e Travessar as Arvores Ty, T3, ..., T» em pos-ordem .

{BCDAFEHIG}

« Neste caso, a travessia em pos-ordem da floresta é equivalente
a travessia em-ordem da arvore binaria que a representa.
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®» Representacao de Florestas por ordem-nivel

« A informacdo associada a cada vértice é listada em pré-ordem
num ficheiro, precedida do nivel a que se encontra.

1A
2B
=) F) 26
2D
GO ©@ O .
1F
2G
® O O 1
3J
2 H

®» Conversao de representacoes: ordem-nivel — filho-irmao

- Dada a lista da informacao contida nos vértices em pré-ordem,
com a indicacdo dos niveis, construir a respectiva arvore binaria.

1A
2B

2D A ®
3E
2G
31

2H
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« Para elaborar uma versao iterativa do processo é necessaria uma
Pilha, que permitira decidir se as ligacdes a efectuar deverao ser
horizontais ou verticais.

type ArvoreFl ="no;
no = record elem: tipo;
filho, irmao : ArvoreFl

end;
registo = record nivel: natural,
ponteiro : ArvoreFl
end;

var S : PilhadeRegistos;

« O TAD PilhadeRegistos é definido por:

criar(S)

vazia(S)

por(nivel, ponteiro, S)
tirar(S)

topo(nivel, ponteiro, S)
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procedure converter_representacoes ( var F : text;
var raiz : ArvoreFl;
var sucesso : boolean);
var n, n_ant: natural,
t, t ant : ArvoreFl;
info : tipo;
S : PilhadeRegistos;
erro : boolean;

begin criar(S);
erro := false;

{ criar raiz com o primeiro elemento e guardar na Pilha }
reset(F);
readin(F, n, info);
new(raiz);
with raiz* do

begin filho := nil; irmao := nil;

elem :=info

end;

por(n, raiz, S);

while not (eof(F) or erro) do
begin { no seguinte }
readin(F, n, info);

new(t);
with t* do
begin filho :=nil; irmao := nil;
elem :=info
end;

{ Onde liga-lo? Consultar a Pilha }
topo(n_ant, t_ant, S);

if n>n_ant
then {filho}
t ant™.filho =t
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else begin {n<n ant}
{irmé&o : procurar na Pilha }

while n<n_antdo
begin tirar(S);
topo(n_ant, t_ant, S)
end;
{aquin=n_ant}

if n>n_ant
then {impossivel ... porqué? }
erro .= true

else begin {n=n_ant}
t ant®irmao :=t;
{t _ant desnecessario }
tirar(S)
end
end; { irmao }

{ guardar este na Pilha }
por(n, t, S);

end; { while }

{ arvore construida ou erro nos dados }
sucesso ;= not erro

end; { converter_representacoes }

exercicios:

« Estando os elementos em pré-ordem, este processo
admite uma versao recorrente, naturalmente sem Pilha.

« Estude também o problema inverso.
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0 Grafos
G=(V,E) @ @ @

V = { vértices }
E = { arestas }

O O O
Os Grafos sao:

« Uma importante area da Matematica discreta.
Uma fértil area das Ciéncias da Computagao.
Com centenas de algoritmos conhecidos.

E com milhares de aplicacdes praticas vitais.

=» O TAD Grafo

« Operacgoes:

criar(G) { criar um Grafo vazio }

vazio(G) { verificar se o Grafo é vazio }
porVertice(v, G) { colocar um novo vértice }

porAresta(v, u, G) { colocar uma aresta entre dois vértices }
tirarVertice(v, G) { remover um vértice }

tirarAresta(v, u, G) { remover uma aresta }

consultar(v, G) { o elemento contido num vértice }
adjacentes(v, G) { o conjunto dos vértices adjacentes }

« Paralelamente ao desenvolvimento de algoritmos em Grafos, é
importante a elaboracao de estruturas de dados adequadas.
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= Grafos Orientados (digrafos)

1 2 3 4 5 6 7
1/0/1,0/0]0|0|O
2/{0/]0(1/1|0/0/0
3/1,0/0/0/0/1/0
4/0/1/]1/0/0]0/0
5/0/0/0/0/ 000
6/0/0(/0/1|1]01

@‘ 710000010

Matriz de Adjacéncias

- Na maior parte dos casos, a representacao por uma Matriz de
Adjacéncias nao é satisfatoria, por ser demasiado grande e
extremamente rarefeita.

- Representacao por um vector de Listas de Adjacéncias:

dR=EIn
R EIESEIE
R EAES K
EEIECERE

AT ET
1]

et | (o)} o B W (%)
|
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= Grafos (nao-orientados)

O, (2) T 23]
3] la]-]
2] 4] >(6]]
> 2] >3] >(6]-]
>8]
agEIEGIEGIEG AR
(6 1:]

w
N

N o O A W N
|

= Redes

T -l2]2]]

3] >{afnu].]
s >{6sf6]]
>2]6 [ >3 ]1.]-]

el ls|e[{7]u].]
>8]

~J (03] o B W %]
|
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