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Å 66ppUULLHH GGHH 77DD\\OORRUU HH 66ppUULLHH GGHH 00DDFF��//DDXXUULLQQ

xx Recordemos o 7HRUHPD�GH�7D\ORU,

xx 6HMD�, ¯ ¸ XP�LQWHUYDOR�DEHUWR� RQGH�HVWi�GHILQLGD�XPD�IXQomR UHDO�I�[��
Q���YH]HV�GLIHUHQFLiYHO�HP�,� H�WRPHPRV�XP�SRQWR� D∈ , �
3DUD�WRGR�R�[∈ ,� FRP��[ ≠ D� H[LVWH�XP�SRQWR��[ ∈ LQWHU�D��[��RQGH��

 

5Q�[��
� SROLQyPLR�GH�7D\ORU�� UHVWR�GH�/DJUDQJH 

GH�RUGHP�Q GH�RUGHP�Q

xx Mas se as GHULYDGDV I�N��[� de�WRGDV�DV�RUGHQV N ∈ ´ H[LVWLUHP e forem  

 ILQLWDV�HP�D, temos uma série de potências centrada em D,

chamada VpULH�GH�7D\ORU de�I�[��em torno do ponto D.

xx Quando D  �� a série de potências é centrada na origem e chama-se VpULH�GH�
0DF�/DXULQ de�I�[�.
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xx Por exemplo a IXQomR�H[SRQHQFLDO I�[�� �H[ definida em ¸.

xx tem derivadas de todas as ordens,  I�Q��[�� �H[
que são todas finitas em  [  �� pois,  I�Q����� ��.

xx Portanto a VpULH�GH�0DF�/DXULQ�GD�IXQomR�H[SRQHQFLDO é, 

 

xx Por exemplo a IXQomR�VHQR I�[�� �VHQ�[�definida em ¸.

xx tem derivadas de todas as ordens e são todas finitas. 

 

xx para Q  �� I����[�� ��VHQ�[� I������� ��VHQ��� ��� 

Q  �� I����[�� ��FRV�[� I������� ��FRV��� ����
� Q� �� I����[�� �±VHQ�[� I������� �±VHQ��� ����
� Q� �� I����[�� �±FRV�[� I������� �±FRV��� �±��
�

Q  �� I����[�� ��VHQ�[� I������� ��VHQ��� ���
� ��� 
xx Portanto a VpULH�GH�0DF�/DXULQ�GD�IXQomR�VHQR é, 
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xx Verifique que a VpULH�GH�0DF�/DXULQ�GD�IXQomR�FRVHQR é, 

 

xx Resta agora saber se a VRPD�GD�VpULH é LJXDO à própria IXQomR. Ora isso 
nem sempre acontece e a proposição seguinte estabelece uma FRQGLomR�QHFHVViULD�H�VXILFLHQWH para o efeito. 

 

xx 6HMD�, ¯ ¸ XP�LQWHUYDOR�DEHUWR��RQGH�HVWi�GHILQLGD�XPD�IXQomR�UHDO�I�[��
FRP�GHULYDGDV�ILQLWDV�GH�WRGDV�DV�RUGHQV�H�XP�SRQWR��D∈ ,�
H VHMD��

�

D VpULH�GH�7D\ORU�GH�I�[��HP�WRUQR�GR�SRQWR�D�
$ VRPD GD�VpULH�FRLQFLGH�FRP�I�[��VH�H�Vy�VH� SDUD�WRGR�R�[ ∈ ,�

RQGH�5Q�[��p�R�UHVWR�GH�RUGHP�Q GH�I�[��QR�SRQWR�D�

xx Vejamos para o caso da IXQomR�H[SRQHQFLDO I�[�� �H[ definida em ¸.

xx Para todo o [∈¸, [ ≠ �, existe um ponto� [ ∈ LQWHU����[��onde, 

 

xx Basta então provar que a VXFHVVmR ( 5Q�[��) WHQGH�SDUD�]HUR.
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xx Analisemos a sucessão dos módulos, 

 

xx Ora já conhecemos a sucessão, 

 

xx e multiplicando pela constante  e[
,

xx então, pela desigualdade anterior,  

 

xx e também, 

 

xx Provámos este resultado para todo o [∈¸, [ z �,

mas como  5Q���� ���então fica provado para todo o [∈¸.

xx Portanto, pela FRQGLomR�QHFHVViULD�H�VXILFLHQWH anterior, 

 fica finalmente provado que, para todo o [ ∈ ¸,
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xx Para provar que a VRPD�GD�VpULH�GH�7D\ORU é LJXDO à própria IXQomR, torna-
se por vezes mais simples utilizar a FRQGLomR�VXILFLHQWH seguinte. 

 

xx

xx Por exemplo, no caso da IXQomR�VHQR I�[�� �VHQ�[.

xx Como as sucessivas derivada são (+/-) senos e cosenos, 

 é obvio que são todas PDMRUDGDV,

para todo o [∈¸ e para todo o Q∈´.

xx Portanto, pela FRQGLomR�VXILFLHQWH anterior, fica imediatamente provado 
que, 
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xx para todo o [ ∈ ¸,

xx As UHSUHVHQWDo}HV�HP�VpULH�GH�0DF�/DXULQ são de enorme utilidade prática.  

 

xx Na maioria dos computadores e máquinas de calcular, o cálculo das 
funções matemáticas elementares é feito através do cálculo dos valores 
de sucessivas VRPDV�SDUFLDLV�GD�VpULH, ou seja, de SROLQyPLRV�GH�0DF�/DXULQ.

xx É simples VLPXODU esse processo, por exemplo para obter VHQ�π��� �� 

através do cálculo de SROLQyPLRV�GH�0DF�/DXULQ,

Q �Q��� S�Q���S����
 

e verificamos que a VXFHVVmR�GH�SROLQyPLRV converge (bastante 
rapidamente) para o valor exacto.
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xx Podemos observar como os SROLQyPLRV�GH�0DF�/DXULQ, são sucessivas 
aproximações da curva da função VHQ�[, HP�WRUQR�GD�RULJHP.

S��[���  ��[�� S��[���  ��[ ±�[� � ���� S��[���  � [ ±�[� � �����[� � ���� S��[���  ��[ ±�[� � �����[� � ���±�[� � ����� S��[���  ��[�±�[� � �����[� � ���±�[� � �����[� � ���� ����� I�[��  ��VHQ�[
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xx As UHSUHVHQWDo}HV�HP�VpULH�GH�0DF�/DXULQ que temos vindo a obter são 
obviamente iguais às UHSUHVHQWDo}HV�HP�VpULH�GH�SRWrQFLDV que obtivemos 
na secção anterior.  

 A proposição seguinte garante-nos que são efectivamente as mesmas. 

 

xx

xx Então, por exemplo, 

 

xx A VpULH�GH�SRWrQFLDV 

é também a VpULH�GH�0DF�/DXULQ da função   

 que é válida para todo o  [ ∈ ] ±����[.
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xx As funções que, num dado intervalo, são iguais à soma da sua série de Taylor 
chamam-se IXQo}HV�DQDOtWLFDV.

xx 6HMDP�, XP�LQWHUYDOR�DEHUWR��D∈ , H I XPD�IXQomR�GHILQLGD�HP�, TXH�DGPLWH�
GHULYDGDV�ILQLWDV�GH�WRGDV�DV�RUGHQV�HP�D�
'L]HPRV�TXH�D�IXQomR�I p DQDOtWLFD�QR�SRQWR�D VH�H[LVWLU�U !���WDO�TXH��SDUD�
WRGR�R�[ ∈ ] D±U��D�U�[ ¯ ,� D�VpULH�GH�7D\ORU�GH�I HP�D FRQYHUJH�SDUD�I�[��
'L]HPRV�TXH�I p DQDOtWLFD�HP�,�VH��SDUD�WRGR�R�D∈ ,� I p DQDOtWLFD�HP�D�

xx Por exemplo, consideremos a IXQomR�FRVHQR I�[�� �FRV�[.

xx Para [  ��, já vimos que a série de Mac-Laurin é,  

 

xx Por outro lado, como para todo o [∈¸ e para todo o Q∈´,

xx a FRQGLomR�VXILFLHQWH garante-nos a igualdade da soma da série à própria 
função, 

 

xx Portanto a IXQomR�FRVHQR é DQDOtWLFD em [  ��.
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xx Vejamos agora o que acontece noutro ponto, por exemplo, 

 

xx Para  [  �π, calculemos a VpULH�GH�7D\ORU,

xx para Q  �� I����[�� ��FRV�[� I����π�  ��FRV�π  ±� 

Q  �� I����[�� �±VHQ�[� I����π�  ��±VHQ�π  ��
� Q� �� I����[�� �±FRV�[� I����π�  �±FRV�π  ��
� Q� �� I����[�� ��VHQ�[� I����π�  ��VHQ�π  ��
�

Q  �� I����[�� ��FRV�[� I����π�  ��FRV�π  ±��
� ��� 
xx Portanto a VpULH�GH�7D\ORU�GD�IXQomR�FRVHQR em [  �π é, 

 

xx E do mesmo modo, como para todo o [∈¸ e para todo o Q∈´,

xx a FRQGLomR�VXILFLHQWH garante-nos a igualdade da soma da série à própria 
função, 
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xx Portanto a IXQomR�FRVHQR é também DQDOtWLFD em [  �π.

xx Note que as séries obtidas para [  �0 e [  �π são forçosamente diferentes. 

 

xx O facto de (para uma função analítica) a série de Taylor ser a mesma que a 
série de potências, permite-nos tirar partido de todas as SURSULHGDGHV que são 
características GDV�VpULHV�GH�SRWrQFLDV.

xx Por exemplo, podemos GHULYDU�H�LQWHJUDU séries de Taylor termo a termo. 

 

xx Consideremos a VpULH�GH�0DF�/DXULQ da IXQomR�VHQR,

xx Derivando termo a termo, obviamente obtemos a VpULH�GH�0DF�/DXULQ da IXQomR�FRVHQR,

o que é válido para todo o [ ∈ ¸,



&DStWXOR���±�6XFHVV}HV�H�6pULHV�GH�)XQo}HV����������������������������������������������������������������������������������������������BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

&iOFXOR�,,�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������5RViOLD�5RGULJXHV 

xx Naturalmente, são também aplicáveis WRGDV�DV�SURSULHGDGHV que estudámos 
para VpULHV�em geral. 

 

xx Por exemplo, podemos utilizar a propriedade da FRPELQDomR�OLQHDU�GH�VpULHV.

xx Consideremos a função  I�[�� �[�FRV�[.

xx Sabemos que, para todo o [ ∈ ¸,

xx Então, o SURGXWR desta série por [ é também FRQYHUJHQWH 

e deste modo obtemos a VpULH�GH�0DF�/DXULQ,

para todo o [ ∈ ¸.

xx Por exemplo, consideremos a função  

 

xx Como auxiliar, retomemos a VpULH 

que é válida para todo o  [ ∈ ] ±����[,

e onde vamos substituir  [ por  ±[�.
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xx e assim obtemos, 

 

xx e esta igualdade é válida para _±[�_ < �, ou seja, para [ ∈ ] ±����[.

xx Por outro lado, )�[�� �DUFWJ�[�é a SULPLWLYD de I�[� que se anula na 
origem. 

 

xx Então, podemos concluir que a VpULH�GH�0DF�/DXULQ de DUFWJ�é dada por, 

 

o que é válido para todo o [ ∈ ] ±����[.

xx Sabendo que, para todo o [ ∈ ] ±����[,

calcule a série de Mac-Laurin de  
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ÅÅ ))XXQQoo}}HHVV SSHHUULLyyGGLLFFDDVV

xx Em muitas aplicações práticas, as funções que se pretende UHSUHVHQWDU�SRU�XPD�VpULH são IXQo}HV�SHULyGLFDV.

Recordemos que, 

 

xx 8PD�IXQomR�I ��¸� ¸ GL]�VH�SHULyGLFD�GH�SHUtRGR�3 !���
TXDQGR��SDUD�WRGR�R�[∈¸� VH�WHP��I�[�3�� ��I�[����

� $R�PHQRU�GRV�SHUtRGRV�FKDPD�VH�SHUtRGR IXQGDPHQWDO�

xx Por exemplo a IXQomR�VHQR,

tem SHUtRGR�IXQGDPHQWDO �π , mas outros períodos são também, �π , �π , ... 

 

xx Toda a função definida num intervalo [D��E[ pode ser HVWHQGLGD�GH�PRGR�
~QLFR a todo o ¸, por forma a obter uma IXQomR�SHULyGLFD, de período E ±�D.

Diz-se então que foi efectuada a H[WHQVmR�SHULyGLFD de SHUtRGR E ±�D GD�
IXQomR e, nesse caso,  

para todo o  [ ∈ [ D ��Q��E�±�D�����E���Q��E�±�D��[ , Q ∈ ´
tem-se  I�[��� ��I���[�±�Q��E�±�D���� 

xx Ou seja, o intervalo [D��E[ inicial foi ³UHSHWLGR´ ao longo de todo o ¸ em 

intervalos da forma [ D ��Q��E�±�D�����E���Q��E�±�D��[.
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xx Por exemplo, consideremos a função, 

 I : [����[ � ¸
[ � [

xx Podemos considerar a H[WHQVmR�SHULyGLFD, de SHUtRGR �,

para WRGR o [ ∈ ¸ e WRGR o Q ∈ ´,

I�[�� �I�[�±�Q�� �[�±�Q��
 

xx assim, todo a recta real for ³SUHHQFKLGD´ com intervalos da forma [Q��Q��[,
onde,  I�[�� �[�±�Q.

xx De modo análogo, podem ser efectuadas H[WHQV}HV�SHULyGLFDV de SHUtRGR E ±�D, para funções inicialmente definidas em LQWHUYDORV�GD�IRUPD ]D��E].

xx Contudo, QmR�p�SRVVtYHO uma extensão periódica de 

período E ±�D, para LQWHUYDORV�GD�IRUPD [D��E].

xx Para LQWHUYDORV�GD�IRUPD ]D��E[, uma extensão periódica 

de período E ±�D� é possível, mas QmR�p�~QLFD.
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Å 33RROOLLQQyyPPLLRRVV WWUULLJJRRQQRRPPppWWUULLFFRRVV

xx Comecemos por recordar que: 

xx Se�I�[��for uma IXQomR�SROLQRPLDO, de forma geral, 

 

xx então os FRHILFLHQWHV DQ podem ser completamente determinados, a partir 

das derivadas de I�[�,

xx de modo que, 

 

xx Para uma função qualquer�I�[�, vimos que se pode construir a 
VpULH�DVVRFLDGD à função , 

 

xx No caso da função que pretendemos representar ser uma IXQomR�SHULyGLFD,
são utilizados SROLQyPLRV�WULJRQRPpWULFRV,

xx &KDPDPRV�SROLQyPLRV�WULJRQRPpWULFRV�D�H[SUHVV}HV�GD�IRUPD��
 

RQGH�DQ � EQ ∈ ¸ FRP��Q ∈ ´ .
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xx Também neste caso, os FRHILFLHQWHV DQ � EQ podem ser completamente 

determinados a partir de I�[�.

xx A demonstração da proposição que permite o cálculo dos coeficientes DQ � EQ
tem como base as seguintes, 

 

xx 5HODo}HV�GH�RUWRJRQDOLGDGH,

xx Prove estas relações, tendo em conta que, 
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xx 3URSRVLomR��
 

xx 6H��
 

HQWmR���
 

xx Chamam-se FRHILFLHQWHV�GH�)RXULHU da função I�[� aos valores, 

 

xx Para uma função I�[��: ¸ � ¸ SHULyGLFD de SHUtRGR��S e LQWHJUiYHO,
chama-se VpULH�GH�)RXULHU�DVVRFLDGD�j�IXQomR à série de funções, 

 

onde  DQ � EQ são os FRHILFLHQWHV�GH�)RXULHU de I�[�.
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xx Para exprimir que a VpULH�GH�)RXULHU está DVVRFLDGD�j�IXQomR, escrevemos, 

 

xx Comecemos por considerar a função I�[� definida em [– π , π] por, 

 

xx Como I�[� é LQWHJUiYHO em [– π , π], podemos calcular os FRHILFLHQWHV�
GH�)RXULHU.

xx

Neste, como em muitos casos, verificamos que I�[��FRV�P[� é uma 
IXQomR�tPSDU, definida num LQWHUYDOR�VLPpWULFR em relação à origem.  

Portanto, 

 

para todo o P  ������������� 
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xx

Neste caso, I�[��VHQ�Q[� é uma IXQomR�SDU,
definida num LQWHUYDOR�VLPpWULFR em relação à origem e portanto, 

 

para todo o P  ������������� 

xx e calculando, 

 

xx assim, os termos de ordem par anulam-se, 

 

xx e a VpULH�GH�)RXULHU tem a forma, 
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xx Podemos então escrever a VpULH�GH�)RXULHU�DVVRFLDGD à função dada, 

 para todo o [ ∈ [– π , π],

xx ou, 

 

xx Note que IXQomR�GDGD era definida apenas no intervalo [– π , π].

xx Podemos observar o comportamento 
das WUrV�SULPHLUDV�VRPDV�SDUFLDLV da 
série de Fourier e o modo como se 
aproximam da IXQomR.
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xx Tal como no exemplo anterior, quando a função I�[� dada é uma IXQomR�tPSDU,
tem-se sempre, 

 

xx

xx

xx pelo que a VpULH�GH�)RXULHU obtida é uma série Vy�GH�VHQRV,

xx De modo análogo, quando a função I�[� dada é uma IXQomR�SDU, tem-se 
sempre, 

 

xx

xx

xx pelo que a VpULH�GH�)RXULHU obtida é uma série Vy�GH�FRVHQRV,
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xx Por exemplo, a função I�[�� �_�[�_ definida em [– π , π].

xx Sendo I�[�VHQ�Q[� é uma IXQomR�tPSDU, temos então que num intervalo 
de integração VLPpWULFR,

para todo o Q∈´ .

xx Por outro lado, como I�[�FRV�P[� é uma IXQomR�SDU num intervalo de 
integração VLPpWULFR, temos, 

 

para todo o Q∈´0.

xx Para Q  ��,

xx e para Q∈´,
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xx Portanto,  

 

xx e a VpULH�GH�)RXULHU�DVVRFLDGD à função I�[�� �_�[�_ 
definida em [– π , π] é dada por, 

 

xx ou seja, 

 

para todo o [ ∈ [– π , π].

xx Podemos observar como as primeiras somas parciais aproximam a função I�[�� �_�[�_ no intervalo [– π , π]



&DStWXOR���±�6XFHVV}HV�H�6pULHV�GH�)XQo}HV����������������������������������������������������������������������������������������������BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

&iOFXOR�,,�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������5RViOLD�5RGULJXHV 

xx Retomemos a função definida no intervalo [– π , π],

para a qual deduzimos a série de Fourier, 

 

que é válida para todo o [ ∈ [– π , π].

xx Vamos agora construir uma H[WHQVmR�SHULyGLFD desta função, de SHUtRGR �π,
a toda a recta real. 

xx Contudo a função está definida no intervalo [– π , π] e, como vimos, a 
extensão periódica de intervalos fechados é impossível. 

 

xx Mas podemos considerar uma UHVWULomR de I�[�, por exemplo, ao intervalo 

]– π , π] e efectuar a H[WHQVmR�SHULyGLFD�GHVWD�UHVWULomR.

xx Consideremos então a função definida no intervalo ]– π , π] por, 

 



&DStWXOR���±�6XFHVV}HV�H�6pULHV�GH�)XQo}HV����������������������������������������������������������������������������������������������BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

&iOFXOR�,,�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������5RViOLD�5RGULJXHV 

xx Ora, a série de Fourier que deduzimos, 

 

era válida para todo o [ ∈ [– π , π].

Portanto, é também YiOLGD�SDUD�D�UHVWULomR em ]– π , π].

xx Podemos então construir a H[WHQVmR�SHULyGLFD, que é ~QLFD, de ]– π , π]
a todo o ¸.

xx Consideremos então a IXQomR�SHULyGLFD de SHUtRGR �π, definida em ]– π , π]
por , 

 

xx Para o cálculo dos FRHILFLHQWHV DQ � EQ, basta notar que todas as 
funções integrandas que aparecem nas fórmulas são IXQo}HV�
SHULyGLFDV de SHUtRGR �π.

xx Por isso, os coeficientes de Fourier em TXDOTXHU�LQWHUYDOR�GH�DPSOLWXGH 

�π, são iguais aos coeficientes no LQWHUYDOR [– π , π].
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xx ou seja, para qualquer D ∈ ¸ ,

xx Assim, a série de Fourier associada à função no intervalo [– π , π],
coincide com a VpULH�GH�)RXULHU associada à H[WHQVmR�SHULyGLFD da 
função a toda a recta real. 

 

xx Para as WUrV�SULPHLUDV�VRPDV�SDUFLDLV da série de Fourier da H[WHQVmR�SHULyGLFD�GD�IXQomR podemos observar, 
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¨̈ Recapitulemos as WUrV�SURSULHGDGHV�GRV�LQWHJUDLV, que são 
particularmente úteis no cálculo dos coeficientes de Fourier: 

 

�� Se J�[� for uma IXQomR�SDU,
então, 

 

�� Se J�[� for uma IXQomR�tPSDU,
então, 

 

�� Se J�[� for uma IXQomR�SHULyGLFD de SHUtRGR �π,

então, 

 

xx Retomemos a função I�[�� �_[_ definida no intervalo [– π , π],

para a qual deduzimos a série de Fourier, 

 

válida para todo o [ ∈ [– π , π].

Vamos agora construir uma H[WHQVmR�SHULyGLFD desta função, de SHUtRGR �π,
a toda a recta real.
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xx Consideremos, por exemplo, a IXQomR�SHULyGLFD de SHUtRGR �π definida em 

[– π , π[ por , 

 

xx Os coeficientes de Fourier já calculados para a função _[_ definida em     

[– π , π], continuam válidos para as restrições ]– π , 0[ e  ]0, π[.

xx e sendo I�[� uma função periódica de período �π, os respectivos 
coeficientes de Fourier continuam a ser os mesmos.  

 

xx Portanto, para todo o [ ∈ ¸ ,

xx Podemos observar como as sucessivas somas parciais da série de Fourier 

aproximam a função I�[��em todos os pontos do domínio, H[FHSWR�QRV�
SRQWRV�GH�GHVFRQWLQXLGDGH.
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xx Considere a função I�[�� �[ , definida em [– π , π] .

xx Mostre que, para todo o [ ∈ [– π , π],

xx Construa uma extensão periódica de período �π e deduza a respectiva 
série de Fourier. 

 

xx As três primeiras somas parciais deverão ter a forma, 
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Å &&RRQQYYHHUUJJrrQQFFLLDD GGDDVV VVppUULLHHVV GGHH ))RRXXUULLHHUU

xx Tal como no caso das séries de Taylor, uma série de Fourier SRGH�VHU�RX�QmR�FRQYHUJHQWH e, quando convergente, a VXD�VRPD�SRGH�VHU�RX�QmR�LJXDO à 
função inicial. 

 

xx Por exemplo, retomemos a IXQomR�SHULyGLFD de SHUtRGR �π, definida em 

]– π , π] por , 

 

para a qual deduzimos a VpULH�GH�)RXULHU�DVVRFLDGD,

xx Mostre que esta série de funções é FRQYHUJHQWH.

xx Sendo 6�[� a IXQomR�VRPD da série, será que, 

 6�[�� �I�[�, � [∈¸ ?

xx Para os pontos da forma [  �Nπ com N∈À, como todos os termos da 
série se anulam, temos que: 

 6�Nπ� ���
 mas� I�Nπ�  ���
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xx Ou seja, nos pontos da forma [  �Nπ com N∈À, a série de Fourier 
FRQYHUJH�SRQWXDOPHQWH para ]HUR, porque todas as somas parciais 
são nulas. 

 

xx Calculemos os OLPLWHV�ODWHUDLV de I�[��nesses mesmos pontos, 

 

xx Assim, nos pontos da forma [  �Nπ, tanto para N par como para N ímpar, 
é verificada a relação, 
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xx Se analisarmos, por exemplo, o ponto [  �π � �, temos a série, 

 

xx Como conhecemos a VpULH�GH�0DF�/DXULQ da função DUFRWDQJHQWH,

xx portanto, 

 

xx ou seja, neste caso, 

 

xx Consideremos agora a IXQomR�SHULyGLFD de SHUtRGR �π, definida em ]– π , π]
por , 
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xx Calculemos os FRHILFLHQWHV�GH�)RXULHU,

xx

xx e para todo o P∈´,

xx e para todo o Q∈´,

xx portanto, para todo o [∈¸, temos a VpULH�GH�)RXULHU�DVVRFLDGD,

xx Tratando-se também de uma série FRQYHUJHQWH de funções e sendo 6�[� 
a sua IXQomR�VRPD, será que, 

 6�[�� �I�[�, � [∈¸ ?
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xx Para os pontos da forma [  �Nπ com N∈À todos os termos da série são 
nulos, excepto o primeiro, temos, 

 6�Nπ� ����� mas� I�Nπ�  ���
 

xx Ou seja, para [  �Nπ com N∈À, como todas as somas parciais são 

iguais a ���, a série de Fourier FRQYHUJH�SRQWXDOPHQWH para ���.

xx E calculando os OLPLWHV�ODWHUDLV de I�[��nesses mesmos pontos, 
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xx E também neste caso, nos pontos da forma [  �Nπ, tanto para N par 

como para N ímpar, é verificada a relação, 

 

xx Para o ponto [  �π � �, temos a série, 

 

xx e voltando a utilizar a VpULH�GH�0DF�/DXULQ da função DUFRWDQJHQWH,

xx temos, 

 

xx e portanto neste caso, 

 

xx Nestes dois exemplos, verificámos que a função soma da série de Fourier é LJXDO a função inicial QRV�SRQWRV�RQGH�HVWD�p�FRQWtQXD e, para os SRQWRV�GH�GHVFRQWLQXLGDGH existe uma IyUPXOD.

xx Surge assim a necessidade de utilizar uma QRomR�³PDLV�IUDFD´ do que a 
continuidade de funções. 
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xx Recordemos que, 

8PD�IXQomR�I�[��UHDO�p�VHFFLRQDOPHQWH�FRQWtQXD�QXP�GRPtQLR�'
VH�IRU�FRQWtQXD�HP�' H[FHSWR�QXP�Q~PHUR�ILQLWR�GH�SRQWRV�DL�
L  ������������Q� RQGH�VmR�ILQLWRV�DPERV�RV�OLPLWHV�ODWHUDLV�

xx e que desta definição resulta, 

L�� VH�I�[�� p�FRQWtQXD�HP�'
HQWmR�I�[�� p�VHFFLRQDOPHQWH�FRQWtQXD�HP�'�

LL�� VH�I�[�� p�VHFFLRQDOPHQWH�FRQWtQXD�QXP�LQWHUYDOR�[D��E]�
HQWmR�I�[�� p�OLPLWDGD�H�LQWHJUiYHO�HP�[D��E].

xx Vamos agora definir, 

 

8PD�IXQomR�I�[��UHDO�GL]�VH�VHFFLRQDOPHQWH�GLIHUHQFLiYHO� VH���
WDQWR�I�[��FRPR�D�VXD�GHULYDGD�I¶�[�� IRUHP�VHFFLRQDOPHQWH�FRQWtQXDV��

 

xx Nestas condições, verifica-se a seguinte propriedade, 

 

xx 6HMD�I�[��XPD�IXQomR�UHDO��SHULyGLFD�GH�SHUtRGR��π H VHFFLRQDOPHQWH�
GLIHUHQFLiYHO� (P�TXDOTXHU�SRQWR�F ∈ ¸ D VpULH�GH�)RXULHU�FRQYHUJH�
SDUD�
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xx Assim, quer nos SRQWRV�GH�FRQWLQXLGDGH como nos SRQWRV�GH�GHVFRQWLQXLGDGH, a série de Fourier FRQYHUJH�SRQWXDOPHQWH para a função, 

 

xx Consideremos a IXQomR SHULyGLFD de SHUtRGR �π definida em [– π , π[
por  I�[��= |[|,

xx Já deduzimos que, 

 

xx Mas desta vez, pelo modo como está definida, a extensão periódica QmR�WHP�SRQWRV�GH�GHVFRQWLQXLGDGH.

xx Portanto, para todo [∈¸ a série de Fourier FRQYHUJH�SDUD�D�IXQomR, ou 

seja,    6�[�� �I�[�.
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xx Por outro lado, como para todo [∈¸ e todo o Q∈´ , podemos majorar, 

 

xx e sendo, 

 

uma série numérica convergente, de termos positivos, 

 

xx pelo critério de Weierstrass, concluímos que a série de Fourier é 

XQLIRUPHPHQWH�FRQYHUJHQWH�em WRGR�R�¸ para I�[� . 
xx Note que, neste caso, I�[� QmR�WHP�SRQWRV�GH�GHVFRQWLQXLGDGH e que 

a VRPD da série de Fourier 6�[�� �I�[�.

xx Efectivamente, verifica-se a seguinte propriedade, 

 

xx 6H�D�IXQomR�UHDO�I�[�� SHULyGLFD�GH�SHUtRGR��π� IRU�FRQWtQXD�H�
VHFFLRQDOPHQWH�GLIHUHQFLiYHO� HQWmR�D VpULH�GH�)RXULHU�
DVVRFLDGD�FRQYHUJH�XQLIRUPHPHQWH�HP�WRGR�R��¸ SDUD�I�[��

xx Assim se a função inicial I�[� QmR�IRU�FRQWtQXD, a série de Fourier associada 
QmR�SRGH�VHU�XQLIRUPHPHQWH�FRQYHUJHQWH.

xx Por outro lado, pela SURSULHGDGH�GD�FRQWLQXLGDGH�GH�VpULHV�GH�IXQo}HV,
sabemos ainda que, 

Se a VRPD 6�[� da VpULH�GH�)RXULHU for uma função GHVFRQWtQXD, então a 
FRQYHUJrQFLD�QmR�p�XQLIRUPH.



&DStWXOR���±�6XFHVV}HV�H�6pULHV�GH�)XQo}HV�����������������������������������������������������������������������������������������������BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

&iOFXOR�,,�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������5RViOLD�5RGULJXHV 

xx Por exemplo, a IXQomR�SHULyGLFD de SHUtRGR �π, definida em ]– π , π]
por , 

 

xx Para a qual já vimos que, 

 

xx Como I�[� QmR�p�FRQWtQXD, a série de Fourier QmR�SRGH�VHU�
XQLIRUPHPHQWH�FRQYHUJHQWH.

xx Também já vimos que esta série é FRQYHUJHQWH, sendo portanto essa 
convergência apenas SRQWXDO.

xx O valor da VRPD�GD�VpULH é dado por, 

 

� se  [ ∈] �Nπ , π � �Nπ [

6�[� = –� se  [ ∈] – π + �Nπ , �Nπ [

0 se  [ = Nπ

xx que é obviamente uma função GHVFRQWtQXD.
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¨̈ As séries de Fourier são por vezes utilizadas como auxiliares para o FiOFXOR�GH�VRPDV�GH�VpULHV�QXPpULFDV.

xx Por exemplo, sabendo que para todo o [∈¸,

determinar o valor da VRPD�GD�VpULH�QXPpULFD,

xx Basta fazer [   π, pois nesse caso, 

 

xx ou seja, 

 

xx e porque todos os FRV���Q�±����π� = ±�,

xx e portanto, 
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xx Por exemplo, sabendo que para todo o [∈¸,

determinar o valor da VRPD�GD�VpULH�QXPpULFD,

xx Basta fazer [   π / �, pois nesse caso, 

 

xx e porque todos os VHQ���Q�±����π/�� = (±��Q��, temos portanto, 
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¨̈ Em certas aplicações práticas, é por vezes conveniente utilizar VpULHV�GH�)RXULHU Vy�GH�VHQRV ou Vy�GH�FRVHQRV.

xx Como sabemos, quando I�[� é uma IXQomR�SDU� I�±[�� �I�[�, todos os 
integrais que aparecem nas fórmulas envolvendo senos anulam-se e a série de 
Fourier é dada por, 

 

onde, para todo o Q ∈ ´0,

xx Esta série é naturalmente chamada VpULH�GH�)RXULHU�GH�FRVHQRV de I�[� . 
 

xx Dada uma função definida em [�� π] é sempre possível construir, GH�
IRUPD�~QLFD, uma H[WHQVmR�SDU, por forma a obter uma função par no 

intervalo [– π , π].

xx Por exemplo, para I�[�� �[ definida em [�� π], a ~QLFD H[WHQVmR�SDU 
possível é a IXQomR�PyGXOR, I�[�� �_[_ definida em [– π� π].

xx Em certos caos, poderá ser necessário UHGHILQLU a função no ponto [  ��.

xx Podemos depois determinar a série de Fourier desta extensão que, 
obviamente apresentará apenas cosenos. 
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xx De modo análogo, quando I�[� é uma IXQomR�tPSDU� I�±[�� �±I�[�, todos 
os integrais que aparecem nas fórmulas envolvendo cosenos anulam-se e a 
série de Fourier é dada por, 

 

onde, para todo o Q ∈ ´,

xx Esta série é naturalmente chamada VpULH�GH�)RXULHU�GH�VHQRV de I�[� . 
 

xx Dada uma função definida em [�� π] é sempre possível construir, GH�
IRUPD�~QLFD, uma H[WHQVmR�tPSDU, por forma a obter uma função ímpar 

no intervalo [– π , π].

xx Por exemplo, para I�[�� �[ definida em [�� π], a ~QLFD H[WHQVmR�tPSDU 
possível é a PHVPD IXQomR, I�[�� �[� definida em [– π� π].

xx Mostre que a série de Fourier desta extensão é dada por, 
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Å 66ppUULLHHVV GGHH ))RRXXUULLHHUU GGHH IIXXQQoo}}HHVV GGHH SSHHUUttRRGGRR 77 !! ��

xx Se, em vez de �π, a IXQomR�SHULyGLFD I�[��tem qualquer SHUtRGR 7 ∈ ¸+
,

então a VpULH�GH�)RXULHU�DVVRFLDGD tem a forma, 

 

Naturalmente, quando 7   �π obtemos a expressão anterior. 

 

xx De modo análogo, os FRHILFLHQWHV�GH�)RXULHU são dados pelas expressões, 

 

para todo o P ∈ ´0 e todo o Q ∈ ´.

xx Considere a função periódica de período 7  ��, definida em [±����[ por, 

 

Mostre que, para todo o  [ ∈ ¸,


