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* Série de Taylor e Série de Mac-Laurin

e Recordemos o Teorema de Taylor,

o | Seja | C R um intervalo aberto, onde estéa definida uma fungao real f(x)
n+1 vezes diferenciavel em | e tomemos um ponto alJl .

Para todo o X/ /1, com X Z a, existe um ponto & []inter(a, X) onde,

n o plk) (n+1)y &
\ {'j' "
flx)= Z fta) 1( )(.r—u)f‘—k‘f (L’T) (x —a)™t!
= k! (n+1)!
Rn(x)
polinomio de Taylor resto de Lagrange
de ordem n de ordem n

k
e Mas se as derivadas f( )(X) de todas as ordens K [] N existirem e forem

finitas em a, temos uma série de poténcias centrada em a,

chamada série de Taylor de f(X) em torno do ponto a.

e Quando @ = 0 a série de poténcias é centrada na origem e chama-se série de
Mac-Laurin de f(X).
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e Por exemplo a fungdo exponencial f(Xx) = e” definida em R.

« tem derivadas de todas as ordens, f(n)(X) =g

que s&o todas finitas em X = 0 pois, £7(0) = 1.

e Portanto a série de Mac-Laurin da fungao exponencial é,

+co ff.ﬂﬁ(ﬂj . +o0 [

Z X" =) —x"

| |
=0 1. =0 .

e Por exemplo a funcdo seno f(X) = Sen X definida em R.

e tem derivadas de todas as ordens e sao todas finitas.

e para((n=0 f%x)=senx f%0)=sen0=0
n=1 f’x)=cosx f”0)=cos0= 1
n=2 f9x) =-senx f?0)=-sen0= 0

n=3 f¥%x) =-cosx FJ0)=-cos0=-1

n=4 f7x) =senx fY0)=sen0=0

e Portanto a série de Mac-Laurin da fun¢ao seno &,

g ff”j([}) y oo X
Z‘—x = X——+ = — =t
= n! 31 51 7!
_ f(_ )n 1 2n+1
= (2n+1)!
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e Verifique que a série de Mac-Laurin da fungao coseno €,

= (0 1,

1 R — _—— = R 4 o ow
Z r xto =1 51 4T.r +
n=>0 : = :

o (_l)” 2n

- ¥

= (2n)! *

e Resta agora saber se a soma da série é igual a propria funcao. Ora isso
nem sempre acontece e a proposicao seguinte estabelece uma condi¢ao
necessaria e suficiente para o efeito.

o | Seja | C R um intervalo aberto, onde esté definida uma fungéo real f(X)
com derivadas finitas de todas as ordens e um ponto al/ ]

e seja, o
= W (a)

g LD gy
- n!
n=0
a série de Taylor de f(X) em torno do ponto a.

A soma da série coincide com f(X) se e s6 se, para todo o X [/,

Iim R, (x)=0

f1— oo

onde Rp(X) é o resto de ordem N de f(X) no ponto a.

e Vejamos para o caso da funcao exponencial f(X) = eX definida em [R.

o Paratodoo XLIR, X Z 0, existe um ponto & [/inter(0, X) onde,

e".-
Rn- _ .n+]
) (F?—I—”IT

 Basta entéo provar que a sucessio ( Rp(X) ) tende para zero.
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Analisemos a sucessdo dos moédulos,

Ora j4 conhecemos a sucessao,

n+1
lim ¥

=0
n—+eo (n+1)!

e multiplicando pela constante €7,

e | x|t
lim

=0
n—+eo (n+1)!

entéo, pela desigualdade anterior,

lim |R,(x)| =0
f1— oo
e e também,

lim R,(x)

H— oo

0

e Provamos este resultado para todo o XLIR, X # 0,

mas como Rp(0) = 0 ent&o fica provado para todo o XLIR.

Portanto, pela condicao necessaria e suficiente anterior,

fica finalmente provado que, para todo o X [ R,
N X0 X"
E.: _T:1—|_-T—|___—|__—|_+++—|__T—|_+++
- 1! 2 6 7
n=>0
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e Para provar que a soma da série de Taylor é igual & propria funcao, torna-
se por vezes mais simples utilizar a condigao suficiente seguinte.

o | Sejam I C R umintervalo aberto, f: I — R wuma fungdo

que admite derivaduas finitas de qualquer ordem em todo o ponto de |

eacl.

Suponhamos que existem r >0 e M > 0 tais que,

para todo o x €la—r,a+r[C 1 e, para todo on € N,

FP )| <M.

Entdo, para todo o x €]a—r,a+r|[C I, temos

e Por exemplo, no caso da fungio seno f(X) = sen x.

e Como as sucessivas derivada séo (+/-) senos e cosenos,

€ obvio que sao todas majoradas,

)l <

para todo o X[IR e para todo o NN,

e Portanto, pela condicao suficiente anterior, fica imediatamente provado
que,
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e paratodoo X R,

oo 1
seny — Sy b O
”g;j( (2n+1)!
1'3 5 ,{.? 2n+1
= X——+—=++(=1)
315 7! (=1) (2n+1)

e Asrepresentacdes em série de Mac-Laurin sdo de enorme utilidade prética.

e Na maioria dos computadores e maquinas de calcular, o calculo das
fungcbes matematicas elementares é feito através do célculo dos valores
de sucessivas somas parciais da série, ou seja, de polinomios de Mac-

Laurin.

e E simples simular esse processo, por exemplo para obter S€n w2 =1

através do célculo de polinomios de Mac-Laurin,

n 2n+1 P2n+1(Tt/2)

0 1 1.57079632679489662

1 3 0.924832229288650366
2 5 1.00452485553481741

3 7 0.999843101399498723
4 9 1.00000354258428608

5 11 0.999999943741050870
6 13 1.00000000066278009

7 15 0.999999999993976579
8 17 1.00000000000004351

9 19 0.99999999999999974

10 21 1.00000000000000000

e verificamos que a sucessao de polinomios converge (bastante
rapidamente) para o valor exacto.
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e Podemos observar como os polinomios de Mac-Laurin, sdo sucessivas
aproximagodes da curva da funcao sen X, em torno da origem.

p1(x)

p3(x)
ps(x)
p7(x)

Ps(X)

f(x)

X

x-x/3!
x-x>/3!+x°/5!
xX-x/31+x°/5!/-x"/7!

x=xX/31+x°/5I-x"/71 +x°/9!

sen x
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e As representacées em série de Mac-Laurin que temos vindo a obter sdo
obviamente iguais as representacdoes em série de poténcias que obtivemos
na secgao anterior.

A proposicao seguinte garante-nos que séo efectivamente as mesmas.

o | Sejum I C R um intervalo aberto, f: I — R uma fungdo

que admite derivadas finitas de qualquer ordem em I e a um ponto de I.

“+cao
Suponhamos que existe uma série de poténcias Z dy(x—a)"
n=>0

com raio de convergéncia ndo nulo R
e um nimero positivo r tais que la —ra+r|C 1 e
—+oa
—_ R
flx)= E dp(x —a)” .

n=0

para todo o x €|la—r,a+r|.

oo
Entdo a série de poténcius Z an(x —a)" é a série de Taylor de f em a.
n=0
e Entdo, por exemplo,
1 -
e A série de poténcias 17 = E '
— T ‘
r=>J
1
é também a série de Mac-Laurin da fungdo f(x) = 1
— X

que é valida paratodoo x 0] -1, 1].
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e As func¢bes que, num dado intervalo, sdo iguais & soma da sua série de Taylor
chamam-se fungoes analiticas.

e | Sejam | um intervalo aberto, alJl e f uma fungao definida em | que admite
derivadas finitas de todas as ordens em a.

Dizemos que a fungéo f é analitica no ponto a se existir r > 0 tal que, para
todo o X [ /] a-r, a+r[ C |, a série de Taylor de fem a converge para f(x).

Dizemos que f ¢ analitica em | se, para todo o alll f ¢ analitica em a.

e Por exemplo, consideremos a fun¢cao coseno f(X) = COS X.

e ParaX = 0, javimos que a série de Mac-Laurin &,

= "(0) 1,

1 ” f— —_— = —_— 4 & @
ZT.Y = 1 m.r 4T.r +
n=>0 ' = ’

o0 [—l)” o

“gb (2n)! d

e Por outro lado, como para todo 0 XLIR e para todo o NN,

)l <

e acondicao suficiente garante-nos a igualdade da soma da série a prépria
funcao,

v (=D o,

COSXx = - X
ng'[’]' (2n)!

e Portanto a funcdo coseno é analiticaem X = 0.
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e Vejamos agora o que acontece noutro ponto, por exemplo,

e Para X =TI calculemos a série de Taylor,

+oo fff:] ( ;?1')

Y ——(x—n)

n=\) n:

e paran=0 f%x)=cosx FfOT)= cosTl= —1
n=1 f’x)=-senx f"(T)= -senTl= 0

n=2 f9%x) =-cosx fM)=—-cosTl= 1

n=3 fJx) =senx f(T)=senTl=0

n=4 fY%x) =cosx fYM0)= cosTl=-1

e Portanto a série de Taylor da fungdo coseno em X = T[ é,

+oo f[”](ﬂ') . ] 5 |
;}T(T—ﬂ'] = —l—I—E(T—:'T)“—?(Y—JT)‘i—F
+oo n+1
_ (—1) n
— f;} 2 (x—m)

e E do mesmo modo, como para todo o XLIR e para todo o NN,

)l <

e acondicao suficiente garante-nos a igualdade da soma da série a prépria
funcao,
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+m|1_l)ri'+l 5
COSx = ”;)W(.r— T

e Portanto a fungio coseno é também analiticaem X = Tl

e Note que as séries obtidas para X = 0 e X = TTsdo forcosamente diferentes.

e O facto de (para uma fungéo analitica) a série de Taylor ser a mesma que a
série de poténcias, permite-nos tirar partido de todas as propriedades que sao
caracteristicas das séries de poténcias.

e Por exemplo, podemos derivar e integrar séries de Taylor termo a termo.

e Consideremos a série de Mac-Laurin da funcao seno,

oo
| 9
senx = Y (—1)'—— 2!
n;[ ) (2n+1)!

e Derivando termo a termo, obviamente obtemos a série de Mac-Laurin da
funcao coseno,

1 2o X! "
COosxy = r_3_1+5_1_?+
_ 2o rﬁ+
B 2! 41 6!
+oo l 5
= (—1)" X",
Z ) (2n)!

n=>0

o que é valido para todo o X [1 R,
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e Naturalmente, sdo também aplicaveis todas as propriedades que estudamos
para séries em geral.

e Por exemplo, podemos utilizar a propriedade da combinacgao linear de séries.

« Consideremos a fungéo f(X) = X COS X.

e Sabemos que, paratodoo X [l R,

o (_l)n 2n

COSX = —x"
f;j (2n)!

e Entdo, o produto desta série por X € também convergente

e deste modo obtemos a série de Mac-Laurin,

—+oa oo
I 5 | |
xcosx= Y x(—1)" =Y (=1) 2t
LV e =5 e

para todo o X L R.

l
142

e Por exemplo, consideremos a funcéo f(‘{‘]

1 =
. — TL
° Como aUXI|IaI’, retomemos a serie J_ = E i
— .

n=>0
que é valida paratodoo x 0] -1, 1],

. 2
e onde vamos substituir X por —X .
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e e assim obtemos,

1 iy +eo S oo .
5 = (_ru)-’?:Z(_l)n(.ru)nzz(_un 2n
L n=0 n=0 n=>0

e e estaigualdade é valida para |—X2| < 1, ou seja, parax 0] -1, 1.

« Poroutro lado, F(X) = arctg x é a primitiva de f(X) que se anula na
origem.

e Entédo, podemos concluir que a série de Mac-Laurin de arctg € dada por,

arctg x = f (=1 N
C e — —
z = 2n+1

0 que é valido paratodo o x [1] -1, 1].

e Sabendo que, paratodoo x 1] -1, 1],

In(x+1)= Z AN

calcule a série de Mac-Laurin de f(ij = In -

Calculo 11 (2009/2010) Rosalia Rodrigues



Capitulo 3 — Sucessodes e Séries de Func¢oes 87

* Funcdes peridodicas

e Em muitas aplicacdes praticas, as funcdes que se pretende representar por
uma série sdo fungodes periddicas.

Recordemos que,

e Umafuncdof: R— R diz-se periédica de periodo P > 0

quando, para todo o X[ /R, se tem f(x+P) = f(x) .

Ao menor dos periodos chama-se periodo fundamental.

e Por exemplo a fungao seno,

-2% Ix - s - x in 2

tem periodo fundamental 2TT, mas outros periodos sdo também, 4TT, 6TT, ...

e Toda a fungéo definida num intervalo [@, B[ pode ser estendida de modo
tinico a todo o R, por forma a obter uma fungio periédica, de periodo b — a.

Diz-se entdo que foi efectuada a extensio periédica de periodo b — a da
funcao e, nesse caso,

paratodoo X U[a+n((b—-a),b+n((b-a)[ , nON

tem-se fx) = f(x—-n((b-a))

e Ou seja, ointervalo [a, b inicial foi “repetido” ao longo de todo o R em
intervalos daforma[a+n(b—a),b+n(b—-a)]|.
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e Por exemplo, consideremos a fungéao,

f-[0, 1> R

X=X

e Podemos considerar a extensio periédica, de periodo 7,

paratodoo X LJ R etodoon LN,

f(x) =f(x—n)=x-n

 assim, todo a recta real for “preenchida” com intervalos da forma [n, n+1],
onde, f(x) =x—n.

e De modo analogo, podem ser efectuadas extensoées periodicas de periodo
b — a, para fungdes inicialmente definidas em intervalos da forma ]a, b].

e Contudo, nao é possivel uma extensao periddica de
periodo b — @, para intervalos da forma [a, D].

e Paraintervalos da forma ]a, D[, uma extensao peri6dica
de periodo b — @ é possivel, mas nao é Unica.
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* Polindmios trigonométricos

e Comecemos por recordar que:

Se f(x) for uma funcio polinomial de forma geral,

f(ij = Z a, (& — c)"

n=1

e entéo os coeficientes @, podem sercompletamente determinados, a partir
das derivadas de f(X),

e de modo que,
N (n)( -~
flo) = % fim (& — )"

=1 n!

e Para uma funcao qualquer f(X), vimos que se pode construir a
série associada a funcéo ,

)
fo) ~ 8 fe)

nl (4 —«c)"
n=1

e No caso da funcéo que pretendemos representar ser uma fungao periodica,
séo utilizados polinémios trigonométricos,

e Chamamos polinomios trigonométricos a expressées da forma,

ao N
+ ¥ a, cos(na) + by sen(na)]

i} 'ﬁ_:l

onde @, , b, JR com n N .
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e Também neste caso, os coeficientes a, , by, podem ser completamente
determinados a partir de f(X).

e A demonstracéo da proposicdo que permite o calculo dos coeficientes an, , by,
tem como base as seguintes,

e Relagdes de ortogonalidade,

/_ﬂ sen(na) cos(ma) de = 0 . Vm.ne N

m 0 sem=#n
/ ~sen(na) sen(ma) de = 7
J= T sem=mn

0 sem#n

[ " cos(na) cos(ma) de =
J—m T sem=n

e Prove estas relacdes, tendo em conta que,

sen(a) sen(b) = % [cos(a — b) — cos(a + b)]
1

cos(a) cos(b) = 5 [cos(a — b) + cos(a+ b)]
1

sen(a) cos(b) = 5 [sen(a — b) + sen(a + b)]
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e Proposicao:

N
el se  flr) = TO + > |a, cos(ne)+ b, sen(nu)]

n=1

entéo,

[ fle)costne)de . n=0,1,...N

1 i
b, = — / flx) sen(nw) dr .n=1,2 ... N

e Chamam-se coeficientes de Fourier da funcéo f(X) aos valores,

dp = — / f f) COS( ?u) d.x ,on = [)q_lq____q_ﬁ.-"

A

| i
b, = — / flr) sen(nw) dr .n=1,2....N

i

e Paraumafungdo f(X) : R - R periédica de periodo 27 e integravel,
chama-se série de Fourier associada a fungao a série de funcoes,

_|_
—)0 Y a,, cos(na)+ b, sen(nx)]

n=1

onde ap, by sdo os coeficientes de Fourier de f(X).
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e Para exprimir que a série de Fourier esta associada a fungao, escrevemos,

ay +0oC
fla) ~ - T X (@, cos(na)+ b, sen(nx)]
n=1

e Comecemos por considerar a fungéo f(X) definida em [— TT, TT] por,

I se xe]0,m]

—1 se xe[-m.0l

« Como f(X) é integravel em [— TT, T1], podemos calcular os coeficientes
de Fourier.

l I
o Uy = —] f(x)cos(mx)dx
TJ—m

Neste, como em muitos casos, verificamos que f(X).COS(mMXx) é uma
funcao impar, definida num intervalo simétrico em relagéo a origem.

Portanto,

l s
Uy = —] flx)cos(mx)dx =0
TJ-n

paratodoom =20, 1, 2, ...
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1 [
e b,= —f f(x)sen (nx)dx
TJ-n

Neste caso, f(X).s€n(nx) é uma fungao par,

definida num intervalo simétrico em relacdo a origem e portanto,

T

n g, T
b, = l/ f(x)sen (nx)dx = :/ 1l
T J—r 0

paratodoom =1, 2, 3, ...

x)sen (nx)dx

i T
e calculando, ff(.r)sen(nx)dx = /Sen(n.r)dx
0 0

|

— ——cos(n.r)]

0
I

— ——cos(nm)+ —

1
1
n
0
= 2
i
e assim, os termos de ordem par anulam-se,
0 senépar
by = 4
— S€n e 1mpar
nit
e e asérie de Fourier tem a forma,
4 4 sen(3x) 4 sen(5x)
—senx + ——— + ————+
T T 3 T 3

H
se n € par

se n € impar
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e Podemos entéo escrever a série de Fourier associada a fungéo dada,
para todo o X [ [— TT, T,
4 4 sen(3x) 4 sen(5x)
— to et

x) ~ —senx -+ —
Fx) T —|_JT 3 5

< 4 sen((2n—1)x)
T 2n—1

flx) ~

n=1

« Note que funcio dada era definida apenas no intervalo [— TT, TT].

I se xel0.7]

—1 se xe[-m0f

e Podemos observar o comportamento
das trés primeiras somas parciais da
série de Fourier e 0 modo como se
aproximam da funcao.

L

L
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e Tal como no exemplo anterior, quando a fungéo f(X) dada € uma fungao impar,
tem-se sempre,

l T
o Uy = —/ flx)cos(mx)dx =0
TJ-m

]f sen (nx) ff sen (rnx) dx

e pelo que a série de Fourier obtida é uma série s6 de senos,

oo
2 b, sen (nx)

n=1

e De modo analogo, quando a fungao f(X) dada é uma fungio par, tem-se
sempre,

o Uy = — / flx (mx)dx = — /f s(mx)dx

1 T
e b,= —/ flx)sen(nx)dx =0
TJ-n

e pelo que a série de Fourier obtida é uma série s6 de cosenos,

do

2 + Z p COS(nx)

n=1
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e Porexemplo, a fungdo f(X) = | X | definida em [— TT, T1].

« Sendo f(x)sen(nx) é uma fungao impar, temos entdo que num intervalo

de integracao simétrico,

para todo o NLIN |

1 T
— —/ f(x)sen (nx)dx =0
T J—n

 Por outro lado, como f(X)c0S(mMx) é uma fungido par num intervalo de
integracédo simétrico, temos,

ty = / flx

s(mx)dx

os(mx)dx = — / flx

para todo o N[N,
T
.Tz
e Paran=0 dp= —| =T
T 1o
e e para NN,
n T
/ flx)cos(mx)dx = / xcos(mx)dx
0 0

l T oyn
—xsen(mx)| —— / sen (mx)dx
m o mJo

T I "
—sen(mx) + | — cos(mx)
i mn 0

| l
— cos(mm) — —
= m

0 se m € par
— 2 ”~
—— sem ¢ impar
m=
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sem=10
e Portanto,
Uy = 0 se m € N é par
4 Ed rd
——— sem < N & impar
m-1
o e asérie de Fourier associada a fungéo f(x) = | X |

definida em [— TT, TT] é dada por,

T 4 LD&((ZH— [ )x)
Py 2
2 ”_] H_l)
e 0USseja,
] T 4 o8 4 cos(3x) 4 cos(5x)
Y| ~ — — —( Xx—- —-——— — — ——— — s
2 T 32 T 52

para todo o X [ [— TT, 1.

e Podemos observar como as primeiras somas parciais aproximam a funcéo
f(x) = | x | nointervalo [— TT, ]
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e Retomemos a fungao definida no intervalo [— TT, TT,

I se xe]0,m]

—1 se xe[-m.0]
para a qual deduzimos a série de Fourier,

4 sen((2n—1)x)

T 2n—1

n=1

que é valida para todo o X [ [— TT, T1].

e Vamos agora construir uma extensao periodica desta funcdo, de periodo 2TT
a toda a recta real.

« Contudo a fungéo esta definida no intervalo [— TT, TT] e, como vimos, a
extenséo periddica de intervalos fechados é impossivel.

e Mas podemos considerar uma restricao de f(X), por exemplo, ao intervalo
]— 1T, 1 e efectuar a extensao periédica desta restrigao.

« Consideremos entéo a fungao definida no intervalo ]— TT, TT] por,

I
=
S—e
Y
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e Ora, a série de Fourier que deduzimos,

2 4 sen((2n—1)x)

T 2n—1

n=1
era vélida para todo o X [] [— TT, 1.

Portanto, é também valida para a restrigao em |— TT, T1].

« Podemos entdo construir a extensao periddica, que é tnica, de |- TT, T
atodo o R.

e Consideremos entéo a fungéo periédica de periodo 2TT definida em |- TT, T
por ,

Y

e Para o célculo dos coeficientes a,,, bn, basta notar que todas as
funcdes integrandas que aparecem nas férmulas sdo fungoes

periédicas de periodo 2TT

e Porisso, os coeficientes de Fourier em qualquer intervalo de amplitude
2Tl s&o iguais aos coeficientes no intervalo [— TT, TT.
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e ou seja, paraqualquera LR,

a+2m ‘ ‘ T ‘ ‘
/ fx)cos(mx)dx = ] flx)cos(mx)dx

a+2n T
/ f(x)sen(nx)dx = ] f(x)sen (nx)dx
-

o

e Assim, a série de Fourier associada a fungéo no intervalo [— TT, T,

coincide com a série de Fourier associada a extensao periodica da
funcao a toda a recta real.

= 4sen((2n—1)x)

T 2:3—1

n=1

e Para as trés primeiras somas parciais da série de Fourier da
extensao periodica da funcao podemos observar,

7\

\_/

™ ™
bl Lo
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» Recapitulemos as trés propriedades dos integrais, que sédo
particularmente Uteis no céalculo dos coeficientes de Fourier:

m  Se g(X) for uma fungéo par,

entao,

/_1 glo)de = 2 /0 glw) dx

®  Se g(X) for uma fungéo impar,

entao,

[ ogla)de =0

m  Se g(X) for uma fungao periédica de periodo 2TT

entao,

/:ﬂ_ glr) de = /:ﬁ" glr)de| Ya€R

e Retomemos a fungéo f(X) = |x| definida no intervalo [— TT, TT,

para a qual deduzimos a série de Fourier,

| T 4 os 4 cos(3x) 4 cos(5x)
X|~———COSXx— — ———— — — ———
2 & T 32 T 2

vélida para todo o X [ [— TT, T1.

Vamos agora construir uma extensao periédica desta fungéo, de periodo 2TT
a toda a recta real.
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e Consideremos, por exemplo, a funcao periodica de periodo 2Tl definida em

[—T[,T[[ por ,

( x| se xe|—m x[\{0}

flx)=<¢ 7w se x=0

0 se x=-—m

T T n

 Os coeficientes de Fourier ja calculados para a fungéo |X| definida em
[— 7T, 1, continuam validos para as restrigdes |— 1T, O[ e ]O, 1.

e sendo f(X) uma fungao periddica de periodo 2TT os respectivos
coeficientes de Fourier continuam a ser oS mesmos.

e Portanto, paratodoo X LJ R,

e Podemos observar como as sucessivas somas parciais da série de Fourier

aproximam a funcao f(X) em todos os pontos do dominio, excepto nos
pontos de descontinuidade.

¢
%
7

A
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e Considere a fungéo f(X) = X, definida em [— TT, TT] .

e Mostre que, para todo o X L[] [— 1T, T[],

= 2sen (nx
X~ Z(_l)n—l—]#

n—1 1

e Construa uma extenséo periédica de periodo 2TTe deduza a respectiva

série de Fouirier.

e As trés primeiras somas parciais deverao ter a forma,

<A
_SVW A

A
DI D

A A
VT W

A A /x
VIRV RV LY

Calculo 11 (2009/2010) Rosalia Rodrigues




Capitulo 3 — Sucessodes e Séries de Func¢oes

104

* Convergéncia das séries de Fourier

Tal como no caso das séries de Taylor, uma série de Fourier pode ser ou nao

convergente e, quando convergente, a sua soma pode ser ou nao igual a

funcao inicial.

Por exemplo, retomemos a fungio periédica de periodo 2TT definida em
]— T, T[] por ,

—1 se xe|—m0]
I se xel0,7]

para a qual deduzimos a série de Fourier associada,

Ji" 4 sen((2n—1)x)
ZH—I

n_]

e Mostre que esta série de funcdes é convergente.

o Sendo S(X) a funcio soma da série, sera que,

S(x) =f(x), ¥ xOOR ?

e Para os pontos da forma X = KTT com k[1Z, como todos os termos da

série se anulam, temos que:
S(kT)=0
mas  f(kT) = 1

Calculo 11 (2009/2010)
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e Ou seja, nos pontos da forma X = KTT com kLIZ, a série de Fourier
converge pontualmente para zero, porque todas as somas parciais

sao nulas.
LAY
/ A \ / \/
' . > ] o .
| E] 3 |

—b o
-
| f’f :
O——)
I se ¢ par
flkxt)= lim f(x)= p
x— (km)* —1 se k ¢éimpar
—1 se ¢ par

flkr™)= lim f(x)=
x— (k)= I se k ¢&impar

e Assim, nos pontos da forma X = KTT tanto para K par como para K impar,
e verificada a relacéao,

flkrnt)+ flhmn™)
2

Slkm) =
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e Se analisarmos, por exemplo, o ponto X = TU/ 2, temos a série,

24 sen((2n—1)m/2) &4 (=1

Z’]E 2n—1 :Z’E 2n—1

e Como conhecemos a série de Mac-Laurin da funcédo arcotangente,

+oo (_ l jln—i—]

Z—:arct | =
2n—1

n=1

1=

|

e portanto,

4 (_ | :l”—H

T Ry
(5)- EE 5
2 ng’l?r 2n—1

T T
e 0u seja, neste caso, § (—) =1 = (_)
2 ! 2

e Consideremos agora a fungao periédica de periodo 2TT definida em ]— TT, TT|
por ,

F) = I se xg|—m0

0 se xel0,7]

M
® @ &
— T T
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e Calculemos os coeficientes de Fourier,

| 0
° ug:—/ dx =1
TJ—rm

| 0
e e paratodo o mLN, Uy = —/ cos(mx) dx
TJ—nr
0
|

mit

|
= ———sen(—mma)=0
mit

= ——sen (m.r)]
—Ir

| 0
e e paratodo o NN, b, = E] sen (nx)dx
—7
1 0

= ——cos(nx)
ni x

1 I
— ——+—cos(—nm)
nw nm

0 se n € par

2
—— sen € impar
nm

e portanto, para todo o XLIR, temos a série de Fourier associada,

f(x) ~ l_'_ iy (_E sen ((2n — 1];@.)

T 2n—1

=

« Tratando-se também de uma série convergente de fungdes e sendo S(X)

a sua funcao soma, sera que,

S(x) =f(x), ¥ xUOR ?
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Para os pontos da forma X = KTT com KLZ todos os termos da série s&o

nulos, excepto o primeiro, temos,

S(k)=1/2 mas f(kT) =0

Ou seja, para X = KTT com K[JZ, como todas as somas parciais s&o

iguais a 1/2, a série de Fourier converge pontualmente para 71/2.

o X

S

wa|

1
MR
[
[

E calculando os limites laterais de f(X) nesses mesmos pontos,

Cr——)
@ B @
-7 n
0 se k épar
flkrt)= lim f(x)= b
x— (k) + Il se k ¢&impar
B ‘ I se k épar
flkr™)= lim f(x)=
x—(km)- 0 se k ¢&impar

Rosalia Rodrigues
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E também neste caso, nos pontos da forma X = KTT tanto para k par

como para K impar, é verificada a relacéo,

flkrnt)+ flhmn™)

Slkm) = 5

Para o ponto X = TT/ 2, temos a série,

| = 2 sen((2n—1)m/2)
E+Z(__+ 2n—1

n=l1 T
| +oo 2 — n+1
:___|_Z __+(_—)
2 T 2n—1

n=1

e voltando a utilizar a série de Mac-Laurin da funcédo arcotangente,

+oo (_ l jln—i—]

T
Y ——— =arctgl =—
2n—1 4

e Nestes dois exemplos, verificamos que a funcdo soma da série de Fourier é
igual a funcao inicial nos pontos onde esta é continua e, para os pontos
de descontinuidade existe uma férmula.

e Surge assim a necessidade de utilizar uma no¢ao “mais fraca” do que a
continuidade de fungdes.
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e Recordemos que,

Uma fungéo f(X) real é seccionalmente continua num dominio D

se for continua em D excepto num niamero finito de pontos a;,

=1, 2, ..., n onde sao finitos ambos os limites laterais,
fla) = lim f(x) fla; )= lim f(x)
x—ar X—da;

!

e e que desta definicdo resulta,
i) sef(x) écontinuaem D
entgo f(X) é seccionalmente continua em D.
i) sef(x) é seccionalmente continua num intervalo [a, b],

entgo f(X) é limitada e integravel em [a, D).

e Vamos agora definir,

Uma fungéo f(X) real diz-se seccionalmente diferenciavel se,

tanto f(X) como a sua derivada F(X) forem seccionalmente continuas.

e Nestas condi¢des, verifica-se a seguinte propriedade,

e | Seja f(X) uma fungéo real, periédica de periodo 2Tl e seccionalmente

diferenciavel. Em qualquer ponto C [1 R a série de Fourier converge
para,

fleP)+f(c)
2
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e Assim, quer nos pontos de continuidade como nos pontos de
descontinuidade, a série de Fourier converge pontualmente para a fungéo,

f(x) se f € continua em x
S =9 feH+ (o)
2

se f ndo € continua em x

e Consideremos a fungao periédica de periodo 2TTdefinida em [— TT, T
por f(x) = |x|, ;

A

= n
e Jadeduzimos que,

T w4 cos((2n—1)x)
|.r—2—|—Z( T (2n—1) )

n=1

e Mas desta vez, pelo modo como esta definida, a extensdo periddica nao tem
pontos de descontinuidade.

e Portanto, para todo XLIR a série de Fourier converge para a fungio, ou

seja, S(x) = f(x).

N N
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e Por outro lado, como para todo XLIR e todo o NLIN | podemos majorar,

4 cos((2n—1)x) {_4 I
T (2n—1)2 1 (2n—1)2
e e sendo,
<4 1

T (on—1)2
= r(2n—1)
uma série numérica convergente, de termos positivos,

e pelo critério de Weierstrass, concluimos que a série de Fourier é
uniformemente convergente em todo o R para f(X) .

« Note que, neste caso, f{(X) niao tem pontos de descontinuidade e que
a soma da série de Fourier S(X) = f(x).

e Efectivamente, verifica-se a seguinte propriedade,

e | Se afungéo real f(X), periédica de periodo 2TT for continua e
seccionalmente diferenciavel, entdo a série de Fourier
associada converge uniformemente em todo o R para f(x).

e Assim se a fungéo inicial f(X) nao for continua, a série de Fourier associada
nao pode ser uniformemente convergente.

e Por outro lado, pela propriedade da continuidade de séries de funcgoes,
sabemos ainda que,

Se asoma S(X) da série de Fourier for uma fungéo descontinua, entéo a
convergéncia nao é uniforme.
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e Por exemplo, a fungao periédica de periodo 2TT definida em ]— TT, TT|
por ,

—1 se xe|—m0]
I se xel0,7]

e Paraaqualja vimos que,

4 sen((2n—1)x)

T 2n—1

n=1

« Como f(X) nao é continua, a série de Fourier ndo pode ser
uniformemente convergente.

e Também ja vimos que esta série é convergente, sendo portanto essa
convergéncia apenas pontual.

e O valor da soma da série é dado por,

(1 se x U] 2ktt, T+ 2KTT|
S(x) = { =1 se xU]—Tt+ 2kTT, 2KTT|

0 se X = KTt

e (ue é obviamente uma funcdo descontinua.
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B As séries de Fourier sdo por vezes utilizadas como auxiliares para o calculo de
somas de séries numéricas.

e Por exemplo, sabendo que para todo o XLIR,
A 4 LD&([ZH —1)x)
=3+ L (~7 "1y
2 (2n—1)

determinar o valor da soma da série numérica,

+oa |

”g’l (2n—1)?

e Basta fazer X =TT pois nesse caso,

= 4 ~cos((2n—1)m)
ﬂ-2+z’< T (2n—1)2 )

n=1

e 0U Seja,

l\._)|.‘.::]

4 LOb((zﬂ—l)?ﬂ
_Z’( T (2n—1)2 )

n=1

e e porque todos os cos((2n — 1) T)) = —

_E_ 7n—l)

n=1 T

lu|:::]

e e portanto,

2 oo l
8 :”; (2n—1)2
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e Por exemplo, sabendo que para todo o XLIR,

s

4 sen((2n—1)x)

I se xe|2km, m+2knm|

Z— =9 —1 se xe&|—m+2km 2kn|

=7 2n— 1
H=

determinar o valor da soma da série numérica,
+ca I: —1 )H—I—l

2n—1

n=1

e BastafazerX =Tt/ 2, pois nesse caso,

=4 osen((2n—1)m/2)

”;E 2n—1 =

0 se xe{kmkelZ}

« e porque todos os Sen((2n— 1) TV2) = (—1)n+1, temos portanto,

—iic (_l)n-i-l _E
2n—1 4

n=1
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®»  Em certas aplicacdes praticas, € por vezes conveniente utilizar séries de
Fourier s6 de senos ou s6 de cosenos.

e Como sabemos, quando f(X) é uma fungio par, f(—x) = f(Xx), todos os
integrais que aparecem nas férmulas envolvendo senos anulam-se e a série de
Fourier é dada por,

oo
agp
D) + Z , COS(nx)

n=1
onde, para todo o 1 [ Ny,

y pm
dy, = -/ flx)cos(nx)dx
0

T
o Esta série é naturalmente chamada série de Fourier de cosenos de f(X) .

e Dada uma fungéo definida em [0, T{] é sempre possivel construir, de
forma unica, uma extensao par, por forma a obter uma funcao par no
intervalo [— TT, TT.

« Por exemplo, para f(X) = X definida em [0, T, a tnica extensao par

possivel é a funciao médulo, f(X) = |x| definida em [— TT T].

e Em certos caos, podera ser necessario redefinir a funcéo no ponto X = 0.

e Podemos depois determinar a série de Fourier desta extensao que,
obviamente apresentara apenas cosenos.
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e De modo analogo, quando f(X) é uma fungao impar, f(—x) = —f(x), todos
0s integrais que aparecem nas férmulas envolvendo cosenos anulam-se e a
série de Fourier é dada por,

—+ oo
Z b, sen(nx)

n=1

onde, paratodoo n U N,
2 T
b, = — / flx)sen(nx)dx
TJo
e Esta série é naturalmente chamada série de Fourier de senos de f(X) .

e Dada uma funcéo definida em [0, T[] € sempre possivel construir, de
forma unica, uma extensao impar, por forma a obter uma funcéo impar
no intervalo [— TT, TT.

o Por exemplo, para f(X) = X definida em [0, TT], a tinica extensio impar

possivel é a mesma funcio, f(X) = X definida em [— TT, TT.

e Mostre que a série de Fourier desta extensdo € dada por,

VoA

o

M+

g 2sen (nx A
| n S
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* Séries de Fourier de fungdes de periodo T> 0

+
e Se, em vez de 2TT a fungao periédica f(X) tem qualquer periodo T [J R,
entdo a série de Fourier associada tem a forma,

+oo 9 2
o 2mnx Tnx
— 4+ 2 d,, COS + b, sen

i

n=1

Naturalmente, quando T = 2TT obtemos a express&o anterior.

e De modo anéalogo, os coeficientes de Fourier sdo dados pelas expressoes,

2 T)2 2T mx
Uy = — X)Cos dx
fiy T /;TF"E ,f( ) T
2 T/2 2Ny
b :—/ f(x)sen —dx
R T _TI.I,-"21 ( T

paratodoom [Ny etodoon U N.

e Considere a fungao periédica de periodo T = 4, definida em [-2, 2[ por,

x se x€]—22]

flx) = 0 se x=-2

Mostre que, paratodoo X [ R,
o

4 niTx
. — _1 n+1 '
flx)~ Y (-1 — sen—

n=1
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