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* Séries de poténcias

e As séries de poténcias sdo um caso particularmente importante das séries de
funcdes, com inimeras aplica¢des tanto tedricas como praticas.

e Um exempilo tipico é a série,

+oo " _ 2 x" ,
> = l+or+—=+-+—+ = €
n=0 n! 2! n!

e O célculo do valor de sucessivas somas parciais € simples de programar

e permite obter sucessivas aproximacgdes da de qualquer
namero real.
e.l‘
22l

1+i+?+§
1—|—Jf’—|—§

14+ =

e Chama-se série de poténcias centrada em € [1 R a uma série da forma,

onde (@p) é uma sucesséo de nimeros reais.
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e Quando € = 0 ¢ uma série de poténcias centrada na origem e tem a forma,

e Consideremos a série de funcdes definidas em R,

oo —1
= n+1

e Trata-se de uma série de poténcias centrada na origem.

Vejamos para que valores de X a série é convergente.

e Para X = 0 a série nula é convergente.

e Para X # 0 os termos ndo se anulam e podemos aplicar o critério de

d’Alembert,
—1 n+1
(—].xn+l n+1 n+1
lix n—+2 =) e+ 1)
m - = lim
H—s—+-00 (—l) o n—s o0 |(—1:|”H.‘L‘|”(H—i—2:|
n+1"
_ iy M)
n—+e 42

= v
e Entdo, quando L = |X| < 7 a série é absolutamente convergente

quando L = |x| > 7 a série é divergente

e quando L = x| = 7 nada podemos concluir.
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e Analisemos os dois casos para os quais |x| = 7, da série,

+oo (_1 ]”

Z n+1-

n=1

¢!

e Parax =-— 1 temos a série,

~+ca (—l)” —+oo |

Lo =L

n=1 n=1

n—+1

gue, por comparacao por passagem ao limite com a série harmédnica
basica, facilmente provamos ser divergente.

e Parax =+ 1 temos a série,

—+co (—l)”

ZnJrl

n=1

gue € uma série alternada.

e Estudando a respectiva série dos modulos,

+o0 I too

E (_l)”fH—l - E

H:l n:l

n—+1

verificamos que é divergente, donde nada podemos concluir.

e Resta tentar aplicar o critério de Leibniz.

e Paratodo o n [N temos uma sucessiao de nimeros reais positivos,

1
n+1

e Sera monétona decrescente e de limite zero?
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1 1

n—|—2_ n—+1
= | {:D
(n41)(n+2)

e Efectivamente, d,4| — dy

e € evidente que,

I
o

]
lim
n—+oo 4 |

e Pelo critério de Leibniz concluimos que a série alternada € convergente.

e Portanto, no caso de X = + 7, a série dada é convergente e como
verificamos que a respectiva série dos médulos é divergente, ela €
simplesmente convergente.

e E finalmente podemos estabelecer que a série de poténcias,

4o (—1)" é absolutamente convergente se X € | -1, 1]

1

Z +1 X é simplesmente convergente se x = 1

=1 !
é divergente se x ¢ | =1, 1]

e Chama-se intervalo de convergéncia de uma série de poténcias ao interior do
seu dominio de convergéncia.

e Para o exemplo anterior, como o dominio de convergéncia é]—17, 7], 0
intervalo de convergéncia é ] —17, 1].
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e Analisemos finalmente a conhecida série de poténcias,

+eoo .TH

n!
= n!

e Parax =0 asérie 1+0+0+... éabsolutamente convergente.

e Para X # 0 (termos ndo nulos) podemos aplicar o critério de d’Alembert,

.’C‘”+]
) n4+1)! ) n!|x|t!
L= lim % = lim il
n—-too X n— oo {H +1 }T|r‘”

n!

‘ n!|x|

= lim ———
n—+eo (n+ 1 )n!

Al

= |lim
n——+oo i1+ |

= 0

e concluir que a série € absolutamente convergente também para X # 0.

e Portanto a série é absolutamente convergente para todo o x [1 R, sendo o
seu dominio de convergéncia todo o conjunto R.

e De modo analogo, analise a série,
Z nlx"
n=>0

e Verifique que neste caso o dominio de convergéncia € apenas o conjunto

singular {O}.
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* Propriedades das séries de poténcias

oo
e Seju Zun.x‘” uma série de poténcias centrada na origem.
n=>0

Entdo verificam-se as condicoes seguintes:

oo
i) se ua série E apx" converge em xg € R\ {0}, entdo
n=0

converge absolutamente em todo o ponto de | — |xgl, |xo

;

O | O
0, 1 O
— [xol 0 |Xol

]
i) se ua série Z ayx" diverge em x| € R, entdo

diverge em todo o ponto de | — oo, —|x1|[U]]x1], +o0].

——) | o T—

— |4l 0 X4

e Recordemos a concluséo obtida do estudo da série de poténcias,

oo (_1 ]" é absolutamente convergente se x € | -1, 1|
1

Z’ n+1

n=1

é simplesmente convergente se x = 1

é divergente se x ¢ | =1, 1]
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Vejamos como a propriedade anterior nos pode ajudar.

Para X = 1, vimos que é convergente a série alternada,

+-ca (—l)”

ZnJrl

n=1

Entdo esta propriedade garante-nos que a série dada é absolutamente
convergente em todo o intervalo | -7, 1]

Para X = — 7 vimos que é divergente a série,

+co (—l)” +co 1

Lo L

n=1 n=1

n—+1

Entdo esta propriedade garante-nos que a série dada é divergente em todo
ointervalo | —co, —=1[ U ] 1, +oo [

E como sabemos o que acontece nos préprios pontos X =71 e x =-1,
podemos concluir que o dominio de convergéncia desta série é | —7, 1].

e Esta propriedade ¢ facilmente generalizavel a toda a série de poténcias
centradaem C # 0,

oo

Z ffn ('{' - C‘)”

n=>0

Basta efectuar uma mudanca de variavel, de modo a transformar x" em
n
(x-c)".
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e Numa a série de poténcias centradaem C # 0,

~+oo

Z f,fﬁ (‘{' - C)”

n=()
Verificam-se as condigbes seguintes:

i) Se a série converge em Xo [1 R \ {C} entéo converge absolutamente

em todo opontode] C—|Xo—C|, Cc +|xo—c| |

Fan L ™
s I w7
c—|xo-c| C c + |xo- |

ii) Se a série diverge em X1 L1 R \ {C} entgo diverge

em todo o pontode | —co, C—|X7—=C|[ U Jc+|xs=c|, + |

e De modo anéalogo, todas as propriedades das séries de poténcias centradas na
origem podem ser generalizaveis a séries de poténcias centradas em ¢ # 0.

e A proposicao seguinte descreve a propriedade mais importante das séries de
poténcias. Efectivamente, so trés casos podem acontecer: a série converge
absolutamente para todos os reais, ou s6 na origem, ou num intervalo centrado.
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oo
e Seju Z apX" uma série de poténcias centrada na origem.
n=0

Entdo verifica-se wma e wma so duas condigoes seguintes:

(i) a série converge absolutamente apenas em x =0 e diverge se x = 0;

(ii) a série converge absolutamente para todo o x € R;

(iii) ex.f'srrm’ que a série converge ubsolutamente

para todo o x €] — R, R]

O .
R

n O

e diverge para todo o x €] —oco, —R[U|R, 4|,

I
-R 0 R
e O comportamento nos préprios pontos X = R e X = — R tem de ser

analisado para cada caso.

e Naturalmente, ao nimero R chama-se raio de convergéncia da série de
poténcias.

e Assim, a questdo fundamental do estudo de uma série de poténcias é a
determinacgio do seu raio de convergéncia: 0, +co, ou um nimero real.
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e E generalizando para toda a série de poténcias centradaem C # O, ...

e Numa a série de poténcias centradaem C # 0,

~+oo

Z f,fﬁ (‘{' - C)”

n=0

Verifica-se uma e uma so das condigbes seguintes:

) a série converge absolutamente apenas em X = C e diverge se X # C.
ii) a série converge absolutamente para todo o X [1 R
i) existe um R > O tal que a série converge absolutamente para

todoo X1]C-R, C+R]|

O '
-R

c

e diverge paratodo o X [I] =0, C—R[ U JC+R, + |

——(C) I O
c-R c c+R

e Nada é dito sobre o comportamento da série nos préprios pontos X = C + R

ex=c-R.
divergente absolutamente convergente divergente
c-R C c+R
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* Determinagao do raio de convergéncia

e Para uma dada série de poténcias centradaem C (€ = 0 ou C #0),

—+ oo

Z (:f” ('{' - {.1}”

n=>0

calculemos o seu raio de convergéncia.

e Para X = C a série é absolutamente convergente e tem soma do.

e Para X # C e assumindo que os @p ndo se anulam, teremos para todo o NLIN |
tplx —¢|" £ 0

e Nestas condi¢des, podemos aplicar o critério de d’Alembert e calcular,

e (=) C Japn] x— e
lim = lim
n—ee fan(x —c)”| n—+eo  |ay| [x —c|"
{
= lim EﬁﬂL_1
nee |”n|
e Chamemos, L:— lim M
H— o |(’.;”|
e Entdo, para |X —c| # 0,
|ctyp1 (x— )|
lim 12! “Ll—c
= i)

e E agora, apenas trés casos podem ocorrer, de acordo com 0s trés possiveis
valores de L : nulo, infinito ou finito nio nulo.
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e Nocasode L =0 temos,

lim ‘UH—I-] (-T_C:l”—i_l‘ B

n—+e a,(x—c)"|

0

e entéo, pelo critério de d’Alembert e a série de poténcias converge
absolutamente, desde que X # C.

Mas ja vimos que também converge absolutamente para X = C.

e Portanto, quando L = 0, a série de poténcias é absolutamente
convergente para todo o0 X L] R e o seu raio de convergéncia é +co.

° R=+OO

e Nocasode L = +oco temos,

lim cn1(x = o) _
n—+eo |, (x—c)"| N

—+oo

e entdo, pelo critério de d’Alembert e a série de poténcias diverge, desde
que X # C.

Mas ja vimos que converge absolutamente para X = C.

e Portanto, quando L = +00, o dominio de convergéncia da série de

poténcias é apenas {C} e 0 seu raio de convergéncia é nulo.

e R=0
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e NocasodeL #0 e L # +oco temos,

‘ ‘(4’”4_[(.‘(—(.‘)”—’_[‘
lim

n—teo |, (x—c)?|

=Llx—c

e entéo, pelo critério de d’Alembert e a série de poténcias converge
absolutamente, para todo o X # ¢, quando,

1

Lix—c|<l<e=|x—c| <+
L
e diverge, para todo o X # ¢, quando,
-l >
X—C —
L

e ja vimos que converge absolutamente para X = C.

e Portanto, quando L é finito e ndo nulo, a série de poténcias é
absolutamente convergente em todos os pontos do intervalo,

1 I
_Z_FC*E_’_(.

e divergente para todo o,

I 1
xe |—oo,—— +c|lJ]|—=—4+c, Foe
—rt S tot

« Entao, o raio de convergénciaé R =1/L.

e Para determinar completamente o dominio de convergéncia da série, sera
ainda necessario analisar o seu comportamento nos dois pontos,

1 |
.T——E+(. .Y—E—l—(.
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e Juntando os trés casos, e assumindo as convencdes habituais, 7/+c0 = 0 e

1/ 0 = +00, podemos estabelecer uma férmula para o célculo do raio de
convergéncia de uma série de poténcias,

| L

R= |; ‘ = 11111 %
[ Fl— o0

lim e “nt1

H— o0 ‘Cf'n ‘ »

desde que 0s @p ndo se anulem e o limite exista, mesmo que infinito.

e Note que, todo este estudo pode igualmente ser feito com base no critério de
Cauchy.

e Desse estudo, e assumindo as mesmas convencoes, resulta outra formula para
o0 céalculo do raio de convergéncia de uma série de poténcias,

R = = lim ——

lim +/ |.:.rn e Yy |uf,

f1— oo

desde que 0s @p ndo se anulem e o limite exista, mesmo que infinito.

e Deste modo, para analisar uma dada série de poténcias, podemos seguir o
processo de aplicacdo de um dos dois critérios, ou utilizar directamente uma
das duas férmulas.

e Os dois pontos extremos do intervalo tém de ser analisados separadamente.
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e Para cada uma das seguintes séries de poténcias, determine o dominio de
convergéncia, indicando os pontos onde a convergéncia € simples ou absoluta.

Hoo
nl

T.T
49

n=

n!
e Paratodoon [N, S—_i{]
n -

e Entdo podemos calcular,

n!

5n n!5n+l
lim ——— =  lim ———
g (n+1)! n—l}+m(rr—i—1]15”
5n+1
) 5
= lim
n—-oo i 4 1
= 0.

« Portanto, R = 0, o dominio de convergéncia da série de é apenas {0}
onde converge absolutamente.

“f 10" 7\"
[ ) —_— -r__
!
n=>0 i 2
10"

e Paratodoon [N,

£0

n!

e Entdo podemos calcular o limite,
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10"
N nl _(n41)! 107
”Elfm 10n+] ”E,l_?m n!10n+1
(n+1)!

— lim nt !
o n—l>+°0 10

e Portanto, R = +00, 0 dominio de convergéncia da série de é todo o R,
sendo absolutamente convergente em todos os pontos.

+00

1
. r+ 1)
Z-nm( }

. #
n=1

e Paratodoon N, # 0

3t /n+1

e Entdo podemos calcular,

3?14—1 m ;

lim

T nSteo 30t 1

lim
n—r oo

1

3t yn+ 1 ‘
1

3?1—1—1 'n + 9

e Entdo, R = 3, e a série é absolutamente convergente para,
v+ 1] <3+— 3 <r+1 <3< re|—42|

e Resta estudar o seu comportamento nos pontos — 4 e 2.
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e ParaX =— 4, temos a série numérica,
—5% 1 ( ‘3)?1 +§x( 1 ]n 1
3tV + 1 - vn—+1
e que é uma série alternada pois, paratodoon ON, ——— > 0

v+ 1

e Analisemos a sucessao,

1 1
e que é decrescente, pois, <
vn+2  vn+1
) 1
e etende parazero, lim ——— =10

n—+oo 4/ 4+ 1

e Entao, pelo critério de Leibniz, a série alternada é convergente.

e Por outro lado, a respectiva série dos modulos,

—+oo _

> =

n=1 n+ 1

e ¢ divergente pois, por comparagao por passagem ao limite,

TL
lim ~——— = lim L =1
n——4oo 1 n——+oo y/n 4+ 1
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por isso, a série alternada é simplesmente convergente,

e entdo, a série de poténcias dada é simplesmente convergente no
ponto X =— 4.

Para X = 2, temos a série numeérica,

N P

gue acabamos de ver que é divergente.

e entdo, a série de poténcias dada é divergente no ponto X = 2.

Portanto, a série de poténcias dada tem como dominio de convergéncia

ointervalo [ — 4, 2 [ sendo absolutamente convergente em | — 4, 2 |,

mas simplesmente convergente no ponto X =— 4.
+oo {_ [ :|”+]
o (x+4)"
); n 107
n=I
(_ | :IH-H
e ParatodoonUN, — £
nlor
e Entdo podemos calcular,
: I .
lim = lim (10{/n)
n——o0 (_l )H—O—l H— oo
n 107
= 10.
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e Entdo, R = 10, e a série é absolutamente convergente para,

x+4| <10= —-14<x <6

e e divergente para,

x+4| > 10 <= (x < —14Vx > 6)

e Resta estudar o seu comportamento nos pontos — 74 e 6.

e ParaX =— 14, temos a série numeérica,

+oo (_”;H_] {0 (_HZfH—]

Lo (710" =L

:l H:l

too
Y-,

n=1

n

e que é divergente, por ser o produto da série harménica basica por— 7.

e ParaX = 6, temos a série numeérica,

too (_l)n+l +o0 (—l)”+l

Y W(m)” =)

n=1 n=1 n

e (ue é simplesmente convergente, por ser uma série harmonica alternada
comp =1.

e Portanto, a série de poténcias dada tem como dominio de convergéncia
ointervalo | — 74, 6 ] sendo absolutamente convergente no intervalo

] — 14, 6 [ e simplesmente convergente no ponto X = 6.
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e E que fazer quando o valor do centro ndo aparece explicitamente na férmula?

Como por exemplo na série de poténcias,

2x —1)"
Z’H‘i—l—lﬁ(r )

e Podemos comecar por tentar manipular algebricamente a férmula.

e Neste caso, notamos que (2x — )" =2" [ x — —
2

i

e transformamos a série dada numa série de poténcias centrada em 1/2,

. _1 n

X
q 12
=n +16 2

 Verifique que o dominio de convergéncia é o intervalo [0, 7] onde é
absolutamente convergente em todos os pontos.

e Noutras situagfes, podera ser necessario fazer uma mudanca de variavel,

e Como por exemplo, 2 X — 1T = Z, convertendo a série dada numa série de
poténcias centrada na origem.

oo ]
”;) n* 416

e Verifigue que, para esta série, o dominio de convergéncia é o intervalo de Z,
[— 1, 1] onde é absolutamente convergente em todos os pontos.

« Regressando & variavel X, naturalmente recuperamos o intervalo [0, 7].
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e Em qualquer dos casos, podemos sempre aplicar directamente um dos
critérios, Cauchy ou d’Alembert, a série dada.

+o00 |
—(2x—1)"
”;)}?4—#16{ ' )

e Comecamos por identificar o ponto, X = 1/2, para o qual a série se anula.

e Eparatodoo X # 1/2 etodoon JN podemos calcular, por exemplo,

|

2x —
. {ﬁ'+l)4+16[ ' .
lim = lim

E—— I
—(2x—1)"
f?4+16{ ‘ )

1 )n+]

nt+16
(n+1)*4+16

(2x—1)

= [2x—1].

e Assim, para o critério de d’Alembert temos L = |2 X — 1|, sendo a série
absolutamente convergente para os valores de X tais que |2 X — 1| < 1.

e Combinando com facto de que a série (nula) € absolutamente convergente
em X = 1/2, confirme o resultado ja conhecido.

+co [_I}H—i-l

e Mostre que a série, Z ————X
2n— 1

2n

n=1

é absolutamente convergente apenasem | — 7, 1].
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* Convergéncia uniforme de séries de poténcias

e Para que possamos derivar e integrar séries de poténcias termo a termo é
vital conhecer os intervalos e o tipo de convergéncia.

oo

. H , . ~ . . ~ . ~
e | Segja Z Uy X" uma série de poténcias com raio de convergéncia ndo nulo
n=>0 . . A .
e seja | o seu intervalo de convergéncia.
Entdo a série converge uniformemente

em qualquer intervalo fechado e limitado de |I.

« Sendo [a, b] um intervalo fechado e limitado de |,

tomando r=max{|al, |b| } temos,
|< | Jrl
o
S 1 1 L

[a,b]lc[-r,r]cl

« Provemos que a convergéncia é uniforme em [— I, I].

Paratodoo X (J[—r, r]etodoo n 0 Ng temos x| < e,

|, X" | < |ay,|r"

e Por outro lado, como a série é absolutamente convergente no seu intervalo
de convergéncia, entdo é convergente a série dos modulos,

+oo +o0
Z | = Z ety |1
n=>0 n=>0
e Ou seja, a série dos moédulos é majorada por uma série numérica
convergente.
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e Entdo, pelo critério de Weierstrass, a série de poténcias é uniformemente
convergenteem [— I, I].

Ecomo[a, b] c[-r, r], asérie de poténcias é portanto
uniformemente convergenteem [ @, b |.

e Generalizando,

~+oo
» A ) : Y
e | Qualquer série de poténcias, Uy (.‘{‘ —C )
n=()
com raio de convergéncia ndo nulo, converge uniformemente

em qualquer intervalo fechado contido no seu intervalo de convergéncia.

+oo [

(2x—1)"

e Por exemplo a série anterior, YA
—nT+16

como vimos, tem como dominio de convergéncia o intervalo [0, 7]
e sendo o intervalo de convergéncia |0, 7], é portanto uniformemente

convergente em qualquer intervalo fechado contido em ]0, 7].

+oo (_ | )n+]

e Por exemplo a série, —(x+4)"
ngi n 107

se tem como dominio de convergéncia o intervalo | — 74, 6 | e como
intervalo de convergéncia o intervalo | — 74, 6 [, é entéo uniformemente

convergente em qualquer intervalo fechado contidoem | — 714, 6 [.
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e Note-se que, a propriedade anterior ndo relaciona directamente a convergéncia
uniforme com o dominio de convergéncia.

e A propriedade seguinte, garante-nos que uma serie de poténcias de raio de
convergéncia ndo nulo é uniformemente convergente em todo o seu dominio

de convergéncia.

e O Teorema de Abel.

Seja Z apX" uma série de poténcias centrada na origem

de raio de convergéncia R > 0.

Entdo verificam-se as condi¢oes seguintes:

+oa
i) seu série de poténcias E anx" converge em x =R,
n=>0

entdo ela converge uniformemente no intervalo [0,R] e tem-se que

oo +e0
. n _ H
_llm_ Z ax" | = Z a,R
—R n=>0 n=>0
+oo
ii) se a série de poténcias E apx" converge em x = —R,
n=>0

entdo ela converge uniformemente no intervalo |[—R,0] e tem-se que

oo

oo
lim apx" | =Y ay(—R)"
0

ot
x——R n= n=0
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e Generalizando,

~+oo
. Il ;. a .
e Seja Z p (X — (.‘) uma série de poténcias centrada em ¢ % 0,
n=() : -
com raio de convergéncia R > 0.

Entéo verificam-se as condi¢gbes sequintes,

) Se a série convergeem X = R + ¢,

entéo ela converge uniformemente no intervalo[ ¢, R + C ] e tem-se,

to0 +o0
lim Zan(.r—c)” = Zu”(RJrc—c‘]l”
x—(R+e)” \ 20 n=>0
i) Se a série convergeem X =— R + ¢,

entéo ela converge uniformemente no intervalo[ — R + ¢, ¢ ] e tem-se,

lim Zu” X—c) Z“” —R+c—c¢)"

1—>f—R+(

n=0 n=0
+oo
Y 2‘.‘: - l "
Por exemplo a série, Z ”4_'_ 16( )

€ entdo uniformemente convergente em todo o seu dominio de convergéncia

[0, 1].

+oo ¢ qhynt
e por exemplo a série E (=1)
[ ] , —_—
= nlo”

(x+4)"

é uniformemente convergente no dominio de convergéncia | — 74, 6 ]
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* Derivagao e primitivacao de séries de poténcias

“+oa

Z nax" L e E U tém raio de convergéncia R.
n—+

n=1 =0

e Generalizando,

oo
e | Seja Z Uy (X — (.‘)” uma série de poténcias centrada em X = C,
n=0 com raio de convergéncia R > 0.
~+oo
Ent&o a série das derivadas, Z Ndy(x —c ]”_]
n=I
= ou
e a série das primitivas, Z —r (x— {.‘)”-'_ l
n=0"1 + 1

tém também raio de convergéncia R.

e Como consequéncia, tanto a série das derivadas como a série das primitivas,
convergem uniformemente em qualquer sub-intervalo fechado e limitado do

seu intervalo de convergénciaqueé ] -R + ¢, R+ C|.

e E com base neste facto, a proposi¢cao seguinte garante-nos que efectivamente
podemos derivar e integrar séries de poténcias termo a termo.
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oo
e | Seja Z Uy (X — (.‘)” uma série de poténcias centrada em X = C.
n=0

Entéo verificam-se as condi¢bes seguintes,

I) a série de poténcias define uma fung¢éo continua em todo o
intervalo fechado contido no seu intervalo de convergéncia.

ii) a série de poténcias pode integrar-se termo a termo em todo o
intervalo fechado contido no seu intervalo de convergéncia.

i) a série de poténcias pode derivar-se termo a termo em todo o
intervalo fechado contido no seu intervalo de convergéncia.

e Conjugando o primeiro destes resultados com o Teorema de Abel, pode
provar-se que a continuidade se verifica em todo o dominio de convergéncia.

oo
, n - A
e Seja Z UplXx — (.‘) uma série de poténcias centrada em X = C,

n=0 com raio de convergéncia ndo nulo,

e seja f(X) a sua soma,

Enté&o,

a) a soma da série de poténcias é uma fungéo continua no dominio
de convergéncia da série considerada.
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e Por exemplo a funcdo soma da série, 2 ”4 n 16 Zx—1)"

é continua em todo o seu dominio de convergenma [0, 1].

oo (_ ] )n+]
e e por exemplo a funcao soma da série, Z 10
n

n=1
é continua em todo o seu dominio de convergéncia | — 74, 6]

(x+4)"

~+oo
e Seja Z p (X — (.‘)” uma série de poténcias centrada em X = C.

n=0 com raio de convergéncia ndo nulo.

Seja | o seu intervalo de convergéncia

e seja f(X) a sua soma,

Entéo,

b) a fungdo soma da série é diferenciavel em |

e paratodoo X L I temos,

oo
= Z na, (x — c.‘)”_l

n=1

e Por aplicacoes sucessivas do mesmo resultado, temos também para todo

ox U/l etodok ON,

FR (x) Z nn—1)(n—k+ Da,(x—c)"*

n=k

Calculo 11 (2009/2010) Rosalia Rodrigues



Capitulo 3 — Sucessodes e Séries de Func¢oes 66

c) a fungdo F(X) definida por,

oo

a
Flx)=) — x—c)" !
(x) ”:0ﬂ+l( ¢)

é a primitiva de f(x) em I tal que F(c) = 0.

d) a fungéo f(X) é integravel em todo o intervalo [a, b] contido no
seu dominio de convergéncia e tem-se,

b h { +e
/,ﬂxm:/ Y () | dx

n=(

Yoo b
— 2/ (ap(x —c)")dx
n=0v4d

e donde podemos calcular,

Lb_f(.r)(f.r =

o
n
: ]fi"i‘]]

o

n -+
i n+1 n _an+l
(.‘?—|—1 ) .=r—|—l(” ) )

— = (a—::r)”“)) :

e
i
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e Recordemos a série de funcgdes,
o n 2 n
ot =144+ +- -+ 4+
n=>0

« A série é apenas pontualmente convergente no intervalo | =7, [, mas é
uniformemente convergente em qualquer intervalo fechado de | -7, 7].

e sendo uma série geométrica, a sua fungao soma é dada por,

| e
flx)= = Z X"
n=>0

[ —x

o esendo] -7, 1[ ointervalo de convergéncia entéo, pela propriedade
das derivadas, temos paratodoo X [1 ] —17, 1],

e Poroutrolado, afungigo F'(x) = —In(l —x)

é a primitiva de f(X) que se anulaem x = 0.

 Entdo, pela propriedade dos integrais, temos paratodoo X [1 ] =17, 1],

+ea 1

—1In(l —x) = s
( X) f;}n+lr

e 0U Sseja,
In l — —lf Lrn—l—l — f l,{_n
| —x  =yn+1 —n
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e Assim, no intervalo | —7, [, as trés fungdes seguintes sdo representaveis por
séries de poténcias,

1 too ) ;

(1) _ = > & =l+o+a"Fa"+---
J. — -n,:l:]

+oo gt a8
2 —In(1 —2) = =+ —+ -+

(‘ 2 -n.z=:0 n+l 23

(3) | Py n—1 . 5.1 9,2
m = ﬂgl n.a — 1 42+ 3" 4 ...

e A partir destas, por ou integracdes, outras representacoes por séries de
poténcias podem ser construidas.

e Como por exemplo,

a) flx)= R
b) f(x)=In(1+2x)
a) flr) = —
X)) =
‘ 1 + 2x

e Podemos utilizar a série (1), substituindo X por —2X,

1 +’.x:( Ly o
1420 ngo“ b

=120+ 2207 = 2% -

e Na&o esquecendo de ajustar o intervalo de convergéncia, que passara
aser]|—1/2, 1/2].
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e Ou podemos verificar directamente que se trata da férmula da soma de
uma série geométrica, com primeiro termo 7 e razio I = —2X.

e Naturalmente, a série geométrica sera convergente apenas para 0s
valores de | —2x | < 1, donde calculamos o intervalo de
convergéncia | —1/2, 1/2].

b) f(x)=1In(1+4 2x)

e Uma possivel solugéo consiste em notar que,

9
n(l+22)) = ——
(I ) 14+ 2«

e e entdo, ou multiplicando por 2a representacdo obtida em a), ou
notando que se trata de da soma de uma série geométrica, com

primeiro termo 2 e razio ' = —2X, obtemos,

) +00

- 7 { 1 T
= Y (="Mt
J. _’_ 2-;1':. 71:0 ‘ ’

cujo intervalo de convergéncia é | —1/2, 1/2|.

e Por outro lado, a funcédo F(ij = In(1+ 2x)

9
é a primitiva de f(,{j — ——— queseanulaemX = 0.

1+ 2

e Resta entdo integrar cada termo, (— 1 j " 2”+143ﬂ
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e E, pela propriedade dos integrais, temos para todo o intervalo de
convergéncia | —1/2, 1/2],

T g at
111(1 + 2.{) — Z (_1)?1 2n.+ L
| =0 n+1
2 3
€X 0T
:‘).T—‘)IQ_ ;}.3—_...
20 275 4+ 9 ;

c) — 2
f(-‘fll — m

Uma possivel solucdo consiste em notar que,

!

1 2
e Mas ja sabemos de (3) que,
1 +0C 1 _ | o
(1— )2 - .H_Z::I ne =14+ 20 430"+

« Entdo, derivando a termo esta série e sendo | =7, 7[ o intervalo de
convergéncia

 temos, pela propriedade das derivadas paratodoo X [1]—17, 1],
) 40

B . 1\ n—2
m B n=2 n(n a Ui

— 24 929% 30 4+3x4dai+-..
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+0o0 _I.n—l—l

e A partir da representagdo, — In(1 —ux) =
que é vdlida paratodoo x 0] -1, 1], n=0

procuremos agora uma representacao em série de poténcias para,

, 1 —x
f(;f.') =1In (l i _r)

com indicacdo do maior intervalo aberto no qual é valida.

e Comecemos por calcular,

In (1 _;I") =In(l —x)—In(1 +x)

1+

e Entdo, por um lado sabemos que paratodoo x 1] -1, 7|,

+oo .I,ﬂ-—H

In(l —2)=— _
n=>0 n+1

e e por outro lado verificamos que paratodoo — x 1] -1, 1],

+o0 ( n—l—L n—H 1
In(l +x) = — —:— A —
( ) ;} n—+1 Z_;' n—+1

ou seja, paratodoo x [1] -1, 1].

e Resta entdo subtrair,

In (l _ I) = In(l—2)—1In(l+x)

+o¢  n+l +oo lJﬂ-—l—l

_ L (— n+1
N Z n+1 + Z n—+1 !
n=[0 n=[
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_ i“ L (=D
N n+1 '

n=>0

e Esta expressédo pode ser simplificada pois,
paran par, —1+(-1)"" =_-1-1 = -2

para N impar, — 1 + (—7)n+1 =—-1+1=0
ou seja, anulam-se todos 0s termos para os quais I é impar ( ou n+1 par)

e Deste modo obtemos a representacao em série de poténcias,
oo

1 —x —2
l _ ; __2?1—|—1
"\Tra ; 41

que € valida para o intervalo | —17, 1|.

e Pode também ocorrer o problema inverso, isto €, dada uma representacdo em
série de poténcias calcular a fungcao soma.

1 =
i = T
e Por exemplo, a partir da representacéo 1— — E T
— /
que é valida paratodoo x 0] -1, 1[. n=0
+oo
.I.H

2'?]!-

calcular a fungao soma da série E T

n=1

indicando o maior intervalo em que essa representacao € valida.
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; +oc
. J‘ TL
e Partindo de, - = E xr
1 —x

n=A>0

1 > \n
e substituindo X por X/2 obtemos, ——— = E (j)
L — 5) n=0

2 X

2 —x 2m
n=>0

A

1
1
1

ou seja,

e E se aexpressdo inicial era valida paratodoo x [1]—17, 1[
esta é valida para x /2 1] —1, 1], ou seja, para todo o;’lx O]1-2, 2.

¥
+00 y

2-}1.

e Para relacionar esta com a série pretendida E T

, - n=1
basta notar que (X")’ =n x"". "

e Assim, pela propriedade das derivadas das séries de poténcias temos,

2 ! +oo e 1
_— T
2— Z 2m

_ n=1
Ou seja,
) 9 +00 In—l
(2 — r)? :E:” on
n=1

paratodoo x [1] -2, 2].

e E multiplicando ambos os membros por X, temos a soma pretendida,

= " = a1 2T
E n— =aumx E n—— = —
n=1 2 n=1 2n (2 - 'I.)Q

que é valida paratodoo x ] -2, 2|.
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