Capitulo 3 — Sucessodes e Séries de Func¢oes 1

Capitulo 4 — Sucessoes e Séries de Funcoes

* Sucessoes de funcoes

e Para um conjunto 7 (D) de fungdes definidas num dominio n3o vazio D C R,
uma sucessao de fungdes € uma aplicacao,

(fu): N — F(D)

no—  fy

onde, paracadan LI N |

x —  fulx)

e Por exemplo, no intervalo [0, 7] podemos definir a sucessao de fungées (),
paracadan LN,

fi=x
f, = x?
f3=x>
f,=x*
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* Convergéncia pontual de uma sucessao de funcoes

e Acada ponto X [J D corresponde uma sucessao numérica (f,(X))

e Se para um ponto X [1 D a correspondente sucesséo (f,(X)) for convergente
para f(X), podemos definir a funcéo,

fr D — R

x —— fl(x)= lim f,(x)

— oo

e Quando, para todos os pontos X [] D se verifica que,

flx)= lim f,(x)

H— oo

dizemos que a sucessao de fungoes (fn) converge pontualmente para a
funcdo f e escrevemos,

e Afuncao f(X) é o limite pontual da sucessao de fungdes (f,(X)) no dominio D.
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e Para o exemplo anterior,

f;: . [D 1] — R

se 0<x< 1 temos,
lim f,(x)= lim x" =0

n— o0 n— oo

masse X = 1 temos,

lim f,(1)= lim 1" =1

H— 400 H— 02

e Portanto, esta sucessao de funcdes converge pontualmente para a funcéo,

I se x=1
0 se xel0.1]

™~

flx) =

O = = = = = = = = = = =

e Assim, a sucesséo (X") de funcées continuas em todo o dominio [0, 7]
converge pontualmente para uma funcgéo f(X) que nio é continua no ponto 7.

e Verificamos também que, sendo todas as funcoes da sucesséo (Xn)
diferenciaveis em todo o dominio [0, 7], a fungao limite pontual f(Xx)
nio é diferenciavel no ponto X =17.
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e O mesmo se passa, por exemplo, com a sucesséo ( sen’(x) ),s; de funcées
continuas em [0, 77] gue converge pontualmente para uma funcao que é
descontinuaem X = JT/2.

e De um modo geral, a convergéncia pontual de uma sucessao de fun¢oes
continuas nao garante que a funcao limite pontual seja também continua.

®» Quatro questdes para as quais a convergéncia pontual ndo garante
resposta afirmativa:

1. Seja @ LI R um ponto de acumulagio de D.

Se paracada N O N, o limite [im f,(x) existir e for finito,

X—id

entdo serd que também existe e é finito o limite lim f(x) 2
X—d

E nesse caso, sera que,

lim (lim £ [x)) — lim ( lim f,,(;]) ?

f——oa \x—d X—id Fi— oo
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2. Se para cada NON a funcéo f;, for continua em Xo [J R,

sera que a fungao limite f também é continua em Xg ?

3. Se para cada NON a funcéo f;, for diferenciavel em Xo [J R,

sera que a func¢ao limite f também é diferenciavel em Xp ?

E nesse caso, sera que,

f(xo) = lim f,(xp)?

1— oo

4. sejaD =[a, bjcoma<b.
Se para cada NLIN a fungéo f,, for integravel em [a, b],

sera que a fungao limite f também é integravel em [a, D] ?

E nesse caso, sera que,

b b
/f(.ﬂu'x: lim /_f”[_r)(jx 2

f1— oo

e Javimos que a convergéncia pontual € uma nocédo “demasiado fraca” para
garantir resposta afirmativa, para todos 0s casos, a estas quatro questdes.

e Paraisso é necessaria a nocédo de convergéncia uniforme.

e Vejamos mais alguns exemplos...
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e Nointervalo [0, 7] consideremos a sucessio de funcdes (f,;) onde,

paracadan LN,

fi=x

f,=x/2
fz =x/3
fs=x/4

e Como O0<x< 1, temosparatodoon N,

S| -

e entéo, pelo teorema da sucessbes enquadradas,

Iim f,(x)=0

H— oo

para todo o x 1[0, 1]

e Portanto, o limite pontual é a funcdo f(x) =0 em [O,7].

e Neste caso, tanto as fungdes da sucesséo (f,(x) = x/n) como a fungéo
limite f(x) = O séo diferenciaveis em todo o dominio.

Além disso, a sucessdo das derivadas (f,(X) = 1/n) converge
pontualmente para a fungéo f(x) = O emtodo o [0, 7] , ou seja,

f'(x)= lim f,:(.r)

H— oo’
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e Nointervalo [0, 7] consideremos a sucessio de fungoes (fp),

ﬁ:(-“ = -

1

fi=x

f, = x%/2
fs = x°/3
f, = x/4

e entédo, pelo teorema da sucessdes enquadradas,

x"

lim f,(x)= lim — =0

n——oe n—-+teo j
para todo o x [1[0, 1]

e Portanto, o limite pontual é a fungédo f(x) = Oem [0, 1] .

e Neste caso, tanto as fungdes da sucessao (f,(x) = x"/n) como a fungéo
limite f(x) = O sdo diferenciaveis em todo o dominio.

Contudo, a sucessio das derivadas (fn(X) = X™') converge
pontualmente em [0, 1] para a fungéo,

Il se x=1

F(x)=
0 se xe][0,1]
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Assim, lim £ (1)=F(1)=1 mas (1)y=0

n— too’

ou seja, (1) lim fi(1)

n— —+oo

e Portanto, a desejada propriedade fr(.’f) = lim f,:(’f)

n— oo

nao se verifica num ponto do intervalo [0, 7] .

e Segundo a nocao de limite, no caso da convergéncia pontual,

a funcéo f(X) é o limite pontual de uma sucessao de fungdes (f,(X)), sse,

VxOD,Ve>0,3dpO0Ntalque, paran=p,

| fa(x) = f(x) | < &

e ou seja, o valor de P a partir do qual | f,(x) — f(x) | < &,

depende de £, mas também depende do ponto X escolhido.

e No caso da convergéncia uniforme, o valor de P depende apenas de &,

e nao depende do ponto X escolhido.
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* Convergéncia uniforme de uma sucessao de funcoes

e Para um dominio real D, dizemos que uma sucessio de fungées ()
converge uniformemente para uma fungéo f e escrevemos,

se, paratodo o € > 0, existe p [I N tal que,
paratodoo N N sen = p,entso, | fr(x) —f(x)| <&

para todo o X [J D.

e Consequentemente,

convergéncia uniforme — convergéncia pontual

e Retomemos a sucessio de fungées (f,) definidas em [0, 1],

!
ﬁ:(-ﬁ —
Fl

e Ja sabemos que converge pontualmente para f(x) = O0em [0, 1].

Seré& que a convergéncia também é uniforme?

e Para & > 0 qualquer, vejamos se existe um p [ N tal que,

para todoon 1N sen > p, entao,

1

[y

|falx)—0| <€ = < €

para todo o x [0, 1].
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e Oraparatodoo 0<x< 1 verificamos que,

V]t X

1

1 n i 1

e basta entdo tomar umvalor p > 1/€&,

e para todo o n = p, teremos,

|fu(x)—=0] = |—

| A\

|/

para todo o x [0, 1].

e Deste modo, provamos que a sucesséao de funcdes converge
uniformemente para f(x) = Oem [0,7].

e Recordemos que:

e Uma das propriedades desejaveis era:

Funcéo limite diferenciavel em todo o dominio, sendo a sua derivada igual
ao limite das derivadas,

« Asucessdo de funcdes (f, = X"/n), apesar de convergir uniformemente,
nao verifica esta propriedade.

e Portanto, mesmo a convergéncia uniforme nao garante que a derivada do
limite seja igual ao limite das derivadas.
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e Para provar que uma sucessao de funcoes (fn) nao converge uniformemente
para uma funcéo f basta provar que,

existe um &€ > 0 tal que, para todo o P ON,

existem NN e Xo O D taisque, n=p e | Ffu(Xxo) —f(x0) | 2 €

« Retomemos a sucessao de fungdes (f, = X"), definidas no intervalo [0, 1]

e Javimos que converge pontualmente para a funcéo,

I se x=1
0 se xe[0.1]

Provemos que esta convergéncia nao é uniforme.

e Paraisso, procuremos um £ > 0 tal que, para todo o p ON,

existem N 0N e Xo 1 [0,7] taisque, N =p e | fa(Xo) — f(X0) | Z €

e Vemos que, em todo o dominio [0, 7],

| fax) =) | = Ix"-0] = || = X’
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e Sefizermos & = Y2 entdo, paratodoon [N etodo o X[ [0, 7],

I I
X > 5 = (x& % Ax e |0, 1[)
%

-

1 I
— e . —— temos que,
2

=
2

e E entdo, para osvalores &€ =

flx0) = Fx0)| = | (x0)"| = (L> _!

e Ouseja,
encontramos um € = % > 0 tal que, paratodo o p 1IN,
existeum N =P e existeum Xo L1 [0,7] , xp = —

72

taisque, N=pP e | fh(Xg) —f(xo) | = €

e No caso da sucessao de fungdes (f, = X/n) definidas em R

« Para verificar que a convergéncia para f(X) = O é apenas pontual e nio
uniforme,

Bastatomar £ = 7 e, para todo o p [ N, tomar n = P e Xo=Pp.
E para esses valores,

X0
P

P
P

| fulx0) — 0] = =1
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% Uma condi¢cao necessaria e suficiente de convergéncia uniforme

o Sejam D C R um conjunto, (f,) uma sucessdo de func¢des

definidas em D e f: D — R wna fungdo.

As condicoes seguintes sdo equivalentes:

| fu— 1l

ii) paratodo o € >0, existe p € N tal que, para todo o n € N,

se n = p, entdo

sup{|fu(x)— flx).xe D} <&

e Tratando-se uma condi¢cdo necessaria e suficiente, ambas as no¢des podem ser
usadas como definicao de convergéncia uniforme.

e Em termos geométricos as duas nocdes significam que,
para qualquer € > 0, a partir de certa ordem n = p,
a distancia entre cada fung&o frzp(X) e a fungéo limite f(x) é inferior a &,

ao longo de todo os valores de X[ D.
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% Outra condicao necessaria e suficiente de convergéncia uniforme

e Trata-se duma consequéncia imediata da condi¢cdo anterior.

Dizer que, a partir de certa ordem,
sup{|fu(x) — f(x)|.xe D} < e

significa que a sucessao dos supremos das distancias é um infinitésimo.

e Portanto, sdo também equivalentes,

i

a)|fn— f

b)| lim (sup{|f,(x)—f(x)].xeD}) =0

Jl— oo

e Nointervalo [7,2] consideremos a sucessio de fungdes (f,;) onde,

paracadan LN,

fa(x)

nx
1 422

e A sucessdo converge pontualmente em [7,2] para a func¢éo nula.
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Utilizemos a condicao anterior para provar que a convergéncia é uniforme.

Paratodoon [J Y etodoo x [1[7, 2],

nx
| + n2x2

nx

| 4 n2x2

|.fn(-r) _ﬂTH = ‘

Procuremos um supremo deste valor.
Como,
7 - »
2+ 1 >0
entéo,

| |
<
1 +n2x2 = p2x2

€ Como N e X sao positivos,

X nx ]

< _
| +n2x2 — n2x2 nx

e porque x [1[1, 2], L < l
Portanto, para todoon [0 N etodoo x LI [7, 2],
I
|fn(-r) _ﬂ’f” < E

ou seja, sup{|/n(x) = flx)].xe[1.2]} <

E como |f,(x) — f(x)| = O, temos paratodoon [0 Y etodoo x [I[1, 2],

1
n

0 < sup{|fu(x) = flx)]x € [1.2]} <
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e Donde podemos concluir, pelo teorema das sucessdes enquadradas,
lim (sup{|f,(x)— f(x)].x€[1.2]}) =0

— oo

e E portanto, a condi¢cdo anterior garante que a convergéncia é uniforme.

+
e Considere a sucessio de fungdes (f,) definidasem R ",

X

ﬁ: (;TJ = m

e Mostre que converge uniformemente para a fungéo f(x) = 0.

e Considere a sucessio de fungées (f;) definidas em [0, 1],

fn(-r) :"ﬂ(l _V”]

e Mostre que converge pontualmente mas nao uniformemente para a
funcdo f(x) = 0.
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* Séries de funcodes

Para uma dada sucessao (fp,) de funcées definidas em D C [R, podemos
definir série de fungdes de termo geral fa,

como o par ordenado ((f,), (Sn)) de sucessées de fungées, onde,

(Sn) é a sucessio das somas parciais, calculadas para cada NN por,

H
so=N+hHh++h=) I
k=1

Se existe o limite (pontual ou uniforme) da sucessao (Sn), dizemos que a série
€ convergente e a esse limite chamamos soma da série,

1o
Z ﬁ: — f

n=1

Uma série converge pontualmente em D guando a sucessao (Sn) converge
pontualmente em D.

Uma série converge uniformemente em D quando a sucess&o (Sp) converge
uniformemente em D.

Tal como nas séries numericas, a natureza de uma série de funcdes nao
depende dos seus primeiros termos.
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®» Quatro questdes para as quais a convergéncia pontual de séries
nao garante resposta afirmativa:

1.

Seja @ [l R um ponto de acumulagio de D.

Se paracada N LIN , o limite lim f;,(x) existir e for finito,

X—d

entdio sera que também existe e é finito o limite dasoma lim f(x) 2
X—d

E nesse caso, sera que Ry Ry
’ ' lim £, (x ) — lim K
Y (lim f,(0) =lim { ¥ £,(x)

n=1 - n=1

Se para cada NLIN a funcéo £, for continua em Xo [ D,

sera que a fungcao soma f também é continua em Xg ?

Se para cada NLIN a funcéo £, for diferenciavel em Xo [ D,
sera que a fungao soma f também é diferenciavel em Xp ?

o

E nesse caso, seraque,  f (Xp) = E falxo)?
n=1

SejaD =[a, bJcoma<b.
Se para cada NLIN a fungéo £y, for integravel em [a, b],

sera que a fungdo soma [ também é integravel em [a, D] ?

b +-co b
/ flx)yde=Y (/ f,,(.r)d.r) ?

n=1

E nesse caso, sera que,
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e Se uma série converge pontualmente em D para uma funcgéo f isso significa
gue, para cada concretizagcao Xp [7D,

lim s,(xp) = f(xp)

n— oo

ou seja,

too
Y fulxo) = f(xo)

n=1

Portanto, a convergéncia pontual de uma série é equivalente a convergéncia
de todas as séries numéricas correspondentes a cada concretizacdo Xo L/ D.

e Analisemos a série de funcdes, definidas em R,

l+ao+a+a a4

e ParaX =0 asérietemsoma 7.
e Para X # 0 é uma série geométrica de raz&o X, pelo que:
para |x| = 7 é divergente e

para |x| < 1 é convergente e tem soma =1/ (1 - x)

e Portanto, apenas para os valores —1 < X <1 a série de funcées
converge pontualmente para a fungéo,

fi]-1,1] — R

X —  filx) =

e e apenas nesse intervalo,

+oo l

X" =
D l _.‘f

=
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oo
e Chama-se dominio de convergéncia de uma série de funcdes, Z f,,
. . n=1
ao conjunto de pontos X [ D para os quais oo

é convergente a correspondente série numeérica, Z fn(x)

n=1

e Consideremos a série de funcdes, definidas em [R,

—+ oo
Z ne ™

n=1

e Calculando o limite do termo geral,

lim (ne ™)

+oo s x <0
n— o0 0 se x>0

vemos que so existe a possibilidade de ser convergente para X > 0.

e Para X > 0, aplicando o critério de Cauchy,

L = lim v/|ne ™
n—s o0

=  lim Vne

n— oo
= nglllm(e_"' VR)
= e °
e a série sera absolutamente convergente quando 0 < L < 1,

ou seja, y :
J e <l<—=e"' >l x>0

.- A - .ot
e Portanto o dominio de convergéncia da série dada ¢ R .

Calculo 11 (2009/2010) Rosalia Rodrigues



Capitulo 3 — Sucessodes e Séries de Func¢oes 21

e Consideremos a série de funcdes, definidas em R,

oo

X
Z 2Msen —
3!?

n=1

e Procuremos majorar o termo geral, paratodoo X LJR etodo o n LN,

? i

X 1y
= x 3

7“ o

0< 2

<

X
2"sen —
3!?

e Paratodas as concretizacdes de x L1 R, a série,

4oo Yy
e

n=1

€ o0 produto de um numero real por uma série geométrica convergente.

e Entdo, pelo critério de comparacao, € também convergente a série,

+-co Y
Z 2"sen —
3
n=I -
400 .
pelo que é absolutamente convergente a série, Z 2"sen a

n=1

e Portanto, o dominio de convergéncia da série dada é todo o R.

e Note-se que estudamos apenas a convergéncia pontual desta série.

e O critério de Weierstrass estabelece uma condigao suficiente para testar a
convergéncia uniforme de uma série de fungoes.

Como nao é uma condi¢ao necessaria, existem séries de fungdes
uniformemente convergentes que nao satisfazem o critério de Weierstrass.
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% Critério de Weierstrass

e Sejam D C R e (f,) uma sucessdo de funcoes definidas em D.

Suponhamos que:

i) existe uma sucessdo (uay) de nimeros redais ndo negativos

oo
tal que a série numérica Z ay, € conver gente;

n=1

ii) paratodo o n € N e, para todo o x € Dl |fulx)] < a,

oo
Entdo a série de funcoes Z [fn converge uniformemente em D.

n=1

e Consideremos a série de funcdes, definidas em R,

£ sen (nx)
Y~
n—1 f1=

e Para aplicar o critério de Weierstrass, procuremos majorar o modulo
do termo geral, pelo termo geral de uma série numérica de termos
nao negativos que seja convergente.

Neste caso é facil pois, paratodoo X LJR etodoo n LN,

sen(nx)| 1
S
7 — 2
= n-
—+ca |
e E sendo Z — uma série numérica convergente de termos nao
H.-..
n=1

negativos, o critério de Weierstrass garante que a série dada é
uniformemente convergente em todo o seu dominio R.
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e Consideremos a série de fungdes, definidas em [0, +oo],
+oo (_ | ]n+l

Z nix—+2)"

n=1
e Paratodoo X =0 etodoo N N podemos majorar,

(_ | )fH—] |
<
n(x+2)"| = n2»

e Verifique que a correspondente série numérica majorante, de termos
ndo negativos, € convergente.

e Entdo, o critério de Weierstrass garante a convergéncia uniforme da
séria dada em todo o seu dominio [0, +oo.

e Consideremos a série de funcdes, definidas em R,
oo |
E n24 4 x*

n=1

e Paratodoo X [JR etodoo n N podemos majorar,

| 1
<
4n? +x4| — 4n?

e E como a série numérica majorante é convergente, o critério de
Weierstrass garante a convergéncia uniforme da séria dada em todo o
seu dominio R.

e Veremos agora como a nog¢ao de convergéncia uniforme, tanto para
sucessoes como para séries, garante resposta afirmativa a algumas das
questdes gue tém vindo a ser colocadas.

Calculo 11 (2009/2010) Rosalia Rodrigues



Capitulo 3 — Sucessodes e Séries de Func¢oes 24

* Propriedades da Convergéncia Uniforme

®» Propriedade dos limites para sucessées de fungées

* Sejam D C R wum conjunto, a um ponto de acumulacdo de D,

e (fu) uma sucessdao de funcoes definidas em D.

Se a sucessdo ( f,) converge uniformemente para a funcdo

f: D — R eparacadaneN, o

limite lim f,(x) existe e é finito,
A—d

entdo verificam-se as condi¢des seguintes:

i) olimite MH(Hmﬁmﬂ)mﬁMeémma

——tco \x—d

i) vale a igualdade

1m1@mﬁu0:nm(mnﬁu0

H— o0 A\ X—d X—d fl— o0

e Por exemplo, a sucessio de funcdes () definidas em [0, 1],

!

ﬁ:(-“ = —

1

e Ja sabemos que converge uniformemente para f(x) = 0em [O,1] .
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e Consideremos o ponto de acumulacdo X = 12,

—

e Paracadan [N, existe e é finito o limite,

e Entado, também existe e é finito o limite,

1
lim 1111% fule)| = lim ( )

n=toe (ol n=too \p 20

e e o seuvalor é igual ao do limite,

lim ( lim (fn(‘,z:))) = 0

rg RO

)

e Como consequéncia imediata desta propriedade dos limites de uma sucessao
uniformemente convergente de funcdes, resulta uma propriedade analoga
para uma série uniformemente convergente de funcoes.
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®» Propriedade dos limites para séries de funcdes

e Sejum D C R um conjunto, a um ponto de acumulacdo de D
~+oa
e E fulx) uma série de funcoes definidas em D.
n=1

+oo
Se u série Z Ja(x) converge uniformemente em D para a fun¢do

n=1

f: D — R e para cadan € N, o limite lim f,(x) existe e é finito,

X—d

entdo verificam-se us condicoes seguintes.

+oo
i) a série numeéricd Z (lil‘rlﬁ,{x]) ¢ convergente;
."i':l X—d
i) vale a igualdade
oo +o0
E (limf,?(x}) = lim an(.r}
n=1 "¢ T\ =1

e Ou seja, numa série uniformemente convergente a soma dos limites € igual ao
limite das somas.

e Por exemplo, se soubermos que é uniformemente convergente emtodoo R e
conhecermos a soma da série de funcgdes,

+oo " _ N " .
3 = 1+rs4+=+—=4+-+—4+--- = e
=0 71! 20 3l n!
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e Como, para cada n LI N, existe e é finito o limite,

B 1
lim — = —
r—1 n) n!

e Entdo, ficamos a saber que é convergente a série numerica,

+oo ]
2
n=(0 TL!

e e ficamos também a conhecer o valor da sua soma,

+oo ] _ .
— = lim " = ¢
ne0 7! r—1

®» Propriedade da continuidade para sucessées de funcoes

e Sejam D C R um conjunto e

(fu) uma sucessdao de fungoes definidas em D.

Se a sucessao (f,) converge uniformemente em D para a funcdo

f: D — R e para cada

neN, a funcdo f, é continua em xp € D,

entdo a funcdo [ € também continua em x.

e Ou seja, o limite uniforme de uma sucesséao de fun¢ées continuas num ponto

€ uma funcao continua nesse ponto.

Calculo 11 (2009/2010)
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~ ~ —_ N .. .
e Recordemos a sucesséo de fungdes (f, = X' ) definidas no intervalo [0, 7], que
vimos ser convergente.

e Como a funcdo limite é descontinua no ponto xo = 7 [0 [0, 1], podemos
imediatamente concluir que a convergéncia nao é uniforme.

e Como consequéncia desta propriedade, resulta que a fungao soma de uma
série uniformemente convergente de fungées continuas num ponto é
também uma fung¢ao continua nesse ponto.

®» Propriedade da continuidade para séries de fungdes

e Sejam D C R um conjunto e
oo
Z fulx) uma série de funcgoes definidas em D.
n=1 o

oo
Se a série E fnlx) converge uniformemente em D para a fun¢do

n=1

f: D — R e para cada

n €N, a funcdo f, é continua em xqg € D,

entdo ua fung¢do f € também continua em xo.
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e Por exemplo, se soubermos que é uniformemente convergente em todo o R,

+oc g

3 — = e’

n=0 TI.

e Como cada uma das fungoes,
AT
£

folz) = —

n!
¢ continua no ponto Xp = 1,

. ] X .
e Ficamos a saber que também € é continua no ponto Xy = 7.

e Consideremos a série de fungdes, definidas em R,
Ji" sen (nx)
x4 + n

n=1

e Paratodoo X [J[R etodoo n 0N podemos majorar,

sen (nx) L
x4t | T Xt ot
~+oo |
e Verificamos que é convergente a série de termos ndo negativos, Z =
7
n=1

e Entdo, pelo critério de Weierstrass, a série € uniformemente
convergente em todo o R.
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e Por outro lado, para cada N [ N, cada funcéo,

sen (nx)

fn(-‘f) — W

é continua para todo o R.

e Entéo, a propriedade anterior garante que a fungao soma,

T sen (nx)

Flx) = l x4 it

hn=

é também continua para todo o R.

e Quando a funcao soma de fung¢des continuas num ponto nao for uma funcao
continua nesse ponto, ficamos imediatamente a saber que a convergéncia da
série nao é uniforme.

®» Propriedade dos integrais para sucessdes de funcdes

o Sejam a,b € R tais que a < b

e (fn) uma sucessao de fungoes continuas em [a, b|.

Se a sucessdo ( f,) converge uniformemente em [a, b

para da fungdo  f: [a,b] — R,

entdo a funcdo f é integrdvel em |a,b] e tem-se

' Ix = lir ’ d
L‘f(.r}(.r_nllfm(/{; fnl(x) .r)
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e Donde resulta,

®» Propriedade dos integrais para séries de funcdes

o Sejuma.b € R tuis que a < b

“+oo
e Z fu(x) uma série de fungdes continuas em |a.b).
n=1

+oo
Se a série Z fnlx) converge uniformemente em [a,b]

n=1

para d fungdo  f - [a‘*!f)] — R,

entdo a funcdo f € integrdavel em [a,b] e tem-se

/ubf(x}d.r = Jio (]jﬁ,(.r]dx)

n=1

e Consideremos a série de funcdes, definidas em R,

+oa l
”; x2 -+ n2

e Paratodoo x JR etodoo n [N podemos majorar,

1 1 - 1
x2 4 n? x24n? — n?
+oo |
e E sendo convergente, e de termos ndo negativos, a série Z —
72
n=1

e entdo, pelo critério de Weierstrass, a série dada é uniformemente
convergente em todo o R.
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e Por outro lado, para cada n I N e por exemplo no intervalo [0, 7], é
continua cada uma das funcdes,

In (’fj =

.r3 —|—n2

e Entdo, pela propriedade anterior, é também continua nesse intervalo [0, 7]
a funcdo soma da série,

+oco |
flx)= ”; m

e e também integravel no mesmo intervalo [0, 7] e além disso podemos
calcular o integral da soma como a soma dos integrais,

| +o0 l ]

n=1

+co |

x]
= Z —arctg—}

n=1 h 1o

o« I

= Z —arctg —.

P— 1 n

e Retomemos a série de fungdes,

+o0o _ 5
ZOJJH = l+o4a "+ "+

« Apenas para sub-intervalos fechados de | -7, 1[ a série é
uniformemente convergente, com soma,

+0oc 1

Z J[Tn p—

n=>0 l —
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 Por outro lado, para cada n (I N, cada uma das fungées f(X) = X" e
continua.

e Entdo pela propriedade anterior, a fungdo soma da série é integravel em
qualquer sub-intervalo fechado [a, b] C | -1, 1[,

da

[ fyde = [

Ja 1 —

= [—In(l — **:”i

= In(l —a) —In(l —5)

e Além disso, o integral da soma iguala a soma dos integrais,

o1 o
/ —dr = Y '/ x" dr
Ja ] — n=0 "¢
o b-n.—|—1 an—i—l
e 0USseja,

In(l —a) —In(l—->5) =
n(l —a)—In( ) P 1

e Sefixarmos a = 0 e fizermos b = X, desde que x [ ] =7, [, podemos
ainda concluir que,

+oo gt
In(l —x) = — LV —1l<uw <l
H( i j nZ::O n+1 I
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®» Propriedade das derivadas para sucessées de funcées

e Sejum D C R wum conjunto aberto

e (f,) uma sucessdio de funcoes definidas em D que

converge pontualmente para a fungao f:. D — R .

Suponhamos que, para cada n € N,

a fungdo f, € diferencidvel em D e a funcdo f,, é continua em D.

Se a sucessdo () é uniformemente convergente em D,

entdo ua funcdo f é diferencidvel em D e, para todo o x € D, temos

fl(x)= lim f}(x)

n— oo

ou sejd,

!/
( lim _f},(x]) = lim f(x)

H— oo H— oo

e Note que, neste caso é sobre a sucessao das derivadas que se exige a
convergéncia uniforme.

H

e Recordemos a sucess&o de fungdes definidas em [0, 1],  f,, (r) - —
' n

e Apesar de a sucessao das fungdes convergir uniformemente, a
propriedade das derivadas nao se verifica, porque a sucessao das

derivadas (Fn(X) = X"") converge apenas pontualmente.
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e Desta propriedade resulta,

®» Propriedade das derivadas para séries de funcées

e Sejam D C R um conjunto aberto e

E fn(x) uma série de funcoes definidas em D que

converge pontualmente em D para a funcdao f: D — R .

Suponhamos que, para cada n € N, a funcdo f, é diferencidvel em D

e a fungdo f) € continua em D,

+oo
s a ! - 4
Se a série Z 1, (x) € uniformemente convergente em D,

n=1

entdo a funcdo f é diferenciavel em D e

temaos, para todo o x € D,

~+oa
1) =Y fulx)

n=I

e Também aqui, € sobre a série das derivadas que se exige a convergéncia
uniforme.

e Portanto, se a série for convergente (pontualmente ou uniformemente) e todas
as funcdes f, forem diferenciaveis, com derivadas continuas, s6 no caso da
série das derivadas convergir uniformemente, podemos derivar termo a
termo, sendo a derivada da soma igual a soma das derivadas.
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e Consideremos a série de funcdes, definidas em R,
+oo |

E — cos(nx)

n=1 n-

e Verifique que a série é convergente em R.

e Paracadan U Neparatodoo X JR, cada funcao,

fulx) = L; cos(nx)
0

é diferenciavel, com derivada continua,

filx)= —L,,sen (nx)
2

e Por outro lado, ja estudamos a série das derivadas,

~+oo

Ry —1
Y filx) =) —sen(nx)

n=1 n=1 L

e verificamos que é uniformemente convergente em todo o R.

e Entdo, a propriedade anterior garante-nos que a fungao soma é
diferenciavel paratodoo X LJ R,

fl(x) = f (Lcos(m)y = f _—lsen(m)
flix) = 3 ] — . .

n=1 n-
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e Admitamos que sabemos que é uniformemente convergente emtodo o R a
série de funcgoes,

oo " 2 '3 Ik
Y — =14+ —|— — —|— +ot— 1+
n=0 71! 3! n!

e Paracadan JNeparatodoo X R, cada funcao,

.n
A
f'n.(*‘i:) -
n!
é diferenciavel e tem derivada continua,
f"( ) J:n—l
Y B¢ = —
(n—1)!

e Sera uniformemente convergente a série das derivadas?

e Ora a série das derivadas é a propria série dada, pois a derivada do
primeiro termo é nula e,

in—l

oo ot
-n_g (n—U B E

i

e Portanto, a série das derivadas é também uniformemente convergente e
podemos igualar,

("'"’C JJH')! +oo
n=0 n! n=>0 n!

e ...0Que ndo é para admirar, pois,
oo " ) £ 2 " S 1
n=0 n! 2! nl e
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