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* Séries de modulos

o0
e Para uma dada uma série E (1,, cujostermos sao numeros reais

n=1

(de sinal nao necessariamente constante), por vezes interessa

estudar a série dos médulos gue |Ihe esta associada.

. ™ cosn
e Por exemplo a série, Z _
”3
n=1
= cosn
tem como série dos médulos, Z 3
HI—

n=1

CoOsn

e como, () < :

<

1
n3

n

podemos concluir por comparacao termo a termo com a série harmonica de
ordem 3 que a série dos médulos é convergente.

B (1)
e Por exemplo a série, Z -
n=1 \/E
+oo 1
tem como série dos modulos, —
n=1 V1

que é a série harménica de ordem "2 e portanto divergente.

e EXxistird uma relacao?
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* Proposicao: Se a série dos médulos for convergente, entao
a série original também é convergente.

~+oo
e Seja Z |un | a série dos modulos que assumimos ser convergente.

n=1
oo

Mostremos que a série dada Z u, étambém convergente.

n=1

e Comecemos por verificar que, para todo o numero real a,
-lal| < a<|a|
e entdo, também para todos os termos da série dada,

_|”n| <d, < |”n|
« donde, somando |ap| obtemos, 0 < «, + |u,| < 2|ay|

e Mas se a série dos modulos é convergente, tampém é convergente o seu
produto por 2, oo
Z 2|ay,|
n=1
e e pelo critério de comparacao termo a termo, também é convergente a

serie, Lo

Z (f"n + |“n| )

n=1

e Deste modo, podemos reescrever a série dada como a soma de duas
séries convergentes,

oo oo
Z d, = Z ((an + lay]) —|an])

n=1 n=1

e pelo que a série dada € também convergente.
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Portanto: 2 |an| convergente => X a, convergente

e por consequéncia: X a, divergente => X |a,| divergente

e Como por exemplo,

o0 +o0

cosn cosn
Z 3 convergente ] Z _ convergente
- 3?3
i R
e 0uU entao,
400 o 400 ] +oo
> (—1L)"dvergente O Y [(—1)"| = X 1 divergente
n=0 n=>0 n=0
e Contudo, tal como veremos,
1 1 1 1
l——+z—=+---£—F---=In2
2 3 4 n

apesar da série harmonica basica ser divergente.

* Convergéncia simples e absoluta

e Uma série numérica chama-se absolutamente convergente quando a série dos
seus modulos for convergente.

Quando for convergente, mas a série dos modulos for divergente, chama-se
simplesmente convergente ou convergente.

e Portanto: convergéncia absoluta =— convergéncia (simples)

e Note que, se numa série convergente os termos forem todos positivos a série
é também absolutamente convergente.
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* Critério de Cauchy ou Critério da Raiz

Jos
* Sejam Y a, uma série de mimeros reais e

n=1

L:= IiT v |
H— oo

Se o limite L existir , verificam-se as condi¢des seguintes:

+cu:\
(i) [se O < L < || entdo a série Z ay € absolutamente convergente,
n=I

logo convergente;

oo
(ii) |[se L > | ou L = +od| entdo a série Z a, é divergente.

n=l

(Note que L nunca pode ser negativo e que nada se afirma para L=1)

+== |
e Por exemplo, para a série Z

= (Inn)"

e Aplicando o critério de Cauchy,

f | Fo ]
lim (/| 7—| = lim “##—1
n—+eo (Inn)" n—+=\{ (Inn)"
) |
= |lim —
n—4=nn

e calculamos L = 0, donde podemos concluir que a série é absolutamente
convergente.
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e Estudemos a série,
L2 3y 4y N
5‘(5) *(%) ‘(5) I

e (ue tem forma geral,

+00 1 n
1 7+1 (7)
-51 (=1) 2n+1

1 n
(2-“.+1) T

e Aplicando o critério de Cauchy,

n n
= i n %
n—l'-l—ll—l'x. (2.”_ 4+ l)

. n 1
= lim — = —
n—+oc 2n + 1 2

. n "
—1 n+1 ( )
(‘ ) 2n + 1

lim ?J
n——400

e L=la<1 pelo que podemos concluir que a série € absolutamente
convergente.

e Consideremos agora a série,

1o/ 73y?
) () e

e 0uSseja,

) TIQ
()
n+1

_|§_ ( n )?12
n=1 \n+ 1

e Apesar dos termos serem todos positivos, o critério de Cauchy é aqui
bastante atil.
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e Calculemos L,

2

) ., n n ) n n
lim . = lim .
n—+oc \[[\n + 1 n—+oc \n 4 1

, 1\ |
= lim |—| = -
n——+oc | ] + — e

e como L = 1/e < 1 a série é absolutamente convergente.

e Convém nédo esquecer a definigdo do numero de Neper,

e No caso da série,

oo (_ | )nz}n
?n

n=1

e ¢ simples verificar que L = 8/7 > 1 pelo que é divergente.

e Note que o critério de Cauchy nada garante para o caso de L=1.

e Por exemplo, para as duas séries harménicas,

+oo ] +oo ]

e calculando os dois limites,

e em ambos os casos L = 71, sendo uma divergente e a outra convergente.
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e Tentemos aplicar o critério de Cauchy a série,

40 _ n \"

-
. , n
lim = lim " (7)
n——400 n—-4oo n-+1
, n
= lim — =
n—+o0 1+ |

e Neste caso, L = 7 e o critério de Cauchy nada nos permite concluir.

e Tentemos uma abordagem mais simples: sera que a sucessao dos termos
tende para zero?

e A sucessao dos termos tem claramente duas sub-sucessoes: a dos termos
de ordem par (positivos) e a dos termos de ordem impar (negativos).

Analisemos os limites das duas sub-sucessoes,

{(—1)”( . )} !
| n+1/) ) par e

e ()] !
n+1/) Ju impar e

e Entdo, a sucessao dos termos tem duas sub-sucessdes com limites
diferentes, pelo que a sucessao dos termos nao tem limite.

e Sendo condicao necessaria para a convergéncia de uma série que
a sucessao dos seus termos tenda para zero, podemos concluir que
a série é divergente.
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% Critério de d’Alembert ou Critério do Quociente

]
e Sejam Z a, uma série de niimeros reais ndo nulos e
n=1

i,
L:= lim [an 1|
f— oo |,ﬁf”‘

Se o limite L existir , verificam-se as condicdes seguintes:

+e=
(i)| se O < L < 1,|entdo a série Z a, ¢é absolutamente convergente,
n=l1

logo convergente;

oo
(ii) |se L > 1 ou L = 40| entdo a série Z a, é divergente.

n=|1

(Note que L nunca pode ser negativo e que nada se afirma para L=1)

e Recordemos uma série geométrica, como por exemplo a de razéo I = — a,
I 1 1 1 2
1— -+ - 4.+ .=
2 PITRT T T 3

e Aplicando o critério de d’Alembert, é simples verificar que L=%<1
pelo que a série é absolutamente convergente.

e O mesmo se passa com todas a séries geométricas de razao I, onde o
limite do critério de d’Alembert tem o valor L = | r|.

Assim, sempre que L = | r| < 1, a série geométrica é absolutamente
convergente e sera divergente quando L=| r| > 7.

« Tal como no estudo das séries geométricas, o valorde L =| r| = 1 tem de
ser tratado como um caso particular.
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e Estudemos a série,

ot

9

4
‘)
s

I

23 on
4+ — e — 4.
3 n

+

— | 2

e O limite do critério de d’Alembert tem o valor L = 2 > 1, pelo que a série
é divergente.

e ...0Que ndo € novidade, pois a sucessao dos termos é crescente.

e Por outro lado, para a série,
I 2 3 n

e olimitetemovalor L =% < 1, pelo que é absolutamente convergente.

e Analisemos agora a série,

4-2’-‘:-‘6- n
n=1 2" +n

e Bem depressa descobrimos que uma aplicagdo directa do critério de
d’Alembert n&o é conveniente ...

e Contudo, tratando-se uma série de termos positivos, podemos tentar
compara-la com outra série mais simples.

Por exemplo, verificamos que paratodoon = 17,

T T
— L —
on +n on
+oC N
e e efectivamente jA provamos que a série Z %
n=1 2

é absolutamente convergente.

e Portanto, pelo critério de comparacao a série dada € também convergente
e, sendo os seus termos todos positivos, € absolutamente convergente.
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e Vejamos agora a série, . )
E@ 3 nl41
n=1

n T

e Também neste caso, uma aplicacdo directa do critério de d’Alembert €
demasiado complicada.

e A simplificacao mais ébvia consiste em notar que,

3t nl 4+ 1 3" nl

n T .n.._?l

\/

e Entdo, vale a pena tentar averiguar se sera divergente a série,

+oo 37 pl

n—1 n"

e Calculemos o limite do critério de d’Alembert,

Bn+l (n—i—l)f 3n.+1 (-n—|—1)!
: (n+1)n+1 , n+1)+1
lim T —  Jim - ‘3”_)_ ,
n—-+oco 3n nl N 00 an nl
'n.” nh

3 (n4+ D)l

= lim
n—+00 31 nl (n 4 1)+!

3(n+1)n"

= lim
n— 00 ( n -+ Un—i—l
, 3n"
= |lim ——
n—+oo (p 4+ 1)

M T 3
= 3. lim (n ) = —
n—to \n + 1 ¢

e E efectivamente L = 3/& > 1, pelo que a série auxiliar é divergente.
Assim, pelo critério de comparacao, podemos concluir que a série dada e
também divergente.
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+-co (_ | )nz'}n
e Retomando a série, Z N T =
Tn

n=1

e Verificamos que, também para o critério de d’Alembert, obtemos o0 mesmo
valorde L = 8/7 > 1.

e Este facto é consequéncia directa da seguinte propriedade dos limites de
sucessoes:

e Propriedade: Seja (Up) uma sucessao de termos positivos.

Hy+1 _
=d., di= R+
Uy

Se lim

entdio lim/u, =a

e E também o critério de d’Alembert nada garante para o caso de L=17.

e Por exemplo, para as duas séries harménicas,

+oo | +00 ]
- )
- a1 N = n
e calculando os dois limites,
l ‘
) ] . i
lim = lim =1
n——+eo n—-oo )] +
1
|
, (n+1)2 , n*
lim ————— = lim 3 =1
n——too 1 n—+eo (n+ 1)

e emambos os casos L = 7, sendo uma divergente e a outra convergente.
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* Séries alternadas

e Nas séries alternadas os termos séo alternadamente positivos e negativos,

ou seja,
anp = (_1)’7 Zp onde Zp > 0 |:| nDN
ou z,<0 [ nUN
+00 1
e Porexemplo, > (—1)" —
n=0 AL

€ a nossa conhecida série alternada,

_ 1 1

D] —

gue também podemos escrever na forma,

on

e Também é uma série alternada,

ja que o resultado da funcéo exponencial tem sempre o mesmo sinal (positivo
para qualquer argumento).

oo
e Contudo, Z(—l)” cosn

n=1

nao é uma série alternada pois, por exemplo, cos 1> 0 e cos 4< 0.
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% Critério de Leibniz

o | Seja (un) uma sucessdao de niimeros reais positivos,

monotona decrescente e tal gue lim a, = 0.
n— oo

oo
Entdo a série alternadu Z (—1)"a, é convergente.

n=1

I
e Trata-se de uma série alternada, pois ﬁ ~ () paratodoon ON
in+

e Comecemos por averiguar a possibilidade de ser absolutamente
convergente, pois nesse caso 0 problema estaria resolvido.

Para isso, analisemos a série dos modulos,

+oo 1 oo l
_l n —
”g’l{ )Zﬁ'—l—l ”g'lzf?.—l—l
+o2 |
e Tomando como referéncia a série harmonica basica, —
1
n=1

Verificamos que o critério de comparacao nada permite concluir.

Mas o critério de comparacao por passagem ao limite revela que tém
ambas a mesma natureza, ou seja, que a série dos moédulos é divergente.

e Contudo, o facto da série dos modulos ser divergente nada permite
concluir sobre a natureza da série dada.
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e Vejamos se podemos utilizar o critério de Leibniz.

oo

Y (—1)

n=I

e Efectivamente, € uma sucessao de numeros reais

positivos. 2n+1

e que é monétona decrescente pois, para todo o n N,

| |
2n—+3 B 2n—+1

Upy | — Uy

2n+1—-2n—-3
(2n+1)(2n+3)

= —2 < 0
(2n4+1)(2n+3)

0

+ I
e E também que essa sucessdo tende para zero, |im

n—+oo 20 + 1 -

e Estdo assim satisfeitas todas as condi¢des do critério de Leibniz, pelo que
podemos concluir que a série dada é convergente.

e Na verdade, sabe-se que,

I 1 1 | T
/I R —

m—1 1 7]
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e Em termos graficos, observemos o comportamento desta série,

oo l
Y (—1)'5—
= 2n+1

e Os termos sao alternadamente positivos e negativos, mas formando uma
sucessao que tende para zero.

e e naturalmente, a sucessao dos modulos dos termos também tende para
zero.

2n—+1 ¢

. v |
e Temos assim a sucessao de termos positivos, (ﬁ)
2n—+

gue € monotona decrescente e tende para zero.

e Podemos entéo concluir pelo critério de Leibniz que a série dada é
convergente.
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e Observando o comportamento das primeiras somas parciais da série,

e verificamos que convergem alternadamente, para um valor que se sabe
seriguala Tt/ 4 — 1.

P oo
e Estudemos a série, . Z (—1)" 3n—+1
i S5n+2
- . 3n+1
e Trata-se de uma série alternada, pois = 5 ~ () paratodoon ON
n+2

e Comecemos por tentar a abordagem mais simples:
Sera que a sucessao dos termos tende para zero?

Os termos formam duas sub-sucessoes,

( 3n+1
e Sh12 se n € par
i SH—'_ZZ 3n+1 o
| 52 se n € impar
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Mas as duas sub-sucessoes tém limites diferentes.
Entdo, nao existe o limite,

3n+1
lim (—1)'——

i

E como é condigao necessaria para que a série seja convergente que esse
limite exista e seja igual a zero, a série dada tem de ser divergente.

Antes de tentar aplicar qualquer um dos critérios de convergéncia, convém
sempre verificar a condigcao necessaria de convergéncia mais simples.

Para este exemplo, foi facil detectar a nao existéncia do limite da sucesséo
dos termos da série.

Em termos graficos,

podemos observar as duas sub-sucessdées, cujos limites sdo 3/5 e — 3/5.
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e Estudemos a série, f( HHIHH

Inn
e Trata-se de uma série alternada, pois —— ~ () paratodoon= 2.
il

e Comecamos por verificar que a sucessao dos termos é formada por duas
sub-sucessbes, ambas de limite igual a zero.

Portanto, a sucessao dos termos tem limite zero e concluimos que a série
pode ser convergente.

e Em seguida, vamos averiguar se serd ou ndo absolutamente convergente,
estudando a série dos modulos,

= Ldnn| W nn
Y|t =y

i n = n

e Paraisso, podemos usar qualquer um dos trés critérios para séries de
termos positivos.

Por exemplo, pelo critério de comparacao por passagem ao limite,
utilizando como referéncia a série harmonica basica,

Inn

lim 22— = lim Inn =+
H— oo 1 H— oo
n

donde concluimos que a série dos modulos é divergente.

e Portanto, a série dada nao é absolutamente convergente, mas ainda pode
ser simplesmente convergente ou divergente.

e Vejamos se podemos aplicar o critério de Leibniz.
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y iy Inn
e A série dada tem a forma, Z (_ 1) —
—n n

=L

Inn
e JaverificAmos que é uma série alternada, pois —— ~ () paran = 2.
il

Inn
e E necessério agora estudar o comportamento da sucessao —

e Para verificar se sera monotona decrescente, podemos utilizar a funcéo
auxiliar,

fi 2,4 — R

Inx
X — —
X

que tem derivada,
| —Inx

o) ==3—

Ora para que seja f(X) < 0, é precisoque 71—Inx<0
Inx=1

e Ou seja, a funcao auxiliar s6 € monoétona decrescente para X = €.

Mas, como o comportamento da série nao depende dos seus primeiros
termos (neste caso apenas um termo), podemos considerar a sucessao,

Inn

gue € monotona decrescente.

E também simples verificar que esta sucessdo tem limite igual a zero.

e Estando finalmente provadas todas a condigfes do critério de Leibniz,
podemos concluir que a série dada é convergente.

E como verificamos que a série dos médulos é divergente, podemos ainda
acrescentar que é simplesmente convergente.
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e Observemos o comportamento dos primeiros termos da sucessao,

que efectivamente sé é mondtona decrescente a partir de n = 3.

e E também as primeiras somas parciais da série dada,

= Inn
Y (=D)"—
—9 n

RS P S,

e A série dos modulos é contudo divergente,

= 1nn

=2 1

e Determine a expresséo de uma funcao f(X) que tenha o mesmo
comportamento assimptético que série dos maédulos.
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* As séries harmonicas alternadas

e Comecemos por analisar a série harmoénica alternada basica,

e Trata-se efectivamente de uma série alternada, pois 7/n > Qparan = 7.

e A aplicagéo do critério de Leibniz é simples, pois (7/1) é uma sucessio
monoétona decrescente de limite zero.

Portanto a série harmodnica alternada basica é convergente.

e Além disso, como bem sabemos, a sua série dos modulos é divergente.
Podemos entdo acrescentar que a série harmonica alternada basica
simplesmente convergente.

e Como depois veremos, prova-se ainda que,

e donde podemos calcular,

o0

1 1 1
+-———+--E—F---= In2
3 4 -n.:F
1 1 1 1
Tyttt Ty !
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e Observemos o comportamento das primeiras somas parciais da série
harménica alternada basica e a sua convergéncia para— In 2.

e Passemos ao caso geral da série harmoénica alternada de ordem p.

Paratodoo P € [R existe uma série harménica alternada com a forma,

o |
Y (-1
e nP

cuja natureza depende do valor de P.
e Trata-se efectivamente de uma série alternada, pois __ ~ () paranz 1.
nP

e Ja conhecemos a respectiva série dos moédulos,

+co | oo 1

Y- =X

Iy
n=1 n n—=

que é convergente se p > 1 e divergente se p < 1.

e Portanto, para p > 1 a série harmonica alternada de ordem p é
absolutamente convergente .
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e Por exemplo para p = 2, Leonhard Euler provou que,

]

' 1 - 1 1 P 1 .
242 2T
donde
U N DO U
=1 n2 22 32 :FT?Q 12

sendo a convergéncia absoluta (e muito rapida),

+o0 a1
Y (=)" —

n=1 n
2

o
e Para p =0 temos a série, Z (—1)"

gue sabemos ser divergente.

1

e Para p <0 como nio existe o limite, [1m (—1 )” >
n— o 1

a série harmonica alternada ¢é divergente.
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e Por exemplo, para p = — 2 asucessio dos termos é formada por duas
sub-sucessbes que sdo ambas divergentes.

e Resta assim analisar os casosemque 0 < p < 1.

e Vejamos se podemos aplicar o critério de Leibniz.

+oo ]
e Asérie dada tem a forma, Z (—1)"—
- npP
n=I
e Sendo — | uma sucessio de nameros positivos paran = 1,

HF

analisemos o0 seu comportamento.

e Para verificar se sera monotona decrescente, utilizemos a funcao auxiliar,

X — L
xP

gue derivamos,

e donde concluimos que F(X) < O, paratodo o x [J [7, +oo[

etodoo p ]0, 1].
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e Assim mostramos que a funcdo auxiliar € monogtona decrescente

1

e portanto também que a sucessao | — | é monétona decrescente
nP
para0<p<1.

e Facilmente verificamos também que esta sucesséo tem limite igual a zero.

e Estando reunidas todas a condi¢des para a aplicagéo do critério de Leibniz,
podemos concluir que a série dada é convergente.

E como sabemos que a série dos modulos é divergente, podemos ainda
acrescentar que é simplesmente convergente.

e Observemos por exemplo para p = 2 comportamento

dos primeiros termos da sucessao dos modulos,

re.

Ll
L ]
L ]

L ]

e das primeiras somas parciais da série,

DRI
nzz:l \/ﬁ
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e Em concluséo, a série harmoénica alternada de ordem p,

o é divergente se p<O0
+ . |
Z (—1 ) — é simplesmente convergente se 0<p< 1
i
n=

é absolutamente convergente se p > 1

e E juntando,

convergente

divergente

® O

absolutamente

simplesmente convergente

convergente O

divergente O g
@
P 0 1
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% Exercicios sobre séries numéricas

I
. Sejaz a, uma série de termos positivos convergente.
n=1
(a) Mostre que a série Z — ¢ divergente.

a
n=1 "

X
.o p
(b) Mostre que a série E 5, € convergente.
n=1"
+o0 +0oo
* Sejam E 1, € E b,, duas séries de termos positivos convergentes.

n=1 n=1

Indique, justificando, a natureza das seguintes séries:

* Sejam (ap)new € (bn)neny duas sucessoes de nimeros reais.

R b
P T
Sabendo que a série § (uﬂ_ — _)> é

n=1 -
o
convergente e que a série Z ay, € divergente,
n=1
G0
determine a natureza da série Z b,,.

n=1
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Capitulo 3 — Séries Numéricas 63

e (a) Defina soma de uma série de nimeros reais.

1 1
(b) Utilizando a definicio, calcule a soma da série E ( 1T 4).
i T -

n=1

e Calcule a soma das séries seguintes:

+oo

2
(a) E ——.
n2 —2n

n=3

+oo on _ 32?1

() 107

=0

©S (L]
Z 3114—2_3? )

n=0

e Estude a natureza das séries numéricas seguintes:

i =11 (”LQ)
= 2\
- > (50)

f —10sin(n)\"
n

n=1
+oo 2.”
3P peces
n! 4+ 20
n=1
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Capitulo 3 — Séries Numéricas 64

e Estude a natureza das séries seguintes e, em caso de convergéncia,

indique se se trata de convergéncia simples ou absoluta.

“+oo )
1
° Z(—l)’”‘ sen —
n=1 "
G+
10
o Z(—l] sen —
n=1 "
i‘a (__”: - ‘3)2?1
n=1 "
io (—1)"n
¢ )
— n +4
- 1
- D ()——
- v+ 1
+o0 ( 1)-}1.
° Z arctg —
n=1 e

i senn + 1
= (2n)!

i" (-'n.. _ 3)9
[ )

lf-'i“]!-

n=1

=X (=1

3

n=1

n? +4
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