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Capitulo 3 — Séries Numéricas

Capitulo 3 — Séries Numéricas

* Conceitos basicos

~ n
Como exemplo, recordemos a sucessio de termo geral 772", nNy.

lull—h

1

Oﬁlr—k

1
4

Sabemos que a sucesséo (1/2") é convergente e tem limite igual a O.

Pretendemos agora saber o que acontece a soma de todos os termos,

| 1 1 1 1 -,
—|—§—|—1—|—§—|—”*—|—§—|—*“—:

Tera esta soma um valor finito ou infinito?

E se a soma for finita, qual o seu valor?

Ou seja, pretendemos estudar a série numérica de termo geral /2", N[N,

e Qual é a natureza desta série?

e Sera convergente ou divergente?
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Capitulo 3 — Séries Numéricas 3

e Paraisso, vamos construir a sucessao das somas parciais,

S = 1
1
.‘-:'1 = 1“‘5
I
EE R
I U 1
P —|—§—|—E—|——|—§

e Neste caso, tratando-se de uma progressao geomeétrica, é facil calcular,

1 —4 1
. _ an _ O (l L )
Sno = 1 1 A o +1

]

£

e e também é simples calcular o limite da sucessao (S;) das somas parciais,

1
lim Sp = lim 2(1— \J = 9

n—-+oo n——+oc 233.+1*

e Por definicao de convergéncia de uma série podemos concluir que,

ol 1 1 .
ttptg Tt =2

e 0U seja, esta série é convergente e tem soma igual a 2.
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e Em termos numéricos, podemos observar as convergéncias do termo geral

para 0 e das somas parciais para 2,

n 1/2" Sn

0 1.000000000000000 1.000000000000000
1 0.5000000000000000 1.500000000000000
2 0.2500000000000000 1.750000000000000
3 0.1250000000000000 1.875000000000000
4 0.06250000000000000 1.937500000000000
5 0.03125000000000000 1.968750000000000
6 0.01562500000000000 1.984375000000000
7 0.007812500000000000 1.99%2187500000000
8 0.003906250000000000 1.996093750000000
9 0.0019%53125000000000 1.998046875000000
10 0.0009765625000000000 1.999023437500000
11 0.0004882812500000000 1.999511718750000
12 0.0002441406250000000 1.999755859375000
13 0.0001220703125000000 1.999877929687500
14 0.00006103515625000000 1.999038964843750
15 0.00003051757812500000 1.999969482421875
16 0.00001525878906250000 1.999084741210938
(6% 0 2

e Em termos graficos, podemos visualizar o resultado da soma desta série,
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Capitulo 3 — Séries Numéricas 5

e Este exemplo é um caso particular de uma série geométrica de razao r = 1,
gue tem forma geral,

a+ar+arf+ar+.. +ar+..

com somas parciais,

s, =a+ar+ar+.. +ar

=(@-a.rn/(1-r = a(-rm"/-r

Portanto: Quando <1 (sn) - a/(1-r)
e a série é convergenteetemsoma S =a/(1-r)
Quando |0 > 1 (Sp) — oo

e a série € divergente.

e Uma série geométrica de razdo r = 1 é da forma,
atata+t+.. ta+t..
e como as somas parciais sdo, S, = (n+1) a

entdo (Sp) — 0o e asérie é sempre divergente.

Note que, se @>0 entdo (S;) — +oo

se a<0 entdo (Sp) — -o©

e Quando r = -1 a série tem a forma,
a-ata-a+t..

Neste caso, como Sy oscila entre @ e 0, a sucesséo (Sp) ndo tem limite e a
série é divergente.
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* Algumas séries convergentes famosas

e Soma dos inversos das poténcias de 2, mas com sinais alternados,

| 1_|_1 1+ :I:l 2
_3 E_La PR EZF"'_g

e Somas dos inversos dos factoriais,

SN 1 -
HETR TR TR IE
LI S SR 1
BT I E

e Soma dos inversos dos impares, com sinais alternados,

11 1 -
1___|_____|_,”:|:— e —
375 7 om 1 1

e As séries de Euler,

T Lot 1 1
6Tt

™ 1 1 1 1 1
T oEtEtRtETe T
™ 1 1 1
Do TR E TR
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* Propriedade: A natureza de uma série ndo depende dos seus
primeiros termos.

~+co
e Consideremos uma série qualquer, Z Uy
n=1 too

e outra formada pelos seus termos a partir de p > 1, Z Uy
n=p

e Provemos que as duas séries tém a mesma natureza.

Sejam (Sp) e (S'n)nzp as respectivas sucessdes de somas parciais,

1 i
Sy = Z ay, 5; = Z ay
k=1

k=p
ou seja,
J
Sp-’] Sn
' N\ 'd N
a1 + ar + + ap_1 + ap + ap+1 + + dan
“ 7
Sn
. JJ .
Entao, Im s, = lim (s, —s5,_|
n—-oo " :‘?—»"f"x‘( " P )

lim (s’ +5,_1)= lim s
n—.»+oo( 1 P l) n—too

e as sucessées (Sp) e (Sn)nxp ou sdo ambas convergentes

ou séo ambas divergentes.
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—+co —+oco
e Portanto as séries Z a, e Z (l;, tém a mesma natureza.
n=1 n=p

e No caso de serem ambas convergentes, atendendo a que,

lim s, = lim (s" +s,_()=s,_1+ lim s
n—-co " n—;——|—oo( n P 1) P l n— oo n

podemos concluir que,

oo oo
Y an=sp-1+ ),
n—=1 n=p
I S
e Por exemplo as séries, - PR 3
n=I) 2" n—=1 2" n=2 2"

tém todas a mesma natureza.

imeira & +oc ]
e E como sabemos que a primeira é convergente, — — 1
—, Oon
odemos provar que: n=1 <
p p q e 1 |
n=3 AL a 4
+oc ] 1
ﬂ;p on ol
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* As séries telescopicas ou séries de Mengoli

e Comecemos por estudar a série,

LS S S
1.2 2.3 3.4 n(n+1)

gue pode ser escrita na forma,

+00 1 +oo ] 1

— Z(__

El nin+1) =1 n n+1

)

e Se calcularmos as somas parciais,

1 1 1 1 1 1 1
Sp = (1 —= = o - — ;

( 2)+(2 :3)+(3, 4)+ +(-n. -n-+l)

1 1 1 1 1 1 1
= 1 — 4+ = — + - — 4+ —) -

+ 2+2)+(‘ f3+3)+ + 'F?-+'H.) n—+1

_ 1
n—+1

verificamos que a maior parte dos termos se cancelam mutuamente, so
restando o primeiro e o ultimo.

Calculando o limite,
lim s, = 1

n——+o0

e e portanto,

+oo 1 +oo ] 1

= Z(__

,~§1 n(n+1) =1 n n+1
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Para toda a série telescopica ou série de Mengoli (a,,) existe uma sucessao

(Up) e um nimero natural P, de modo que o termo geral pode ser escrito
numa das formas,

an = Uuy— Un+p ou an = Un+p — Up

O designacéo de telescopica procura E‘
ilustrar o efeito resultante do

cancelamento mutuo da maior parte
dos termos. N —

No caso em que | @n = Up — Up+p | temos,

n+p
Uy — Z Uy
k=n+1

A maior parte dos termos cancelam-se mutuam
e os P ultimos.

nte, s6 restando os P primeiros

Assim, a convergéncia de (Sn) depende apenas da\convergéncia da soma
dos P ultimos termos, que formam uma sucessio (Vp),

Vp = Upy] T T Upyp
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e Portanto,

H— oo H——co

e Se (V) for divergente, também o serdo (Sp,) e a série dada.

e Se (V) for convergente, podemos calcular, 1M v, = p lim u,

H— oo J1i— oo

e entao,

lim s, = wy+-+u,—p lim u,

H— oo n— oo

e Aplicando directamente o resultado anterior, podemos verificar que,

+0c 9 +o00 1 1 ) |
?Eo (n+1)(n+3) ;Eﬂ (-:H—l - n+3

(uhy |

porque, p = 2
1
Uy = -
n—+1
1 1
y = Up — Upy2 = +l 0L ‘3
N 1 1
v, = 1 Uy o =
n n+1 n+2 _|_ "+ 3
Sy = UL+ U — v,
lim s, = uy+uy— lim v,
n—-+oo n—-+oo
1+1 lim ( ! + ! )
= — — lim _
2 n—toon4+2 n+3
1 1
= 14+—-——2 lim - = 1.5
2 n—+oo 4 1
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* Proposicao: Uma condigao necessaria de convergéncia.

—+co
Se uma série Z (l, for convergente,
n=1

entio lim «a, =10
n— oo

e Se asérie é convergente, também o é a sucessio (Sp), ou seja,

llm s, ==
n— o0

e E seasucessio (Sp) é convergente, também o é a sua subsucessio (Sp+1),

lim s =
Sarerel n+1

e e subtraindo termo a termo,

n— o0
%_J

e mascomo Spy4| — Sy = Udy+1, temosque, lim a, 1 =0
n—-oo

gue € o mesmo que, llm a, = 0

11— oo

e Portanto:

série convergente = termos tendem para zero

e por consequéncia:

termos nao tendem para zero = série divergente
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termos nao tendem para zero = série divergente

e Por exemplo, nos casos de uma série geométrica em que arazéo | r| > 1,
como o termo geral tem a forma,

a,=alr

a sucessao (an) ou diverge ou nao tem limite, pelo que a série € divergente.

oo 2
‘o il
e Na série, Z (—1)"
-2
n=3 n—<
como o termo geral tem a forma,
( 2n )
se nepar
n—?2
4 2n
(1) — =1
" 2n .
se neimpar
\ 2—n

(an) é uma sucessao oscilatéria, pelo que o limite ndo existe e portanto a
série dada € divergente.

l

e Aseériedetermogeral, «, = n sen—
n

€ também divergente porque,

|
| sen —
lim (n sen—) = lim n—1+£0

n—-4oo i f1——oo

1
n

e Note que, do facto da sucessédo (@;) — O nada se pode concluir.
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* A(S) série(s) harmdnica(s)

e A série harmoénica mais simples tem a forma,

] 1
> — = 1+:

+
n=1 T :

J |

3

1o
+ -+

4 .

e O nome tem origem na musica, onde representa
as diferentes frequéncias obtidas pela vibracdo
de uma corda, pressionada em diferentes pontos.

| —

T

)

%_ B

e Uma simples simulacdo numérica sugere que, apesar da sucessao dos termos
convergir para 0, a série harménica é divergente.

n 1/n S

1 1.000000000 1.000000000
2 0.5000000000 1.500000000
3 0.3333333333 1.833333333
4 0.2500000000 2.083333333
5 0.2000000000 2.283333333
6 0.1666666667 2.450000000
7 0.1428571429 2.592857143
g 0.1250000000 2.717857143
9 0.1111111111 2.828968254
10 0.1000000000 2.928968254
11 0.08090908091 3.019877345
12 0.08333333333 3.103210678
13 0.07692307692 3.180133755
14 0.07142857143 3.251562327
15 0.06666666667 3.318228893
16 0.06250000000 3.380728593
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e Existem dezenas de demonstracoes da divergéncia da série harménica.

e O raciocinio seguinte data de cerca do ano 1350.

SRR I P IS S S I
2 3 4.5 6 7 8 9
O - ot atat st tsts te
:1+(1)+(l+1)+(l+l+l+l)+(l+ -+1)+
2 4 4 8 8 &8 8 16 16

e Como veremos, foi utilizado o critério de comparacao.

e Ja datando de 1976 existe uma elegante demonstrag¢ao por absurdo.

Suponhamos que a série harmonica era convergente e tinha soma S.

Entao,

g = 1+1+1+1+1+1+1+1
o 2 3 4 5 6 T 8

_ (4.t 1.1 1.1 11
= (145)+(5+7)+(5+5)+(5+5)+
1.1 11 1.1 1.1
@2+2+4+4+6+6+8+8+

= S

donde concluiriamos que S>So que € absurdo.

e Mas veremos mais...
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* Combinacgao linear de duas séries

+o0 oo
e Dadas duas séries Z a, e© Z b,, e dois nameros reais &/ e,B,
n=1 n=1

podemos construir a combinagao linear,

~+co H i
Z(Oﬁaﬁ+ﬁbﬁ) = (xZakJrﬁZbk
n=1 k=1 k=1

e A natureza desta série depende naturalmente da natureza das séries dadas.

1) Se ambas as séries dadas forem convergentes, com somas Sy e S»,

n

e sendo, s = lim Z{Ik
n—-co

k=1

e Calculemos a sucesséo (Sp) das somas parciais da nova série.
Para todo o NLIN e todos os CL’,,BD[R,

1

Sy = Z(OﬁakJrﬁbk)

k=1

- (XZ(I,Q*FB Zf)k
k=1 k=1
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e e calculemos o seu limite, aplicando propriedades dos limites,

1 i
lim s, = lim | « Z a.+ B Z by | = as;+ Bs>
k=1 k=1

n— oo H——co

e Portanto, a série combinagao linear &€ também convergente e sabemos o
valor da sua soma,

oo

Z((xan—l—ﬁl)n) = as|+ Ps

n=1

+oo too
2) Se Z a, for convergente e Z b,, for divergente, comfB#0.
n=1 n=1

® se aprimeira é convergente, entdo tem uma soma S,

I
lim Zak =X
k=1

n——co

e se asegunda é divergente, entdo o limite,

ou nao existe ou é infinito (+oo ou -00).
e Assim, se calcularmos a sucesséo (Sp) das somas parciais da nova série.

Para todo o NLIN e todos os CL’,,BD[R, com 8 # 0,

Sp = (xZakJrﬁ Zbk
k=1 k=1
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e e calcularmos o limite, aplicando propriedades dos limites,

n—-too n— oo

I i
lim s, = lim | @ Z ax + B Z by
k=1 k=1

verificamos que o limite ou nao existe ou € infinito.

e Portanto a série combinacao linear ¢ divergente.

3) Se forem ambas divergentes nada podemos afirmar.

Na maior parte dos casos a série combinacao linear sera divergente, mas podem
ocorrer efeitos de cancelamento por subtrac¢do que tornam o resultado convergente.

e Analisemos alguns casos particulares da combinacéao linear de duas séries.

~+co

oo too
Z((xaﬁ’ +ﬁb!‘?) - o Zak‘|‘ﬁ Z bk
k=1 k=1

n=1

oo
e Soma de duas séries: Z (a,+ by)
n=I1
Basta fazer @ = ,8 =1. Se forem ambas convergentes,

entdo a soma é convergente.

Se uma for convergente e a outra divergente,

entdo a soma é divergente.
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~+co
e Produto de uma série por um numero real. Z (Oﬁﬂn)
n=1

Basta fazer 8 = 0. Se a série for convergente,

entao o seu produto por (¥ é convergente.

Se a série for divergente e (¥ # 0,

entdo o seu produto por (¥ é divergente.

e Estes resultados sédo de grande utilidade pratica, como por exemplo:

+oo 2n~1 .
. ¥ —
n=1 3??.

e O produto da série por 1/2 permite transformar o problema no estudo de
uma série geométrica de razdo 2/3,

too on—1 | on
S = 25
It 2
R
ST
2 03
2 1—g
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+oo 227 — 1
S

n— 1 2 T

e Decompondo na diferenca de duas séries,

n=1 2" =1 2
+0o0 on +oo ]
B -n§1 - ?1;12:

e como a primeira é divergente e a segunda convergente, com soma = 1,
a série dada € divergente.

n=0 (2n B 3n+1 ) o

e Escrevendo na forma de uma combinacéao linear, facilmente calculamos,

IS L +ch1 4+ 1
n=>0 ‘2?1 3?1_'_1 ’ n=I() 2” 3 n=I() 3”

4 3

-2 - — .- =0
32
e Podemos observar o comportamento das primeiras somas parciais das
duas séries,
I

T 4 1.8
nZ::U 3”+1
+§:- 1
n—0 27 .
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* Séries de termos nao negativos

U nON-.

e Analisemos as séries com termo geral

e Neste caso, a sucessiao das somas parcjais (S;) é monétona crescente
pois,

Sn+1 = Spt a@n+1 2 Sp

e E como uma sucessdo monotona crescente é convergente se e so se for
limitada superiormente, entéo,

Uma série de termos nao negativos € convergente se e so se a
sucessao das somas parciais for limitada superiormente.

e Por exemplo, na série geométrica de termos nao negativos,

+oo ]

Z ;‘)I.n__ 1

n= 1 -

e asucessio das somas parciais é limitada superiormente por 2,

n 1
Sp = D PN
=1 2kl

-}

1
= ‘W(l—(;)”) < 2

e COMO j& vimos, nesta série 0 majorante 2 é também o limite da sucesséo (Sp).
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e Utilizemos agora esta série para estudar outra série de termos nao negativos,

+oo ]
o
n=1 T

k-1
e Porque sabemos que K/ = 2" paratodosos k=1, 2, ..., n, podemos
encontrar um majorante para a sucessao das somas parciais desta série,

no ]
Sp o= >, —
Tt IL:I AT
1
jk—l

<y

f=1

< 9

e Portanto esta série é também convergente.

e Neste caso, 0 majorante 2 n&o é o limite da sucess&o (Sp) que, como
veremos mais tarde, é iguala € — 1.

e Observemos o comportamento das primeiras somas parciais das duas seéries,

oo 1
S |

n=1 2”_1

+oo 1

n—=1 n!

e Este raciocinio esta na origem do seguinte critério ...
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* Critério de Comparag¢ao para séries de termos nao negativos

+co oo
o Sejam Z d, € Z b, duas séries de termos ndo negativos tais que
n=1 n=1

0<a, <b,

para todo o n € N,
Entdo verificam-se as condi¢oes seguintes:

o0 +oa
(i) se Z b, é convergente, entdo Z a, € convergente;
n=1 n=1

o0 +o0
(ii) se Z a, € divergente, entdo Z b, € divergente.

H:] n:]

e Sejam: (S;) asucessdo das somas parciais de 2 @p,
(S’n) asucessao das somas parciais de 2 bj,

e como ap< by, 1 n0N, temosque 0 < S, < S).

(i)

e Se por hipétese 2. by, for convergente, entdo a sucessédo (S’) é
limitada superiormente.

e Portanto, como Sp £ S’y , a sucesséo (Sp) é também limitada

superiormente e a série 2 a, étambém convergente.

e Se por hipo6tese 2 dan for divergente, entdo a sucesséao (Sn) nao é
limitada superiormente.

e Portanto, como Sp £ S’y , a sucesséo (S’p) também nio é limitada

superiormente e a série 2 b, étambém divergente.
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e Retomemos as duas séries de termos nao negativos,

no1 2n-1 n=1 n!

e Sabendo que a primeira é convergente, utilizemos o critério de comparagcao
para estudar a segunda.

e Basta comparar termo a termo, pois como,

< q
nl = onl

VnelN

entdo a segunda série € também convergente.

e Observemos o comportamento dos primeiros termos das duas séries,

+oo 1

b
n=1 2”_1

+oo 1

n=1 mn! L.

e Note como ambas as sucessfes tendem necessariamente para zero.

e Verifique também por que razao do critério de comparacéo € estabelecido
apenas para séries de termos nao negativos.
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e Consideremos agora as duas séries de termos nao negativos,

= =1 /1

e A primeira € a série harmoénica basica, que sabemos ser divergente.

Utilizemos o critério de comparagao para estudar a segunda.

e Comparando termo a termo, como,

1 1
— > — >0, ¥nelN

vn T on

concluimos que a segunda é também divergente.

e Observemos o comportamento dos primeiros termos das duas séries,

oo 1 |

T?.Z::]_ ﬁ . &

-|—OCJ 1 *

[ ey
Z _ L e
n—=1 M

e Por comparagcdo com uma das anteriores, estude a série,

oo |

)}

n=1

2v/n—1

e O critério de comparacao esta na origem do seguinte ...
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* Critério de Comparac¢ao por Passagem ao Limite

para séries de termos nao negativos

“+oo
o Sejam Z d, uma série de termos ndo negativos
n=1

~+oa
e Z b, uma série de termos positivos.
n=1

Seju

. Up
lim —

fl— oo n

L:

+oo +co
(i) se(lL € RT) entdo us séries Z d, € Z b,, téem a mesma naturezd;

n=1 n=1

oo
(ii) se ¢ d série Z b, € convergente,
n=1
~+oo
entdo a série Z a, € tumbém convergente;
n=1
+co
(iit) se o ¢ ( Serie Z b, é divergente,
n=1
oo
entdo a serie Z a, € tambéem divergente.
n=1
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e Consideremos de novo as duas séries,

n=1 \/E n=1 2\”? —1
Atendendo a que,
1
. \/E , Z’ﬁ —1
lim = lim
n— 400 | n——400 \/ﬁ
_7\/5 —1
, 1
= 2 — lim — = 2

n——+o0 \/E

pelo critério da passagem ao limite, podemos concluir que tém a mesma
natureza.

e Para estudar a série,

comecgamos por confirmar que se trata de uma série de termos nao negativos.

Efectivamente, para N = 1 tem-se 0 < 7/n < 1, pelo que o valor desta
funcdo seno é sempre positivo.

Podemos entdo comparar por passagem ao limite com a série harmonica
béasica,

Sen —
lim T —
n—-Joo 1

1

donde concluimos que as duas séries tém a mesma natureza.
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e Consideremos agora as duas series,

P S
n=1 AL n=1 2m —+ 3n
das quais sabemos que a primeira é convergente.
Sendo ambas de termos positivos, calculemos,
1
) . a)n
. on an i 2
lim 20450 lim —
n—4oc 1 n—-+oo 2n 4 3n
on
, (2)" 0
= lim w——2— = —— =10
n—-4oo (ﬁjn + l () + J_

Podemos entdo concluir por passagem ao limite que a segunda série é
também convergente.

e Por comparagao por passagem ao limite com a série harmonica basica,
confirme a divergéncia a série,

oo |

)3 2v/n—1

n=1

e O critério seguinte tem por base o critério de comparagdo, bem como a
estreita relacao entre as no¢des de integral improéprio de 12 espécie
e de soma infinita ou série.
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* Critério do Integral para séries de termos nao negativos

o Seju (ay) uma sucessdo de termos ndo negativos

e [ uma fungdo definida no intervalo |1, 4-o0]

e tul que, para todo o n € N,|f(n) = u,.

Se f é decrescente no intervalo [1,+e<|, entdo a série

e o integral improprio

téem a mesmd natureZa.

e Observemos por exemplo a relagao entre a série harmdnica basica e o integral
improprio, que sabemos ser divergente,

YA

Como a érea limitada pela curva € infinita, a soma das &reas dos rectangulos
também é infinita.
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e Aplicando o critério do integral, estudemos a série,

e Como referéncia, consideremos a funcao,

fi 204 — R
1

X —  flx) = ———
' xIndx

e Verifiguemos se é decrescente no intervalo,

—InPx—31In%x

O

2 In®x
—Inx—-3

2Intx.

e Sendo o denominador sempre positivo, 0 numerador sera negativo quando
Inx+3>0,o0useja, x> €3~0.05.. Entio, para x > 2,
a derivada € sempre negativa e a funcao sempre decrescente.

e Portanto, segundo o critério do integral, a série dada tem a mesma
natureza do integral impréprio,

: o , "1 _
e Estudando o integral, 11111/ —dx = lim f —(Inx) P dx
t—=+J2 xIn’x f—+e 2 X

-1 1
= lim ( S ] )
t—+e \ 21n"x ],

—1 |
= lim ( 5 + 5 )
f—+ee \ 2 In“r 21In°2
|

- 7

2 1In-

2

e Verificamos que o integral improprio é convergente pelo que podemos
finalmente concluir que a série dada é convergente.
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* A série harménica de ordem p

e Paratodoo P € [R existe uma série harménica com a forma,

—i-ml

P
n=1 n

cuja natureza depende do valor de P.

e Parap < 0, asucessio dos termos (1/n° ) - +o0, pelo que a série
harmonica é divergente.

e Parap = 1, trata-se da série harménica basica.

Como a fungéo f(X) = 1/x definidaem [, +oo[ é sempre decrescente, pelo
critério do integral, esta série tem a mesma natureza do integral improprio,

+oo 1
/1 — dx
' Zr

gue sabemos ser divergente.

E assim, mais uma vez provamos que a série harmonica bésica é divergente.

e Para p > 0, consideremos a fungéo,

fo 4o — R
]

X — —
xP

que é sempre decrescente em [1, +oo[ , porque neste intervalo,

fly=—L <o

fan
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e Entao, pelo critério do integral, a série harmonica de ordem p tem a natureza do
integral improprio,

e Tal como foi provado (pp. 300-301),
+o0 converge se p > 1
/ —dx {
1 xP diverge sep < 1

e Podemos portanto concluir que a série harménica de ordem p,

too converge se p > 1

X

n=1 diverge  se p< 1

e Por exemplo:

o parap = 1/2, javimos que é divergente a série,

+001

L

n=1

e parap = 2, Leonhard Euler provou que,

T 1+1+1+1+1+
6 12 S
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% Nota sobre o comportamento assimptoético da série harmodnica

e Sabendo que uma dada série é divergente, em diversas aplicagdes praticas
interessa também saber como diverge, isto €, qual o seu grau de divergéncia.

e Vejamos como diverge a série harménica basica.

e Leonhard Euler mostrou que,

n ]
litn (Z i In -n) =~ =~ (0.577216
J

n—"00 . /
=1 v

Ou seja, que as sucessivas somas harmonicas S, ttm o mesmo grau de
crescimento que a funcao logaritmo

e Significa isto que a série diverge sim, mas “muito lentamente”.

Por exemplo, para que uma soma parcial atinja o valor S, = 710 s&o necessarios
~ - . 435
14000 termos e para que S, = 1000 sdo necessarios mais de 70" termos!
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e Para 0 < p < 71, quanto menor for o valor de P tanto maior é o grau de
divergéncia, que varia entre In ne n, parap = 0.

n

+oo 1
n=1 n1d
+oo 1
n=1 N2
+oo 1

n=1 7Tt

Inn

e Paravaloresde p < 0, a divergéncia torna-se evidentemente “muito rapida”,
porque séo séries do tipo,
—+ oo
S nf
ondeq =-p>0. n=1

e Uma curiosidade:

Demonstra-se que é possivel empilhar uma
torre inclinada de blocos iguais (tijolos, livros,
CDs, ...) de tamanho (teoricamente) infinito,
se os blocos estiverem sucessivamente
desalinhados segundo os termos da série
harmonica basica.
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% Critérios de convergéncia para séries de termos nao positivos

e Como vimos, para determinar a natureza de séries numéricas de termos nao
negativos podemos utilizar:

o Critério de comparacao
o Critério de comparagao por passagem ao limite

e Critério do integral

e Como estudar entdo uma série de termos nao positivos?

Como por exempilo,

e Obviamente que,

+oc 1 _ +00 1

e como o produto de uma série por um numero real ndo nulo mantém a sua
natureza, basta estudar a série de termos néo negativos.

e | Portanto a designacéo “para séries de termos nao negativos”,

deve ser entendida no sentido de “para séries de termos do mesmo sinal”.

e A seguir vamos ver o que fazer quando os termos ndo tém sinal constante.
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