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Capitulo 6 — Equacdes Diferenciais Ordinarias

* O Problema de Cauchy ou Problema de Valor Inicial (PVI)

1
e O problema: Determinarafungdo Yy & C (J) ,

onde J denota um intervalo de R, que satisfaz,

y'=fity®), ted
Y(to) = Yo

e Trata-se de um Problema de Cauchy de primeira ordem, por ndo ocorrerem
derivadas de ordem mais elevada.

e Arelacdo y(fy) = yo chama-se condicao inicial ou condicio de valor inicial.

por exemplo: o problema { y’ = y(t)
y(0)=1

tem como solucao a fungéo y = et :

e O Problema de Valor Inicial torna-se equivalente a resolucdo da equacdo,

t

ym=m+]fmmm@

to

se e s6 se [ for continua com respeito a t.
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* Existéncia e Unicidade de Solucao

e definicdo: A funcao f(t, y) satisfaz uma condigao de Lipschitz com

respeito a y se existe uma constante L >0 tal que,

Ifit, y)—- f(t, 2| < Ly -2

paratodo o t € J e para todos os reais ¥ e Z.

A constante de Lipschitz Le independente de {.

e teorema: O Problema de Cauchy (PVI) de primeira ordem tem uma
unica solugao y(f) parat & J, se
(1) f(t, y) é continuaemte

2) f(t, y) satistaz uma condigao de Lipschitz com respeito a V.
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* Resolucdao Numérica — Discretizacao

e Serdo apenas determinados valores aproximados da fungéo ¥ num conjunto
discreto de N pontos.

e Fixese 0 < T < o0 esejad = [ty, tp + T] ointervalo de integracao.
e Fazendo h = T / N obtemos uma malha uniforme do intervalo J.

e h (amplitude dos subintervalos) chama-se passo de discretizagao (ou
simplesmente passo).

para o mesmo exemplo:

60 x
Y = € asolugéo exacta
0 e duas solugbes aproximadas
40 obtidas:
pelo Método do Ponto Médio
30
20 e pelo Método de Euler
10
0 ambas com h = 1
0 2 4

e Vamos representar a solucao exacta y(tn) no né tn simplesmente por Y e a
solugao numeérica aproximada no mesmo no por Up,

e assim, Yn =Yy(tn)
Un = Yn

e Também representaremos, f, = f(t,, Up) e obviamente que Uy = Yo .
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= Tipos de Métodos

e definicao: Um método numérico para a aproximacédo do PVI € designado de

Passo Simples se L1 N =0, Up+1 depende sé de U, .

Caso contrario é designado um método de Passo Multiplo

(ou Multipasso).

e definicao: Um método numérico para a aproximacéo do PVI designa-se
explicito se Up+1 pode ser calculado directamente

em termos de valores Uy, K <n.
Um método diz-se ser implicito se Up+1 depende

implicitamente de si proprio através de f
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* Alguns Métodos de Passo Simples

®» Método de Euler Explicito (ou progressivo)

e A estratégia do método consiste em aproximar a derivada pela diferenga
finita progressiva,

y'(t) = (y(t+h) = y(®)) /h
y(t+h) = y(0) + h y'(t)

e e como, pela definigao de PVI, y'(f) = f (t, y(1)),
y(t+h) = y(t) + h f(t, y(t)

e 0u, na representacdo que usamos para as aproximagcoes,

Un+1 = Up +hfn

e Deste modo, partindo de Up = Yo e para o passo h estipulado, é gerada
uma sucessao de pontos que aproximam a solugao exacta.

A

\J

1
;/ ty  tgth tgtT
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e para o mesmo exemplo: {

y'=y()
y(0) =1

obter uma aproximacao da solugdo y(X) = €” no intervalo [0, 1] com
passo h = 0.25 pelo Método de Euler Explicito,

Un+1 = Up +hfn

Up=1

Ui =Uug+ 0.25f,
U =u; +0.25f;
Us=ux+0.25f,

Us=usz+ 0.25f;

=1.00000 +
= 1.25000 +
= 1.56250 +
= 1.95313 +

0.25(1.00000) = 1.25000
0.25(1.25000) = 1.56250
0.25(1.56250) = 1.95313
0.25(1.95313) = 2.44141

e Comparando com os valores exactos, vemos que os resultados obtidos ndo
sé&o muito satisfatorios ...

nh un e

0 1 1

0.25 1.25 1.28403
0.5 1.5625 1.64872
0.75 1.95313 2.117
1. 2.44141 2.71828

e Podemos conseguir resultados (um pouco) melhores para h = 0. 1.

nh un e

0 1 1

0.1 1.1 1.10517
0.2 1.21 1.2214
0.3 1.331 1.34986
0.4 1.4641 1.49182
0.5 1.61051 1.64872
0.6 1.77156 1.82212
0.7 1.94872 2.01375
0.8 2.14359 2.22554
0.9 2.35795 2.4596
1. 2.59374 2.71828
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®» Método de Euler Implicito (ou regressivo)

Unp+1 = Un + Mfnt1

e Neste caso, a derivada é aproximada pela diferenca finita regressiva.

e O meétodo € analogo ao anterior e a precisao dos resultados obtidos &
semelhante.

e Os erros verificados em ambos os métodos de Euler, resultam basicamente
da aproximacao de um integral pela area de um rectangulo.

74 £t

. »
L

t t+h t t+h

Euler Explicito Euler Implicito

®» Método de Crank-Nicolson (ou do trapézio)

h .
Upt1 = Up + B (fn + f-n+1)

e Neste caso, o integral & aproximado pela regra do trapézio

®» Método de Heun

h .. 1 .
Unp+1 — Unp + E [fn + f(tn_H, Up, + h»f-n”

e Este método consiste numa variacdo do anterior. Na regra do trapézio, o

termo fr+1 é substituido por f(tp+1, Un + h 1) que corresponde ao
resultado do Método de Euler Explicito.
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e Deste modo, um método implicito foi transformado num método explicito.

e Os quatro métodos anteriores sao casos particulares dos chamados
Métodos de Taylor, por poderem ser deduzidos através do

desenvolvimento de Taylor da fungéo pretendida y(t) .

* Meétodos de Taylor

e Sejaaequacio diferencial y'=f(t, y(t), to<st<to+ T,

com a condigio inicial y(to) = yo.

®» Método de Euler Explicito

e Fazendo h = T/N, consideremos o desenvolvimento de Taylor da funcéo

y(t+h) em torno de t,

y(t+h) =y +h-y’(t)§ L EE(tt+h).

el

f(t,y)é

t,t+h € ltg.to +T1]

e Tomando apenas os dois prfimeiros termos e para cada t = t,, temos,

“n—l—l — U _’_h]tn- -11_:0,1’2,...’*.%,-’_ l

ula do Método de Euler Explicito, bem como a;nformagéo de
que o erro cometido depende da segunda derivada e é O(h°) .
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e exemplo: Resolver pelo Método de Euler Explicito,

{y'=t—y+1
y(0) =1
para0 <t <71comh =0.1. (Asolugéoéy(t)=e't+t)

Partindo da relagéo,
Up+1 = U, + h 1,
=u,+h(t,—u,+1)
=(1-h)u,+h(t,+1)

de onde calculamos,

3
>

n h un e +nh
0 1 1

0.1 1 1.00484
0.2 1.01 1.01873
0.3 1.029 1.04082
0.4 1.0561 1.07032
0.5 1.09049 1.10653
0.6 1.13144 1.14881
0.7 1.1783 1.19659
0.8 1.23047 1.24933
0.9 1.28742 1.30657
1. 1.34868 1.36788

e A maior vantagem do Método de Euler é a sua simplicidade. Contudo, os
resultados obtidos séo de fraca precisao, a menos que se utilize um passo muito
pequeno, 0 que torna o processo demasiado lento.
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®» Método de Euler Implicito

e Nas mesmas condi¢cOes, consideremos agora o desenvolvimento de Taylor
da fungéo y(t— h) emtorno de t,

(- h) = y(t) — h () Ee(t—ht).

f(t,y)é

....................................................................................................

t —h.t€ [to.to+ T

e Tomando apenas os dois prirmeiros termos e para cada t = t,, temos,

Up41 = Up T+ 1f-n—|—1f§ n=012....N-1

e que é afépmula do Método de Euler Implicito, bem como a;nforma(;éo de
que o erro cometido depende da segunda derivada e é O(h°) .

®» Métodos de Taylor de ordem mais elevada

e Se considerarmos mais termos no desenvolvimento de Taylor, podemos
conseguir erros de truncatura de ordem mais elevada.
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e Por exemplo, considerando trés termos,

e (t,t+h)

t.t+h € ltog.to+ T

e A partida néo temos y”'(t), mas podemos derivar y’(1).

e Deste modo se define o Método de Taylor de segunda ordem,

2

., h®
Un+1 = Up + A fr + 7j (tnr uﬂ-)

n=01....N—1

onde,

f’(tne u--n) — (tn-? n) + fn- i(tn un)

e O erro cometido depende da terceira derivada e é O(h3).

e De modo analogo se podem definir métodos de Taylor de ordem mais
elevada, mas sdo muito pouco utilizados.
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* Alguns Métodos de Passo Multiplo (Multipasso)

e Nos métodos anteriores, o célculo de Up+71 dependia apenas de Up. Contudo,
todos os valores Ug, U1, ..., Uy foram ja calculados e podem ser utilizados.

e definicdo: Um método diz-se de M passos (M = 1)

se Up+1 depender dos M valores Up+1-m, ---, Up .

®» Método do Ponto Médio

Neste caso, a estratégia consiste em aproximar a derivada pela diferenca
finita centrada,

Unp+1 — Unp—1
2h

y'(t) ~

e donde se obtém o método do Ponto Médio,

Upt1 = Upn—1 — 2hfnl n >1

e Note-se que, a partida temos apenas o valor de Ugp = Yp endoode Uy .
Este tem de ser calculado por um dos métodos de passo simples.

e O método é explicito e de passo duplo pois Up+71depende de Up-1€
também de f,, = f(t,, uy) .
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®» Método de Simpson

e Partindo da formulacao integral do PVI,

y(t)=vo+ [ f(s.y(s))ds

to

e e efectuada a discretizagao, o integral em cada intervalo duplo [t5.1, th+1]
pode ser aproximado pela Regra de Simpson,

tn+1 /
| £ us)ds = g Gat + 4+ Far)
t !

n—1

e donde se obtém o Método de Simpson,

h

Unt1 = Un—1 + 5 (fn—1 + 4fn + frt1)

n> 1
3 "=

e que é um método implicito pois f+1 = f(tp+1, Un+1) e de passo duplo

pOiS fn-'] = f(tn-1, Un-1) e fn = f(tn, Un)

e Note-se que, todo o método de m passos requer uma inicializacéo para os
m valores iniciais Up, U1, ..., Unm-1.

e Os métodos anteriores tentam, de algum modo, obter uma aproximacao do
integral da funcéo f(t, y(t)).

e Na seguinte familia de métodos, a estratégia consiste ndo em integrar f
mas um polinémio interpolador de f.
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®» A familia de Métodos de Adams

e Também partindo da formulacao integral do PVI,

i
y(t) =vo+ [ f(s.y(s))ds
to

e e dadiscretizacio em nés equidistantes f, =fp+nh, n =1 com
passo h > 0,

e em primeiro lugar € efectuada uma interpolagao polinomial em p+7 nos
distintos e s6 depois € integrado o polinédmio interpolador de grau P.

e Os métodos da familia Adams tém como forma geral,

p
Untl = Un +h Y jfnjt n>p
j=—1

e Quando b.1 = 0, os nés de interpolagéo s&o by-p, ..., In,
a relacdo é explicita e os esquemas resultantes

chamam-se Métodos de Adams-Bashforth.

e Quando b.1 # 0, os nés de interpolagao s&o fn.p, ..., th+1,
a relacdo € implicita e os esquemas resultantes

chamam-se Métodos de Adams-Moulton.
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®» Métodos de Adams-Bashforth

Tém a forma geral:

7
Upsl = U, + h 2) b j f n—j
J=

e Dadaaequacdo y' = f(t,y(t)) a estratégia consiste em aproximar

f(t,y(t)) por um polinémio My(t) de grau p.

Resta ent&o resolver a equacéo ' = Mp(t), que consiste apenas na
integracao de um polinémio.

e Para p = 0, como o polinémio interpolador de grau zero |_|o(tn) = fn,
temos o método de Euler Explicito.

e Parap = 1, construindo o polinémio interpolador |_|1(t) nos dois pontos
fr-1e t, eintegrando no intervalo [t,, fr+1] , ndo é dificil deduzir a férmula

do Método de Adams-Bashforth de 2 passos,

Unt1 = Un + % (3fn — fr_1)

e De forma analoga, o Método de Adams-Bashforth de 3 passos,

Un1 = Un + 15 (23fn — 16 fn—1 + 5 fn_2)

e ou ainda o Método de Adams-Bashforth de 4 passos,

h ‘__,
Up41 = Up + 9—_1 (’5’5f?1 — 591+ 37 2 — gf-n.—:j)
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= Deducdao da formula do Método de Adams-Bashforth de 2 passos

e O polinémio interpolador 11 (f) nos dois pontos f,.1 e f,

fn—l — fn. (

t— tnj
th1 — Tn '

fa +

e eintegrando [11() nointervalo [t,, fr+1] .

[T (1) dt =

_ f‘ﬂ-—l o fn (IL - fnjg tnt1
B [fnf + Il:.n__l — fn _) Ln.
f'n fn n—i—l jg
= Jntn : -
f H tﬂ.—l — fn 2
f'n.—l - fn (tn - tnjg
— Jn tn + - _ :
f t'n.—l — fn 2

n—1 " Jn ’2-2
= fotng1r — fotn + ! 1—h & ‘?)

_fn n—1 fn— fnj

h h 3h h
— f'n_h.- — §fﬂ.—1 + Efn — 7fn — ;f-n.—l
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» Métodos de Adams-Moulton

e Tém aforma geral:

p
Ti-n_+1 = Un —+ h Z b:,. jn_:'.
j=——1

onde b.;# 0.

e A estratégia é analoga. Contudo, como a interpolacao polinomial inclui o
ponto fn+1, estes métodos tornam-se implicitos.

Também por isso (e exceptuando o caso p = -7) cada método de Adams-
Moulton de p+17 passos resulta de uma interpolacéo em p+2 pontos.

e ParapP = -1, como o polinémio interpolador de grau zero no ponto fher €
fn+1, temos 0 método de Euler Implicito.

e ParaP = 0, se construirmos o polinbmio interpolador nos nos tn e tn+1,
obtemos o método de Crank-Nicolson.

e O Método de Adams-Moulton de 2 passos ¢ definido por,

h
Up41 = Up T E [5fn—|—1 + 8fn — f-n—l]

e e 0 Método de Adams-Moulton de 3 passos é definido por,

h

Upt1 = Uy T 9_—1 (gf?H—l + 19fﬂ — 5fﬂ—1 + f-n—?)

e e 0 Método de Adams-Moulton de 4 passos é definido por,

h o . . _
"EL-;3+1 = Un _|_ % (Q'Blfn_i_l _|_ Ei—lti‘fn - QEi“_L‘f;]_J_ + 10(jfﬂ_2 - lg‘f-n_:j)
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®» Métodos BDF ( Backward Differentiation Formulae )
e Esta classe de métodos segue uma estratégia inversa da anterior.
Uma aproximagéo de ’(tp+1) é obtida por derivagao directa do polinémio

de grau p+7 interpolador de y/(fp+1) nos p+1 nés top, .., by, ther.

e S&o portanto métodos implicitos e tém a forma geral:

p

Unp+1 = Z AjUn—; + flb_lf_n_|_1
j=0

e Parap =0, 1, ..., 5 os coeficientes s&o dados por,

P ao aq as as a4 as b_1
0 1 0 0 0 0 0 1
4 1 9
1 3 -3 0 0 0 0 3
{ 18 9 9 6
2 5 -7 5l 0 0 0 1T
‘ 48 36 16 3 12
3 33 35 55 T 33 0 0 55
4 300 300 200 75 12 0 60
137 137 137 137 137 137
360 450 400 225 72 10 60
5 360 _ 400 _ .
147 a7 147 117 147 a7 147

e Portanto, para resolver a equacao y'(f) = f(t,y(f)) :

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo ‘400000000 000000000000 00000000000000000000000000000
.

= Métodos de Adams: - apr"c"».g.imar f(t,y(t)) por um polinémio;
- integré'i'*..polinc')mio.
=  Métodos BDF: - aproximaf y(t) por um polinémio;

- derivar polinébmio.
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* A abordagem do tipo Preditor — Corrector

e Estes métodos destinam-se a tirar partido das propriedades dos métodos
implicitos, evitando o problema da recurséo que Ihes é inerente.

e S&o portanto a combinagao de um método explicito com um método
implicito:

L . i *
e Em primeiro lugar um método explicito calcula um U "p+1 ,

valor aproximado de Up+1 .

e Depois, esse U*n+1 é usado do lado direito da expresséo de

um método implicito, gerando um melhor valor para Up+1 .

e como por exemplo:

= Método de Adams Preditor-Corrector de 32 ordem

e Como preditor € usado o Método de Adams-Bashforth de 3 passos

e Como corrector é usado o Método de Adams-Moulton de 2 passos

e Assim:

Up é dado;
U4 e Uz séo calculados por um método de passo simples;

eparan=2 3, ...
Wiy = Un+ 15 (23fn — 16fn 1+ 5fn2)
Un+41 = Un T % (5f (tn—f—le u':;_+1) +8fn — f-n—l)
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= Método de Adams Preditor-Corrector de 42 ordem

e Como preditor é usado o Método de Adams-Bashforth de 4 passos

e Como corrector é usado o Método de Adams-Moulton de 3 passos

e Assim:

Up é dado;
U4, Uz e U3z sao calculados por um método de passo simples;

eparan =3, 4, ...

u;—f—l = Up T % (‘3‘3jn - 59f-n—1 + 37fn.—2 — gjn—3)
Up+1 = Un 1 % (gj (tn—f—le ?’5-;__'_1) n lgjn B 5fn__1 n f_n_Q)

e Esta combinagdo dos dois métodos é geralmente chamada método de Adams-
Bashforth-Moulton, tal como no médulo abm.m do MATLAB:

C...)

for n=4:N
%Preditor
yp=Y(n)+Ch/24)*(F*[-9 37 -59 55]"');
F=[F(2) F(3) F(4) feval(f,T(n+1),yp)];
%Corrector
Y(n+1)=Y(n)+Ch/24)*(F*[1 -5 19 9]1");
F(4)=feval (f,T(n+1),Y(n+1));

end

A=[T' Y'];
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e Seguindo uma abordagem do tipo Preditor — Corrector, varias combinacoes de
métodos podem ser estabelecidas, como por exemplo,

O método Preditor — Corrector Euler — Trapézio onde,

e U¥,+1 é calculado pelo método de Euler explicito

e e utilizado pelo método implicito do trapézio (Crank-Nicolson)

Aproximando o integral

trnt1 tn41
A' ymﬁzl' £t y(0))dt

pela regra do trapézio obtém-se

P Pt (b)) + Pl y(ta))].

y(tn—i-l) - y(tﬂ) =~ 5

onde h = 1,41 — t,.

Considere um meétodo preditor-corrector Euler-Trapézio, onde

uy . (passo preditor) se obtém pelo método de Euler e wu,, , (passo corrector) se obtém a

partir da féormula anterior, i.e.

h
u-n+1:un+§(fn+fn+l), n=20,1,2,...,

onde u, ~ yY(tn), fn = f(tn,un), n=0,1,....

e facilmente se conclui,

K
U"n—i—]_ Up + } 2ff-:r?,a

h . : "
Unp+4+1 = Unp + 5 [j'” + f(t?l‘i‘] ? un—l—l)]

e (ue corresponde ao método de Heun, por isso também chamado método
de Euler melhorado.
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* Os Métodos de Runge-Kutta (RK)

e Retomemos os métodos de um so6 passo e explicitos.

e Por exemplo o método de Euler explicito € muito simples, mas também muito
pouco preciso. Para aumentar a precisdo, ou diminuimos a amplitude do passo
ou usamos meétodos de ordem mais elevada.

e Mas, métodos de ordem mais elevada requerem o calculo de mais derivadas
(mais termos da série de Taylor).

e C. Runge e M.W. Kutta tentaram uma abordagem diferente.

e Consideremos um caso particular ...

= RK4

e Pretendemos resolver: }/' = f(t, Y(t))

Y(to) = Yo

e Comecemos por calcular,

K1 = f(tn; yn)

Como y' =f(t, y(t), o valor de K7 é o declive (da tangente a curva)
em [, tal como no método de Euler explicito.

¥

(fa.30)
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e Calculemos agora,

K2= f(tn+1/2h: yn+%hK1)

Neste caso K> é o declive no ponto médio do intervalo, tal como no
método do ponto médio, mas onde K7 foi utilizado para determinar o
valorde ¥ em t, + 2 h.

\j

t t +h/2 t
n n n+1

e Sendo K> uma aproximacéo melhor que K7, porque ndo continuar?

e Calculemos entdo também:

K3= f(tn+1/2h: yn"'%hKZ)

Agora K3 é o declive no ponto médio do intervalo, mas onde K> foi
utilizado para determinar o valor de y em t, + 2 h.

e FE ainda,

K4= f(tn+h; yn+hK3)

onde K4 é o declive no extremo direito do intervalo {, + h,
com K3 utilizado para determinar o respectivo valor de Y.
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e Por fim, calculamos uma média dos 4 declives, mas uma média pesada
de modo a favorecer os valores interiores.

declive

=(Ki+2Ks+2Ks+Ky)/6

e Com este valor para o declive podemos estabelecer a relaco,

Upyl = Up +

ho ) ] .
%‘ (K14 2K+ 2K3 + Ky)
)

gue define o método de método de Runge-Kutta de 4 ordem,
também chamado O Método de Runge-Kutta,

onde,

K1 = fa,

Ky = f(t-n + ;_1 Up T+ %Iil)-
Ky = f(_fn + % Up + %I{Q)-
13—4 = f(f-;1+1,"3£-?; + !I..Il—;g).

© \

e Como mnemonica das constantes envolvidas nas férmulas, costuma

utilizar-se uma tabela,

1/2
1/2

1/2
0 1/2
O 0 1

1/6 1/3 1/3 1/6
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e Vejamos por exemplo o PVI, {

y'=2y
¥(0) = Y4

e tentemos obter o valor de y(7) com h = 1.

tx1/6

/
s X 2/6

+ X 2/6

o
—
N
—

K1 = f(tn, yn) - f(to, yo) =2.Va=1
declive da recta azul em (0, ¥4 )

que encontra o ponto ( %2, ¥4).

Ky =fito,+2h, yo+ %2 hKy)
=f0+7%%, Ja +12 )2)
=2.% =1

declive da recta verde em (0, Y4 )

que encontra o ponto ( %2, 5/4).

Ks =f(tha+2h, yo+2hKy)
=f(l2, Y4 +)2)=23/2
em (0, ¥4)

declive da

que encontra o ponto ( %2, 7/4).

Ky =1(t,+ h, Yn + h K3)
=Y, Y +32)=7/2
declive da recta pretaem (0, ¥4 )

que encontra o ponto ( 71, 15/4).
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e Calculando a média pesada dos quatro declives,
(Ki+2Ky+2Ks+Ky)/6=
(12 +2+2.32+7/2)/6=9/6=3/2

e e substituindo na relacao,
Un+1 = Un +h (K1+2K2+2K3+K4)/6
=1/4 +3/2=7/4=1.75

« Como o valor exacto é €%/4 = 1.84726 e considerando que foi

efectuado apenas um sé passo de amplitude =17, concluimos que a
aproximacgao obtida é bastante boa.

« Prova-se que o RK4 ¢ O(h5).

e Através do exemplo anterior, podemos ainda verificar que o mesmo
resultado y(1) = 1.75 pode ser interpretado como a média pesada
dos sucessivos valores intermédios de Y calculados,

y(1/2) = 3/4
y(1/2) = 5/4
y(1/2) = 7/4
y(1) = 15/4

(3/4+2.5/4+2.7/4+15/4)/6=1.75
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= Algoritmo RK4 para calcular y(b) com n passos

{ Entrada: f(t, y) , a, b, y0 = y(a), n }

h=b-a/n
t=a
y =Yy0

para i de 1 até n fazer
k1l =f(t, y)
k2 =f(t+0.5h,y+0.5hkl)
k3=f(t+0.5h,y+0.5hk2)
k4 =f(t + h, y + h k3)
y=y+h((kl+2k2+2k3+k4)/6
t=t+h

fimpara

{ Saida : y =y(b) }
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* Forma Geral dos Métodos de Runge-Kutta

Vimos o caso do método de Runge-Kutta de 4 passos, que tem 4 etapas
(ou estagios) e é explicito. Contudo, os métodos desta classe podem ter
um namero diferente de etapas e ser explicitos, implicitos ou adaptativos.

e Um método de Runge-Kutta tem a forma,

Unt1 = Up + hF (tp up hif) | n>0
onde a funcao incremento é definida por,
s
=1
e com,
s
Ky=f |ty +cih.ouy,+h E ai; I
Jj=1
1=1,2,....58

onde S indica o nimero de etapas do método especifico.

e (Cada método de Runge-Kutta é completamente caracterizado pelos valores dos

coeficientes {a;} , {b} e {C}}.
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e Esses coeficientes sdo geralmente apresentados numa tabela chamada
Quadro de Butcher.

Ci |11 Q12 --- (Qls
Ca |21 Q22 ~--- (W24
Csg | g1 Qg2 Ugs

by  bo bg

e Vamos considerar apenas 0os métodos onde,

s
C?;IE (Iij, ”&':1,2,...,8
J=1

tal como no caso do exemplo anterior,
0
1/2|1/2
1/21 0 1/2
110 0 1

1/6 1/3 1/3 1/6

e Quando os coeficientes &jj s&o nulos para j = I, cada K; pode ser calculado
em funcéo dos K, .., Ki.1 anteriores e o método é explicito.

Caso contrario, o método é implicito e o calculo dos K exige a resolucao de
um sistema nao-linear.

Também existem esquemas adaptativos, do tipo preditor-corrector.
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» Métodos de Runge-Kutta de duas etapas (s =2)

e Consideremos um método de Runge-Kutta com S = 2, explicito e seja yp uma
solugéo exacta de partida.

Assim,
Unpi1 = Yn + h (blf‘fl + bQI{Q)
onde,
f‘fl — j (tns yn)
P[g — j (tn + hCZa Yn =+ ,‘!],(121}{1)

e Como 82 =0 e Co=aoss + as temos azs =Co.

e Desenvolvendo K2 em série de Taylor,

¥

of (tns Un)

Ko=Ff (t.n, -yn_) + heo

o
+ hea K1 g‘; (tn,yn) + O (h?)
e Entao,
Upnt1 = Yn T hbif (tn.yn) + hbaf (tn, yn) +
#1233 |28 (b ) + F () - (b
+ O (h,g)
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= Yn T hj (tne yn) +
J] O
+ h [@t (tn-e yn) + j (t-ne yn) @ (tne 'y-n)
e Por outro lado,
/ h? 7, 3
Un+tl = Yn+ hy, + ?'J-n + O (h )
= yp + hlf (t-ns'y-n)

hﬁi ot . of
S (ts yn) +  (ts ) ai (tns )

2 | Ot

e Donde podemos inferir que,
by + by =1

L1
b262—§

e Temos assim uma infinidade de soluces b1, b2, C2 e portanto uma infinidade
de métodos de Runge-Kutta de 2 etapas.

C2 a21

b1 bo
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e Os mais utilizados sao:

= O método de Euler Modificado

1 1
2 2
0 1
= O método do Ponto Médio
1 1
1 1
2 2

» Métodos de Runge-Kutta de trés etapas (s =3)

e De forma analoga se pode estabelecer,

Ky = / (tn-eu'n-)

Ky = f(th+ coh,up + hag Ky)
Ky = j (tn_ + c3h, uy + has1 K9 + flaggffg)
Uptl = Up+h (blffl + boIlo + b3ff3)

e em funcao de valores estabelecidos para os coeficientes,

Co a1
C3 asp as2
by by b3
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» Meétodos de Runge-Kutta de quatro etapas (s =4)

e Do mesmo modo,

K1 = f(tn, un)
Ky = [ (tn+coh,uy + has Kq)
Ks = [ (tn+ csh,uy, + has1 Ky + haga Ko)
Ky = [ty + cah,up + hag Ky + hago Ko + hays K3)
Upt1 = Up+ h(01 Ky + 0ogKo + 03 K3 + 04 Ky)
©ocom &) 2]
C3 asp as2
Cq 41 Q42 Q43
by by bg by

e sendo RK4 o mais utilizado, por isso chamado O Método de Runge-Kutta,

1|1

2 1 2

1 1

5| 0 3

1 | 0 0 1
102 2 1
6 6 6 6
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