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= Métodos Iterativos para Sistemas Nao Lineares

e Consideremos um sistema de N equagoes nao lineares a n incégnitas:

4

fl(.rj_..r2. ey '.rn_) —

folxi.xo, ... xp) =

\ fn(ir'lst: cee sifn) =0

Na sua forma matricial, F(X) =0 com,

T h 0

9 fo 0
X = ., F = e 0=

Ip fn. 0

e Ao contrario dos sistemas lineares, &€ muito dificil demonstrar a existéncia e
unicidade dos zeros @ = (a1, @2, ..., @) de F(X).

e Aresolucdo de F(x) = 0, na maioria dos casos, sé é possivel por métodos
aproximados.

Cada sucessiva aproximacéao tem a forma,

x (k) = (il,‘ik), ;Iré_k), . .:I:Ef'))

K
onde pretendemos que { X( ) } — Q.
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* Método de Newton Generalizado

] n n ) . .
e Para F "R"— R consideremos a matriz Jacobiana,

afs  9f1 Jf1

or dxo T Orn

ﬂ) f2 ff)f 2 ) fa

J (X) — .d 1 .C}-TQ S .(_')'.1?71

E)f n C}f n d fn

gue assumimos ser invertivel. | dxy dxz " Owxg

F(x)=0 << [J(x)] 'F(x)=0

= x =x— [J(x)]'F(x)

« O Método de Newton Generalizado consiste em calcular uma sucessao de
aproximagoes,

x(F) — (xfk)x‘gk):cff)) k=1,2,...

da solucio (v = ((1'1, a9, ..., ()::n) do sistema F(x) = 0,
(0)

partindo de uma aproximacao inicial conveniente X

usando a relagéo,

(1) (B) _ [J(X(k))]_lF(X(k))
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 Também, a partir do desenvolvimento de Taylor de ordem 1 em torno de X(k) ,

da fungdo F(X) calculadoem X = «,

df@ : ;
fila) = ('l“) + Z U‘)) v — :17.;]‘)) =0

Oa j.

. ~ k+1
tomando & como a nova aproximagao X( ),

e assumindo que a matriz Jacobiana é invertivel,

(J(X))@j_<0fz)(x) g =12....,n

ox j

podemos deduzir a mesma relacao,

(1) (k) [J(X(k))]_lF(X(k))

* Nesta relacdo é conveniente evitar o calculo da inversa da matriz Jacobiana.

Por isso é utilizada na forma:

J(X(k)) (X(k’Jrl) _ X(k‘)) _ —F(X(k))
N

que conduz a resolugao de um siste

k+1 kE+1 k+1
de n equacoes lineares nas n incognitas If ), xg ), Ceey JUSL )

Foi assim efectuada a linearizacao do problema original.
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e O método:

Considerando Ax(k) — X(’H‘l) _ X(k’) o vector X(/’H—l)

pode ser calculado em dois passos:

1. Resolver o sistema J(X(k))AX(k) — _F(X('Ih))

2. caicular X FT1) = x(F) 1 Ax(®)

exemplo: Resolver pelo Método de Newton generalizado,

r] + rowg =1
20119 + 19 =06
r1rs + 2.‘1‘% =1

utilizando a aproximagao inicial X(O) = [l 0 l]T

.I.'% + xox3 — 1
« Partindode F(X) = | 2x129 + 23— 0
Tr1ry + 2.‘1‘% —1

« Calculamos J(X) = 2.‘1.'2 '2.'_1“.'1 1
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12 iteracao: X — X(O) = “ 0, l]T

0 2 1 0
F(x©) = -5 Jxy =10 2 1
0 1 0 1
O sistema para resolver J(X(k))AX(k) — —F(X(k))
consiste em,
2 1 0 0
021 |AxW =15
1 0 1 0
|
cuja solucéo é, QX(O) — )
1
Calculando X(kJrl) — X(k) -+ AX(A)
com k = 0 obtemos,
NN
xV=10]+] 2 | =12
o L] L2
27 iteracao: com X = X(l)
—3 0 2 2
Recalculando —F(X(l)) =| 4 e J(X(l)) =14 01
—7 2 8 0
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temos o novo sistema, 0 2 2 _ —3
40 1 |AxY =14
2 8 0 —7
37 /34
cuja solucdo &, AxD = —39/34
—12/34

k41 k ' k
0 que nos permite obter, comk =1, X( ) — X( )‘|‘ AX( )

0 [ 37/34 '} [ 37/34 w
xP =2 | +1 —39/34 | =1 29/34
o | | —12/34 | | 56/34

« Note-se que esta aproximagao x®? - [1.088235, 0.852941, 1.647059]" ainda
esta bem longe do resultado pretendido O =[0.159098, 0.163872, 5.947856]T.

teorema:  Sejam F de classe C* e « tal que F(a) = 0.

Se det (J(a/)) # 0 entdo a sucessao gerada pelo Método de
Newton Generalizado é convergente para @

()

gualquer que seja o ponto inicial X"’ suficientemente préoximo de .

Verifica-se ainda que existe uma constante positiva C tal que,

Jlo = ™7

o - a:<ff>||7

ou seja a convergéncia é quadratica.
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Para o exemplo anterior, ao fim de 10 itera¢oes, e calculando a norma vectorial

do maximo,
k Xy X2 X3 |IXk = X1l [lexll
0O 1.000000 0.000000 1.000000 4.947856
1 0.000000 2.000000 2.000000 2.000000 3.947856
2 1.088235 0.852941 1.647059  1.147059 4.300797
3 -5.850712 -5.297865 29.36768  27.72062 23.41982
4 -2.445027 -2.268177 15.54482  13.82285 9.596966
5 -0.960780 -0.920138 8.233546  7.311275 2.285690
6 1.043993 0.814904 11.25522  3.021672 5.307361
7 0578240 0.475886 5.765444  5.489774 0.419142
8 0.152830 0.163623 6.215665  0.450222 0.267809
9 0.158825 0.163879 5.947947  0.267718 0.000273
10 0.159098 0.163872 5.947856 0.000273 0.000000

Para O = [0.159098, 0.163872, 5.947856]" podemos verificar que
det (J(@)) = 34.5994, estando portanto garantida a convergéncia

quadratica.

« Contudo, com o vector inicial dado, so a partir da 72 iteracao o
método comeca efectivamente a convergir para a solugéo e a
convergéncia s6 comeca a ser quadratica a partir da 92 iteracao.

. L (0
« A convergéncia quadratica requer uma aproximacao inicial X

suficientemente proxima de .

* Tal como no caso das equacdes simples, o método de Newton pode ser encarado
como um caso particular do método do Ponto Fixo.
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* Meétodo Iterativo de Ponto Fixo

« pPara G : [Rn — [Rn pretendemos determinar @ & [Rn tal que,

G(a) = a

« O (I)VIétodo Iterativo do Ponto Fixo consiste em, dada uma aproximacao inicial
X( ) eR" , calcular a sucessao de aproximacgoes gerada por,

X&) = G (x¥)

« Enguanto que no caso escalar do método do Ponto Fixo a convergéncia exigia
que | g’(x) | < 1 no intervalo pretendido, para n dimensées sera necessario

exigir que P(Jg (@) < 1.

* Recorde também que p(/\ﬂ) < 1 é condicdo necessaria e suficiente para a
convergéncia dos métodos iterativos estacionarios para sistemas lineares.

teorema: Assumindoque G : D c R"— R" tem um ponto fixo @ no
interior de D e que G é continuamente diferenciavel numa

vizinhanca de (.

Sendo Jg a matriz Jacobiana de G

se| P(Jg (@) <1

entdo existe uma vizinhanca S de @ tal que S c D

onde, para qualquer X(O) e S,

K . . .
todas as aproximacgodes X( ) obtidas pelo processo iterativo de ponto

fixo estdo em D e a sucessio converge para (v.
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Atendendo a que, para qualquer norma matricial natural P(A) < ||A]| , também

neste caso basta encontrar uma norma da matriz Jacobiana ” J (@) || <1.

exemplo: Resolver pelo Método do Ponto Fixo,

dry — cos(r] +19) = 4
3o — sin(xy; + x2) =6

Passando & forma X = G(X),

r] = 1 — iCOS(Jfl + LI,’-Q)
To =2+ %sin(a:l + 19)

1+ %cos(;r.l + x9)

« ouseja, (_’;(;13):

2+ % sin(xy + x9)

* cuja matriz Jacobiana,

% S1n

% cos(xy + x9)

(r1 + x2) —i sin(ry + xa)
%(105(1131 + x9)

Ja(x) =

Aplicando, por exemplo, a norma 1 (maximo das somas por colunas),
nlll(;l.-l + 12)‘ + §‘ C-Ob('l-l + l-‘z)‘s.

sin(xy + x9)| + %\ cos(x1 + x9)|}

| T ()]|1 = 111:513{{%
1
4
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» verificamos que,

Jo(z)]1 =

L

LT
3 12

- Portanto, P(Jg (X)) < || Ig (X) || < 1 para todo o (X1, X2) € R®

estando assim garantida a convergéncia do método,

qualgquer que seja a aproximacao inicial escolhida.

« Podemos entdo escolher, arbitrariamente, X

© - [1, 1]" e calcular:

k X1 X2 g1 g:

0 1.00000 1.00000 0.89596 2.30310
1 0.89596 2.30310 0.75041 1.98085
2 0.75041 1.98085 0.77075 2.13297
3 0.77075 2.13297 0.75704 2.07854
4 0.75704 2.07854 0.76161 2.10042
5 0.76161 2.10042 0.75971 2.09198
6 0.75971 2.09198 0.76043 2.09529
7 0.76043 2.09529 0.76015 2.09400
8 0.76015 2.09400 0.76026 2.09450
9 0.76026 2.09450 0.76021 2.09431
10 0.76021 2.09431 0.76023 2.09438
11 0.76023 2.09438 0.76022 2.09435
12 0.76022 2.09435 0.76023 2.09436
13 0.76023 2.09436 0.76023 2.09436

« ... até que seja cumprido algum critério de paragem estipulado.
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