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Capitulo 5 —
Equacées e Sistemas de Equacdes Nao Lineares

= Resolugdao Numérica de Equagdes Nao Lineares

e o problema: Determinar os valores de X que satisfazem a equagao,

fx)=0

®» Equacdes Diofantinas
e Equacdes polinomiais, apenas com solugdes inteiras.

Diofanto de Alexandria [ sec. Ill ]

Caminhante! Aqui jaz Diofanto.
Os numeros dirdo a duragdo da sua vida.
Cuja sexta parte foi ocupada por uma doce infancia.

Decorrida mais uma duodécima parte da sua vida, o seu rosto cobriu-se
com barba. Passado mais um sétimo da sua vida casou. Cinco anos
depois, nasceu-lhe o seu Unico filho, que apenas durou metade da vida
do pai. Triste com a morte do seu filho, Diofanto viveu ainda quatro anos.
Diz-me, Caminhante, que idade tinha Diofanto quando a morte o levou?

e As equacdes diofantinas nem sempre tém solucéo. Por exemplo,
Xn + yl‘) = Zn
n&o tem solucéo paran > 2.

( Ultimo teorema de Fermat, s6 demonstrado em 1995 )

®» Equacdes polinomiais lineares, quadraticas, cubicas e quarticas

e Equagbes polinomiais que tém féormulas resolventes, umas mais
complicadas do que outras...
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e Vamos considerar apenas o caso de f(X) ser uma funcao real de variavel real.

®» Equagdes transcendentes

e As equacoes algébricas, como por exemplo as polinomiais, envolvem
apenas as operacodes aritméticas basicas. As equacgodes transcendentes
envolvem também funcdes trigonométricas, exponenciais, logaritmicas,...

flo) =z =e™ =0 Fa) = 2+ Infa) = 0
f(x) = (22 +1)* —4cos(mz) =0

e Assolucdes das equagdes transcendentes podem obter-se apenas
recorrendo a métodos numeéricos.

* Raizes, Zeros e Multiplicidade

e Se f(a) = 0 diz-se que @ é uma raiz da equagao f(X) = O ou que @ é um
zero da fungao f(X):

a) b) c)

a) zerosimples: fla)=0
b) zero duplo: fla) = Fla) =0

c) zero triplo: fla) = f(a) = () =0
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definicao: A multiplicidade de um zero & da funcéo f(X) é 0 supremo M dos valores K

f ()]
k

lim - = ¢ < X0

r—a |z — o

Se m =1 o zero diz-se simples, se m = 2 o zero diz-se duplo, ...

exemplo1: a = 0 é um zero simples da funcgéo f(X) = Sin x porque,

L
R

exemplo2: «a =0 é um zero duplo da fungéo f(X) = 1 — coS x porque,

. [T —cosz| 1
lim = —
=0 |z]? 2

nota: a multiplicidade de um zero pode ndo ser um numero inteiro, nem sequer finita.

teorema:  Se & for um zero da fungéo f(X) e se f(X) for M vezes diferenciavel em
entdo a multiplicidade de @ é M se e sO se,

flay=f(a)=-=1""(a)=0
mas {1 (@) # 0

exemplo1: para f(x) = sin x, f(0)=0masf’(0)# 0, portantom =1

exemplo2: paraf(x) =1 -cosx, f(0)=f"(0)=0masf” (0)#0, portanto m = 2
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e Vamos utilizar apenas métodos iterativos ou de aproximacoes sucessivas.
* Meétodos lterativos, Convergéncia e Erro

e Os métodos iterativos para aproximar uma raiz @ da equacao f (X) = 0, partem
do conhecimento de S valores aproximados Xg, X1, . . . , Xs-1 daraiz @ e com
estes constroem uma nova aproximacao Xy :

T = Gr(Th—sy ooy The1), Ek=s.s+1,...

e [Este processo iterativo gera uma sucessao de aproximacoes Xy , cada uma com
erro associado,

€, — & — Tj

e O método iterativo é convergente se,

lim 7, = «

k— o0
ou seja, lim €L — 0

k— oo

definicao: Seja { Xx} uma sucessao convergente para Q.

Se existirem duas constantes positivas P e C tais que

lim o $A+;| =
h—oo |0 — g

-

entéo diz-se que a sucesséo { Xk} é convergente para & de ordem P
com uma constante de convergéncia assimptoética igual a C.
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e Se p =1 aconvergéncia diz-se de primeira ordem ou linear (0 < ¢ <1).

Se p> 1 a convergéncia diz-se supralinear.

Se p= 2 aconvergéncia é de segunda ordem ou quadratica,

e Quanto maior for a ordem de convergéncia de um método iterativo menor sera,

em principio, 0 numero de iteragdes necessarias

para atingir uma dada precisao.

No entanto a rapidez depende também do esfor¢o computacional requerido em

cada iteracao.

e Independentemente do método utilizado, muitas vezes € possivel obter um

majorante para o erro:

teorema: Seja @ araiz exacta e X, um valor aproxim
f(x) =0 coma, Xk € [a, b].

ado da raiz da equacéo

Se f(x) for diferenciavelem [a, b] e||f'(X) |2 m >0| ¥V x € [a, b]

entao,

i

demonstracao: Peloteorema do Valor Médio,

[ () = o)

o — X,

= /"9, &

aplicando médulos, |Q — ,’]jk| —

o/,
/H| &
7
/

€ inter (o, xy,)

()]

Lf" ()

| f ()]

e portanto, |Q‘ — gjk| < -

m
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* Localizacdo e Separacao das Raizes

e Antes de aplicar um método iterativo para resolver a equacao f (X) =0,¢
necessario obter uma aproximacao inicial, o que exige a separagao das
possiveis raizes em intervalos tdo pequenos quanto possivel.

e O método mais pratico consiste em analisar a representacao grafica de f(X), ou
da combinacéo dos termos que formam a sua expressao analitica.

&

Por exemplo, para f(X) = |X| = e", 2.

-1 -0.5 0.5 1
primeiro, verificamos que

existe um ponto de interseccio de |X| com e” no intervalo (-1, 0)

Depois, confirmamos essa observacao, com base em dois resultados:

1. Se f(X) é uma fungéo real e continuaentre X = @e X = b, sendoae b
nameros reais, tendo f (@) e f (b) sinais contrarios, entéo existe pelo
menos uma raiz real entre @ e b.

2. Se aderivada de f(X) existe, é continua e mantém o sinal no intervalo
(a, b), entdo a raiz é tnica.

Para o exemplo:  f(x) € C((-1, 0))
f(-1)=0.632>0 e f(0)=-1<0

f(x)=-1-€"<0 emtodo ointervalo (-1, 0)
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* Métodos Intervalares

» Método das Bissec¢coes Sucessivas

« Partindo de um intervalo (a, b) que contém a raiz, construir uma
sucessao de subintervalos, sendo cada um deles o semi-intervalo do
anterior que contém a raiz.

e Algoritmo: e
{ae(a b))\ eeR" A f(a)f(b)<0}

fa « f(a)
enquanto |a—b|/2 = ¢ fazer
meio « (a+ b) /2
fm « f(meio)
se (fa>0)=(fm>0)
entaio { o € (meio, b)} a <« meio

senio { « € (a, meio)} b« meio
fim enquanto
{ae(a,b)N|la-b|/2 < &}
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® note que:
e S0 é necessario calcular o valor de f(X) uma vez por iteraco.
e Na&o é necessaria uma multiplicacao para comparar os sinais.

e Em aritmética de reais € extremamente improvavel atingir o valor
exacto da raiz, pelo que nado vale a pena testar a igualdade.

e A sequéncia de subintervalos { ( @k, Dk ) } foi representada pelos
sucessivos valores das variaveis a e b.

e Para um dado erro absoluto maximo &£, em cada iteragédo K, utilizamos o teste:

b — ay| -
—— <

de modo a que o erro cometido seja inferior a semi-amplitude do intervalo.

Deste modo, sendo Ck 0s sucessivos pontos médios,

b—a b—a b—a
D oles —af < 5z Cp —af < 5

c1—al <

0 que nos permite estimar o namero /1 de iteragées necessérias, para garantir
uma aproximacéao da raiz com um erro absoluto maximo de &:

ou seja,

b—a In b=a
2" > ——— =in > ——
g In 2
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para o mesmo exemplo:  f(x) = |X| — €", com & =10

k ag bk

-1.000000 0.000000
-1.000000 -0.500000
-0.750000 -0.500000
-0.625000 -0.500000
-0.625000 -0.562500
-0.593750 -0.562500
-0.578125 -0.562500
-0.570313 -0.562500
-0.570313 -0.566406
-0.568359 -0.566406
-0.567383 -0.566406
-0.567383 -0.566895
-0.567383 -0.567139
-0.567261 -0.567139
-0.567200 -0.567139
-0.567169 -0.567139
-0.567154 -0.567139
-0.567146 -0.567139
-0.567146 -0.567142
-0.567144 -0.567142

NPRPRERPRPRERPPRRERER
QVONOURAWNROOINOOTAWNE

b— a

m

= 0.00000095 ——

n > ——=— =19.931569

e Uma vantagem do método das bisseccfes sucessivas € que converge sempre
(desde que exista raiz no intervalo inicial).

e OQutra vantagem é a possibilidade de prever um majorante para o erro cometido
ao fim de um certo nimero de iteracdes.

e O custo computacional de cada iteracdo é muito baixo.

e A pior desvantagem reside no facto da sua convergéncia ser muito lenta (muitas
iteracdes) quando comparada com a dos outros meétodos.

Verifiqgue que o método das bissecc¢des sucessivas € linear, com constante de
convergéncia igual a 1/2.

Analise Numérica (2009/2010) Rosalia Rodrigues e Anténio Pereira



Capitulo 5 — Equacdes e Sistemas de Equacoes Nao Lineares 10

» Método da Corda Falsa

* O Meétodo da Corda Falsa pode ser encarado como um melhoramento do
Método das Bisseccbes Sucessivas.

 Em vez do ponto médio, um ponto Ck é determinado como a intersec¢ao

da secante que passa pelos pontos (@k, f(ax)) e (bx , f(bk)) com o eixo
dos xx.

t}l A

* A partir da equacgéo da secante,

J(br) — f(ag)

y—f(bp)= (x — by)

e fazendo y = O obtemos,

f(bk)
bk) _ f (a'k)

Ck = bi”‘t’- _ f ( (b:li’- — CJ.’.-,L;)

* Note-se que os sucessivos calculos desta formula nao provocam efeitos
de cancelamento subtractivo pois f (bx) e f (k) tém sinais contrérios.
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* Meétodos iterativos dependentes de um sé ponto

e Em cada iteracéo, a nova aproximacao depende apenas da anterior.

» Método Iterativo do Ponto Fixo

* Pretendemos determinar a solugcao & de uma equacao néo linear da forma,

x =g(x)

+ Dada uma equacao na forma f (x) = O é sempre possivel fazer,

r=ux+ f(x)
N — e’
g(x)

* Mais geralmente podemos considerar,

g(x) =x+ c(x)f(x)

onde C(X) é uma fungéo continua, nio nula e limitada no
intervalo /| = [a, b] que contém a raiz @ de f (x) = O.

definicao: Um ponto fixo de uma fungéo g(X) € um namero real &
tal que @ = g(a).

« Dada uma aproximacéo inicial Xo € /, o método iterativo do ponto fixo
consiste numa sucessao de aproximacoes {Xk } — @ tal que,

T =glxp)l k=0,1,2,...
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« Geometricamente, os pontos fixos de uma funcéo ¥ = g(X) s&o os pontos de
interseccdo de ¥ = g(X) com y = X

Ut

b_ _________________________________

a 1

e =

[l
]

< e
—_
[}
o

« Assim, se f(x) =0 < X = g(x), determinar a raiz de f(xX) = O em [a, b]
é 0 mesmo que procurar o ponto fixo de g(X) em [a, b] .

®» Exemplo: Método Babilonico ( 1800 - 1600 AC )

para calcular a Raiz Quadrada de um numero

Comegar com uma estimativa

Dividir o numero pela estimativa
Calcular a média entre essa divisdo e a estimativa

Fazer desta média a nova estimativa

AR W MM 2O

e voltara 1.
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* Ou seja, o calculo de \/a consiste na sucessao de aproximacgoes:

1  «a

Tht1 = 5 (— + )
Lk

10.00000000
5.80000000
4.27931034
4.00911529
4.00001036
4.00000000

« Experimentemos para a = 16,

comecando com Xo = 10 :

O~ wWNEFO

* O método utilizado tem por base a equacao,

_1(1.

- . 2
T = (_ + ;’I.T) obviamente equivalentea I~ =

2

A "

g(x)

e consiste na pesquisa de

um ponto fixo da funcdo g(x)

Paraa = 16 afuncdo g(x)

tem dois pontos fixos,

emX=4e x=-4

: . 0 -10.00000000

* E de facto, se partirmos de uma estimativa 1 —5.80000000
inicial negatl_va, 0 me_todo babilénico 2 ~4.27931034
encontra a raiz negativa de 16. 3 ~4.00911529

4 -4.00001036

5 -4.00000000
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e Como funciona?

A partir de uma aproximacéo inicial Xp, uma sucessao de aproximagoes
da forma Xx+1 = g(Xk) converge para um ponto fixo da fungéo g(x).

Xz, X1 Xo

e Porque funciona?

teorema: Seja §(X) uma funcao continua e { Xx } uma sucess&o gerada pelo
método iterativo do ponto fixo Xx+1 = g(Xk) .

Se lim ;. Xx = @ entdo (& é um ponto fixo de g(X).

demonstracdo: Se M .. Xx = @ entdo também /iM koo Xk+1 =

e como g(x) uma fung&o continua,

g(a) = g(lim zi) = lim g(z;) = lim z41 =

portanto @ é um ponto fixo de g(x).
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e Quando existe ponto fixo?

teorema: Seja g(x) € C([a, b]).
Se para todo o X € [a, b], se verifica que g(x) € [a, b]
(isto e, se g for uma contraccao )

entdo g tem pelo menos um ponto fixo em [a, b].

demonstracdo: Se g(a) = a ou g(b) = b entéo o ponto fixo é 6bvio.
Caso contrario defina-se a fungdo auxiliar h em [a, b],

h(x) = x - g(x)

Como h é continua em [a, b] e
g@ela b] = h(a)=a-g(a <0
gb) ea, b] = h(b)=b -g(b) >0

entdo existe pelo menos um valor @ € (a, b) tal que h(a) = 0.

Logo @ = g(@) e & é um ponto fixo.

e Quando é unico o ponto fixo?

teorema: Se g'(x) esta definida em [a, b] e existe uma constante positiva L <1,
com | g'(x) | < L <1 paratodo o x € [a, b],

entdo g(x) tem um tnico ponto fixo em [a, b].
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demonstracdo: Suponhamos que existiam dois pontos fixos @1, @2 € [a, b].

Entdo, pelo Teorema do Valor Médio, existiria um

ce (a1, az) C (a, b) tal que,

gLz ) — gl
gl(C) — ( ) ( )
a9 — X1

mas nesse caso, sendo (¥1 e @2 pontos fixos,

g(az) — g(ar)
a2 — (1

Qo — X1

=1
o —

donde g'(€) = 1, contradizendo a hipétese de | g'(X) | < 1

paratodoo X € [a, b].

Logo nao é possivel existirem dois pontos fixos.

e Quando converge o método do ponto fixo?

Teorema do Ponto Fixo:

sejam  g(x) . g'(x) € C([a, b]):

Xo € [a, b]

g(x) € [a, b] paratodoo X € [a, b],

|g’'(xX) | <1 paratodoo X € [a, b],

Ent&o a sucessao {Xk} gerada por Xk+1 = Q(Xk), k=01, 2, ..

converge para o tnico ponto fixo @ € [a, D).
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demonstracao:

Nas condi¢cOes da hipotese e pelo teorema anterior, existe e é
inico um ponto fixo & da funcdo g(x) no intervalo [a, b] .

Resta demonstrar que o0 método converge para ele.
Consideremos o erro absoluto na iteragdo k+1 :

leri1| = | — mpg1| = [g(a) — g(n)]

Pelo Teorema do Valor Médio, existe & & intel‘(()z, {L‘k)

tal que,

g (&) = 9 — 9(m)

o — T

Consideremos o numero positivo L, tal que |g'(X)] = L < 1 para
todo o X € [a, b] . Assim,

[9(c) = g(a)| < Lla — a

ouseja, || €xk+1| < L | ex| para k=0, 1, 2, ...

Aplicando esta relacéo indutivamente, temos,

o < L e

e uma vez que L <1, entdo,

lim |ex| =0

k— oo

Assim, desde que a aproximacgao inicial Xg € [a, b], 0 método
iterativo de ponto fixo é convergente.
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e Como converge o método do ponto fixo?

Convergéncia monétona quando O < g'o(x) < 1:

Yt y=1

Convergéncia oscilante quando =1 < g’o(x) < O :

Y1

X -
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e Quando diverge o método do ponto fixo?

teorema: Sea g.DCR —>R .
se:. ¢g,9 € C(D)

g(x) tem um ponto fixo@ € [a, b] c D,

| 9°(x) | > 1|paratodoo x € D,

Xo € [a, b] (com Xo+ @ ).

Entdo a sucessao {Xk} gerada por Xk+1 = g(xk), k=01, 2, ...,

nao converge para o ponto fixo @ € [a, b].

demonstracao: De modo analogo ao anterior,

considerando o erro absoluto na iteracdo k+1 :

lert1] = | — g1 | = |g(a) — g(an)|

Pelo Teorema do Valor Médio, existe & & intel‘(()z, {L‘k)

tal que,
) — g\ Tk
g (&) = 9 — 9(m)
o — Tf
Ouseja, |epy1| = |g!(§h)| | x|

Contudo, neste caso |g’(£k)| > 1

e portanto |€k+1| > |€K|

Assim, o método iterativo de ponto fixo é divergente.

Analise Numérica (2009/2010) Rosalia Rodrigues e Anténio Pereira



Capitulo 5 — Equacdes e Sistemas de Equacoes Nao Lineares

20

e Como diverge o método do ponto fixo?

Divergéncia monétona quando Q'(x) > 1:

’y‘ A

Divergéncia oscilante quando g’'(X) < —-1:

Y

———————
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e Quando converge, qual a ordem de convergéncia do método do ponto fixo?

Consideremos que g(X), g’(x) € C([a, b))

e que o método do ponto fixo é convergente para (.

1) Nocasode|g'(a) # 0

Como vimos, ‘fik'+1‘ = }Q’l(gk)} |€k‘ , Ek c intfﬁ?”(ﬁ’:il’-k)

€1 -
ouseja, lim Cxt1]

—oo |eg] i |9'(€)[ = |o'(e)]

Portanto, no caso de §'(@) # 0, e como | g'(@) | < 1,

entdo o método do ponto fixo apresenta ordem de convergéncia linear

sendo | g'(@) | a constante assimptética de convergéncia.

2) Nocasode|g'(@) =0 e g"(a) #0

Assumindo que g(X) € CZ([a, b]). consideremos o desenvolvimento de
Taylor de ordem 1 em torno de « :

gl!(g) ‘
5 (z — 05)2

g(z) = g(a) + ¢ () (z — o) +

¢ € inter(x, )
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Para X = Xx e como §'(@) = 0, com g"(a) # O,

Tht1 = g(ﬂik) = Q(Oé') +

e uma vez que @ = g(a),

|1

19" (€

gﬂ(gk‘) (wk . (1’)2

2

i € inter(axy, o)

2

Assim, se o método for convergente,

lim i1

lim

k— oo

9" ()] _ 19" (a)]

2 2

Portanto, no caso de §'(@) = 0e g"(a) # O,

0 meétodo do ponto fixo apresenta ordem de convergéncia quadratica

sendo | g”(@) | / 2 a constante assimptética de convergéncia.

3) De um modo geral, assumindo que g(x) € C"([a, b]), se

ms g (a) £ 0

prova-se que o método iterativo do ponto fixo apresenta ordem de

convergéncia n .
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®» Voltando ao Método Babilénico

para calcular a Raiz Quadrada de @ = 16

a
(—+ 2)
T

 Onde, g(I) =

DO | —

tem uma descontinuidade em x = 0

« Derivando, Q’l(f) —

verificamos que, na maior parte dos casos, | g'(x) | < 1

1
« Asegundaderivada, ( (I) - —5
.’I’:l

e g"(4)/2=0.125

» Portanto a convergéncia € quadratica, com,

k Xk lex] lex+1] 7 |ex’?|
0 10.00000000 6.00000000

1 5.80000000 1.80000000 0.05000000

2 4.27931034 0.27931034 0.08620690

3 4.00911529 0.00911529 0.11684126

4 4.00001036 0.00001036 0.12471579

5 4.00000000 0.00000000 0.12499660
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* Método de Newton-Raphson ( ou Método da Tangente )

®» Interpretacio Geométrica

e Em cada iteragéo Xi , a curva Y = f(X) é aproximada pela sua tangente e
a intersecc¢ao desta com o eixo dos XX € a nova aproximacgao Xk+1 .

e Aequagio da tangente a curva no ponto (Xx,  (Xx)) é,
y = faw) + f () (z — )

e a sua intersecc¢ao com o eixo dos XX determina a nova aproximacao,

Th+1 = Tk —

e A partir de uma aproximacdo inicial Xg esta formula gera uma sucessao
{ Xk } que, em certos casos, devera convergir para um zero da fungéo.
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e Por exemplo, para a fungéo f(X) = X2 —a,

flxr) w5 —a 1  a
Tpo)] =T — =2 ——— = — (— + a1
il " f'(@) " 2 Ty 2 (;I:;Lf )

e para o caso particular de @ = 716, com a aproximacéo inicial Xo = 70,

X2 X1 Xo

a sucessao das aproximagdes tende para um zero de f(x) = x° — 16.

k Xy

10.00000000
5.80000000
4.27931034
4.00911529
4.00001036
4.00000000

O~ wWNEFO

0 que ja ndo era novidade na antiga Babildnia ...
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®» Newton-Raphson como caso particular do Método do Ponto Fixo

Dada uma equacao f(X) = 0, podemos passar para a forma X = g(X)
atraves da relacao,

glx) =x+ c(x)f(x)

onde C(X) é uma fungéo continua, nao nula e limitada no intervalo [a, D]
que contém a raiz @ de f(x) = 0.

Pretendemos definir C(X) de modo a que o método do ponto fixo ( no caso
de convergir ) tenha uma ordem de convergéncia pelo menos quadratica.

Assumindo que f(X) e C(X) sao diferenciaveis em [a, b],

g (z) =1+ (2)f(z) + c(a)f (z)

e calculando no ponto (&,

g(a) =1+ (a)f(a) +c(a)f'(a)

Para que a convergéncia seja quadratica, devemos ter g’(a) =0.

E como f(a) = O entso, 1

Ry

Assim, basta escolher,

L
f'@)

clr) =—

assumindo que F(X) # 0 em todo o intervalo [a, b].
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e Substituindo, temos a nova forma,

gue corresponde ao Método de Newton-Raphson,

f(r)
/()

Tpt+1 — T — /620,1,2,...

e que, por esta construcdo, se convergir € quadratico.

®» O Método de Newton-Raphson a partir da série de Taylor

e Suponha-se que f € CZ([a, b]). que o Método de Newton-Raphson é
convergente e considere-se o desenvolvimento de Taylor de ordem 1 em

torno de Xk :

fl! (gk)
2

f(x) = fa) + [ (@r)(x — 2) + (2 — a)°

£ € inter(z, zy)

Calculandoem X = « ,

0= f(a) = fan) + f' () (v — 23) + f”;&) (v — %)2

£ € inter(ay, xy,)
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T fwm) €Y,
R TP TP A

T~ /

e assim obtemos a nova aproximagéo@e 0 erro cometido.

e Note-se que assumimos que |a' - Xk| € pequeno, para todo o K, incluindo a
aproximacao inicial k = 0.

» Ordem de Convergéncia do Método de Newton-Raphson

Pela expressao anterior,

S )
2f" (k)

2
O — Thr1 = (v — xp,)

donde, tomando médulos,

o — g |7 (&)

o —an* 21f ()

Assim, no caso de o0 método convergir,

L AN
i o — 2| S ‘/(Oé)|
k—oo |ov — :Lk|T 2] f ()]

e a convergéncia é quadratica

1
. P «
com constante de convergéncia assimptética igual a [/ ()]

2[f" ()]
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e Observacao:

Se o zero de f n3o for simples a ordem do método degrada-se. Mostra-se que,
no caso dos zeros de multiplicidade 2 a convergéncia é apenas linear.

=» Um Majorante do Erro Absoluto

* Pela expressao anterior,

(&)
2/ ()

O — Tpyg = — (v —xp)? . &k € inter(a, z3)

temos,

L7 (&)
2| ()]

|€k+1| = |€/le|2

* Seidentificarmos um majorante da segunda derivada e um minorante da
primeira derivada, para todo o intervalo,

My > | f" (x)

0<m <|f(2)

, Yo € [a,b]
, Y € [a,b]

€ simples calcular:

M.
lerr1] < — |ex)?
2m
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» Uma estimativa do Erro Absoluto

Assumindo que f € C([a, b]) e que o Método de Newton-Raphson é
convergente, pelo Teorema do Valor Médio,

fer) — [ («)

L — X

= (&), & € inter (o, xy)

Donde, assumindo ainda que f’ (ZL) 7é 0, Yr € inter (O{ [Ijk)

v —a— J (k)

f (k)

Por outro lado, da expresséao do préprio método,

f(x)

T )

Para K suficientemente grande, Tl+1 ~ (Y, donde, fk ~ T

e portanto,

Ll — Lhy1 = T — &

Assim, podemos estimar,

k| & |Tre1 — T
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* Em termos algoritmicos, € mais comodo calcular,

Ex-1~ | Xk — Xi-1

* De facto, para o exemplo anterior,

K Xk |ex] |€-1] | Xk = Xi-1
0  10.00000000  6.00000000

1 5.80000000  1.80000000  6.00000000  4.20000000
2 427931034 027931034  1.80000000  1.52068966
3 400911529  0.00911529 027931034  0.27019506
4 4.00001036  0.00001036  0.00911529  0.00910492
5 4.00000000  0.00000000  0.00001036  0.00001036

-

-

» Critério de Convergéncia do Método de Newton-Raphson

teorema:

Seja f € C?*([a, b]). Se
fla)f(b) <O;

(i

(
(

(ii)

v

f'(z) # 0 para todo o = € [a, b];
"(z) n3o muda de sinal em [a, b];

~

f(a)
f"(a)

<b—a e

S(b)

f'(b)

<b—a

Entéo, para qualquer Xg € [a, b], a sucessao {Xk} gerada pelo Método
de Newton-Raphson converge para o tnico zero de fem [a, b].
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observacgoes:
e (i) + (ii) garantem a existéncia de uma so6 solucéo em [a, b].
e (i) + (iii) garantem que a fungdo é monotona, convexa ou concava.

e (iv) garante que as tangentes a curva em (a, f (a)) e em (b, f (b))
intersectam o eixo dos XX em (a, b).

» Vantagens do Método de Newton-Raphson
e Quando converge, tem convergéncia quadratica.

e Necessita apenas de um ponto, para estimativa inicial.

» Desvantagens do Método de Newton-Raphson

e Exige uma boa aproximacao inicial. Caso contrario pode divergir, ou
encontrar outra raiz.

e Exige o calculo da derivada em cada iteracdo, o que pode ser lento ou
mesmo impossivel.

e Exige que a derivada (no denominador) nunca se anule. Note que, mesmo
para valores da derivada proximos de zero, a interseccéo da tangente com o
eixo dos xx é um ponto muito afastado...
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®» Alguns casos patologicos do Método de Newton-Raphson

e Paraafuncio f(x) = x> — 2 X + 2, se escolhermos X, = 0,

o método calcula X; = 7, gerando a sucessado de aproximacdes:

01010 101,01, ..

e Paraafuncao f[:_r) = %

0 método gera uma sucessao tal que, Xg+1 = — 2 Xy

e Para f(X) = V/X, obtém-se Xk+1 = — Xk
de modo que, para qualquer Xp, 0 método gera a sucessao:

Xo, - Xo, Xo, - Xo, X0, - X0 ,---

e Todo o ponto de inflec¢cao provoca um afastamento da raiz.
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