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> 55HHVVRROOXXoommRR 11XXPPppUULLFFDD GGHH ((TTXXDDoo}}HHVV 11mmRR //LLQQHHDDUUHHVV

x o SUREOHPD : Determinar os valores de [ que satisfazem a HTXDomR,

I ([) = 0 
�

¨̈ ((TTXXDDoo}}HHVV ''LLRRIIDDQQWWLLQQDDVV
xx Equações polinomiais, apenas com VROXo}HV�LQWHLUDV.

'LRIDQWR�de Alexandria [ sec. III ] 

 

xx As equações diofantinas nem sempre têm solução. Por exemplo,  

 [Q � \Q  ]Q
não tem solução para Q !�� . 

 � ÒOWLPR�WHRUHPD�GH�)HUPDW��Vy�GHPRQVWUDGR�HP��������
 

¨̈ ((TTXXDDoo}}HHVV SSRROOLLQQRRPPLLDDLLVV OOLLQQHHDDUUHHVV�� TTXXDDGGUUiiWWLLFFDDVV�� FF~~EELLFFDDVV HH TTXXiiUUWWLLFFDDVV
xx Equações polinomiais que têm IyUPXODV�UHVROYHQWHV, umas mais 

complicadas do que outras... 

CCaammiinnhhaannttee!! AAqquuii jjaazz DDiiooffaannttoo..
OOss nnúúmmeerrooss ddiirrããoo aa dduurraaççããoo ddaa ssuuaa vviiddaa..

CCuujjaa sseexxttaa ppaarrttee ffooii ooccuuppaaddaa ppoorr uummaa ddooccee iinnffâânncciiaa..
DDeeccoorrrriiddaa mmaaiiss uummaa dduuooddéécciimmaa ppaarrttee ddaa ssuuaa vviiddaa,, oo sseeuu rroossttoo ccoobbrriiuu--ssee

ccoomm bbaarrbbaa.. PPaassssaaddoo mmaaiiss uumm ssééttiimmoo ddaa ssuuaa vviiddaa ccaassoouu.. CCiinnccoo aannooss
ddeeppooiiss,, nnaasscceeuu--llhhee oo sseeuu úúnniiccoo ffiillhhoo,, qquuee aappeennaass dduurroouu mmeettaaddee ddaa vviiddaa

ddoo ppaaii.. TTrriissttee ccoomm aa mmoorrttee ddoo sseeuu ffiillhhoo,, DDiiooffaannttoo vviivveeuu aaiinnddaa qquuaattrroo aannooss..
DDiizz--mmee,, CCaammiinnhhaannttee,, qquuee iiddaaddee ttiinnhhaa DDiiooffaannttoo qquuaannddoo aa mmoorrttee oo lleevvoouu??
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x Vamos considerar apenas o caso de I�[��ser uma IXQomR�UHDO�GH�YDULiYHO�UHDO.

¨̈ ((TTXXDDoo}}HHVV WWUUDDQQVVFFHHQQGGHHQQWWHHVV
xx As HTXDo}HV�DOJpEULFDV, como por exemplo as polinomiais, envolvem 

apenas as operações aritméticas básicas. As HTXDo}HV�WUDQVFHQGHQWHV 
envolvem também funções trigonométricas, exponenciais, logarítmicas,... 

 

xx As VROXo}HV das equações transcendentes�podem obter-se apenas 
recorrendo a PpWRGRV�QXPpULFRV.

ÅÅ 55DDtt]]HHVV�� ==HHUURRVV HH 00XXOOWWLLSSOOLLFFLLGGDDGGHH

x Se I(D) = 0 diz-se que D é uma UDL]�GD�HTXDomR I(x) = 0 ou que D é um 

]HUR�GD�IXQomR I(x):

a) ]HUR�VLPSOHV : I(D) = 0 

b) ]HUR�GXSOR�: I(D) = I¶(D) = 0 

c) ]HUR�WULSOR�: I(D) = I¶(D) = I¶¶(D) = 0 
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GHILQLomR� A PXOWLSOLFLGDGH�GH�XP�]HUR D da função I(x) é o supremo P dos valores N
tais que, 

 

Se P = 1 o zero diz-se VLPSOHV, se P = 2 o zero diz-se GXSOR, ... 

 

H[HPSOR�� D = 0 é um zero VLPSOHV da função I(x) = VLQ�[ porque, 

 

H[HPSOR�� D = 0 é um zero GXSOR da função I(x) = 1 í FRV�[ porque, 

 

QRWD� a multiplicidade de um zero pode não ser um número inteiro, nem sequer finita. 

 

WHRUHPD� Se D for um zero da função I(x) e se I(x)�for P vezes diferenciável em D
então a PXOWLSOLFLGDGH de D é P se e só se, 

 

mas 

 

H[HPSOR��� para�I(x) = VLQ�[ ,  I(0) = 0 mas I ¶ (0) � ����portanto P = 1 

 

H[HPSOR��� para�I(x) = 1 í FRV�[ ,  I(0) = I ¶ (0) = 0 mas I ¶¶�(0) � ����portanto P = 2 
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x Vamos utilizar apenas PpWRGRV�LWHUDWLYRV ou de DSUR[LPDo}HV�VXFHVVLYDV.

ÅÅ 00ppWWRRGGRRVV ,,WWHHUUDDWWLLYYRRVV�� &&RRQQYYHHUUJJrrQQFFLLDD HH ((UUUURR

x Os PpWRGRV�LWHUDWLYRV�para aproximar uma raiz D da equação I ([) = 0, partem 

do conhecimento de V valores aproximados [0� [1� ��������[Ví1 da raiz D e com 

estes constroem uma QRYD�DSUR[LPDomR [N :

x Este processo iterativo gera uma VXFHVVmR�GH�DSUR[LPDo}HV [N , cada uma com 
HUUR associado, 

 

x O método iterativo é FRQYHUJHQWH se, 

 

ou seja,  

 

GHILQLomR�� Seja  {�[N } uma sucessão convergente para D.

Se existirem duas constantes positivas  S e F tais que 

 

então diz-se que a sucessão {�[N } é FRQYHUJHQWH para D GH�RUGHP S
com uma FRQVWDQWH�GH�FRQYHUJrQFLD�DVVLPSWyWLFD igual a F.
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x Se  S = 1 a convergência diz-se de SULPHLUD�RUGHP ou OLQHDU ( 0 � F����1 ).  

 Se  S !�1 a convergência diz-se VXSUDOLQHDU.
Se  S = 2 a convergência é de VHJXQGD�RUGHP ou TXDGUiWLFD,

... 

x Quanto maior for a RUGHP�GH�FRQYHUJrQFLD�de um método iterativo menor será, 
em princípio, o Q~PHUR�GH�LWHUDo}HV necessárias para atingir uma dada precisão. 

No entanto a rapidez depende também do HVIRUoR�FRPSXWDFLRQDO requerido em 
cada iteração. 

 

x ,QGHSHQGHQWHPHQWH�GR�PpWRGR�XWLOL]DGR, muitas vezes é possível obter um PDMRUDQWH�SDUD�R�HUUR:

WHRUHPD� Seja D a UDL]�H[DFWD e [N um YDORU�DSUR[LPDGR da raiz da equação         

I([) = 0 com D� [N± [D��E]. 

Se  I([) for diferenciável em [D��E] e | I ([) | � P��!�0, � [ ± [D��E]

então, 

 

GHPRQVWUDomR� Pelo teorema do Valor Médio, 

 

aplicando módulos, 

 

e portanto, 
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ÅÅ //RRFFDDOOLL]]DDoommRR HH 66HHSSDDUUDDoommRR GGDDVV 55DDtt]]HHVV

x $QWHV�GH�DSOLFDU�XP�PpWRGR�LWHUDWLYR para resolver a equação I ([) = 0, é 
necessário obter uma DSUR[LPDomR�LQLFLDO, o que exige a VHSDUDomR das 
possíveis raízes em intervalos tão pequenos�quanto possível.�

x O método mais prático consiste em analisar a UHSUHVHQWDomR�JUiILFD de I([), ou 
da combinação dos termos que formam a sua expressão analítica. 

 

Por exemplo, para   I�[�� �_[_�í�H[ ,

primeiro, verificamos que  

 H[LVWH um SRQWR�GH�LQWHUVHFomR de _[_�com H[ no intervalo (-1, 0) 

Depois, FRQILUPDPRV essa observação, com base em GRLV�UHVXOWDGRV:

��� Se I([) é uma função real e contínua entre [ = D e [ = E, sendo D e E
números reais, tendo I (D) e I (E) VLQDLV�FRQWUiULRV, então H[LVWH pelo 

menos�uma raiz real entre D e E.

��� Se a GHULYDGD de I([) H[LVWH, é FRQWtQXD e PDQWpP�R�VLQDO no intervalo 

(D��E), então D UDL]�p�~QLFD.

Para o exemplo:  I ([) ± &((-1, 0)) 

I (-�) = 0.632 > 0 e I(0) = -1 < 0 

I¶�(x) = -1 - ex < 0 em todo o intervalo (-1, 0) 
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ÅÅ 00ppWWRRGGRRVV ,,QQWWHHUUYYDDOODDUUHHVV

¨̈ 00ppWWRRGGRR GGDDVV %%LLVVVVHHFFoo}}HHVV 66XXFFHHVVVVLLYYDDVV
•• Partindo de um intervalo (D, E) que contém a raiz, construir uma 

VXFHVVmR�GH�VXELQWHUYDORV, sendo cada um deles o semi-intervalo do 
anterior que contém a raiz. 

 

xx $OJRULWPR��
 

{ D ± (D, E) ¼ � ± ¸+ ¼ I(D) I(E) < 0 } 

ID � I(D)

HQTXDQWR |D – E| / 2  � � ID]HU 
PHLR � (D + E) / 2 

IP � I (PHLR)

VH ( ID > 0 ) = (�IP > 0 ) 

HQWmR { D ± (PHLR, E) } D � PHLR 

VHQmR { D ± (D, PHLR) } E �PHLR�
ILP�HQTXDQWR 

{ D ± (D, E) ¼ |a – b| / 2  <  � }
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x note que: 

xx Só é necessário calcular o valor de I([) XPD�YH] por iteração. 

xx Não é necessária uma PXOWLSOLFDomR para comparar os sinais. 

xx Em aritmética de reais é extremamente improvável atingir o valor 
exacto da raiz, pelo que não vale a pena WHVWDU�D�LJXDOGDGH.

xx A sequência de subintervalos { ( DN, EN ) } foi representada pelos 
sucessivos valores das variáveis D e E.

x Para um dado HUUR�DEVROXWR�Pi[LPR �, em cada iteração N, utilizámos o WHVWH:

de modo a que o HUUR cometido seja LQIHULRU�j�VHPL�DPSOLWXGH�GR�LQWHUYDOR.

Deste modo, sendo FN os sucessivos SRQWRV�PpGLRV,

o que nos permite estimar o�Q~PHUR Q GH�LWHUDo}HV necessárias, para garantir 

uma aproximação da raiz com um erro absoluto máximo de �:

ou seja, 
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1 -1.000000     0.000000 
 2    -1.000000    -0.500000 
 3    -0.750000    -0.500000 
 4    -0.625000    -0.500000 
 5    -0.625000    -0.562500 
 6    -0.593750    -0.562500 
 7    -0.578125    -0.562500 
 8    -0.570313    -0.562500 
 9    -0.570313    -0.566406 
 10    -0.568359    -0.566406 
 11    -0.567383    -0.566406 
 12    -0.567383    -0.566895 
 13    -0.567383    -0.567139 
 14    -0.567261    -0.567139 
 15    -0.567200    -0.567139 
 16    -0.567169    -0.567139 
 17    -0.567154    -0.567139 
 18    -0.567146    -0.567139 
 19    -0.567146    -0.567142 
 20    -0.567144    -0.567142 

 

SDUD�R�PHVPR�H[HPSOR� I([) = |x| í Hx
, com  � = 10-6 

N DN EN

= 0.00000095    

 

= 19.931569 

 

x Uma YDQWDJHP do método das bissecções sucessivas é que FRQYHUJH�VHPSUH 
(desde que exista raiz no intervalo inicial). 

x Outra YDQWDJHP é a possibilidade de SUHYHU�XP�PDMRUDQWH para o erro cometido 
ao fim de um certo número de iterações. 

x O FXVWR computacional de cada iteração é PXLWR�EDL[R.

x A pior GHVYDQWDJHP reside no facto da sua FRQYHUJrQFLD ser PXLWR�OHQWD (muitas 
iterações) quando comparada com a dos outros métodos. 

Verifique que o método das bissecções sucessivas é OLQHDU, com FRQVWDQWH�GH�
FRQYHUJrQFLD igual a ���.
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¨̈ 00ppWWRRGGRR GGDD &&RRUUGGDD ))DDOOVVDD
•• O Método da Corda Falsa pode ser encarado como um PHOKRUDPHQWR do 

Método das Bissecções Sucessivas. 

•• Em vez do ponto médio, um ponto FN é determinado como a LQWHUVHFomR�
GD�VHFDQWH que passa pelos pontos (DN� I(DN)) e (EN � I(EN)) com o eixo 
dos [[.

•• A partir da equação da secante, 

 

e fazendo \ = 0 obtemos, 

 

•• Note-se que os sucessivos cálculos desta fórmula QmR�SURYRFDP efeitos 

de FDQFHODPHQWR�VXEWUDFWLYR pois I (EN) e I (DN) têm sinais contrários. 
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ÅÅ 00ppWWRRGGRRVV LLWWHHUUDDWWLLYYRRVV GGHHSSHHQQGGHHQQWWHHVV GGHH XXPP VVyy SSRRQQWWRR
x Em cada iteração, a nova aproximação GHSHQGH�DSHQDV�GD�DQWHULRU.

¨̈ 00ppWWRRGGRR ,,WWHHUUDDWWLLYYRR GGRR 33RRQQWWRR ))LL[[RR

•• Pretendemos GHWHUPLQDU�D�VROXomR D de uma equação não linear da forma, 

� [� �J([)

•• Dada uma equação na forma I ([) = 0 é sempre possível fazer, 

 

•• Mais geralmente podemos considerar, 

 

onde F([) é uma função contínua, QmR�QXOD e OLPLWDGD no 

intervalo , = [D��E] que contém a raiz D de I ([) = 0.

GHILQLomR�� Um SRQWR�IL[R de uma função J([) é um número real D
tal que D = J(D).

•• Dada uma aproximação inicial [0 ± ,� R PpWRGR�LWHUDWLYR�GR�SRQWR�IL[R 

consiste numa VXFHVVmR�GH�DSUR[LPDo}HV { [N } D tal que, 
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•• Geometricamente, os SRQWRV�IL[RV de uma função \ = J([) são os pontos de 

intersecção de \ = J([) com \ = [

•• Assim, se  I([) = 0 x x = J([) , GHWHUPLQDU�D�UDL] de I([) = 0 em [D, E]
é o mesmo que SURFXUDU�R�SRQWR�IL[R de J([) em [D, E] .

¨̈ (([[HHPPSSOORR�� 00ppWWRRGGRR %%DDEELLOOyyQQLLFFRR �� �������� �� �������� $$&& ��
SSDDUUDD FFDDOOFFXXOODDUU DD 55DDLL]] 44XXDDGGUUDDGGDD GGHH XXPP QQ~~PPHHUURR

�� &RPHoDU�FRP�XPD�HVWLPDWLYD��
�� 'LYLGLU�R�Q~PHUR�SHOD�HVWLPDWLYD�
�� &DOFXODU�D�PpGLD�HQWUH�HVVD�GLYLVmR�H�D�HVWLPDWLYD�
�� )D]HU�GHVWD�PpGLD�D�QRYD�HVWLPDWLYD�
�� H YROWDU�D���
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0 10.00000000 
 1   5.80000000 
 2   4.27931034 
 3   4.00911529 
 4   4.00001036 
 5   4.00000000 

0 í10.00000000 
 1   í5.80000000 
 2   í4.27931034 
 3   í4.00911529 
 4   í4.00001036 
 5   í4.00000000 

 

•• Ou seja, o cálculo de  ¹D consiste na VXFHVVmR�GH�DSUR[LPDo}HV:

•• Experimentemos para D = 16,

começando com [0 = 10 : 

 

•• O método utilizado tem por base a HTXDomR,

obviamente equivalente a  

 

e consiste na SHVTXLVD�GH��
XP�SRQWR�IL[R da função J([)

Para D = 16 a função J([)

tem GRLV�SRQWRV�IL[RV,

em [ = 4 e  [ = í� 

•• E de facto, se partirmos de uma HVWLPDWLYD�LQLFLDO�QHJDWLYD, o método babilónico 
encontra a UDL]�QHJDWLYD de 16.
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x Como funciona? 

A partir de uma aproximação inicial [0, uma VXFHVVmR�GH�DSUR[LPDo}HV 

da forma  [N�� = J([N) FRQYHUJH�SDUD�XP�SRQWR�IL[R da função J([).

[� [� [�

x Porque funciona? 

 

WHRUHPD� Seja J([) uma IXQomR�FRQWtQXD e ^ [N ` uma sucessão gerada pelo 

PpWRGR�LWHUDWLYR�GR�SRQWR�IL[R [N�� = J([N) .

Se  OLP N�� [N = D então D é um SRQWR�IL[R de J�[�.

GHPRQVWUDomR� Se  OLP N�� [N = D então também  OLP N�� [N�� = D
e como J([) uma função contínua, 

 

portanto D é um SRQWR�IL[R de J([).
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x Quando H[LVWH ponto fixo?  

 

WHRUHPD� Seja J([) ± &([D, E]). 

Se para todo o [ ± [D, E], se verifica que J([) ± [D, E]

( isto é, se J for uma FRQWUDFomR�)
então J tem SHOR�PHQRV�XP�SRQWR�IL[R�em [D, E]. 

GHPRQVWUDomR� Se J(D) = D ou  J(E) = E então o ponto fixo é óbvio. 

Caso contrário defina-se a função auxiliar K em [D��E], 

 K([) = [ í�J([)

Como K é contínua em [D��E] e

J(D) ± [D, E] Á K(D) = D í�J(D) � 0

J(E) ± [D, E] Á K(E) = E í�J(E) ! 0

então existe SHOR�PHQRV um valor D ± (D, E) tal que K(D) = 0.

Logo D  J(D) e D é um SRQWR�IL[R.

x Quando é ~QLFR o ponto fixo?  

 

WHRUHPD� Se J¶([) está definida em [D, E] e existe uma FRQVWDQWH�SRVLWLYD / ���,

com _ J �[� _ ���/���� para todo o [ ± [D, E],

então  J([) tem XP�~QLFR�SRQWR�IL[R em [D, E]. 
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GHPRQVWUDomR� Suponhamos que existiam GRLV�SRQWRV�IL[RV D1 , D2 ± [D, E] .

Então, pelo Teorema do Valor Médio, existiria um 

 F ± ( D1, D2 ) ° (D, E) tal que,  

 

mas nesse caso, sendo D1 e D2 pontos fixos, 

 

donde J (F) = 1, contradizendo a hipótese de _ J ([) _ ��1
para todo o [ ± [D��E]. 

Logo QmR�p�SRVVtYHO existirem GRLV�SRQWRV�IL[RV.

x Quando FRQYHUJH o método do ponto fixo?  

 

7HRUHPD�GR�3RQWR�)L[R� 

Sejam   J([) , J¶([) ± &([D, E]) : 

J([) ± [D, E] para todo o [ ± [D, E],

| J¶([) | < 1 para todo o [ ± [D, E],

[� ± [D, E]. 

 

Então a sucessão {[N} gerada por [N+1 = J([N), N = 0� 1� 2� ��� 
FRQYHUJH�SDUD�R�~QLFR�SRQWR�IL[R D ±�[D��E].



&DStWXOR���±�(TXDo}HV�H�6LVWHPDV�GH�(TXDo}HV�1mR�/LQHDUHV�������������������������������������������������������������������BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

$QiOLVH�1XPpULFD�����������������������������������������������������������������������5RViOLD�5RGULJXHV�H�$QWyQLR�3HUHLUD

GHPRQVWUDomR� Nas condições da hipótese e pelo teorema anterior, H[LVWH�H�p�
~QLFR um SRQWR�IL[R D da função J([) no intervalo [D, E] .

Resta demonstrar que o método FRQYHUJH para ele. 

 

Consideremos o HUUR�DEVROXWR na iteração N+1 : 

�

Pelo Teorema do Valor Médio, existe  

tal que, 

 

Consideremos o número positivo /, tal que _J ([)_ = / ��1 para 
todo o [ ± [D��E] . Assim, 

 

ou seja,  _ HN+1 _ ���/�_�HN _ para  N = 0, 1, 2, ...  

Aplicando esta relação indutivamente, temos, 

 

e uma vez que / ��1, então, 

 

Assim, desde que a aproximação inicial [0 ± [D��E], o método 
iterativo de ponto fixo é FRQYHUJHQWH.
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x &RPR�FRQYHUJH o método do ponto fixo?  

 

Convergência PRQyWRQD quando 0 < J¶0([) < 1 : 

 

Convergência RVFLODQWH quando í����J¶0([) < 0 :
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x Quando GLYHUJH o método do ponto fixo?  

 

WHRUHPD� Seja   J : ' ° ¸ ¸ .

Se: J , J¶ ± &(')

J([) WHP�XP�SRQWR�IL[R D ± [D, E] ¯ ' ,

| J¶([) | > 1 para todo o [ ± ' ,

[� ± [D, E] ( com [�� D�) .

Então a sucessão {[N} gerada por [N+1 = J([N), N = 0� 1� 2� ����,
QmR�FRQYHUJH�para o ponto fixo D ±�[D��E].

GHPRQVWUDomR�� De modo análogo ao anterior,  

 considerando o HUUR�DEVROXWR na iteração N+1 : 

 

Pelo Teorema do Valor Médio, existe  

tal que, 

 

Ou seja,  

 

Contudo, neste caso  

 

e portanto 

Assim, o método iterativo de ponto fixo é GLYHUJHQWH.
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x &RPR�GLYHUJH o método do ponto fixo?  

 

Divergência PRQyWRQD quando  J¶([) > 1 : 

 

Divergência RVFLODQWH quando  J¶([) < í1 :
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x Quando converge, qual a�RUGHP�GH�FRQYHUJrQFLD�do método do ponto fixo?  

 

Consideremos que  J([), J¶([) ± &([D, E]) 

e que o método do ponto fixo é FRQYHUJHQWH para D.

���� No caso de   J’(D) � 0

Como vimos,  

 

ou seja,  

 

Portanto, no caso de J’(D) � 0, e como | J¶(D) | < 1,

então o método do ponto fixo apresenta RUGHP�GH�FRQYHUJrQFLD�OLQHDU 
sendo | J¶(D) |  a FRQVWDQWH�DVVLPSWyWLFD de convergência. 

 

���� No caso de   J’(D) = 0 e   J’’(D) � 0

Assumindo que  J([) ± &2([D, E]), consideremos o desenvolvimento de 

Taylor de ordem 1 em torno de D :
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Para  [ = [N e como J’(D) = 0, com J’’(D) � 0,

e uma vez que D = J(D) ,

Assim, se o método for convergente, 

 

Portanto, no caso de J’(D) = 0 e J’’(D) � 0,

o método do ponto fixo apresenta RUGHP�GH�FRQYHUJrQFLD�TXDGUiWLFD 

sendo | J¶¶(D) | / 2  a FRQVWDQWH�DVVLPSWyWLFD de convergência. 

 

���� De um modo geral, assumindo que  J([) ± &Q([D, E]), se 

 

mas 

prova-se que o método iterativo do ponto fixo apresenta RUGHP�GH�FRQYHUJrQFLD�Q .
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0 10.00000000   6.00000000 
 1   5.80000000   1.80000000   0.05000000 
 2   4.27931034   0.27931034   0.08620690 
 3   4.00911529   0.00911529   0.11684126 
 4   4.00001036   0.00001036   0.12471579 
 5   4.00000000   0.00000000   0.12499660 

�
¨̈ 9ROWDQGR�DR�0pWRGR�%DELOyQLFR��
� SDUD�FDOFXODU�D�5DL]�4XDGUDGD�GH�D  ���

•• Onde,   

 

tem uma descontinuidade em [ = 0 

•• Derivando,   e    J’(4)  = 0 

verificamos que, na maior parte dos casos, | J¶([) | < 1 

•• A segunda derivada,  e    J’’(4) / 2 = 0.125 

•• Portanto a convergência é TXDGUiWLFD, com, 

 

N [N |HN| |HN��| � |HN 2|
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ÅÅ 00ppWWRRGGRR GGHH 11HHZZWWRRQQ��55DDSSKKVVRRQQ �� RRXX 00ppWWRRGGRR GGDD 77DDQQJJHHQQWWHH ��

¨̈ ,,QQWWHHUUSSUUHHWWDDoommRR **HHRRPPppWWUULLFFDD
xx Em cada iteração [N , a curva \ = I([) é aproximada pela sua�WDQJHQWH e 

a LQWHUVHFomR desta com o eixo dos�[[ é a nova aproximação [N�� . 

 

xx A HTXDomR�GD�WDQJHQWH à curva no ponto ([N, I ([N)) é, 

 

e a sua LQWHUVHFomR com o eixo dos [[ determina a QRYD�DSUR[LPDomR,

xx A partir de uma aproximação inicial [� esta fórmula gera uma VXFHVVmR 

{ [N } que, em certos casos, deverá convergir para um zero da função.  
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0 10.00000000 
 1   5.80000000 
 2   4.27931034 
 3   4.00911529 
 4   4.00001036 
 5   4.00000000 

 

x Por exemplo, para a função I([) = [� – D ,

e para o caso particular de D = �� ,  com a aproximação inicial  [� = ��,

[� [� [�

a sucessão das aproximações tende para um ]HUR de I([) = [� – ��.

N [N

o que já não era novidade na antiga Babilónia ... 
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¨̈ 11HHZZWWRRQQ��55DDSSKKVVRRQQ FFRRPPRR FFDDVVRR SSDDUUWWLLFFXXOODDUU GGRR 00ppWWRRGGRR GGRR 33RRQQWWRR ))LL[[RR
xx Dada uma equação I([) = 0, podemos passar para a forma [  �J([)

através da relação, 

 

onde F([) é uma função contínua, QmR�QXOD e OLPLWDGD no intervalo [D��E]
que FRQWpP�D�UDL] D de I([) = 0.

xx Pretendemos GHILQLU F([) de modo a que o método do ponto fixo ( no caso 
de convergir ) tenha uma ordem de FRQYHUJrQFLD�SHOR�PHQRV�TXDGUiWLFD.

xx Assumindo que I([) e F([) são GLIHUHQFLiYHLV em [D��E],

e calculando no ponto D,

xx Para que a convergência seja TXDGUiWLFD, devemos ter J’(D) = 0.

E como I(D) = 0 então, 

 

Assim, EDVWD�HVFROKHU,

assumindo que I¶([) � � em todo o intervalo [D��E].
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xx Substituindo, temos a nova forma, 

 

que corresponde ao 0pWRGR�GH�1HZWRQ�5DSKVRQ,

e que, por esta construção, VH�FRQYHUJLU�p�TXDGUiWLFR.

¨̈ 22 00ppWWRRGGRR GGHH 11HHZZWWRRQQ��55DDSSKKVVRRQQ DD SSDDUUWWLLUU GGDD VVppUULLHH GGHH 77DD\\OORRUU

xx Suponha-se que I ± &2([D��E]), que o Método de Newton-Raphson é 
convergente e considere-se o desenvolvimento de Taylor de ordem 1 em 

torno de [N :

Calculando em [ = D ,
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donde, 

 

e assim obtemos a QRYD�DSUR[LPDomR� [N�� e o HUUR cometido. 

 

xx Note-se que assumimos que |D - [N| é pequeno, para todo o N, incluindo a 
aproximação inicial N = 0.

¨̈ 22UUGGHHPP GGHH &&RRQQYYHHUUJJrrQQFFLLDD GGRR 00ppWWRRGGRR GGHH 11HHZZWWRRQQ��55DDSSKKVVRRQQ
•• Pela expressão anterior,   

 

donde, tomando módulos, 

 

•• Assim, no caso de o método convergir,  

 

e a FRQYHUJrQFLD�p�TXDGUiWLFD 

com FRQVWDQWH de convergência assimptótica igual a  
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$QiOLVH�1XPpULFD�����������������������������������������������������������������������5RViOLD�5RGULJXHV�H�$QWyQLR�3HUHLUD

x 2EVHUYDomR��
Se o zero de I não for simples a ordem do método degrada-se. Mostra-se que, 
no caso dos ]HURV�GH�PXOWLSOLFLGDGH�� a convergência é apenas OLQHDU.

¨̈ 88PP 00DDMMRRUUDDQQWWHH GGRR ((UUUURR $$EEVVRROOXXWWRR

•• Pela expressão anterior,   

 

,

temos, 

 

•• Se identificarmos um PDMRUDQWH�GD�VHJXQGD�GHULYDGD e um PLQRUDQWH�GD�SULPHLUD�GHULYDGD, para todo o intervalo, 

 

é simples calcular: 

 



&DStWXOR���±�(TXDo}HV�H�6LVWHPDV�GH�(TXDo}HV�1mR�/LQHDUHV�������������������������������������������������������������������BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

$QiOLVH�1XPpULFD�����������������������������������������������������������������������5RViOLD�5RGULJXHV�H�$QWyQLR�3HUHLUD

¨̈ 88PPDD HHVVWWLLPPDDWWLLYYDD GGRR ((UUUURR $$EEVVRROOXXWWRR

•• Assumindo que I ± &([D��E]) e que o Método de Newton-Raphson é 
convergente, pelo Teorema do Valor Médio, 

 

Donde, assumindo ainda que  

•• Por outro lado, da expressão do próprio método, 

 

•• Para N suficientemente grande,                          , donde,  

 e portanto, 

 

•• Assim, podemos estimar, 

 



&DStWXOR���±�(TXDo}HV�H�6LVWHPDV�GH�(TXDo}HV�1mR�/LQHDUHV�������������������������������������������������������������������BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

$QiOLVH�1XPpULFD�����������������������������������������������������������������������5RViOLD�5RGULJXHV�H�$QWyQLR�3HUHLUD

0 10.00000000   6.00000000 
 1   5.80000000   1.80000000   6.00000000   4.20000000 
 2   4.27931034   0.27931034   1.80000000   1.52068966 
 3   4.00911529   0.00911529   0.27931034   0.27019506 
 4   4.00001036   0.00001036   0.00911529   0.00910492 
 5   4.00000000   0.00000000   0.00001036   0.00001036 

 

•• Em termos algorítmicos, é mais cómodo calcular, 

 

HN�� � | [N – [N�� |

•• De facto, para o H[HPSOR�DQWHULRU,
N [N |HN| |HN��| |[N í [N��|

¨̈ &&UULLWWppUULLRR GGHH &&RRQQYYHHUUJJrrQQFFLLDD GGRR 00ppWWRRGGRR GGHH 11HHZZWWRRQQ��55DDSSKKVVRRQQ

WHRUHPD� 

Então, para qualquer [� ± [D��E], a sucessão {[N} gerada pelo Método 

de Newton-Raphson FRQYHUJH�SDUD�R�~QLFR�]HUR de I em�[D��E].



&DStWXOR���±�(TXDo}HV�H�6LVWHPDV�GH�(TXDo}HV�1mR�/LQHDUHV�������������������������������������������������������������������BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

$QiOLVH�1XPpULFD�����������������������������������������������������������������������5RViOLD�5RGULJXHV�H�$QWyQLR�3HUHLUD

REVHUYDo}HV��
xx (i) + (ii) garantem a H[LVWrQFLD�GH�XPD�Vy�VROXomR em [D��E]. 

xx (ii) + (iii) garantem que a função é PRQyWRQD, convexa ou côncava. 

xx (iv) garante que as WDQJHQWHV à curva em (D��I�(D)) e em (E��I�(E)) 
LQWHUVHFWDP o eixo dos xx em (D��E). 

¨̈ 99DDQQWWDDJJHHQQVV GGRR 00ppWWRRGGRR GGHH 11HHZZWWRRQQ��55DDSSKKVVRRQQ
x Quando converge, tem FRQYHUJrQFLD�TXDGUiWLFD.

x Necessita apenas de XP�SRQWR, para estimativa inicial. 

 

¨̈ ''HHVVYYDDQQWWDDJJHHQQVV GGRR 00ppWWRRGGRR GGHH 11HHZZWWRRQQ��55DDSSKKVVRRQQ
x Exige uma ERD�DSUR[LPDomR�LQLFLDO. Caso contrário pode divergir, ou 

encontrar outra raiz. 

x Exige o FiOFXOR�GD�GHULYDGD em cada iteração, o que pode ser lento ou 
mesmo impossível. 

x Exige que a GHULYDGD (no denominador) QXQFD�VH�DQXOH. Note que, mesmo 
para valores da derivada SUy[LPRV�GH�]HUR, a intersecção da tangente com o 
eixo dos [[ é um ponto muito afastado... 

 



&DStWXOR���±�(TXDo}HV�H�6LVWHPDV�GH�(TXDo}HV�1mR�/LQHDUHV�������������������������������������������������������������������BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

$QiOLVH�1XPpULFD�����������������������������������������������������������������������5RViOLD�5RGULJXHV�H�$QWyQLR�3HUHLUD

¨̈ $$OOJJXXQQVV FFDDVVRRVV SSDDWWRROOyyJJLLFFRRVV GGRR 00ppWWRRGGRR GGHH 11HHZZWWRRQQ��55DDSSKKVVRRQQ

x Para a função I�[�� �[� í ��[�����, se escolhermos [�  � ,  

 o método calcula [�  �, gerando a sucessão de aproximações: 

 ����������������������������������
 

x Para a função 

 o método gera uma sucessão tal que,  [N��� í���[N

x Para  I�[�� �¹ [, obtém-se  [N��� í�[N
de modo que, para qualquer [�, o método gera a sucessão: 

 [� � ��[� � [� � ��[� � [� � ��[� �����
 

x Todo o SRQWR�GH�LQIOHFomR provoca um afastamento da raiz. 

 

x ...  


