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Capitulo 4 — Diferenciacao e Integracao Numéricas

= Diferenciacio Numérica

e Por vezes é necessario obter valores das derivadas de uma funcdo sem
recorrer a respectiva expressao analitica, por esta ndo ser conhecida ou
por ser demasiado complicada.

e As formulas de diferenciacao numérica podem ser obtidas por:

e polinémios de Taylor

e polinémios interpoladores de Lagrange

* Aproximacao da primeira derivada

e Considere-se conhecidos os valores da fungao em 3 nés X;-1, Xje Xj+1

respectivamente, f(X,'_1), f(X,) e f(X,'+1).

Considere-se ainda que o espagamento entre nds consecutivos é constante

de valor h ou seja, h = Xi = Xji-1= Xj+1 — Xj .

e Com base nestes valores, vamos deduzir trés formulas.
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e Formula de diferenca finita progressiva

f(@ip1) — f(x:)

f(a) ~

e Formula de diferenca finita regressiva

fzi) — fl@iz1)

f(a) ~ h

e Foérmula de diferenca finita centrada

F () o L) — )
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®» Deducio da formula de diferenca finita progressiva

a partir do polinémio de Taylor

Consideremos o polinomio de Taylor de grau 1 centrado em X; , com resto,

/ 7 (517 — Iz')Q
fla) = fla) + [ @) (@ — @) + F7(§) ——
para algum £ - int(a:i, Ql?)
e (Calculandoem X = Xj+71 e para h = Xi+1 — Xj

2
Flazer) = flae) + b () + " (&)

paraalgum & € (Iz’,ZITH—l)

e donde,

paraalgum & € (Iz’,ZITH—l)

® Ou seja,

f(@ip1) — flx)
h

fl(z;) =

com erro dado por,

€($3) = —gf”(g) para algum g & (%’,1173'+1)
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e Portanto, se a 22 derivada da funcao for limitada, entdo a diferencga finita
progressiva converge para o valor exacto da derivada com erro da ordem de h.

_ f@ig1) — flw)

f () -

+ O(h)

Como o erro € linear em h, diz-se que a formula da diferenca progressiva é uma
formula de primeira ordem.

®» Deducio da formula de diferenca finita progressiva

a partir do polinémio interpolador de Lagrange

e Considerando o polinémio interpolador de Lagrange para os dois pontos

(Xi, F(xi)) e (Xir1, F(Xix1)),

pi(z) = f(x:) + flas, ziva](z — i)
e aderivada desta expresséo € uma diferenca dividida de 12 ordem,

pi(z) = flai zip]

e e daqui obtemos a aproximacao,

f(wit1) — f(wi)

Ti+1 — &g

fl(ai) =~ pi(x) =

e A expressao do erro poderia também ser determinada com base no erro de
interpolacao.
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exercicio: Deduza a formula de diferenca finita regressiva, a partir do polinémio de
Taylor e a partir do polinémio interpolador de Lagrange.

®» Deducio da formula de diferenca finita centrada

a partir do polinémio de Taylor

e Consideremos o polinémio de Taylor de grau 2 centrado em X; , com resto,

fa) =

r — I 2 I r— Ty ?
Fla) + @) = )+ £ () B gy (20
paraalgum & € int(a:?;ﬁ {E)

e Calculandoem X = Xj+71 eem X = Xj.1 e para h= Xi+1 — Xj

hQ h‘%
flziva) = fx) + f (zi)h + f”(l‘z‘)j +f’”(€1)g

para algum 51 - (:15‘z 233-4_1)

h* B3
flaio1) = fla) = F (@b + " (5) 5 — 1" (€)=

paraalgum  §o € (-1, 7;)
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e subtraindo as duas igualdades e assumindo que a terceira derivada € continua em
[X,'.1 , X,'+1] , temos,

f(wip1) — f(@io1)
2h

! h2 1
() = - =1"(©)

para algum g & (:Cg;1, $g+1)

® Ou seja,

o faie) = f(zio1)

£/ () o7

com erro dado por,

elar) = — 1" () = O(h?)

e Se a 3? derivada da funcao for limitada, entdo a diferencga finita centrada
converge para o valor exacto da derivada com erro da ordem de h”.

Como o erro € quadratico em h, diz-se que a formula da diferenca centrada tem
uma precisao de segunda ordem.

exercicio: Deduza a formula de diferenca finita centrada, a partir do polindmio
interpolador de Lagrange, considerando trés pontos.

e Por esta razdo, a formula € conhecida por formula dos 3 pontos,
embora f(X;j) nao figure explicitamente.
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% Aproximacao da segunda derivada

e Considere-se conhecidos os valores da fungao em 3 nés X;-1, Xje Xj+1
respectivamente, (X,'_1), f (X,) ef (X,'+1)

e que 0 espagamento entre nds consecutivos é constante de valor h.

e Considere-se o polindmio de Taylor de grau 3 centrado em X;j , com resto,
calculadoem X = Xj+71 eem X = Xj.1

1" h2 1" hg (4) h
Flaivr) = fw) + f ()b + 1 (5) 5 + £ (0) 5 + £ V(6 5

para algum 51 - (SL‘e 333-+1)

‘3

fxim1) = f(:) —f,(%')thf”(ﬂi) —f’”( ) (€1)

paraalgum &2 € (:Ci_1, %)

e Somando as duas igualdades e assumindo que a quarta derivada é continua em
[X,'.1 , X,'+1] , temos,

T — 2f(x; Ti_ 2
f”(ﬂji) — f( 3+1) zf}gz ) _|_f( 1) o ]122.}6(4)(&')

paraalgum & € (933’—1, xz‘+1)
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® assim,

7 (x) ~ f@iey) = 2f}£§g) + i)

com erro dado por,

e Para encontrar formulas para a terceira derivada e quarta derivada,

procuram-se combinac¢oes lineares dos desenvolvimentos de Taylor
de f (Xi-2), f (Xi-1), T (Xi+1) € f (Xi+2), em torno de X; de tal forma

gue as derivadas de ordem inferior a pretendia se anulem.

% A influéncia dos erros de arredondamento

e Teoricamente, se as derivadas apropriadas da funcéo forem limitadas, a derivada
calculada pelas férmulas de diferencas finitas converge para o valor exacto de

acordo com uma certa poténcia do parametro h.

e Na prética os erros de arredondamento constituem o factor predominante de erro.

e como exemplo, consideremos a formula dos 3 pontos,

f,(%) _ f(ﬂfz+1)2hf(5€zl) _ %fm(g)

para algum g & (:Cg;1, $g+1)
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e Supondo que no célculo de f (Xj-1) e de f (Xj+1) foram cometidos erros de
arredondamento ,

e entdo o erro total cometido no calculo da derivada é,

ff(xz) o f(xi—Fl)Q_hf(‘T?:—l) _

6(:133'+1) — 6(1135—1) hQ /11
) g

N— g A\ - 7
Y Y
erro de arredondamento erro de truncatura
) . . . 2
inversamente proporcional a h directamente proporcional a h

e Portanto, tentar controlar o erro total em funcéo de A é uma tarefa delicada,
dependente de dois factores contraditorios.

Enquanto que o erro de truncatura é menor para valores pequenos de A, esse
efeito é destruido pelo crescimento do erro de arredondamento.

E assim vital tentar encontrar um valor de equilibrio para h, o gue naturalmente
também depende do valor de X considerado.
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um exemplo:

( ver: http://len.wikipedia.org/wiki/Numerical_differentiation )

e A figura representa o comportamento do erro total, em funcéo de h

no calculo da derivada de f(X) = x° nos pontos X = 10, x = 0.1 e x = 0.001

usando a formula de diferenca finita progressiva ( para os 3 valores de X )

e a formula de diferenca finita centrada (parax = 0.7)

useless accuracy

10-~12 1

1016 h
10-16 10712 108 1014 10°
erros de arredondamento erros de truncatura

( notar os valores de

equilibrio para h )
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— 3
e Alguns resultados do calculo da derivada de f(X) = X noponto x =0.1

para a formula de diferenc¢a finita centrada.

h ( (x+h)® = (x-h)® ) / 2h erro

1 1.03 -1.

1.x107? 4.%1072 -1.x1072

1.x1072 3.01x1072 -9.9999999999986x 107>
1.x1073 3.0001x1072 -1.0000000000426x10°°
1.x107* 3.0000010000002 x 1072 -1.0000001774563x 1078
1.x107° 3.0000000099991 x 1072 -9.9991275676059x 10°1?
1.x10°° 3.0000000001014 x 1072 -1.0144593498573x 10712
1.x1077 3.0000000000472 x 1072 -4.7235826361458 x 10713
1.x1078 2.9999999988546 x 1072 1.1453865633726x 10711
1.x107° 2.9999999988546 x 1072 1.1453865633726x 10711
1.x10710 2.9999998795924 x 102 1.2040762553678x107°
1.x107% 3.0000004216935x 102 -4.2169346070597 x107°
1.x10°12 3.0000199373326x 1072 -1.9937332565445x 10"’
1.x10713 3.0000958314846x 1072 -9.583148463943x107’
1.x10°% 3.0021558156124 x 1072 -2.1558156123619x 107>
1.x10°%° 3.0032400177848 x1072 -3.2400177848474x107°
1.x10716 2.9273458657109 x 1072 7.2654134289138x 1074
1.x107°Y7 4.336808689942x 1072 -1.336808689942x 1072

o Desdeh =1 atécercade h =107 oero (de truncatura ) decresce.

e Mas apartirde h = 107 o erro ( provocado por arredondamento ) aumenta.

v
A

e Como neste caso a terceira derivada é constante, f’(X)= 6, o erro de truncatura

é dado por €(X;) = - h?, tal como se pode verificar nos primeiros valores de h.
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e Comportamento do valor absoluto do erro total para h desde 10 at6 107

Ix10°" |

25x10™" |

2x10~"

1.5x10™" |

1x10~"

5x10712

e Valores absolutos do e do erro de truncatura, para h de 10 a6 1078

4x10~12 r
35x107"2 |
3x10712 |
25x107" | ._
2x10~"2 — \
16x10"2 | |
1x10712 |

5x10~" [

55 6 6.5 7 7.5 8
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= Integracdao Numérica

e Porvezes é necessario recorrer a métodos aproximados para calcular o valor do
integral de uma fun¢ao num intervalo, porque:

e aexpressao analitica da funcdo ndo € conhecida ( funcéo dada por tabelas
ou obtida por medicdes de grandezas fisicas )

e a expressao analitica da funcéo é conhecida mas a primitiva néo.

e 0 problema:

Calcular um valor aproximado de,

1= / ' fa)de

onde f é integravel em [a, b]

e asolucao:
Aproximar f por outra funcao g cujo integral é facil de calcular.

b
I(f)~1(g) = | g(x)dx

a
e 0 erro cometido:

E(f)=1(f)—1(g) =I(f — g)

porgue a integracao € um operador linear.

Assim, a aproximacao do integral sera tanto melhor quanto melhor a fungéo g
aproximar f no intervalo [a, b].

e 0s polinédmios sao fungdes faceis de integrar ...
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% Formulas de Newton-Cotes

e Consideremos a Férmula de Lagrange para o polinémio P, de grau < 1N que
interpola a funcéo f nos nés distintos Xo, X1, ..., Xn :

pule) = 3 fla) Lile)

onde L; é o polinémio de Lagrange associado ao né X; .

e Assim,

b

I(po) = | pulx)de =Y f(z:) | Li(z)da

o a o a

b
e fazendo Ag' = fa Lz(x) dx obtemos a regra de integracao ou

formula de quadratura:

I(pn) = > Aif ()

gue nos permite aproximar o integral da funcao f,

Os A; chamam-se coeficientes ou pesos da regra.
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e Consoante o valor de N e a localizagao dos nés no intervalo [a, b] obtém-se
diferentes regras de integracao.

pz(x)

a Xo x1 b X a Xo X1 x» b X

polinémio interpolador em 2 nos polinémio interpolador em 3 nos

e Umaregra de integracdo diz-se de grau de exactidao n se integrar exactamente
todos os polinémios de grau < n e existir, pelo menos, um polinémio de grau
n+1 que nio é integrado exactamente.

Assim, toda a regra de integracdo que resulte da aproximagao por um polinémio
em n+7 nos ( polindbmio interpolador de grau n ) tem grau de exactiddo = n.

» Regra do Trapézio

e Seja P10 polindmio de grau 1 interpolador de fnosnosaeb,

na forma de Newton,

pi(z) = f(a) + fla, bl(z — a)
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integrando, ijl (x)x = Jff(a)dx + .[: fla.b)(x—a)dx

2

- o=+ o] 5L

- flao-a)+ lap] =20
1)~ 1l0) b —a
flao-a)+ L)L) 0~

b—a

1)

ou seja,

e assim obtemos a regra to trapézio :

"= 9 1p(a) 1 £(b)

I(f) = —
2 A

por ser afinal a expressao da area de um trapézio.

e O grau de exactidao desta formula é 1.
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» Regra de Simpson

e Seja P2 o polinémio de grau < 2 interpolador de fnosnés a, ¢ = (a+b)/2e b,

na forma de Newton,

pa(2) = f(a) + fla, c( — a) + fla e, b)(z — a) (x — ¢)

integrando,

e assim obtemos a regra de Simpson :

b— a a-+b

I(f) =

e Pela construcéo anterior, o grau de exactidao desta féormula é pelo menos 2, mas
veremos que de facto é 3.

Ou seja, a regra de Simpson da resultados exactos para polinémios de grau < 3.
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» Regra dos trés oitavos ( Simpson )

e Dividindo o intervalo [a, D] em 3 partes iguais (em vez de 2) e considerando
interpolacao cubica (em vez de quadratica) nao é dificil deduzir a regra dos 3/8

b—a 2a + b a -+ 2b

I(f) = — fla) + S5 —) +3f(—5—

)+ f(0)]

e De forma anéloga se podem definir mais regras de integracdo, baseadas na
interpolacao por um polinémio de grau cada vez maior, ndo sendo contudo de
garantir que os resultados obtidos sejam melhores.

» A familia de regras de Newton-Cotes

e Todas as formulas deste tipo podem ser deduzidas de forma sistematica:

Cada uma é baseada na interpolacao da funcéo integranda por um polinémio,
de grau N, em N+7 pontos equidistantes no intervalo de integracéo,

v =a-+1h, 1=0,..., n com h =

’ ’ n

e toda a regra tem a forma:

b b_a T
| / f(a)de ~ — Z;agf(:vi)
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com. Regra n d a, a, a, a,

Trapézio 1 1

Simpson 2 6 1 4

Trés Ottavos | 3 8 1 3

Boole 4 90 7032 12
- 5 288 19 75 50
- 6 840 | 41 216 27 272
()

e onde a@p-j = a;

% Erros das formulas de Newton-Cotes

» Erro da Regra do Trapézio

teorema: Sejaf [/ CZ([a, b]) . Entao:

/abf(x)da::

b— a

2

[F(a) + £(b)] — L= f" ()

n € (a, b)

(O erro depende da segunda derivada,
0 que vem confirmar que o grau de
exactidao da Regra do Trapézio € 1)

Analise Numérica (2009/2010)

Rosalia Rodrigues e Anténio Pereira



Capitulo 4 — Diferenciacao e Integracao Numéricas 20

demonstracgao:

+1
Sendo P, o polinémio de grau < N que interpola f [/ C" ([a, b]) nos nés
distintos Xg, X4, ..., X, , entéo,

e lx)=flx)—p (x :f[””)(é"(x))x_x xX—x ) (x—x
(9= 7061 p,(0) = LS N ) (-,

= [a,b]

Como neste caso se trata de um polinémio de grau 1, interpolador nos pontos ae b,
b b b " E(x
Lf(x)dx = .L 12 (x)dx + .L —f (;( )) (x — a)(x — b)dx
(a)+ f(0))+ E;

/

erro de integracédo da Regra do Trapézio

Falta assim demonstrar que,

f bt _ _ __(b_a)3 ") 7 e
= [ L2 o (v aflx by = ———=1"(y)n € (a.b)

Para isso relembremos o,

Teorema do Valor Médio Pesado para Integrais:

SefJC ([a, b]) e g éintegravel em [a, b] e g(x) ndo muda de sinal em [a, b]

entdo existe um nimero ¢, a < ¢ < b, tal que:

[ 1) gl = £(c)]

a

b

g(x)dx
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Como (x-a ) (x-b) ndo muda de sinal em [a, b] e f” é continua,

o - i el

dv,1 €(a,b)

e porque,

J~b (x—a)(x—b)dx B (b—a)3
a 2 12

fica provado que,

E, =-=—"F"(n}n<(a.p)

» Erro da Regra de Simpson

De modo analogo se prova que, para fr C4 ([a, b]) ,

[ ek =22 b ar{ 52 0] -5{25%)

17 € (a,b)

ou seja, a expressao do erro de integracdo da Regra de Simpson,

=gl 552 e a)

( Como este erro depende da quarta derivada, vemos que o grau de
exactidao da Regra de Simpson é efectivamente 3 )
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» Tabela de erros da familia de regras de Newton-Cotes

Nome da formula

n

Erro de truncatura

Regra do trapézio
Regra de Simpson
Regra dos trés oitavos
Regra de Boole

()

|

—Elff”(r]), e (a,b)

— %hsf(“)(r]), ne(a,b)

3

—%hﬁ'f[“(rz), 1 €(a,b)

_ 8 4720
55 /) nelab)

onde h=(b-a)/n

e Cada regra de Newton-Cotes é baseada na interpolacao da funcdo integranda
por um polinémio, de grau N, em n+7 pontos equidistantes no intervalo de

integracgéao.

Se n é impar, a regra tem grau de exactidao n

e se N é par, a regra tem grau de exactidao n+1

e Contudo, devido a efeitos de cancelamento subtractivo, regras de grau mais

elevado ndo produzem melhores resultados.

e Como as expressdes dos erros dependem de poténcias de h, a solucéo consiste
em subdividir o intervalo de integracdo em subintervalos menores.
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* Regras Compostas

» Regra do Trapézio Composta

e Defina-se a particao de [a, b] em N subintervalos de igual amplitude,

nos pontos Xo = &, X, ... , X, =b,onde X;j=a+ihcomh=(b-a)/N.

Entéo, b N z;
f@yde=>"[  f(z)da
@ i=1 Y Ti—1
A

a:;Yo il xé x,;_l x:,-,:b ;{'
e Aplicando a regra do trapézio a cada um dos N integrais,
f(z)dr ~ E[f(a:g_l) + flz)] ,i=1,2,...,N
Y L

somando, e considerando fj = f(X;) obtém-se a

Regra do(s) Trapézio(s) Composta :

b

flz)dr =~ —[fo+2f + 2+ -+ 2fnv_1 + f¥]

1

| S
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» Erro da Regra dos Trapézios Composta

teorema:

Seja f [ CZ([a, b]) exi=a+ih comh=(b-a)/N.

b
Entao, / f(gc) dr =

ﬁ g[fo + 20424+ 2+ ] - 5 (b - a)f" (n)

n € (a,b)

demonstracao:

Tomando, b N i
/ flayde = 3 / F(a)da
voa i=1 " *Ti—1

aplicando a regra do trapézio a cada um dos subintervalos [X,-_1, Xi ] :

Do | =

[ r@s = 50+ s - 350 )

ni € (zi—1, ;)

b
e somando temos, / f(g_r;) dr =
Ja

3
g[fo +2fi + 2+ 4+ 2fn—1 + ] — Z %f”(m)

i=1
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Seja,

B, e .,
Er(h) = — 5 (n:) = D E D
=1

i=1

pelo teorema do valor médio para somas finitas de valores de uma funcéo,

f/( )+f (772) --+f”(77N) :f/f(n)

dn € (a, b) : N

donde obtemos o Erro de Truncatura da Regra dos Trapézios Composta,

h?’ /7 hz /7
ET(h):_E 7 (n) = —ﬁ(b—a)f (7)

porque h=(b—-a)/N

e Para o caso particularde N = 1 (ousejah = b — a) temos a formula do
erro para a regra do trapézio simples.

2. . .
e O factor h* indica que o erro de truncatura depende ( quadraticamente ) da
amplitude dos subintervalos considerados.

e Do ponto de vista pratico, esta formula ndo é muito vantajosa ...
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» Estimativa para o Erro da Regra dos Trapézios Composta

e Consideremos apenas o caso de o niimero de subintervalos ser par, N = 2 K .

Se [ C2([a, b]) calculemos,

e uma aproximagéo I7{h) para I(f) com N subintervalos,
[(f) = Ir(h) + E7r(h)

e e uma aproximagcéo I7(2h) para I(f) com N / 2 subintervalos,

I(f) = I1(2h) + Br(2h)

o onde, Kp(h)=——(b—a)f"(r
DO
Br(2h) =~ 20— ) e)

e se [’ nao variar muito em (&, b) entao f”(?’]) S f”(g) e

ET (2]’&) ~ 4ET(]’L)

e Subtraindo as duas férmulas acima,

0~ Ir(h) — I7(2h) + Ex(h) — AEp(h)
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donde,

Bo(h)] = 5 |In(h) — Ir(2h)

por exemplo: Pelas regras dos trapézios, calculemos aproximacdes de,

I = / e’ cosa dr
0

(] = —12.070346316389634503 ... )
com f(x)=e"cosx

se utilizarmos a regra do trapézio simples,

Iy = [f( )+ f(7)] = -34.778519

l\.4|“1

para N=2eh=n/2,

f(0) + f(7)

Iy = h|* + f(7w/2)] =-17.389259

para N=4eh=n/4,
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para N=8eh=nxn/8,
1

Is = 314 + h[f(7/8) + f(3n/8) + f(bm/8) + f(Tm/8)]

-
s,

=-12.382162

e Continuando, obteriamos:

N In

1 -34.778519

2 -17.389259

4 -13.336023

8 -12.382162

16 -12.148004

32 -12.089742

64 -12.075194

128 -12.071558

256 -12.070649

512 -12.070422

1024 -12.070365

e Analisando os valores reais dos erros,

N E(N) E(N) / E(2N)
1 22.708172 4.2693258
2 5.3189130 4.2024268
4 1.2656765 4.0590479
8 0.31181611 4.0152590
16 0.077657784 4.0038452
32 0.019395801 4.0009632
64 0.0048477828 4.0002409
128 0.0012118727 4.0000602
256 0.00030296362  , /00y
512 0.000075740619 o000
1024 0.000018935137

podemos verificar que efectivamente, E(N) ~ 4 E(2N)
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e Calculando | Ioy — In|/ 3 obtemos uma aproximagéo de E(N) :

5.796420 5.3189130
1.351079 1.2656765
0.3179535 0.31181611
0.0780528 0.077657784
0.0194207 0.019395801
0.0048493 0.0048477828
0.0012120 0.0012118727
0.0003030 0.00030296362
0.0000757 0.000075740619

» Regra de Simpson Composta

e Defina-se a particao de [a, b] em N subintervalos de igual amplitude,

nos pontos Xo = a, X1, ... , X, =b,onde X;j=a+ihcomh=(b-a)/N.

Ent3o, b N z;

i i : H H H i >
d=xo X1 X7 X3 X4 x,=b Xx

e Aplicando a regra de Simpson a cada par de subintervalos consecutivos,

F)de 2V fi s 4+ 44 fop]

i=1,3,5...,.N—-1
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somando, e considerando fj = f(X;) obtém-se a

Regra de Simpson Composta:

b
/ flz)de ~

h
g[fo +4fi + 2+ 4+ 2fn_o + 4fv—1 + fn]

» Erro da Regra de Simpson Composta

teorema:

Seja f [ C4([a, b]) e xi=a+ih comh=(b-a)/N e N par.

Entdo b
/ Flo)de =

—[fo+4fi+2f+ - +2fn_o+4fn_1+fn]— @(b— a)f(4)(7)

S

Wl >

n € (a,b)

demonstracao: ( analoga a anterior ... )
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» Estimativa para o Erro da Regra de Simpson Composta

e Consideremos apenas o caso de o numero de subintervalos ser multiplo de 4,

N=2k. sefl C4([a, b]) calculemos,

 uma aproximagéo Is(h) para /(f) com N subintervalos,
I(f) = Is(h) + Es(h)

e e uma aproximagéo Is(2h) para I(f) com N/ 2 (= 2k) subintervalos,

I(f) = Is(2h) + Es(2h)

4 . . . ~ .
e Se f( ) nao variar muito em (&, D) entéo, pela férmula do erro,

pode verificar-se que,

e Subtraindo as duas féormulas acima,

0~ Ig(h) — ]3(2}1) -+ ES(}Z) — 16E3(h)

donde,

Bs()| % 7= | Ts(h) — Is(2h)
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para o mesmo exemplo: Pelas regras de Simpson, calculemos aproximacdes de,

I = / e’ cosa dr
0

(| = —12.070346316389634503 ... )

Comecemos por considerar a regra de Simpsonpara N=2 e h=n/2,

I = 2[17&(0) + f(7m) +4f(7/2)] =-11.59283955

para N=4 e h=n/4,

I = %[F0)+ f(m) +2f(/2) + Af (7 /4) + 4f (37/4)

=-11. 98494402

e Continuando, obteriamos:

N In

2 -11.59283955
4 -11.98494402
8 -12.06420896
16 -12.06995132
32 -12.07032146
64 -12.07034476
128 -12.07034622
256 -12.07034631
512 -12.07034632
1024 -12.07034632
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e Analisando os valores reais dos erros,

N E(N) E(N)/E(2N)
2 0.47750676 5 591264
4 0.085402297 13 915154
8 0.0061373592 15 537889
16 0.00039499311 15 888486
32 0.000024860336 15 972377
64 1.5564582x10°° 15993110
128 9.7320544x1078 15.998279
256 6.0831885x107° 15.999570
512 3.8020951x10°1° 15.999892
1024 2.3763254x 10711

podemos verificar que efectivamente, E(N) ~ 16 E(2N)

e Calculando | Ioy — In|/ 15 obtemos uma aproximagéo de E(N) :

0.47750676
0.0261403 0.085402297
0.00528433 0.0061373592
0.000382824 0.00039499311
0.0000246755 0.000024860336
1.55359x10°° 1.5564582x107°°
9.72758 x 1078 9.7320544x 1078
6.08249x107° 6.0831885x10°
3.80199x10°10 3.8020951x10°1°
0. 2.3763254x10° 1

e Comparando com os resultados obtido para a Regra dos Trapézios, verificamos
gue Regra de Simpson € computacionalmente melhor.

e E possivel utilizar regras de integracdo obtidas da utilizagéo de polindmios que
interpolam néo so a funcao integranda mas também as suas derivadas.
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* Formulas de integracao com valores das derivadas da
funcao integranda

e Como caso particular considere-se o Polinédmio Cubico de Hermite interpolador
de fede f'emaeb, naformade Newton,

Hi(2) = f(a)+ fla, a)(x —a) + fla, a, b)(z — a)* +
fla, a, b, b)(z—a)*(z—b)

e o erro de interpolagao é,

(4) ‘ ‘
es(w) = 1) — Hs(r) = L& (5 — 0)?( — b)?

4!
§=¢&(z) € (a,b)

’/:f(x)dx: ./ang(:z:)d:c—k./ab (2 do

e Se calcularmos o integral de H3(X) em [a, b] ,com h = b-a :

e portanto,

b h? h’ ht
LH3 (x)dx = hf(a)+ 7f[a,a]+?f[a,a,b]—ﬁf[a,a,b,b]

—i(a)+ 2 7o)+ 21 00) )= ) -

_’1_2{ Fla)+ ff(b)—l—f[f(b)—f(a)]}
_ g[f(a) f(b)]+%[f (a)=f(b)]
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verificamos que,

b 2
h h= ,
[ M@= @)+ S -
v a N—— —— A ~ >y
regra do trapézio factor de correcgao

e Justifica-se desta forma a designacdo Regra do Trapézio Corrigida para a
formula:

2

[ s Gif(@) + £+ L5 (@ - 0)

e Para determinar o Erro da Regra do Trapézio Corrigida calculemos,

[ eslopiv = [ (x=a) (v (i

a 41 a

gue, recorrendo ao Teorema do Valor Médio Pesado para Integrais,

L )] e -a (e 8 e n o)

e portanto

b =
h°
| / es(@) de = 2 1)

paraalgum 7 € (a, b)
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» Regra dos Trapézios Corrigida Composta

4
o Considere-se f [0 C'([a, b]) e aparticio de [a, b] em N subintervalos

de igual amplitude, nos pontos Xp = a, Xy, ... , Xp = b,
onde Xi=a+ihcomh=(b-a)/N.
Entao,

/f(a:)d:czz ; f(z)dz

v

e Aplicando a regra dos trapézios corrigida a cada um dos integrais do segundo
membro,

/ f(a)de =

z

h h? . h®
§[f(wz-—1) + f@)] + B S (wimy) — f ()] + 720]“”(%)

i € (%’-1, sz)

e somando,

- :1 L_ [f(x, )+ f(x)]+ 1; [f(x, ) - f(x, )]}+;’;:)§:f(4) (07, € (xy.x)
: %[fo A Hﬁ:]ﬂf—;;m _f‘{r]Jr%(b_a)fw(-’?lﬁ e (a.b).
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obtém-se a formula dos Trapézios Corrigida Composta,

b
/ F(w)dz =
h?

g[fo +2fi + ...+ 2fn_1 + IN] + E[f’(a) — f'(b)]

N —
N

I7c(h)

h (4)
—|—m(b —a)f (771

Erc(h)

e respectivo erro.

para o mesmo exemplo: Pelas regras dos Trapézios simples e Trapézios Corrigida

(ambas Compostas )

N I Er Irc Erc

2 -34.778519 22.708172 -9.498444451 2.571901865

4 ~17.389259 5.3189130 ~11.06924078 1.001105539

8 -13.336023 1.2656765 ~11.75601821 0.3143281071

16 ~12.382162 0.31181611 ~11.98716127 0.08318504615

32 -12.148004 0.077657784 ~12.04925381 0.02109250637

64 -12.089742 0.019395801 ~12.06505454 0.005291771845

128 -12.075194 0.0048477828 ~12.06902221 0.001324110305

256 -12.071558 0.0012118727 ~12.07001522 0.0003311005667

512 -12.070649 0.00030296362 ~12.07026354 0.00008277970405

1024 ~12.070422 0.000075740619 ~12.07032562 0.00002069521117
e verificamos que E7¢(N) ~ E1(2N)
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* Formulas de Gauss-Legendre

( Quadratura de Gauss com Polinémios de Legendre )

e Cada regra de integracdo da familia Newton-Cotes,
T
I(f) ~ Z A; f (i)
1=0

¢ baseada na interpolacéo polinomial da funcéo integranda em n+7 pontos
equidistantes e fixos X; no intervalo de integracao.

Os n+1 coeficientes A; sdo determinados de modo a gue a integracao seja
exacta para polinomios de grau < n.

e Na Quadratura de Gauss, os n+7 pontos X; e mais os n+7 coeficientes A;
formam um conjunto de 2n+2 parametros, que serdo determinados

de modo a que a integracdo seja exacta para polindmios de grau < 2n+17.

e No que se segue, a integracdo sera efectuada no intervalo [-7, 7] .
Para o caso geral, basta uma mudanca de variavel,
20 —a—>b '

= & T = -
b—a 2

[(b—a)t + a—+ b

b | —

(t=-1Tox=aet=1ox=b)

por forma a obter,

b 1
[ s | f((ba)t; a-+b) b
a —1 ' /
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» Formula de Gauss-Legendre para 2 pontos

e Neste caso (n=1) temos,

(/)= [ f(x)dr ~ 4,/ (x, )+ A S (x,)

onde Ag , A7, Xo, X1 sdo 2n+2 = 4 incégnitas a determinar,

de modo a que a integracdo seja exacta para polinémios de grau < 2n+71 = 3.

e No espaco P3 dos polinémios de grau até 3 consideremos a base (1, X, X2, X3).

Como o operador integragdo é linear, a integracao devera ser exacta para as
~ 2 3
funcdes da base: 7, X, X“ e X".

Assim, basta calcular:

[ 1
A+ 4 =[de=2
1
Ayx, + A, x, = I_lxdx =0

, , ol
4, (xo )k + 4, (xl )A = I_lxzdx =

W | N

\_Ao (xo )3 + 4, (xl )3 = J‘_lleidx =0

donde obtemos 4 condic¢oes.

e A solugdo do sistema fornece os valores dos 4 parametros procurados:

1 1
Ap=As=1 Xo= _ﬁ X1 = ﬁ
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e Assim, a formula de Gauss-Legendre para dois pontos, consiste apenas na
soma dos valores da fungcéo em dois pontos,

L

I(f)«“‘:f ﬁ +f%

e calcula uma aproximacéao do integral com grau de exactidao igual a trés.

e Note-se que se trata efectivamente da area de um trapézio, no intervalo [-7, 1],

1 1
definido pelos valores de f(X) em Xp= ——= e X;= —(—

J3

y=fx)
X X
-1 0 1 ~1 1 0 1 I
J3 J3
( regra do trapézio ) ( formula de Gauss para 2 pontos )

e Apesar da sua simplicidade, com a formula de Gauss-Legendre de dois pontos a
integracao é exacta para todos os polinédmios de grau 1, 2 e 3.

Podemos verificar gue 0 mesmo ja ndo acontece para polinémios de grau 4.

Para f(x) = x*,

(I
/ wtde =
1

1 1 2
5 =3

S g )

mas f(—
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para o mesmo exemplo: Pela formula de Gauss-Legendre de dois pontos
calculemos uma aproximacao de,

'
I :/ el cost dt
0

(1 = -12.070346316389634503 ... )

Efectuando uma mudanca de variavel, de forma a obter x € [-7,1]

b b—a. [l b+ (b—a)r 1
[ottyar= | g4 )f,)() “)I)d.r:/ () da
a Z —1 —1

'
{ :/ el cost dt =
0

f (:/—%) +f (%) = —12.33621047

E, =0.2658641493
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4
o Prova-se que, se f 1 C”([-7, 1]). o erro de truncatura da férmula de Gauss-
Legendre de dois pontos é dado por,

@)
o, — 1\ 1.1
2 35 1€(LD)

» Formulas de Gauss-Legendre para n pontos

6
o sefd C”([-1, 1]) podemos deduzir de modo analogo a férmula de Gauss-
Legendre para trés pontos,

‘ 5f(—=/37/5)+8F(0)+5 3/5
f Flyde = V3P + é( uk? VAR BAs
—1
(6)
(c
onde, EB(.]C)Z‘I};—le())

Verifique que esta férmula tem grau de exactidao igual a 5.

n €T A,

0 zg =0 Ag =2
J?():—\/l/.'3 Ag =1
r1 =+/1/3 A =1
g = — \/3/3 140:5/9
2 xr1 =0 Ay =38/9

Ty = /- /J ;4123/9

e Assim temos,
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e O mesmo procedimento poderia ser aplicado para qualquer valor de n+17, exigindo
contudo a resolucdo de um sistema de 2n+2 equagdes a 2n+2 incognitas.

No entanto, é possivel mostrar que tanto os nés X; como os pesos A; podem ser
obtidos a partir dos polinémios de Legendre.

Cada polinémio de Legendre Pp(X) tem N raizes no intervalo [-7,7] e essas
raizes sao exactamente os nés das regras de quadratura gaussiana.

e Sob o ponto de vista pratico séo utilizadas tabelas onde, em funcdo do namero de
pontos (n+7) considerado, sdo dados os valores dos nés X; e dos pesos A;, com
iI=01,..,n.

n+1 X; A; Erro
2 —0.5773502692 |.0000000000 @ (e)
0.5773502692 [.0000000000 ‘ 135
3 30.7745966692 0.5555555556 £© )
0.0000000000 0.8888888888 '1 5.750
4 F0.8611363116 0.3478548451 £®(c)
+0.3399810436 0.6521451549 3472875
5 10.9061798459 0.2369268851 £10) ()
+0.5384693101 0.4786286705 | .23?,?32.650
0.0000000000 0.5688888888
6 £0.9324695142 0.1713244924 £12) (213 (613
+0.66120938635 0.3607615730 . (121}3131
£0.2386191861 0.4679139346
7 10.9491079123 0.1294849662 FU4) (215 (714
30.7415311856 0.2797053915 ‘ (141315!
10.4058451514 0.3818300505
0.0000000000 0.4179591837
8 40.9602898565 0.1012285363 £16) ()217 (g1)4
+0.7966664774 0.2223810345 ‘ (161317
+0.5255324099 0.3137066459
40.1834346425 0.3626837834
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para o mesmo exemplo: Pelas féormulas de Gauss-Legendre calculemos
sucessivas aproximacoes de,

'
I :/ el cost dt
0

(] = —12.070346316389634503 ... )

I= / Cetcost dt = / (7/2) @D/ cos(r(z +1)/2) de
0

n+1 In+1 En+1

2 —12.33621046570 266F — 1
3 —12.12742045017 5.71E — 2
4 —12.07018949029 —1.57TF —4
H

(
b —12.07032853589 —1.78E — I
6 —12.07034633110 1.47E — 8
7 —12.07034631753 1L.L14E =9
8§ —12.07034631639 < 5.0F — 12

e Verificamos que o erro decresce muito rapidamente quando o nimero de pontos
de integracdo aumenta.

e Compare com a aplicagcéo das regras anteriores, onde erros da ordem de 10 s0
apenas obtidos para mais de 1000 pontos.
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