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= Interpolacao Inversa

e Sejam Xy, X1, ..., Xp NOs pertencentes ao intervalo [a, b] e

sejam Yo, V1, «.., ¥n 0s valores nodais de uma funcéo f € C ([a, b)) :

€Tr; T0 Wil . o 0s In
Yi || Yo | Y1 | --- | Un

e Se afuncéo fpossuir inversa, g, podemos escrever
y = flz) <=z =g(y)

e E assim os nos e os valores nodais trocam de papel:

Yq Yo Y1 .. UYn
€T; Zo I .. In

e Podemos pois construir o polinémio interpolador que interpole os valores nodais
X5 X1y «2=y Xp NOS NOS Yo, V15 <=5 Yn -

Neste caso, trata-se de uma Interpolacao Inversa.

e Utilizamos a Interpolacéo Inversa, por exemplo, quando nao conhecemos a funcao
inversa e pretendemos determinar a que valor de X correspondente a um dado f(x).
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exemplo:  Determinar um valor aproximado do ponto no intervalo [0,1]

onde, 3/2 sin(x) = e™

3/2 sin(x)

Consideremos a funcao diferenca, f(;{) = %hlll(l) — f_—’:_m

e procuremos um zero de f(x) em [0,1] , isto €, um ponto S onde f(s) = 0
Nos extremos do intervalo: f(0) = -1

f(1) = 0.89433
a funcao tem sinais contrarios, portanto tem (pelo menos) uma raiz.

E como f(x) é estritamente crescente em [0, 1] (derivada positiva) ent&o:

e araiz é unica

« afuncdo admite inversa, g(y), nesse intervalo. Logo,

f(s) =0 < s=g(0)

Analise Numérica (2009/2010) Rosalia Rodrigues e Anténio Pereira



Capitulo 3 — Aproximacao de Fungodes e de Dados 39

Utilizando interpolacao inversa,

vamos calcular o valor de um polinémio interpolador de g(y) no ponto 0.

Escolhemos alguns nés no intervalo e calculamos:

v 0 0.4 0.6 1
y = f(x) | 100000 —0.08619 0.20815 0.89433

e construindo uma tabela de diferencas divididas,

Yy x x[, ] x[,, ] xl,,,]
~1.00000 | 0.,
043773 s,
—0.08619 | 0.4 0.06366 ...
0.52037 0.04745
0.28815 | 0.6 0.15356
0.67004

0.89433 1

obtemos a forma de Newton do polinémio interpolador,

p(y) = 0+ 043773(y + 1) + 0.06366(y + 1)(y + 0.08619) +
+ 0.04745(y + 1)(y + 0.08619)(y — 0.28815)

E assim podemos calcular S = g(0) ~ p(0) = 0.44200
e verificar que efectivamente, f(0.44200) = -0.00113 ~0

Portanto X = 0.44200 ¢ uma aproximacao do ponto em [0,1] onde 3/2 sin(x) = e
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= Interpolacao de Hermite

Para além dos valores do polindbmio interpolador
serem iguais aos valores da fun¢ao nos nés de
interpolacdo, vamos exigir também que sejam
iguais os valores das suas derivadas.

definicao: O Polinémio Interpolador de Hermite H2n+1(X)
satisfaz 2(n + 1) condicdes:

e CondicOes sobre a fungao f
Hopyr (z3) = fi» 0 =0.1.---,m
* CondigOes sobre a derivada da fungéo f

! . . -
Hy,q (27) = fl.i=0,1,---,n

L Como a funcao e o polindémio interpolador sdo tangentes nos nés, esta
interpolagao chama-se osculatéria.

° Demonstra-se que o polindmio Hap,+4, de grau menor ou igual a 2n + 1
existe e é unico.
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* Construgcao do Polinémio Interpolador de Hermite na forma
de Newton

e A construcdo do polinébmio interpolador de Hermite tem por base a ligacao entre as
diferencas divididas e as sucessivas derivadas da funcao

e Na forma de Newton, substituir os nés Xg, X1, ..., Xn
pelos nés Xo, X 0, X1, X1, weey Xn X'n

e considerar X'k — Xk ,para k=0, 1, ..., n de tal modo que,

f[xkf'mk}
|
- > ~ (x,) — [ (2]
lim f|ay, 2] = lim S (@) ,( ;) = ' (2.)
@;ﬂ—ygck ;B;C—mck :Ek — ilfk

e Ainterpolacio é assim realizada sobre 2n+2 pontos e o polinémio interpolador
de Hermite de grau 2n+1 na forma de Newton é dado por:

f(xo) + flzo. 20| (z — 20) + f |20, 20, 21| (¢ — 230)2 n
f o, xo. x1,21] (2 — :1:0)2 (x—21)+---+

flze. 20, - Tn. n] (x —20) (. —21)% - (2 — 20e1)? (2 — )
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e Por exemplo, para construir o polinémio cubico de Hermite, basta construir a
seguinte tabela de diferencas divididas, sobre Xy, X1:

o Flo] ]
v | J % BHQ 5“3
o f{')-.. ......................
Fleo. 0] (7).
2o | £, ; [:Eo,:toeit.l.] ......................
[zo. 1] f [xo. 0. 21, 21]
r1 | S flzo. 21, 1]
flxr, z1] :@

T | 1 \

derivadas da funcdo nos pontos

e depois calcular,

Hs(x) = f(x0)+ f|zo,xo] (x — z0) + f [x0,x0, 21] (2 — :1:0)2 +

flxo.xo. 21,21] (2 — :EU)Q (z — 1)
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exemplo: Com f (x) = In(x) , calcular uma aproximacéo para f (1.5)
usando interpolagao cubica de Hermite,
sabendoque f(1)=0 f'(1)=1
f(2) =0.693147 f'(2)=0.5

Construcao da tabela de diferengas divididas:

Fl] Flvvl Flvvy]
x| D D2 D?
zo=1|fo=0

fo=1
z9=1| fo=0 f [z0, 0, 1] = —0.306853

flxo.x1] = 0.693147 flzo, zo. x1. 21 ]

) 0.113706 ’

1 =2 | f1 = 0.693147 flzo, z1,z1] = —0.193147

f1 =05
1 =2 | f1 = 0.693147
Céalculo do polinémio interpolador cubico:
Hs(x) = f(xo)+ flzo,xo] (x —x0) + [ [x0.70, 1] ( — :EO)Q +

f lxo. z0. 231,131] (z — :EU)Q (z — x1)

— 0+ 1(x —1)—0.306853(z — 1)2 + 0.113706(z — 1)%(z — 2)

donde, f(1.5) ~ Hs(1.5) = 0.409074

( e podemos verificar que efectivamente /n (1.5) = 0.405465...)
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% Erro da Interpolacdo de Hermite

O teorema geral do erro da interpolacao polinomial (pag. 29) continua valido.

Sefe C2n+2 ([a, b]) , para qualquer T 0O [a, b] existe um f O (a, b),

€an+1 (T) = [ () — Hopg1 (T)

Fe2) (€
- (2n + 2)!

(T —20)2 (T —21) - (T — 2n)°

para o exemplo anterior:

R A (3 [P R
es (1.5) = T) (1.5 —1)% (1.5 — 2)%, £ € (1,2)
ou,
o M
les (1.5)| < m 0.5
e (4) /(. | —6
onde N > max ‘ W (z)| = max — | = 6
z€[1.2] xc[l.2] | T

e portanto |€3 (15)‘ < 0.2 x 10_1
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= Interpolagdo Polinomial Segmentada

e  Alnterpolacdo de n+1 n6s com um soé polinédmio exige que esse polindbmio tenha
grau n. Os polinémios de grau muito elevado apresentam efeitos indesejaveis.

° Em vez de um so6 polinémio para interpolar todos os pontos, a interpolagcao
segmentada consiste em utilizar diferentes polindmios interpoladores para
interpolar sucessivos pares de dados.

° Deste modo, é possivel utilizar polinédmios de baixo grau em cada segmento.

* Funcées Spline

definicdo: Uma funcdo Sy, é uma fungéo spline polinomial de grau m (m = 1)
relativamente aos nds a@ = Xp < X4 <... <X, = b quando:

e Sy, coincide em cada subintervalo [Xg , Xk+1] com um polinémio
Sm,k de grau menor ou igual a m , isto é,

L(')Tn-gk L(_)-m ‘[“Bkrk—i—l] E ]Pm

. S, €C™ L a,b]
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observacoes:

e  Qualquer polinémio interpolador de grau m em [a, b] € um spline.

° Contudo, tipicamente, um spline é representado através de diferentes polinémios
de grau £ m, um para cada subintervalo

° Um spline pode apresentar descontinuidades na sua m-ésima derivada nos nos
internos X4, X2,..., Xp-1.

J As duas condi¢des anteriores nao sao suficientes para caracterizar
univocamente um spline.

Vejamos:

«  Podemos representar cada polinémio S k= Spy | [Xk ,Xk+1] por

m

S.m_};;(iﬁ) = Z Sik (;’E — ';Ek_)z
1=0
para X [/ [Xk, Xk+1] , k=0, 1, ..., n—1

Logo, temos (M + 1) n coeficientes Sjx para determinar.

e A patrtir da continuidade das derivadas, temos que

~y j ) ! j ;
SO 1 (an) = 59, ()
para j=0,1,..., m-1e k=1,2,...,n-1

Donde resultam m (n = 1) condigées.
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e« Como o spline é interpolador da funcao f nos n+1 nés,
Sm(xk) :f(a;k) para k=012, ..,n
temos mais N + 1 condigées.

« Assim,temos (m + 1) n incégnitas

eapenas m(n-=1)+(n+1)= (m+1)n-(m - 1) condicées.
« Restam m — 1 graus de liberdade.

e Porisso podemos impor mais condigdes aos splines, como por exemplo,

tentar minimizar a curvatura fora do intervalo [a b], como é o caso dos

Splines naturais :

separam =2 /-1, com /2 2 tivermos,
SUHN (q) = Ut (p) =0, j=0.1,....0—2

como veremos para m = 3.
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* Spline Interpolador Linear

Para o suporte de interpolacao (Xo, ¥o), (X1, Y1), --- 5 (Xns ¥n)

com Xp < X7 <... <Xp

'

V2

a funcao de spline linear

consiste simplesmente num

iz
caminho poligonal ao longo dos pontos.

X0 X1 X2 X3 X4 X

«  Sejayk=Ff(xx),parak=0,1,..,n

O segmento de recta no intervalo [Xx , Xx+1] € dado por,

Sljk(:lf) = f(l'f;b) + f [ﬂfka irk—l—l] (:E — :Ek‘-)

 f(@pg1) — fag)

com f [;’Ek, :Ek_|_ﬂ —

Le+1 — Lk
. Portanto a funcao interpoladora spline linear pode escrever-se,

,

Sljg(:t) — f(:tg) + 7 [:EU, :31] (:E — :EO) . Tr e [:Kg, :El]

Sm(;x) .y 5131(:3) = f(:ﬁl) -+ f [:El, ;’EQ} (;E — ;31) . Tr € [;’El, EEQ}

\ L—S-Tlgn-—l(ér) — f(érn—l) + f [513-?1—15'?3-?1} (35 - mn—l) :

Tr c [:En__l W LTh
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. Os “bicos” aparecem porque a funcao interpoladora nao é diferenciavel em cada no
interno.

. Os splines lineares nao sdo obviamente uma boa solucéo para a maior parte dos
problemas reais de interpolacao.

. A funcao de spline quadratica consiste AV

»2

numa sucessao de arcos de parabola.

: V4

H \/ H >
X0 X1 X2 X3 X4 X

. Os splines quadraticos também ndo sdo muito utilizados, por geralmente
apresentarem grandes oscilacées.

. Os splines mais utilizados sé@o, sem duvida, os splines cubicos.
Cada polinémio tem apenas grau < 3 e tanto a primeira como a segunda derivadas

sdo continuas em cada no.

h

' V4

X0 X1 X2 X3 X4 X
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* Spline Interpolador Cubico

definicdo: Consideremos o suporte de interpolagéo (Xo, Yo), (X1, Y1), === s (Xns ¥n)

comXg < X7 <..<X, e Yx=F(Xx), para k=0,1, ..., n.

Uma fungdio S3 é um spline cubico interpolador de f(X)
nos n0s Xo, X1,..., Xn Se existirem N polinémios de grau £ 3

S3,k comk=0,1,..,n-1 tais que:

( em cada intervalo, a fungéo spline coincide com um polinémio )

S3(z) = S3p(x)  paa T € [Tp, Tpga],

E=0,1,...,n—1

( a fungéo spline interpola nos pontos )

Sg(aik):f(ﬁk) /4520,1,...,%

( os polindmios ligam-se nos nds internos de forma continua, sendo também
continuas a primeira e a segunda derivadas )

Ss i (pr1) = 93, k41 (Trr1), E=0,1,...,n—2
S5 5 (Trg1) = S5 1 (Thsr), k=0,1,...,n—2
3k (Tet1) = S5 (@er1),  k=0,1,...,n—2

. Neste caso (m =3) temos m -1 = 2 graus de liberdade o que nos permite
escolher mais 2 condigdes a introduzir.
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definicoes: Uma fungao spline cubica diz-se:

e spline clbico natural se.
_T:gio(l‘O) = _T:;,,n—l(%) =0
e spline cibico completo se,
5.0(20) = f'(20)
_Té,n—1(ﬂ7n) = fl(iﬁn)

e spline cubico periédico se,

S .%,0 (170) =5 .%.;n—l (LUT?.- )
S g 0 (o) = S g n—1 (2n)

exemplos:

da utilizagéo de splines, na interpolacéo da fung¢éo de Runge com 7 pontos:

linear quadratico cubico natural
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* Erro de Interpolacdo para Funcées Spline Cubicas

teorema: Sejam f[J c? ([X0, Xn]) e xo<x7<..<x,

e seja S3 a fungio spline cubica interpoladora de fem X, X1, ... , X»

Se,
max |f(4)($)| <M
r€ [z ,Tn ]

h= max (zi41— z)
: 1

entao,

5 ,
max |f(z) — S3(z)| < ~_Mh?

€20, Tn ) 384

/ ~/ 1 3
e max ] |f (z) — bg(fL‘)| < ﬂf\/fh

re [3)0,$n

* Construcao de um Spline Cubico

Dado um conjunto de n+7 pontos { (Xk, f(Xx)) , k=0,1,..., n}

em cada intervalo [Xx, Xk+1] . k=0,1,..., n-1 temos:

53:;6_(23) = j(Ek) — (I;C_(';E — ;'Ek) — bk(E — iEk)Q + ck(:x — ;'Ek)g
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53:;6_(23) = j(Ek) — (I;C_(';E — ;'Ek) — bk(E — iEk)Q + ck(:x — ;'Ek)g

onde ap,bo,cCo.a1,b1,C1.. .. apn_1,bp—1.Cn1

sdo as 3N incégnitas a determinar.
Como se trata de polindbmios interpoladores,
Ssp(xg) = flzg), k=0.1,....n—1
e para garantir a continuidade nos nds, temos /1 condicdes,
S3.k(Try1) = 93641 (Try1)

Sgrk(iﬁgﬁ_l) — f(:Ek_|_1), k= 0, 1, ceea L — 1

ou, fazendo flk — Tkt 1 — g temos,

o~
]
=
‘i—'-
3
|
—

f(zr) + arhy + bkh,i - ckh}z = f(xps1)l

Para garantir a continuidade da primeira derivada, temos mais n-1 condigées,

Sé,k(ixkﬂ) — Sé,;f.ﬂ (5Ek+1)  k=0,1,....n—2
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Neste caso podemos calcular,
Sék(x) = ay, + 20y (x — x) + 3cg(z — :Ek)g

Sé,kﬂ(x) = Qg1 + b1 (2 — Tpg1) + 30 (T — Tpp)”

ou seja,
i ‘ 2 ; .
ap + 20khy, +3chy = ary1 L k=0.1,....n— 2
Para garantir a continuidade da segunda derivada, temos mais n-1 condigoes,

calculando, a partir de,

S () = 2bp + 6eg(z — )

Sg,kJrl (z) = 2bp+1 + 6cpr1(x — Tpet1)

temos,

b +3ckhy, =bpi1 | . k=0,1.....n—2

Deste modo, temos 31 incégnitas para 3N-2 equagdes.

A solucéo mais comum consistem em utilizar splines cubicos naturais, onde,

Sg,()(mo) — Sg,-n—l(mn) =0

ou, bo = 0 bp—1 + 3(:.71,_1}1_”_1 =0
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Deste modo j& temos um sistema linear de 31 equagées a 3N incégnitas.

Por outro lado, podemos calcular,

_ J(@ryr) — Fag)

——bkhk-—-ckh%, k=0,1,....n—1

ajp —
hk
br+1 — g ,
cp=—1 " k=0.1.....n—2
EBka
c bn-—l
n—1 = —57
" 3h, 4

e substituir em ap + Zbgbhk -+ 3(5;3.‘!1% = A} 1]

Assim, em vez de Ay , bk, Ck, as incognitas sdo apenas 0s bk, e temos apenas

gue resolver um sistema linear de /1 equag¢odes a /1 incégnitas.

Hb=yg
onde,
1
2(ho+h1) M
h1 2(h1 +h2) h2
H =
hn-3 2 (hn—B + hn.—Q;} hin—2
I hn—2 2 (}?’??-—2 + hn—l) A
e go=20
g; = 3 (f(xz-i—l}z_f(xz) _ f(rz);i(lxz—l)) : 1 =1..... n—1
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= Interpolacdao Trigonométrica

e Dadaumafuncaof: [0, 2r] - C periédica,istoé, f(0) =f(2m)

pretendemos aproxima-la por um polinémio trigonométrico ¥

que interpole f nos n+1 nés, T; = %j, 7=0,1,...n
p(x;) = f(zj). 7=0,1,...,n

° Quando n é par, a funcao de interpolacao trigonométrica ( o polinédmio
trigonométrico ) tem a forma,

M
ap .
olr) = - COS k‘t bn;' ' kc
o(x) 5 + E lay. cos(kx) + by sin(kz)]
k=1
ondeM=n/2

® Quando n é impar, a funcao de interpolacao trigonométrica tem a forma,

M
+ Z lay cos(kx) + by sin(kx)| + apryq cos (M + 1) z)
k=1

ao

2

p(x) =

ondkeM=(n-1)/2

° Recordemos a formula de Euler,

ix

e " =cosx+isinx m
L
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e  Para n par podemos reescrever, ¥(7) = 2 >+ Z ak cos(kx) + by sin(kx)]
k=1

como,

estando os coeficientes complexos ay, by, Ck relacionados por,

). k=0,....,M

ap = Cp +Cc_p. by =

porque, E CL E,zk'v —

— i (cos (kz) + isin (kx))

Z ¢k (cos (kx) +isin (kx)) + c_g (cos (kx) — isin (kx))] + co

De modo analogo para n impar podemos reescrever,

[ ]
M+1
Al ) . _kx
H‘*”(;E) — E Ci€
k=—(M+1)
onde os Cx sdoosmesmose Cpyi] — c—(ﬂ»ir—kl) _ aMngl
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® Juntando os dois casos, temos:

M+
"3 ik com u=0 senpar
plx) = E CrE o
=1 se nimpar
fe=—(M+p0) H g

Ck

Se a fungéo so tiver valores reais, entdo C__[

e nesse caso os coeficientes ax e Dy sdo todos reais.

L Pela sua analogia com as séries de Fourier, (0(x) chama-se série discreta de
Fourier.

* Interpolacao por séries discretas de Fourier

e Tomando os pontos X; = j h,com h =2 7/ (n+1) como nés de interpolagéo,

temos,
M+
E cp eI — f () 7=0.....n
k=—(M+p)
e Restacalcular os valores dos ¢, k = — (M + p,.) ce s M+

—UMT; UMY h

Multipliguemos por € onde m é um inteiro entre O e n.

e somemos para todo o J,

n Mp

T
Z E Ckezkjhe_zmjh _ j; ¥ (irj) e—i'??l-jfl-
J=0

J=0 k=—(M+)
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° Provemos agora um resultado auxiliar,

n
E :ezjh.(k—m) _ ('?’1- 4 l)okm
J=0

onde 5km € o delta de Kronecker

« Para kK =m ambos os termos s&o iguais a (n+7) e o resultado ¢ verdadeiro.

« Para k# m provemos que o somatorio se anula.
Usando a relacao,

1 — (eih(k_m))?wl —

— 11— e-ih(k—m)(n—l—l)

1 €-z'( k—m)2m

= 1——cos((k—m)2r)—isin((k —m)2m)

e somando para todo o J , efectivamente,

n : R fe— n+1
Z Giih(k—m) _ 1 (€ ( m)) —0
J - 1 — eth(k—m) o
j=0

quando K# m
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e Retomando o calculo dos valores dos Cj. k = — (M + ) ,.... M +
na relacéo,
n M+

, z,:%jh —imjh __ —zmjh
E E C1.€ E f(xj)e

§=0 k=—(M+u)

e utilizando o resultado auxiliar, temos finalmente,

1 T
, —ikjh
63:7_5 ri)e
g n-+ 14 I j)
7=0

k=—(M+4p),....M+ pu

® Para efectuar estes calculos existe vasta gama de algoritmos muito eficientes,

de complexidade O( n log n) , conhecidos pelas designagdo genérica de

FFT ( Fast Fourier Transform ).

e Todos os sistemas de computacao numérica e simbolica, tais como o MATLAB,
possuem funcgdes para calcular Transformadas de Fourier e suas Inversas, bem
como para o célculo da interpolagao trigonométrica de um conjunto de pontos e
correspondente visualizagao grafica do resultado.
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= Aproximacao dos Minimos Quadrados

. , . 2
e Em muitos casos reais, os valores nodais que temos /'
foram obtidos experimentalmente, vindo portanto 1 .
%

afectados de erros.

Em vez de tentar construir uma fungao interpoladora, faz s
mais sentido procurar a fungao que melhor aproxima ve A
esses valores. .

e Seja{(X;,Yi)}.i=1,2, ..., m um conjunto de pares de nimeros reais onde,
vi ~ f(a;), 1=1,2,....m

A partir deste valores, pretendemos construir uma funcéo que, de alguma forma,
seja a melhor aproximacao da fungéo f(X) .

e Tomemos como exemplo o caso linear, isto €, quando a /.
funcao interpoladora pretendida for umarecta Y = a X + b. > /f -
4 { -
. I / .
Para calcular os parametros ae b, podem ser y'/
Pl
estabelecidos diferentes critérios, tais como: 1/ }
2“! ....... 1 .......... o —
* Minimizar o erro maximo, , Illla-X |y3 — (a:m + b)‘
1=1,....m

m

« Minimizar a soma dos erros, Z |-y.¢ — (a;rz; + b)‘
=1

m
* Minimizar o erro quadratico, E [-yz- — (agri + b)]Q
i=1
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% Funcées aproximantes e desvios

e No caso geral, o problema consiste em determinar a fungao que melhor aproxima
um dado conjunto de pontos { (X;, ¥;i)}.i=1,2, ..., n.

e Aclasse das fungoes aproximantes é caracterizada por um conjunto de
parametros C4, C», ..., Ck.

Cada funcao da classe é especificada pelos valores desses parametros,

f(z) = F(z;c1, ca, ..., ci)

e Por exemplo,

. se pretendermos aproximar os pontos por uma recta, sao
dois os parametros: Cs e Cy,

f(z) = F(z;¢1, c2) = ¢1 + cox

. se pretendermos aproximar 0s pontos por uma parabola,
S0 trés os parametros: C1 Co e Cs,

f(z) = F(xz: c1, 2, 3) = ¢1 + cox + c32”

e Para cada classe definem-se os desvios, em relagcéo aos valores )/ dos dados,

di =yi— F(zisci,e0,...,¢c1), 1=1,2,...,n
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e Em funcéo dos desvios, € necessario decidir qual o critério a estabelecer.

Cada critério define um problema de minimizagao.
* Problema de minimax ( minimizacédo do desvio maximo ),
minimizar ~ max |y; — F(zi; c1, c2, ..., ¢
i=1,...,n

* Problema de minimizagao ( da soma ) dos desvios absolutos,
mn
minimizar E Iy?: — F(xi;c]_, C2y v, Ck)|
i—1

* Problema de minimizacéo do erro quadratico total,

n
2
minimizar E (yg — F(:I?z-;_ Cl1,C2y 0.y Cg))

i=1

O método de resolugéo do problema de minimizacao do erro quadratico total
chama-se método dos minimos quadrados e a funcdo que o minimiza chama-
se aproximacgao dos minimos quadrados.

* Método dos Minimos Quadrados

e Considere-se uma classe de funcoes,
F(z;c1,c,...,c6) = cifi(z) + cofo(x) ...+ cifi(x)

onde fl(x)fg(x) c e f;h(x) sédo funcdes dadas.
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e A aproximacao dos minimos quadrados consiste na determinacdo dos parametros
C4, Co, ..., Cx que minimizam a soma dos quadrados dos desvios,

n

E(ct,...,cp) = Z(yg — cifi(z) — cafo(m) — ... — CAfA(:Uz))z

=1
n k
= Z(ye — Z ij}‘(%))z
i=1 j=1

oL o k
e Tratando-se de um problema de minimizacédo em [R", para que E( ¢4, C», ..., Ck)
seja minimo € necessario que,

Q
&

VE(C1,...,C;g):O<:>

e Donde se obtém um sistema de K equacgdes a K incognitas,

' T T

c1 Z f12 (i) + c2 Z fi(a .+ e Zﬁ Z yifi (i)
i=1 i=1

T

cl ng(;z:@)fl (i) + 2 ngz (2i) + ...+ ck ng(;zzz-)fk(;zri) = Z vyifo ()
i=1 i=1 i=1

i=1

n

c1 Zﬁ(zi)ﬁ (i) + 2 ka(:zfg)fg(:l?z’) c+ ok ka Z Yifi (i)

\ i=1 i=1 i=1

e Em certos casos, este sistema tem solucdo unica e permite determinar univocamente
0S parametros Cy, Cy, ..., Cx que caracterizam a melhor fungao aproximante.
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* Recta dos Minimos Quadrados (Recta de Regressao)

e No caso linear, o problema da minimizacao do erro quadratico é simples.

Pretendemos determinar os valores de @e de b em,
F(z;a,b) = a+ bx

gue minimizam,

n

E(a,b) = Z:(yI —a— b:rf:z-)2

i=1

e Paraque E(a, b) seja minimo é necessario (e prova-se que também suficiente) que,

(0B
VE(a,b) =0« { 90

oF

Db

n

S

=1

ou seja que, ¢

an —|—bia¢i
i=1
ang —I—bi:ﬁ?:iwiyi
i=1

=1

e Assim temos um sistema linear com duas equacoes ( equagdes normais ) e as

duas incognitas a e b que caracterizam a recta pretendida ( recta de regressao ).
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e Os coeficientes de @ e de b e os termos independentes, obtém-se facilmente pela
construcéo de uma tabela,

R / . yr 2 Y s .

LIJi gj’l tI/,Z: !.I/ 1 ;l/’l,

y* ¥, y 2 y* i

X1 U1 L1 r1Y1

y* ¥, y 2 y* i

(IJ 2 '112 lIJ 2 (IJ 2 '112

Ie'e / s 2 I L.

!.IJ ) lj T zL 7 cl/ n ;lj T

yr 7 yr 2 I8 L .

E lIJ ?: E z}% E !IJ ,L' E (I} 7 3}2

exemplo: Para determinar a recta de regressao que aproxima 0s pontos,

x|1 2 4 5 7 8 10
yl1l 2 4 45 6 7
construimos a tabela, z; | v :1:_? -
111 1 1
2 | 2 4 4
414116 | 16
5141 25| 20
715149 | 35
816 |64 | 48
10} 7 | 100 | 70
>137129 (259 | 194
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n n
an +b g T = E Yi
i=1 i=1
n n
2
a x  +b ;i = ZiYi
i=1 i=1

donde obtemos o sistema,
{ 7a+37b=29
37a+259b =194

cuja solucao é a=0.75

b =0.6418918918919

0 que permite determinar a recta de regressao,

y=0.75+0. 6418918918919 x
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e Em algumas aplicagdes, sdo os valoresde { Xj }, i =1, 2, ..., n que estéo
afectados de erros, sendo os { J/j } considerados exactos.

Nesse caso é necessario efectuar uma aproximagao inversa.

e Assim,dado {(X; ¥i)}.i=1,2, ..., n um conjunto de pares de nimeros reais
onde,

X,'A‘fg(y,'), i=1,2 ...,n

podemos calcular uma aproximagao dos minimos quadrados para g(V) .

Para o mesmo exemplo:

. x|1 2 4 5 7 8 10
Basta trocar os papéis dos X e y dados,
yl1l 2 4 4 5 6 7
Li | Vi yf il
construindo neste caso a tabela, 11111 1
22| 4 4
41416 | 16
4| 16 | 20
7T 5|25 ] 35
donde obtemos o sistema, S 6|36 | 48
10 7 49 | 70
7a+29b=37 >137 129147 | 194
Ji29a+147b:194 \

cujasolucaoé a=-0.994680851064
b =1.5159574468085

0 que permite determinar a recta de regressao inversa,

X =-0.994680851064 + 1.5159574468085 y
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% Parabola dos Minimos Quadrados

e Para aproximar o conjunto de pontos por uma parabola, pretendemos determinar os
valoresde @,be C em,

F(xz;a,b,¢) = a+ br -+ cx?

por forma a minimizar o erro quadratico total,

n

E(a,b, c) = Z:(yi5 —a— bx; — C{E?)Q

=1

e Para que ocorra 0 minimo € necessario (e prova-se que também suficiente) que,

VE(a,b,c)=0

ou seja,
7 mn " mn
2
an + b E ri  +c E T; = E Yi
i=1 i=1 i=1
mn mn mn mn
! 2 3 _
{ a Ti + r; +c T; = Ti i
i=1 i=1 i=1 i=1
mn mn n n
2 3 4 2
ag Ii—l—bg X —|—CE scz-:g i Ys
N i=1 i=1 i=1 i=1
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e Os coeficientes de & de b e de C e os termos independentes, também se obtém pela
construcéo de uma tabela,

Para o mesmo exemplo: 11 2 4 5 7 8 10
yl1l 2 4 4 5 6 7
construimos a tabela i | Yi Jf Jf Jf Tili Jf Yi
L1 1 1 1 1 1
2 | 2 4 8 16 4 8
4 14|16 64 256 16 64
54 ] 25 | 125 625 20 | 100
75 |49 | 343 | 2401 | 35 | 245

81 6| 64 | 512 | 4096 | 48 | 384
10 100 | 1000 | 10000 | 70 | 700
ST137 129|259 2053 | 17395 | 194 | 1502

.

donde obtemos o sistema,
7a+37b+259c=29
37a+259b+2053¢c=194
259 a + 2053 b + 17395 ¢ = 1502

cuja solucao é a =0.28869047619
b =0. 890625
=-0.02306547619
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0 que permite determinar a parabola que aproxima os pontos,

y = 0.28869047619 — 0.890625 x + 0.02306547619 x°

* Polinomios de Minimos Quadrados e outras fun¢gées

e Por vezes é necessario aproximar o conjunto de n pontos por um polinémio geral, de
grau ms n-1,

m
p?l(x) — aO _|_ a/lx _|_ NN CerCC

por forma a minimizar o erro quadratico total,
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e Tal como nos casos anteriores, para que ocorra 0 minimo € necessario (e prova-se
gue também suficiente) que,

VE(w,a,...,an) =0

e Desta condicdo, obtém-se um sistema linear de m + 1 equacdes com m + 1
incégnitas, também chamadas equac¢fes normais.

Também se prova que este sistema tem uma Unica solugao.

e Contudo, particularmente no caso de polinémios de grau elevado, este sistema tende
a ser mal condicionado. Por isso sdo utilizados polinémios de baixo grau, ou
técnicas mais complexas de reformulacéo.

e Porvezes é mesmo necessario procurar fungées aproximantes que nao sao
polinédmios, como por exemplo,

y =0be"" y=a lnr+b
a
y =10 a" y=—-+Db
x
a
1y =
" +b

e O problema continua a ser a determinacao dos parametros a e b.

Contudo, a aplicacao directa do Método dos Minimos Quadrados a estas classes de
funcdes traduz-se pela resolucao de Sistemas de Equagdes Nao Lineares, cujas
solugdes sao obtidas apenas de forma aproximada.

e Em alternativa, € usual efectuar uma linearizagao do problema (ou linearizagao do
modelo).
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exemplo: Aproximar por uma fungéo da forma Y = a Xb 0S pontos,

r|1l 12 16 2
y|1 1.3 14 1.7

Aplicando uma transformacao logaritmica a formula original,

Iny=Ina+binx

e efectuando uma mudanca de variaveis, Y=Iny
A=Ina
X =1Inx

obtemos uma relacao linear,

Y=A+bX

gue aproximamos pelo método do minimos quadrados.

Construida a tabela, obtemos o sistema,
{ 4 A+1.34547 b=1.12946
1.34547 A+ 0.73460 b = 0.57378

cuja solucao é, A =0.05144 l a= eA =1.05247

b =0.68741

Portanto, a funcao aproximante é,

y = 1.05247 x %%

e Note-se que, 0s parametros assim obtidos nao sao optimos dentro do critério dos
minimos quadrados. Isto acontece porque eles, de facto, ajustam o problema
linearizado e ndo o problema original.
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exercicio (4):

Considere a seguinte tabela de valores exactos de uma funcao f,

z 0]1]2
flz) 3|14

Sabendo-se que f"'(z) = 12 para todo o z, determine o polinémio de grau trés interpolador

de f.

o problema:
Pretende-se um polinémio interpolador de grau 3,

mas apenas sdo dados 3 nés de interpolagao.

Por outro lado, sabemos que f”’(X) = 12 para todo o X.

Como utilizar esta informacgéo?

uma abordagem ingénua:

Se f”(x) = 12 paratodo o X, podemos deduzir que,
fix) = 2x°+ g(x)

onde g(X) tem terceira derivada nula e portanto pode ser
aproximada por um polinémio de grau 2.

De g(x) = f(x) - 2 x° calculamos:

X 0 1 2
f(x) 3 1 4
g(x) 3 -1 112
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e construimos:

Xi | g(x) | D D?
0 3
-4
1 -1 -712
-11
2 -12

donde obtemos o polinémio interpolador de grau 2 para g(x),

p2(x) =3—4 (x=0) — 7/2 (x=0) (x—1)
=—7/2x°-12x+3

e portanto para f(X) temos o polinémio de grau 3,

ps(x) =2x°—7/2x*—1/2x+3
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uma abordagem mais elegante:

Sabemos que (pp. 20-21) existe pelo menos um ponto f onde,
1
n!

£ (€)

f [:E(]e L1y ax'n} —

Mas neste caso sabemos também que ”’(X) = 12 para todo o X.

Portanto, para todo o x,

D? = f[ xo, X1, X2, X3] =12/3/ = 2

e podemos efectivamente construir a tabela:

Xi fix) | D D? D®

0 3
-2

1 1 5/2 /
3 2

2 4

e obter o polinémio interpolador de grau 3 para f(X),

ps(x) =3—2 (x=0) + 5/2 (x=0) (x=1) + 2 (x=0) (x—=1) (x=2)
=2x°—7/2x*=1/2x + 3
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exercicio (9):
Seja f uma funcao definida num intervalo [a, b]

(a) Mostre que as diferencas divididas de 1% ordem f [zg, z1] relativas a quaisquer dois pontos
distintos xg, z1 € [a, b] sdo independentes de xg e de x1 se, e 56 se, f é um polinémio de

gran um.

(b) Mostre que se f(z) = u(z)v(x) onde u e v sdo duas funcoes definidas em [a, b] , entao
f [0, z1] = u(zo)v [mo, 1] + w[mo, 1] v(21), =m0, 21 € [a,b], =z # z1

(¢) Supondo que f é um polinémio de 2° grau com duas raizes reals. deduza das alineas
anteriores o valor das diferencas divididas f [zg, z1], o # 21

flar) — flao)

L1 — Ly

f[‘iio, *‘51} =

(a) Se f(x) for um polinémio de grau 1

flaq) — flao)

uma resposta: € o declive da recta que passa pelos
X1 — &I

dois pontos (Xo , f(Xo)) e (X1, f(x1)).

Sera independente dos pontos se e s6 se f(X) for uma recta.

outra resposta: Sabemos que existe pelo menos um ponto f onde,

flxo, x1] = F(€)

Por isso, f[Xo, X1] podera ser independente dos pontos Xy e
X1 considerados apenas quando a derivada ’(X) for constante,
ou seja se e s6 se f(X) for um polinémio do 1° grau.
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(b) Se f(X)=u(x).v(x)

provemos que f[Xo, X1] = U(Xp) . V[Xo, X1] + ufXo, X41] . V(X1)

u(ry) — ulx)
..E]_ - ..EO

U [;L?U . ;Lfl] =

U (;Lfl) — v (;Lﬁo)

L1 — Ly

’L’{;Lfo, ;Lfl] =

fleo,x1] = flar) — flao) _ ulay)-v(xs) —ulwo)-v(o)

L1 — Xy L1 — Xy

~ulwy)wey) —ul(rg).v(xo) +53::it.(;toj.tr(;Lf1) — t.{.(;Lfo).?}(;Lfl‘)ﬁ‘:}

~ —ulwo).v(w) + ulwo).vrr) N ulwy).wlar) — ulwg).v(wr)

L1 — &y €T — Xy
_ v -;Lfl — U .;LTO _ U ';Ltl — U -'JJO
= u(uap) . ( ) ( ) + vlxy) . ( ) ( )
L1 — Ly L1 —

{ ou vice versa ...}
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(c) Se f(x) for um polinémio do 2° grau com duas raizes reais & e [3,
entdo podemos escrever,

fix) =c(x—a)(x—pB)

| J \
Y Y

e considerar, u(x) v(x)

de modo a poder utilizar o resultado de (b),

fIxo, X4] = U(Xp) . V[Xo, X1] + ufxo, X41] . v(X1)

Por outro lado U(X) e V(X) s&o polinémios de grau 1 portanto, por (a),

ufxo, X1] e V[xo, X1] séo independentes da escolha de pontos X e X1.

Entdo podemos calcula-las nas raizes, isto é, fazer Xo = O e X1 = ,8

w(ry) — ulap)

wleg, 1] = P
L1 — Lo

v(ay) —vlxo)

z"’[‘m"tjl] - ry — &g

Facilmente verificamos que U[Q,[3] = ¢

via,[] = 1

E assim, flxo, Xx] = u(xo) . v[a,[] + ula,[]. v(x)

=c(xo—0a)+c(x:—-p)

Analise Numérica (2009/2010) Rosalia Rodrigues e Anténio Pereira



Capitulo 3 — Aproximacao de Fungodes e de Dados 80

por exemplo: Para f(x) =3 (x—1) (x—2)

X; f(x)) D’ D? D®
0 6

-6
1 0 3

0 0
2 0 3

6 0
3 6 3

12 0
4 18 3

21
6 60 \

verifique que, paratodoo K|=0, 1, 2, ...

D' f(xi) = X, Xks1] = 3 (Xk—1) + 3 (Xus1—2)

Note ainda que,
D?f(x) = ¢ paratodoo k=0, 1, 2, ...
Porqué?

e que,
D*f(x,) = O paratodoo k=0, 1, 2, ...

Porqué?
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