Capitulo 3 — Aproximacao de Fungodes e de Dados

Capitulo 3 — Aproximacao de Funcées e de Dados

* Interpolacao

O Problema: Dado um conjunto de pontos,

(XOJ ,yO )J (X1J y1 )l LERY) (Xm yn )

com X; #X; parai=j,com i,j=0,1,...,n
determinar uma fung¢ao de interpolagao 90 tal que,

Q(xi)=yi,i=0,1, ..,n

1 —
por exemplo:

Dado o conjunto de pontos,

—

(S}

w —1e
-+

[}
duas possiveis solu¢des seriam,
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Capitulo 3 — Aproximacao de Fungodes e de Dados 2

Terminologia:

° Os valores Xp, X1, ..., X, chamam-se nos de interpolagao e

os respectivos Yo, VY1, ---» Yn S&0 0s valores nodais

e Oconunto{(xjYyi), i=0,1,..,n} chama-se suporte de interpolagio

o { (70 (xi)=yi,i=0,1, ..., n} éafuncao de interpolacido nesse suporte

° Existem varios tipos de funcoes de interpolacao, tais como:
. Interpolagao polinomial
o(x) =apx” + ...+ a1z + ag
. Interpolagao trigonométrica

‘f'ﬂ’(n) — a—ﬂffe_zﬂjm + ...+ ap + ...+ ['I*,TL,:{BEA'I:E

onde M é um inteiro igual a n/2 se n é par e (n-1)/2 se n € impar,

i é aunidade imaginaria
. Interpolacao racional

ak:xk + ... T a1 + ag

A1 + oo+ Q@ + Qpyni1

p(r) =
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* Polinomios

definicao: Um polinémio de grau n é uma funcéo da forma,

Pn () = ana™ + ap_12™ L+ F a1z + ag

onde a,# 0, exceptosen=0

ag, a4, ..., @, os coeficientes do polinébmio

* O esquema de Horner

Como calcular o valor de um polinémio num dado ponto?

exemplo: p3(x)=a3x3+a2x2+a1x+ao {n+ (n1)+. . +2+1=

= n(n+1) /2 = 6 multiplicacoes }

pPs(X) = ((asx+a)x+a;)X+ay { n=3multiplicacées }

algoritmo: { Entrada: a9, ai, ..., an, X R}

polinomio —~ ap
para k desde n—1 até 0 fazer

polinomio —~ polinomio [Ix + ak
{ Saida: polinomio = a, X" + any X" + ...+ a; x+ap }

complexidade: n multiplicacdes e n adi¢des
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teorema: ( Horner)
Para calcular Pn(C), valor de um polinémio de grau n no ponto C,
faca-se b, = an
ecalcule-se bx=ax+ C b1 para k=n-1,n-2,...,1,0

entao bo = pn(C)

Mais ainda, se go(X) = by X"+ bn-1 X"+ .+ b, x + b,
entdo Pn(X) = (X-C) go + o
onde (o(X) é o polinémio cociente de grau n-1 e

ro = bo = pn(C) é o resto.

exemplo: Calcular Ps(3) =x°-6x*+8x>+8x*+4x-40
pelo esquema de Horner, bs = as =1
bs=as+3bs =-6+3 =-3
b;=az+3b; = 8-9 =-1

b, =a,+ 3 Dbs = 8-3 =5
b;=a; +3Db; = 4+15 =19
Ps(3) = bo=ap+3b; =-40+57 =17

ficando assim também calculado o polinémio cociente,

Qo(X) = by X"t + bpa X"+ L+ by x+ by =x*-3x-x*+5x + 19
eoresto, g =bo =17

de modo que:

Ps(X) = (X-¢)go+ro = (X-3) (xX*-3x>-x*+5x+19 )+ 17
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Assim, os resultados parciais obtidos pelo método de Horner sdo efectivamente os
sucessivos valores calculados pela Regra de Ruffini :

as ay as dz ai ao

1 -3 -1 5 19 17 = ps(3)

permitindo calcular:

ps(x) = (x - 3) (x*- 3x*-x* +5x +19 )+17

* Interpolagcao Polinomial

Os polinémios sao excelentes candidatos a fungées interpoladoras, porque:

° O calculo dos valores é realizavel em ordem linear no nimero de
multiplicacbes e adicdes.

L As operac0Oes de derivacao e primitivacao sao simples e podem ser facilmente
programaveis.

e S3ode classe C~.

e  Aproximam tanto quanto se queira qualquer funcao continua num intervalo
finito.( Teorema de Weierstrass ).

Sempre que as fungdes de interpolacdo consideradas séo polinébmios falamos em
Interpolacao Polinomial.
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O Problema: Dado um suporte de interpolagao com n+1 pontos,

{ (x,yi),i=01, ....,n }

encontrar um polinémio de grau < n tal que,

Yi =pn(Xi),i=0,1, ....n

Questodes:
e Existe sempre um polindmio que satisfaz as condi¢bes acima?

e (Caso exista, é unico?

Teorema da existéncia e unicidade:
Seja P, o conjunto dos polinémios de grau menor ou igual a n.
Dados n+1 pontos suporte distintos ( X;, ¥i),i=0,1, ...,n,
existe um e um so6 polinémio p, € P, tal que,

pn(Xi)=Yyi, i=0,1, ...,n

Demonstracao:

Seja

pn(fﬁ) = a0+ a1 + G2$2 + ...+ anxn

A exigéncia de que pp, seja um polinémio interpolador nos n+17 pontos ( X;, Vi)
traduz-se no sistema de equacgdes lineares:

2 n

a0 + a1xo + a2y + ...+ anTy = Yo
2 n

ap + a121 + a2y + ...+ apxy = Yy

2 mn

2 n
ap + a1 T, + asx,, + ...+ anT, = Y
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Para que o sistema tenha solugao Unica é necessario e suficiente que a respectiva
matriz dos coeficientes possua um determinante diferente de zero.

A matriz dos coeficientes é a conhecida matriz de Vandermonde, definida por:

1 x (;E0)2 e (5130)”
| Lo @) o (m)”
V (:Eﬂe L1s. .. ,;'En) —
L N2 \n
I 1 z, (;En) (éEn) |

Comecemos por demonstrar que o determinante de Vandermonde tem o valor,

n
det V (xg, x1....,2p) = l (x; — ;)

1,7=0
j>i

Atendendo a que X; # X; para i #j (pontos distintos) , este determinante
€ nao nulo e portanto o sistema tem solugao unica.

Demonstracao do valor do determinante de Vandermonde:

por inducao sobre N :

e Para n = 1, verifica-se pois,

1 @

det V(zg,x1) = 1

— L1 — Lo
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e Suponha-se a propriedade valida para n = 1 e mostre-se que é valida para n

1 iy (;30)2 . (l,o)n
4 1 i) (;31)2 - (:El)n
\% (;Eg, T1een 937-71) —
_ . 4 2 ) 7
i 1 In (;Enj (Jjn) |

Multiplicando a primeira coluna por Xy e subtraindo o resultado a segunda coluna,

multiplicando a segunda coluna por X e subtraindo o resultado a terceira coluna, ...

obtemos,

det V (zo,z1.....2p) =

1 0 0 0
1 1 — Lo 1 (:El — :Eg) (El) B (;El — :Eo)
det
|1 =20 @n (20 — o) ()" (25 — o) |

desenvolvendo este determinante e factorizando ( (X — Xg) da primeira linha, (X2 — Xg)
da segunda linha, ..., (X, — X) da Gltima linha ) obtemos,

det V (xg,x1,....2n) = (21 — 20) (X2 — 0) - - - (2, — T0)

1 1 (231)2 s (;’El)n_l
1 9 (:Eg)z s (:Eg)n_l
det
I 1 z, (:1’,‘.”)2 (:En)n—l |
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assim, temos:

det V (zo,z1.....2p) =

= (17 —x0) (w2 —x0) - (2, — xo)det V (z1,29,...,2p)
n

— H (xj — o) det V (z1.22.....2p) .

j=1

Aplicando agora a hipétese de inducéo ao determinante de Vandermonde de ordem n-1
e multiplicando, obtemos para a ordem n :

det V (zg. 21, ..., 2p) = H (ilfj — ;)

1,J=0
J>i

Portanto, se é esta a expressao do determinante da matriz do sistema e, atendendo a

que X; # X; paral #j, este determinante é nao nulo entdo o sistema tem solugao
unica.

Observacoes:

° Existem duas desvantagens que ndo tornam recomendavel computacionalmente
seguir esta via para determinar o polinémio interpolador:

1. A matriz de Vandermonde apresenta um numero de condigao muito
elevado, tanto maior quanto maior for n, pelo que se trata de um problema
mal condicionado.

2. Trata-se de um processo de célculo pouco eficiente — é possivel obter o
polinémio interpolador com menos operacgdes aritméticas.

L O teorema anterior mostra-nos que o polinébmio interpolador existe e é unico
(deduziremos varias formulas para ele, mas todas representam o mesmo
polinémio interpolador).
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= Polindmios de Lagrange

definicao:  Os polindbmios de grau N dados por,

T

Li(x) = 1_[u E=0,1,---.n

ST — Ty

LY

1=0
i#k
séo designados por polinémios de Lagrange

associados aos n6s Xp, X4, ...y Xp

teorema: O polinémio interpolador P, de grau menor ou igual a N que interpola os
valores nodais Yo, Y1, ---» Yn NOS NOs distintos Xg, X1, ..., X, € dado por,

Pn (ﬂj) — Z L&(E) Yk
k=0

demonstragao: Pela sua definicéo, os polinémios L satisfazem a relacao,

lsek=y

sSe K

onde 5kj é o delta de Kronecker

nestas condicoes,

N .
Pn () = Zﬂ-k(ifj) Yk = Z Ok j Y = Y5, 7 =0,1,--- . n
k=0 k=0
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Assim, este polindmio cujo grau é evidente ser menor ou igual a n, interpola os valores
dados. Pelo Teorema da existéncia e unicidade € também o Unico polinémio interpolador
nestes pontos.

exemplo:

Construir o polinomio interpolador de grau < 3 que interpola os seguintes valores:

Os polinémios de Lagrange associados

“n

aosnés (Xo=0,X1=1,X,=3,X3=4) L
obtém-se directamente da definicao, Lk’-(ix) — H Tp — _J; k=0,1
Zh
(2 —x1) (x — 29) (x — x3)
Lo(lz) =
U( ) (;30 — ;7;1) (;xg — ;rg) (;Eo — JJ3)
1 E ‘
= —E(:r —1)(x —3)(x —4)
Li(z) — (z —x0) (x — x9) (x — x3)
(;El — :230) (;El — :232) (;171 — :233)
1
= gx(;x —3)(xz —4)
Lo(z) — (z — x9) (x — x1) (x — x3)
(:232 — ;170) (;172 — ;171) (;172 — ;‘173)
1
= —g;x(;zr —1)(z —4)
La(z) — (x —2z9) (z — x1) (& — x2)

(';173 — :270) (;273 — :271) (:273 — ;’2?2)
1 . ‘
= E:L‘(:E —1)(z—3)
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Assim sendo, nas condi¢des do teorema, o polinédmio interpolador € dado por:

3
pa(@) = > Ln(®) e
E=0
1 (x—=1)(z—=3)(z—4) — E‘E(I —3)(z — 4)
1

RS ST
—g:x(:t —1)(xz—4) + 3 (x —1)(x —3).

Observacgao:

A férmula de Lagrange pode nao ser a representacao mais conveniente do polinébmio
interpolador. Isto acontece, fundamentalmente por duas razdes:

1.

E possivel obter este polindmio com menos operagdes aritméticas que as
requeridas por aquela formula;

Os polinbmios de Lagrange estao associados a um conjunto de nés e uma

mudanca de posi¢cdo ou do numero destes altera completamente estes
polinébmios.
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= Férmula de Newton

definicao: A Forma de Newton para polinébmios de grau n é dada por,

pn(x) =ap+ay (x —cy)+as (x—cy) (x — co)+- - -

tan (z—c1) (@ — cz) -+ (@ — en)

onde os parametros Cj,i=1, 2, ..., n sdo chamados centros do polinémio

Construcao da Féormula de Newton:

Considerando os nés Xg, X1, ...; Xp.g COMoO centros do polinémio, temos:

pn(x) = ag + a1 (x — xg) +as (x — xg) (x — 1) + - - -

+an(x —20) (x —21) - - (& — Tp—1)

Os coeficientes ag, a1, ..., @, vao ser determinados de modo a que Pp seja o
polindmio interpolador nos nés Xp, X1, ..., Xp dos valores nodais Yo, VY1, «=ss ¥n :

pn(ixﬁ) = Yo pn(ii'jl) =Y+ - pn(ixn) = Un

ou, se os valores nodais y; forem os valores nodais de uma funcéo f temos,

pn(xi) = flz;), 1=0,1,...n
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Assim, a partir de, pn.(iﬁ) = Qg + ag (13 - 230) T a2 (13 - 230) (13 - 231) T

+an(x—x) (x — 1)+ (¥ — 2p—1)

e fazendo sucessivamente X =Xg, X=X1 , ..., X=X, obtemos os coeficientes:

f(;xl) — g B f(itl) — f(';Eo)

1 — &g 1 — X
. flx2)—f fx1)—f
_ flop) —ao—ay (x2 —20) _ (:ngg)—xESCl) — (gl)—scho)
(;’EQ — ;’Eo) (:EQ — 21{31) o — Xy
flaxn) —ag—ay (xy —x0) — -+ — @p_1 (T — o) -+ (T

— ;En—Q)

(p —20) -+ (T, — Tp—1)

observacao:

Cada coeficiente @k, k=0,1, ..., n:
e pode ser calculado a partirdos &@;,i=0, 1, ..., k-1, ja determinados.

e depende exclusivamente dos nés Xp, X1, ..., Xx € dOs respectivos

valores nodais Yo, Y1; «=5 Yk

Ap — j ['IO,'I]_, Tt :-'Ik}

/

diferenca dividida de ordem k ( k 2 1) entre 0s k+1 n0s Xg, X1, «eey Xk .
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* Diferencas Divididas

Para designar a diferenca dividida de ordem k ( k 2 1) entre os k+1 n6s Xg, X1, ..., Xk,

sao utilizadas indistintamente duas notacoes:

Dkf(ljz) = flzs 2501, - ,;‘Ei_Hf_]

onde,
D f(aiga) — D" ()
k ey Lg41 Lg
D f(t?,) — ' ’
Lirk — Xy
. fleivrs sz — Flo, - 2
ou flog, g - o] = : :
Livk — L4
teorema: Os coeficientes @k, k=0, 1, ..., n do polinbmio Pp degrau < n,
na forma de Newton que interpola os valores f(xg) , f(x1), ..., f(xx)

nos nos distintos Xp, X1, ..., Xk

sdo dados indutivamente pela expresséo:

f [:Els T exk’-] T j [:}:09 L1
L — I

(Ik _ j' [;EOQ-;I:]-’ .. 3:Ek] p—

Analise Numérica (2009/2010) Rosalia Rodrigues e Anténio Pereira



Capitulo 3 — Aproximacao de Fungodes e de Dados 16
Assim, o Polinémio Interpolador com Diferengas Divididas tem a forma:

pﬂ{if;} —

flxol + flzo.z1] (2 — o) + flzo, 21, 22) (x — o) (2 — 1) + -+ - +

f [117,1}31131. T _':Ijn-: [-T - ID} '{‘1 — :171) o '[\:L — xn—l)

Calculo das Diferencas Divididas:

As diferencas divididas séo calculadas por construg¢ao de uma tabela,

tal como no seguinte caso para 4 nos:

DO Dl .D2 D3
e | £T e o fl
xo | f(xo)
ces : .1 flz1)—=Ff(z0)
cee f.[@p.-.ﬁf.l.]._ ;1_% 0
) Fla) | T ,}f.[f‘f:{) T ;1,2] — f['r1._x;2]:££a,o 1]
Flonag = Ealmad f [w0, 21, 23, g] = {12228l lzoen.es
xo | fla2) flzy, zo,z3] = f[xg’x;;:gxl‘x?] °°°°°°°°°
[, wq) = HE2=llz2)
z3 | f(x3)
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exemplo: Determinar o polinémio interpolador, na forma de Newton,

gue interpola os seguintes pontos,

0O 1 3 4
I -1 1 2

xZ;

Yi

Tabela de diferencas divididas:

f(z1)—f(=o0) f(z2)—f(z1) f(z3)—f(x2)

Tr1—IQ I2—2I1 r3—a2

T
rg — 0
1 — 1
Lro — 3 \
flz1.22,23]— flro,z1.,22
r3—Io
3 — 4

flzy,z2]—flzo,®1] flza.x3]—flx1,22]
To—X0 r3—I1
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Assim, calculados os coeficientes do polinébmio interpolador na forma de Newton,

p3(x) = flzo]l + flxo, z1] (z — 20) + flzo.21.22) (2 — 20) (2 — 21) +

flzo.z1, 20, 23] (2 — x0) (x — 1) (& — 29),

temos,
1
p3(z) = 1—-2(x—0)+1(x—0)(x—1) —1(:3—0) (x—1)(xz—3)
-2t a(r—1)— i:x(:x )z —3).
observacoes:

e A ordem pela qual os nés sdo tomados € arbitraria.

e Se fosse necessario acrescentar mais algum né aos anteriores, bastaria coloca-
lo no fundo da tabela e calcular mais uma linha de valores (as diferencas divididas
anteriormente obtidas ndo seriam afectadas).

e Se os valores nodais forem os valores nodais de uma funcao, € possivel
estabelecer uma ligagao importante entre as diferengas divididas de ordem ke a
derivada da mesma ordem dessa funcéo.
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recordemos:

Teorema do Valor Médio (Lagrange)

Para toda funcdo continua em [a, b] e derivavel em (a, b)

existe (pelo menos) um ponto ¢ [ (a, b) onde: - _
Z> f(b)
f(alé

ey 1)~ f(a)

b—a R .
Caso particular — Teorema de Rolle
se f(a) = f(b)
Ef(a)=f(bl
entio 3 ¢ € (a,b) : f'(c) =0 L :

Caso particular do teorema de Rolle

se f(a)=f(b)=0 emao Fce&(ab) : f(c)=0

Entre dois zeros da funcao existe (pelo menos) um zero da derivada.

Corolario do teorema de Rolle

Entre n zeros da funcao existem \ ; /\ /\\//\\/
(pelo menos) n-1 zeros da derivada. \/ \/
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teorema: Sejam fJ C" ([a, b]) e Xo, X4, ..., X, nés distintos no intervalo [a, b].
Entdo existe um & O (a, b) tal que,

L (g

f [:Eﬂsxle"' o L ] '
TL.

demonstracao:

Para n = 1, o Teorema do Valor Médio garante esse resultado,

f(x1) — f(x1)

1 — X

o, 2] = = f'(€), €€ (ab)

Para analisar o caso geral n > 1, consideremos a fungéo,

en () = f(x) — pp(x)

onde Pn(X) é o polinémio de grau < N que interpola a fungdo nos N+7 nés distintos.

Assim, e,(x) tem (pelo menos) n+1 zeros distintos em (a, b) e, pelo Corolario do
Teorema de Rolle,

E:;l xr) = f’(:ﬁ) — p;l(:t) tem (pelo menos) n zeros em (a, b)

aplicando sucessivamente o Corolario do Teorema de Rolle,

€, (:E) = j ( ) pn( ) tem (pelo menos) n-1 zeros em (Q, b)

Ezg?’) (z) = f (”)( r) — pgn)( ) tem (pelo menos) 1 zeroem (a, b)

e seja f esse zero.
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Por outro lado, derivando n vezes a expressao do Polindmio Interpolador com Diferencas
Divididas,

pu(z) = flzo] + flxo,z1] (x — 20) + f[zo, 21, 22) (x —20) (x — 1) + -+ - +
flro.xr, - sxp)(® —xo) (2 — 1) -+ - (2 — Tpp—1)

obtemos,

P (@) = nl f [0, 21, sl

Portanto,
el (&) = £ (&) —nl f [wo, a1, 2] =0

ou,

1
flro. w1, 2n] = Ef(n) (&), &€ (ab)

e Deste modo, se os valores nodais forem os valores nodais de uma funcéo, este
teorema estabelece uma relacao importante entre as diferencgas divididas de
ordem n e a derivada da mesma ordem dessa funcéo.
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= Interpolagdao com Nés Equidistantes

Em muitas aplicacdes 0os nés X, X1, ..., X, Sao0 equidistantes.

Sendo h a distancia entre dois nés sucessivos ( avanco ou passo ) temos,

h=——
1

donde,

rr=x9+kh. E=0,1.---n

* Diferencas Progressivas ( ou Descendentes )

definicao: A diferenga progressiva de ordem zero e passo h da funcéo f no né Xx;

€ dada por,

A?Lf(lfz) = f (;’Ei)

A diferencga progressiva de ordem k , k=1, 2, ... epasso h

da funcéo f no no x; ¢é dada por,

ARf (i) = Ay M (i) — A ()
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Tal como as diferencas divididas, as diferencas progressivas organizam-se numa tabela:

v | f () Afi Af; AP f; Atf;
zo | Jo
........ Afo = J1— Jo

o I I RPN éifo =Af—Afo
Afi=fofi e Alfg=--

r| fy Af = Afy AT A=
Afp=1Js—J2 Atfp =

3| f3 A?fo = Afs—Afo
Afs=f1—f3

g | fa

Além disso, existe uma relacdo entre as diferencgas divididas e as diferencas progressivas.

teorema:

A diferenca dividida de ordem K da funcéo f nos k nos equidistantes de passo h

Xi, Xi+1, .-y Xi+x €Sta relacionada com a diferenga progressiva de ordem K por,

1
ARfVE >0
R i, >

flei iz, Tign) = I
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recordemos,

f [iri-l—la T e"ri—l—k} - ]L [;r'ie " T4 k—1

N . L] =
j[ 7o L1+41> , a—l—&] FS—

Apf(i) = Ay f(@ipn) — Ay f ()

e demonstremos:

fleizigr, - xigr) = “fin VE >0

k'hE

por inducgao,

Para k=0, f[i;] m— Agf,‘ = f(‘if,{) por definicdo

Jiri—fi _ Afs

epara k=1, j[lfz-twl] zi1—x;  h

Suponhamos agora a relagéo valida para k = n > 1 e provemos para K = n+1 :

a partir da relacao,

flrisr, - Zigns1] — [lzi - Tign
Litn+1 — L4

floi i Tign. Tigny1] =

e aplicando a hipétese de inducéo,
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- Aﬂr i
f [;Ei—f—l& C f"ri—i—-n—l—l] — #
» An i
j [:Ei? T sixi—l—n] — ']’1-”?:{”

obtemos,

. N ( jz—l—l fz)
TieTitle " «Lidn. Litn = I
f[ 19 L1+41 s L4110 z—i—n—i—l] ('Tl-—|—1) h

ArHLf;
(n + 1)lhntl

Férmula de Newton com Diferencas Progressivas

teorema: O polinémio de grau £ n que interpola os valores nodais fy, fy, ... , f,

nos nos equidistantes Xg, Xy, ..., X, de passo h

pode escrever-se na forma,

L Afo A2,
pu(z) = fo+t Nh (z — o) + 51,2 (x—z0) (x—21) + -+
A" f,
'n.!fff? (37 — 11'5‘0) (23 — 212‘1) .. (:E — :En_l) ,
demonstracgao:

Aplicar o resultado anterior & Férmula de Newton com Diferencgas Divididas,

pa(z) = flzol + flro,z1] (x — 2o) + flro, 21, 22| (x — x0) (x — 1) + -+ - +

flzo.x1, - cap)(z —x0) (2 — 1) -+ (& — 1)
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* Diferencas Regressivas ( ou Ascendentes )

definicao: A diferenca regressiva de ordem zero e passo h da funcéo f no né x;

€ dada por,
Vif(z:) = f ()

A diferenca regressiva de ordem Kk, k=1,2,... e passo h

da funcdo f noné X; é dada por,

VEF(x) = VR () — VI ()

Analogamente, existe uma relagéo entre as diferencas divididas e as diferengas
regressivas.

teorema:

A diferenca dividida de ordem K da funcéo f nos k nos equidistantes de passo h

Xiks Xik+1y ---» Xj €sta relacionada com a diferencga regressiva de ordem K por,

1 :
flonaig o) = —V"fi, Yk >0

- kIRE

demonstracao:

Por inducgao sobre K.
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Também a diferengas regressivas se organizam numa tabela:

Jo
Vi
fi V2
Vi vV fs
fo V2 f3 Vs
\% f 3 V?’ ]( .4 v ]L .n
fn—? Van—l vﬁlf’n ..............
\V4 ]Lnil van .............
fn—l v2 ](n ...............
Vin e
fn ...........

Férmula de Newton com Diferengas Regressivas

teorema: O polinémio de grau £ n que interpola os valores nodais fy, fy, ... , f,
nos nos equidistantes Xg, Xy, ..., X, de passo h

pode escrever-se na forma,

. an Van

pu(r) = fut oy (@) gy (2 ) (£ ) e
(VAL
'n-!fil (2 —2p) (2 — Zpp1) -+ - (2 — 27).
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demonstracgao:

Basta considerar a Férmula de Newton com Diferencas Divididas, mas

construida relativamente aos nos por ordem inversa Xp, Xp-1y «= » X1, Xo ,
Pn (13) = f [érn] +f [ixnsérn—l] (ér — mn) +
flen, xn_1.2n 9] (x —ay) (x —xpn_q1) + -+

flen, en_1.--- ,xo]l (x —xp) (2 —2p_1) -+ - (¥ — 1)

e aplicar o resultado anterior.

= Erros de Interpolagao Polinomial

Que erro se comete quando se interpola uma fun¢ao por um polinémio de grau <n

?

utilizando o valor da funcdo em n+17 nés distintos 4

por exemplo:
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teorema: Sejam f e c™ ([a, b]) e pn o polinémio de grau <n

que interpola f nos nés distintos Xy, Xy, ..., Xp, contidos em [a, b] .

Entéo para qualquer T O [a, b] existe um valor f 0 (a, b),

dependente de X(g.L1, " +Lp. J‘Ih,: e de f tal que
en (8) = £ () — pa (3)
@) - -
— r— r—aI1)---\xr—
(n+1)! ( 0) 1) ")
demonstracao:
e  Nos nés dainterpolagiio, T = x;, ¢ = 0,1, --- ,n

o erro é igual a zero e o resultado € verdadeiro.

e  Paraanalisar os outros pontos, 7 # x;, 1 = 0,1,---.n

consideremos o produto, ”UJ(:E) — (:E — :Ijg) (;2:’ — :El) - (;17 — ;En)

e afungdo auxilar, F'(x) = ep(x)— u(i) €n ()
w(T)
F @) =pa @) - DD [ @) = p (3
— ) —pn () — —— T)— pn (:
bn w(Z) P
F(x) tem pelo menos n+2 zeros em [a, b] que sdo: LQ, L1." " + Ln, x

entdo, aplicando sucessivamente o Corolario do Teorema de Rolle,
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F(x) tem pelo menos n+2 zeros em [a, b]
F’(x) tem pelo menos n+1 zeros em [a, D]

F”’(x) tem pelo menos n zeros em [a, b]

F(n+1)(X) tem pelo menos 1 zero em [a, b]. Seja f um desses zeros.

Assim, F('n'+1)(£) =0

com, F(z) = ey(x)— wﬁn(?)

e porque, pgl ntl) (x ) 0

w D (z) = (n 4+ 1)!

(n+1)!

temos j‘('”*‘l)(g) o(?)

[/ (&) —pn (2)] =0

7o) (6
(n+1)!

e portanto, €n (?) — j(/f) — Pn (?) (/f)

Esta expressao calcula o valor exacto do erro de interpolagao em qualquer ponto

... se 0 valor de f for conhecido.

.

b
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nota:

Parax € [0, 1] afuncdo x (71— X ) tem o seu valor maximoemx =1/2.

Assim, nesse intervalo,

x(1-x)=<1/4

Parax € [a, b] comh =b - a, analisemos afuncdo(x—a)(b-x) :

Fazendox =a+s h, com s €[0, 1], ao valor maximode s=1/2

corresponde X =a + h /2 donde, no intervalo [a, b],

(x—a)(b-x)=<h*/4

ou |(x-a)(x-b)| < h*/4

° Para n+1 pontos equidistantes Xg, X1, ..., X, com passo h , analisemos,

wp(w) =(r —xo)(x —x1) -+ (. — )

e provemos que

wn(@)] < 7 R @ € fwo, )
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por inducao sobre n .
Paran =1, comovimos, | (X=Xo) (X—X1)| < h?/4

Assumindo que, para W, (7)) = (v — xo)(x — 1) - - (v — )

n!
e fana)] < e

<4 T € |xo, Ty

provemos que para

wWpi1(x) = (x —xo) (@ — 1) - (& — 2,) (T — Tpg1)

teremos
n-+1)!
|£Un__+1(;1’3)| S ( 1 —) h-n+2 T & {I[lamn—{—ﬂ
Efectivamente,
(wpri(@)] = (@ —xo)(x —x1) - (x —x,)] - [(x — 2ps1)]
n
é I h-?H—l . |(I — ';Un.—{—l)|
n!
< ST (1)
_ (n' + 1)' hn+2
LA R
Xo X1 Xn Xn+1

Analise Numérica (2009/2010) Rosalia Rodrigues e Anténio Pereira



Capitulo 3 — Aproximacao de Fungodes e de Dados 33

* Estimativa do Erro de Interpolagao

Como em,

Frg
(n+ 1)!

o valor de f € desconhecido, temos de calcular um limite superior para estimativa do
valor do erro.

w(x)

en(r) =

Para o caso particular da fungéo a interpolar, procuramos um majorante em [Xg, Xp],

‘f(-n-i-l) (E)‘ < Mn+1

e considerando h o espagamento maximo entre dois nds consecutivos,

temos,
f " f"fn—l—l
|€T1 (EN |”bL( )| ('?1— i l)'
len ()] < ! My B
" “4dn+1) "
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* Comportamento do Erro de Interpolagao

Analisando, f(n+1) (i)
enl) = (n+1)!

w(w)

verificamos que o erro de interpolacdo depende de:
e o numero de nos considerado,

e 0 comportamento da derivada de ordem n+1 da fungéo,

e 0 comportamento do polinédmio (W de grau n+1 .

O comportamento do polinédmio (W pode ter efeitos indesejaveis, tal como no conhecido
caso do Efeito de Runge : 1

B 1+ 2522

A fungéo de Runge é definidaem [ -1, 1] por, f(l)

( 8 ndés equidistantes )

ps(r)

( polinémios interpoladores )
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° Verifica-se que, considerando nos equidistantes, os polindmios interpoladores
tendem a oscilar nos extremos e que oscilam tanto mais quanto maior for o
numero de nos considerado!

J Para nos equidistantes com Xgp < X7 < ... <X, verifica-se que o polinémio (U
oscila muito nos intervalos extremos [Xy, X1] e [X,,.1, X,] € menos nos intervalos
centrais.

e  Prova-se que o valor

max |w(x)]
r€[xo,Tn]

p: ’ . -n L, . . P
é minimo (eiguala 2 ) quando os nds coincidem com os nés de Chebyshev.

e Nointervalo [-1, 1] os nés de Chebyshev sio:

km _
T = — COS . k=0,1,....n
n
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e  Numintervalo [a, b] os n6s de Chebyshev sdo dados por:

o bz, atb

 k=0.1.....
5 5 e T

onde ¢, k=0,1,...,n representa os nés de Chebyshev em [-1, 1] .

° Usando os nos de Chebyshev verifica-se que o polinémio nodal exibe oscilagdes
uniformes em todo o intervalo considerado.

° Com esta distribuicdo espacial dos nés é possivel mostrar que, se f for uma
funcdo continua e diferenciavel em [a, b], o polinémio interpolador converge

para f quando n — oo paratodo o X € [a, b].
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