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Å 11RRWWDD VVRREEUUHH FFRRQQGGLLFFLLRRQQDDPPHHQQWWRR GGHH VVLLVVWWHHPPDDVV

Consideremos o sistema, 

 

que tem como solução: { x1 = 12.5000 , x2 = 15.7500 } 

Se introduzirmos uma SSHHTTXXHHQQDD SSHHUUWWXXUUEEDDoommRR na matriz  

 

obtemos uma VVRROOXXoommRR PPXXLLWWRR GGLLIIHHUUHHQQWWHH: { x1 = 8.3333 , x2 = 13.6667 } 

 

Trata-se de um VLVWHPD�PDO�FRQGLFLRQDGR e, QHVWH�FDVR, é fácil entender porquê:  
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Em geral, o sistema que temos para resolver não é  $ [�= E mas sim um sistema 
ligeiramente diferente ou SHUWXUEDGR.

Sejam   G$ uma PPDDWWUULL]] que representa os HHUUUURRVV LLQQLLFFLLDDLLVV em $
e GE um YYHHFFWWRRUU que representa os HHUUUURRVV LLQQLLFFLLDDLLVV em E.

Pretendemos conhecer G[ ( YYHHFFWWRRUU SSHHUUWWXXUUEEDDoommRR FFDDXXVVDDGGDD QQDD VVRROOXXoommRR ), tal que 

 

( $ + G$ ) ( [ + G[ ) =  E + GE
Para isso são necessários os conceitos de QRUPD�YHFWRULDO e de QRUPD�PDWULFLDO.

Å 11RRUUPPDDVV YYHHFFWWRRUULLDDLLVV

'HILQLomR� Uma QRUPD�YHFWRULDO é uma aplicação                                   que verifica: 
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Por exemplo, são QRUPDV�YHFWRULDLV de  

 

x QRUPD�GH�Pi[LPR�( ou QRUPD�� )

x QRUPD�DEVROXWD ( ou QRUPD�� )�

x QRUPD�HXFOLGHDQD�( ou QRUPD�� )�

que são todas casos particulares da QQRRUUPPDD SS ( com SS tt �� ),  

 

([HPSOR� 
para   

 

5HSUHVHQWDomR�GRV�FRQMXQWRV�GH�YHFWRUHV�
FRP�QRUPDV�XQLWiULDV� UHVSHFWLYDPHQWH��
GH GHQWUR�SDUD�IRUD��
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''HHIILLQQLLoommRR�� Sejam �5Q[Q
 o conjunto das matrizes reais de ordem Q e � a matriz nula de 

ordem Q .

Uma QQRRUUPPDD PPDDWWUULLFFLLDDOO é uma aplicação                                         que verifica: 

 

77HHRRUUHHPPDD�� Seja ||�|| uma QRUPD�YHFWRULDO em  5Q
e $ � 5Q[Q

 uma PDWUL]. Então, 

 

é uma QRUPD�PDWULFLDO,
a que chamamos QRUPD�PDWULFLDO�QQDDWWXXUUDDOO ou LLQQGGXX]]LLGGDD.
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77HHRRUUHHPPDD�� Seja |||�||| uma QRUPD�PDWULFLDO�LQGX]LGD pela QRUPD�YHFWRULDO ||�|| 
 Então, para $ � 5Q[Q

 ,  [ � 5Q
e , a matriz identidade de ordem Q :

E em particular, para uma norma matricial LLQQGGXX]]LLGGDD SSRRUU XXPPDD QQRRUUPPDD SS,

77HHRRUUHHPPDD�� Seja $ � 5Q[Q
 ,  então : 

 

onde  U( $T $ ) denota o UDLR�HVSHFWUDO da matriz  $T $.

22EEVVHHUUYYDDoo}}HHVV��

x |||$|||� é o Pi[LPR�GDV�VRPDV�SRU�OLQKDV dos valores absolutos dos elementos 

x |||$|||� é o Pi[LPR�GDV�VRPDV�SRU�FROXQDV dos valores absolutos dos elementos 

x A norma matricial |||$|||� costuma designar-se por QRUPD�HVSHFWUDO 



&DStWXOR���±�6LVWHPDV�GH�(TXDo}HV�/LQHDUHV����������������������������������������������������������������������������������������������BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

$QiOLVH�1XPpULFD�����������������������������������������������������������������������5RViOLD�5RGULJXHV�H�$QWyQLR�3HUHLUD

Å 99DDOORRUUHHVV HH 99HHFFWWRRUUHHVV 33UUyySSUULLRRVV

''HHIILLQQLLoommRR�� Sendo $ uma matriz quadrada e , a matriz identidade,  

 o polinómio definido por,�
p ( O ) =  det ( $ í O , )

é chamado o SROLQyPLR�FDUDFWHUtVWLFR de $.

2EVHUYDomR�� Se $ é de dimensão Q î�Q ,� então S�O� é um polinómio de JUDX Q e, 
consequentemente, tem no máximo Q ]HURV�GLVWLQWRV que podem ser UHDLV�RX�FRPSOH[RV.

''HHIILLQQLLoommRR�� Se S é o polinómio característico da matriz $,

os ]HURV de S (reais ou�complexos) são designados YDORUHV�SUySULRV 

(ou YDORUHV�FDUDFWHUtVWLFRV) da�matriz $.

Se O é um valor próprio de $ e se [ ≠ 0 satisfaz, 

( $ í O , ) [ = 0 

então [ é designado um YHFWRU�SUySULR (ou YHFWRU�FDUDFWHUtVWLFR) de $
associado ao valor próprio O .
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Å 55DDLLRR ((VVSSHHFFWWUUDDOO

''HHIILLQQLLoommRR�� Seja  $ ∈ ©n×n. O FRQMXQWR�GRV�YDORUHV�SUySULRV de $ é o  

 HHVVSSHHFFWWUURR de $ e será designado por V( $ ) , isto é, 

V( $ ) = { O ∈ © : O é valor próprio de $ }

Designa-se por UUDDLLRR HHVVSSHHFFWWUUDDOO de $, denotado por U( $ ), o valor 

U ( $ ) = PD[ { |O| : O ∈ V( $ ) } 

QRWD� se O ∈ © ,

77HHRRUUHHPPDD�� Seja V( $ ) o raio espectral da matriz $ então, para qualquer norma 
natural ou LQGX]LGD 

''HHPPRRQQVVWWUUDDoommRR�� Se O é YDORU�SUySULR de $ e [ um YHFWRU�SUySULR associado a O
tem-se,  $ [ = O [ , com [ ≠ �
Aplicando uma QRUPD�YHFWRULDO, ||O [|| = ||$ [|| 

onde     ||O [|| = |O| ||[||     e ||$ [|| d |||$||| ||[||  

 sendo |||�||| qualquer QRUPD�PDWULFLDO�LQGX]LGD por  ||�|| 
 Portanto  |O| ||[|| d |||$||| ||[||  

 e como [ ≠ � então   ||[|| ≠ 0 e podemos dividir. 

Assim,  |O| d |||$|||  para WWRRGGRR o O valor próprio de $
incluindo o maior deles  U ( $ ) . 
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>> &&RRQQGGLLFFLLRRQQDDPPHHQQWWRR GGHH 66LLVVWWHHPPDDVV //LLQQHHDDUUHHVV

Retomemos a relação, 

 ( $ + G$ ) ( [ + G[ ) =  E + GE

HUURV�LQLFLDLV em $ HUURV�LQLFLDLV em E

SHUWXUEDo}HV�FDXVDGDV�na solução�[

Å 33HHUUWWXXUUEEDDoo}}HHVV VVyy QQRR VVHHJJXXQQGGRR PPHHPPEEUURR �� G$ = 0 ��

Neste caso,  $ ( [ + G[ ) =  E + GE
$ [ + $ G[ = E + GE onde    $ [�= E

portanto $ G[ = GE
e como se assume que o sistema é GHWHUPLQDGR, $ é LQYHUWtYHO,

G[ = $�� GE
e tomando normas, 

 

|| G[ || � ||| $�� ||| || GE || 
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|| G[ || � ||| $��
||| || GE || 

Esta relação fornece um PDMRUDQWH�GR�HUUR�DEVROXWR da solução mas, faz muito mais 
sentido procurar um majorante do HHUUUURR UUHHOODDWWLLYYRR.

Tratando-se de vectores, definimos HUUR�UHODWLYR,

ou SHUWXUEDomR�UHODWLYD de um vector [ , com [ ≠ � , pela razão:  || G[ || 

||[|| 
Então,  

 

Por outro lado, aplicando normas a   $ [�= E
|| E || = || $ [�|| d |||$||| ||[|| 

 

substituindo      obtemos, 

 

HUURV�UHODWLYRV em E
HUURV�UHODWLYRV em [

Q~PHUR�GH�FRQGLomR�GD�PDWUL] $
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1~PHUR�GH�FRQGLomR�GD�PDWUL] $:

FRQG� $ = |||$|||  |||$��
|||�

x O HIHLWR�GD�SURSDJDomR dos erros do VHJXQGR�PHPEUR é determinado pela PDWUL]�GR�VLVWHPD.

x Quanto PDLRU for o valor de FRQG $, PDLV�VHQVtYHO é o sistema a perturbações 
do segundo membro. 

x O valor numérico de FRQG $ depende GD�QQRRUUPPDD utilizada. 

x Matrizes com um número de condição DOWR dizem-se PPDDOO FRQGLFLRQDGDV.

x Matrizes com um número de condição EDL[R dizem-se EEHHPP FRQGLFLRQDGDV.

x Prove que:  FRQG $ � 1

Å 33HHUUWWXXUUEEDDoo}}HHVV QQDD PPDDWWUULL]] �� GE = 0 ��

Neste caso,  ( $ + G$ ) ( [ + G[ ) =  E
$ [ + $ G[ + G$ ( [ + G[ ) =  E

onde $ [�= E e assumindo $ invertível, 

 G[ = - $�� G$ ( [ + G[ )

e aplicando normas, 

 || G[ || � |||$��
|||  ||G$ || ||[ + G[ || 
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donde 

 

x Novamente constatamos que é o Q~PHUR�GH�FRQGLomR�GD�PDWUL]�que determina a 
maior ou menor influência que uma perturbação da matriz $ pode ter na solução. 

^ &DOFXOH�R�Q~PHUR�GH�FRQGLomR�GD�PDWUL]�GR�VLVWHPD�PDO FRQGLFLRQDGR�GR�H[HPSOR�GD�SiJLQD�����`�
x Claro que, desta vez, o erro relativo nos resultados depende também das 

perturbações introduzidas nos elementos da matriz.  

x Assumindo que  G[ << [ , o primeiro membro da desigualdade representa uma 
boa DSUR[LPDomR�GR�HUUR�UHODWLYR dos resultados. 

 

x Considerando que,   é possível mostrar que,  

�

{ Ver: &RPSXWDomR�1XPpULFD, Edite Manuela Fernandes, pp. 68-70 } 
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Å 33HHUUWWXXUUEEDDoo}}HHVV QQDD PPDDWWUULL]] HH QQRR VVHHJJXXQQGGRR PPHHPPEEUURR

Para o caso geral, é possível obter a relação, 

 

{ Ver: &RPSXWDomR�1XPpULFD, Edite Manuela Fernandes, pp. 70 } 

 

HUURV�UHODWLYRV em $
HUURV�UHODWLYRV em [ HUURV�UHODWLYRV em E

Q~PHUR�GH�FRQGLomR�GD�PDWUL] $

Verificamos que: 

 

x Os erros relativos da matriz aparecem VRPDGRV aos erros relativos dos segundos 
membros. 

x Tanto os erros relativos da matriz como os dos segundos membros, aparecem 
sempre PXOWLSOLFDGRV pelo Q~PHUR�GH�FRQGLomR�GD�PDWUL].

x Por isso os erros relativos dos resultados podem atingir YDORUHV�PXLWR�VXSHULRUHV 
aos erros introduzidos nos dados do problema.  

x O número de condição da matriz, FRQG $ � 1, mede a VVHHQQVVLLEELLOOLLGGDDGGHH do sistema. 
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>> 00ppWWRRGGRRVV ,,WWHHUUDDWWLLYYRRVV ((VVWWDDFFLLRRQQiiUULLRRVV

x Os métodos iterativos são HILFLHQWHV ( WHPSR de execução e HVSDoR de 
memória ), em particular na solução de sistemas de JUDQGHV�GLPHQV}HV 
envolvendo PDWUL]HV�HVSDUVDV (ou rarefeitas). 

Note que, por exemplo o método de eliminação de Gauss não preserva a esparsidade 
da matriz, durante a resolução. 

 

x Para resolver um sistema, os PpWRGRV�LWHUDWLYRV partem de uma 
DSUR[LPDomR�LQLFLDO, [(0) e constroem uma VXFHVVmR�GH�DSUR[LPDo}HV,

[(1) , [(2) , . . . ,  [(k) , . . . 

 que seja FRQYHUJHQWH�SDUD�D�VROXomR�H[DFWD [ do sistema. 

 

x É necessária uma relação que permita obter cada solução a partir da anterior. 

[(k)� [(k+1)
 

Por isso, o sistema $[�= E é convertido num sistema HTXLYDOHQWH do tipo  

[ = 0[�+ F
onde 0 é uma matriz�e F um vector. 

 

x Nesta secção, estudaremos os métodos iterativos do WWLLSSRR HHVVWWDDFFLLRRQQiiUULLRR, que 
têm a forma geral, 

 

[�N����= 0 [�N��+ F ������N  ���������� 

em que 0 é chamada PDWUL]�GH�LWHUDomR.
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'HILQLomR� Se para qualquer estimativa inicial [(0) a sucessão {[(k)} convergir para um 

limite independente de [(0)
 então o PpWRGR�LWHUDWLYR�diz-se FFRRQQYYHHUUJJHHQQWWHH.

'HILQLomR� O PpWRGR�LWHUDWLYR formulado por   [�N����= 0 [�N��+ F
diz-se FRQVLVWHQWH�com $ [ = E
se este sistema e [ = 0 [ + F tiverem a mesma solução. 

 

Procuremos condições de convergência... 

 

3URSULHGDGH� Para qualquer matriz quadrada $,

{ Quando todos os valores próprios têm grandeza menor que um, a WUDQVIRUPDomR�OLQHDU 
realizada pela matriz sobre um vector é uma UHGXomR. Caso contrário é uma DPSOLDomR. } 

 

Uma condição necessária e suficiente de convergência: 

 

7HRUHPD� Seja   [(k+1)�= 0 [(k)�+ F um método iterativo consistente com $ [ = E.

A VXFHVVmR { [(k) }k ∈ ´0 é FRQYHUJHQWH,

para qualquer aproximação inicial  [(0)
, VH�H�Vy�VH U( 0 ) � � 
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'HPRQVWUDomR����
 

Seja  H(k)� = [(k)�- [ o erro da iteração k  

 

então  H(k+1)� = [(k+1)�- [
= 0 [(k)�+ F - ( 0 [�+ F )

= 0 ( [(k)�- [ ) =  0 H(k)�

donde  H(k+1)� = 0k+1 H(0)� para todo o N  ��������������

D� 6H U(0) < 1 então a sucessão { 0k } tende para ]HUR 

independentemente do valor de  H(0)� bem como a sucessão  { H(k) }  

e a sucessão { [(k) } tende para [ , para qualquer valor de�[(0)
 

E� � SRU�DEVXUGR�� 
Se  U(0) ≥ 1 , a matriz 0 teria algum valor próprio  O ≥ 1

Seja  H(0)
 o vector próprio associado a O , isto é,  0 H(0) =  O H(0)

 

donde,  H(k)� = 0k H(0)� = Ok H(0)
 

Então, para este H(0)
, a sucessão { H(k) }  nunca poderia tender para ]HUR,

quer com O > 1 ou com  O = 1.

Portanto, para que a sucessão dos erros tenda para zero e as sucessivas 
aproximações [(k) tendam para [, é necessário que O < 1.
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Uma condição suficiente de convergência: 

 

7HRUHPD� Se  |||0||| < 1 para alguma QRUPD�PDWULFLDO�QDWXUDO,
então a sucessão   { [(k) } gerada por    [�N����= 0 [�N��+ F ,

FRQYHUJH�SDUD�D�VROXomR�~QLFD da equação [ = 0 [ + F,

para qualquer aproximação inicial  [(0)
 considerada. 

 Mais ainda, verifica-se que, 

 

'HPRQVWUDomR��^ 73&����` 
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>> &&UULLWWppUULLRRVV GGHH 33DDUUDDJJHHPP GGRRVV 00ppWWRRGGRRVV ,,WWHHUUDDWWLLYYRRVV ((VVWWDDFFLLRRQQiiUULLRRVV

Considere-se um método iterativo estacionário,  [�N����= 0 [�N��+ F
consistente com  $ [�= E

Å &&UULLWWppUULLRRVV GGHH 33DDUUDDJJHHPP EEDDVVHHDDGGRRVV QQRR 99HHFFWWRRUU 55HHVVttGGXXRR

Seja  U(k)� �E�±�$�[(k) o YHFWRU�UHVtGXR na iteração N

x O critério mais simples consiste em continuar o processo iterativo até que, 

 

onde  G é uma tolerância predefinida. 

 

x Limitação do vector resíduo de forma a garantir uma WROHUkQFLD predefinida,  G,
no HUUR�DEVROXWR.

Seja    H(k)� = [ - [(k)
 o vector erro na iteração N,

donde, 
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x Limitação do vector resíduo de forma a garantir uma WROHUkQFLD predefinida,  G,
no HUUR�UHODWLYR.

donde, 

 

ÅÅ &&UULLWWppUULLRRVV GGHH 33DDUUDDJJHHPP EEDDVVHHDDGGRRVV QQDD GGLLIIHHUUHHQQooDD HHQQWWUUHH GGXXDDVVDDSSUURR[[LLPPDDoo}}HHVV VVXXFFHHVVVVLLYYDDVV

x Continuar o processo iterativo até que, 

 

onde  G é uma tolerância predefinida. 

 

x Continuar o processo iterativo até que, 

 

onde  G é uma tolerância predefinida. 
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x Limitação da diferença entre duas aproximações sucessivas, para garantir uma 

tolerância predefinida, G, no HUUR.

(admitindo que ||| 0 ||| < 1 ,  sendo 0 a matriz de iteração). 

 

Temos que, 

 

Se  

 

donde, 
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>> 00ppWWRRGGRR GGHH --DDFFRREELL
Considere-se o sistema linear $ [�= E,

Assumindo que DLL ≠ 0, ∀ L  �������«��Q, o 0pWRGR�GH�-DFREL consiste no�
LVRODPHQWR�GR�YHFWRU [ no lado esquerdo mediante a VHSDUDomR�SHOD�GLDJRQDO,
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E assim se obtém uma fórmula do tipo [ = 0 [�+ F, com 

 

Dada uma DSUR[LPDomR�LQLFLDO [(0)
 , calculam-se  [(1) � [(2) , …, [(k) , … 

pela UHODomR�UHFRUUHQWH�����[(k+1) =�0�[(k) +�F

ou seja, 
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ÅÅ ''HHGGXXoommRR GGRR 00ppWWRRGGRR GGHH --DDFFRREELL QQDD IIRRUUPPDD PPDDWWUULLFFLLDDOO

Considere-se a decomposição, 

$ = ' – ( – )

onde,  '  �^���DLM���L� �M�`�
� (� �^���DLM���L�!�M�`�
� )� �^���DLM���L���M�` 

Então,  de $ [�= E
( ' - ( - ) ) [ = E
' [�= ( ( + ) ) [ ��E 

obtemos [ = '�� ( ( + ) ) [ ��'���E 

que conduz ao processo iterativo, 

�
[�N����= '�� ( ( + ) ) [�N��� ���'���E 

[(k+1) =� 0 [(k) +� F 

2EVHUYDomR�� Esta decomposição assume que ' seja�uma matriz LQYHUWtYHO, o que 
implica que os elementos diagonais de $ sejam todos diferentes de zero. 



&DStWXOR���±�6LVWHPDV�GH�(TXDo}HV�/LQHDUHV����������������������������������������������������������������������������������������������BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

$QiOLVH�1XPpULFD�����������������������������������������������������������������������5RViOLD�5RGULJXHV�H�$QWyQLR�3HUHLUD

Portanto, 0  �'�� ( ( + ) )

e como ( ��)� �^���DLM���L�≠ M `�
� '��� ��^�����DLM���L� �M�` 

então 

 

ÅÅ &&RRQQYYHHUUJJrrQQFFLLDD GGRR 00ppWWRRGGRR GGHH --DDFFRREELL

'HILQLomR��� Uma matriz quadrada $ diz-se  

 GH�GLDJRQDO�HVWULWDPHQWH�GRPLQDQWH�SRU�OLQKDV�se,�

7HRUHPD� Se  $ for uma matriz GH�GLDJRQDO�HVWULWDPHQWH�GRPLQDQWH�SRU�OLQKDV,

então o 0pWRGR�GH�-DFREL gera uma sucessão FRQYHUJHQWH 

para a VROXomR�~QLFD�de $ [�= E, para qualquer escolha de [(0) . 
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'HPRQVWUDomR��
 Como vimos, a matriz 0 é definida por, 

 

De acordo com o WHRUHPD da pág. 51, basta provar que  

� H[LVWH uma QRUPD�PDWULFLDO�QDWXUDO para a qual |||0||| < 1 

Tomando a QRUPD�GR�Pi[LPR ( máximo das somas por linhas ), 

 

onde, SRU�KLSyWHVH,

$ é uma matriz GH�GLDJRQDO�HVWULWDPHQWH�GRPLQDQWH�SRU�OLQKDV, isto é, 

 

e portanto    

�
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>> 00ppWWRRGGRR GGHH **DDXXVVVV��66HHLLGGHHOO

Recordemos o Método de Jacobi, 

 

O 0pWRGR�GH�*DXVV�6HLGHO é semelhante. Contudo, em cada iteração �N��� ,  
são utilizados WRGRV�RV�YDORUHV [�N���

 que Mi IRUDP�FDOFXODGRV.
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ou seja, 

 

onde, se  M ��L são usados valores [M Mi calculados na SUHVHQWH�LWHUDomR 

se M !�L são usados valores [M calculados na LWHUDomR�DQWHULRU 

ÅÅ ''HHGGXXoommRR GGRR 00ppWWRRGGRR GGHH **DDXXVVVV��66HHLLGGHHOO QQDD IIRRUUPPDD PPDDWWUULLFFLLDDOO

Partindo da mesma decomposição, $ = ' – ( – )

e substituindo em  $ [�= E obtemos ( ' – ( – ) ) [ = E
( ' – ( ) [ = E ��) [

que conduz ao processo iterativo, 

 

( ' – ( ) [�N���� = E ��) [�N��

' [�N���� = E �� ( [�N���� ���) [�N��
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Na prática é mais utilizada uma alternativa a esta formulação. 

Partindo de, 

 ( ' – ( – ) ) [ = E
( ' – ( ) [ = ) [���E�

obtemos 

� [�= ( ' – ( )�� ) [�����( ' – ( )�� E
que conduz ao processo iterativo, 

 

[�N���� = ( ' – ( )�� ) [�N�� ���( ' – ( )�� E

e assim, 

 

[�N���� = ( ' – ( )�� ) [�N�� ���( ' – ( )�� E

[(k+1) =� 0������������[(k) +� F 

o que permite também analisar a: 

 

ÅÅ &&RRQQYYHHUUJJrrQQFFLLDD GGRR 00ppWWRRGGRR GGHH **DDXXVVVV��66HHLLGGHHOO

7HRUHPD� Se  $ for uma matriz GH�GLDJRQDO�HVWULWDPHQWH�GRPLQDQWH�SRU�OLQKDV,

então o 0pWRGR�GH�*DXVV�6HLGHO gera uma sucessão FRQYHUJHQWH 

para a VROXomR�~QLFD�de $ [�= E, para qualquer escolha de [(0) . 
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���� ���
��� ���

H[HUFtFLR�������
 

DERUGDJHP��
 

[(k+1) =� 0�������[(k) +�F 

portanto é preciso estudar a PDWUL]�GH�LWHUDomR 0  �,���$��com, 

 M =  

 

XPD�VROXomR���FRQGLomR�QHFHVViULD�H�VXILFLHQWH�GH�FRQYHUJrQFLD����
Construir o SROLQyPLR�FDUDFWHUtVWLFR _ 0���O , _ , resolver a equação _ 0���O , _� ���
e obter os YDORUHV�SUySULRV:

{0.73589, -0.13589} 

para confirmar que U�0����� . 

 

RXWUD�VROXomR���FRQGLomR�VXILFLHQWH�GH�FRQYHUJrQFLD����
Procurar alguma QRUPD�QDWXUDO de 0 que seja � � .  

E efectivamente: 

 ___�0�___�  ����
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� �
D � � � D

� �
� D
� D�

�� D�

H[HUFtFLR�������
 

XPD�DERUGDJHP��
Para estudar o processo iterativo, precisamos duma formulação do tipo [  �0�[���F� .

Neste caso, 

 

$ %��
�

$���$����[���� ����$���%����[���������$���E 

, 0� F 

ou seja, 

 0  �$��� %�� ����� ������������������������������������ ���
 

Construindo o SROLQyPLR�FDUDFWHUtVWLFR _ 0���O , _ , obtemos os valores próprios: 

 

Assim, para que o método seja convergente, é QHFHVViULR�H�VXILFLHQWH que  _D_���� . 
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�� ���� � ��

H[HUFtFLR������
 

XPD�DERUGDJHP��
 

Recordemos que (pp. 43-44) quando DSHQDV existem perturbações no VHJXQGR�PHPEUR, os HUURV�DEVROXWRV estão relacionados por: 

 

|| G[ || � ||| $�� ||| . || GE || 

onde a norma matricial é a LQGX]LGD pela norma vectorial utilizada. 

 

Atendendo a que                      é razoável  escolher a QRUPD�GR�Pi[LPR,
pois: 

 

|| GE ||� = max {                   } ≤ 10-4 

Resta calcular a PDWUL]�LQYHUVD e a correspondente QRUPD�GR�Pi[LPR (máximo das 
somas por linhas dos valores absolutos dos elementos),  

 

$��� = com   ||| A-1 |||� = 3/5�

Portanto, 

 || G[ ||� � 3/5� 10-4
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H[HUFtFLR������
 

XPD�DERUGDJHP��
 

Partindo de, 

e de, 

e subtraindo, 

 

aplicando uma norma vectorial e a respectiva norma matricial induzida, 

 

����
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�D���
 

Uma solução possível, consiste em GHPRQVWUDU este resultado por LQGXomR sobre N .

Para N  ��: é imediato a partir da fórmula ���:

DVVXPLQGR�TXH:

SUHYHPRV�TXH:

'HPRQVWUDomR: também da fórmula ���:

que, por +LSyWHVH�GH�,QGXomR,

e pelo 3ULQFtSLR�GD�,QGXomR, está demonstrado o resultado pretendido,  

para qualquer N t � .



&DStWXOR���±�6LVWHPDV�GH�(TXDo}HV�/LQHDUHV����������������������������������������������������������������������������������������������BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

$QiOLVH�1XPpULFD�����������������������������������������������������������������������5RViOLD�5RGULJXHV�H�$QWyQLR�3HUHLUD

�E���
 

Partindo do resultado anterior: �

Atendendo a que  

 

então  

 

e como                               não depende de N,

então também,   

 

Assim, e porque toda a QRUPD é t �, a sucessão: 

 

é uma VXFHVVmR�HQTXDGUDGD por 0 e uma sucessão de limite 0 e portanto: 

 



&DStWXOR���±�6LVWHPDV�GH�(TXDo}HV�/LQHDUHV����������������������������������������������������������������������������������������������BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

$QiOLVH�1XPpULFD�����������������������������������������������������������������������5RViOLD�5RGULJXHV�H�$QWyQLR�3HUHLUD

�F���
 

Considerando, 

 

e aplicando uma norma vectorial,  pela GHVLJXDOGDGH�WULDQJXODU temos, 

 

Substituindo esta relação na fórmula  ���� 

e como                               temos finalmente, 

 


