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% Nota sobre condicionamento de sistemas

Consideremos o sistema, v — 219 = —19

0541 — 19 = -9

00000

que tem como solucdo: { X; = 12.5000 , x, = 15.7500 }

Se introduzirmos uma pequena perturbacao na matriz

rK — 2x9 = —19

0.56x1 — x99 = —9

00000

obtemos uma solugio muito diferente: {X; = 8.3333, x, = 13.6667 }

Trata-se de um sistema mal condicionado e, neste caso, é facil entender porqué:

15.8 —
15.78 f
16.76 |
16.74 —

16.72

12.45 125 12.55 12.6
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Em geral, o sistema que temos para resolver nao e A X = b mas sim um sistema
ligeiramente diferente ou perturbado.

Sejam 5/_\ uma matriz que representa os erros iniciais em A

e 5b um vector que representa os erros iniciais em b.

Pretendemos conhecer 5)( ( vector perturbacao causada na solugao ), tal que

(A+a)(x+dx)= b+

Para isso sdo necessarios os conceitos de norma vectorial e de norma matricial.

% Normas vectoriais

. =~ - 7 . ~ . n + .
Definicao: Uma norma vectorial € uma aplicacao ”” R" — Ro que verifica:

vVxeR",

X“:O seesosex =0;

VxeR", Va R,

x| =|orx

b

VareR" fxeyls i <fy

2
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~ - . . " n
Por exemplo, sdo normas vectoriais de X= (.11 s Xy seees Xy, ) eR

e norma de maximo ( ou norma oo ) ||X|| = max x?.‘
o

1=i=n

H

° norma absoluta ( ou norma 1) "Xul = Z
i=1

X,

]

2

B

2
| X

° norma euclideana ( ou norma 2) ”X”;z — \j

Vo
p
X.

I

que séo todas casos particulares da norma p (comp = 1), ”X”p — Z

i

Exemplo:

para X — (I-1_.:I?Q) - RQ

Representagdo dos conjuntos de vectores

com normas unitarias, respectivamente,

\ A

de dentro para fora:

oo T l

|z|[t =1, ||z]1a=1, ||z]lo=1, ||z|ls=1c¢ ||z
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. e e . XN . . . .
Definicao: Sejam R™ o conjunto das matrizes reais de ordem n e 0 a matriz nula de
ordemn .

_ 7 . ~ . = + .
Uma norma matricial € uma aplicacéo ””‘ . R —> R0 que verifica:

VAE RHXH ;

|AH|:O se e soseA=0;

VAeR"™ ,V a eR,

]

A ]| = e

2

YAB<R™ |A+B] <[] B

Teorema: Seja ||.|| uma norma vectorialem R" ¢ A € R™ uma matriz. Entso,

€ uma norma matricial,

a que chamamos norma matricial natural ou induzida.
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Teorema: Seja |||.||| uma norma matricial induzida pela norma vectorial ||.||

Entdo, paraA € R™ , x € R” eI amatriz identidade de ordem n :

D fAx] <[[Afl}x

»

2 -1
3) ||l aB] < [|ajiB]

E em particular, para uma norma matricial induzida por uma norma p,

Teorema: SejaA € R™" |, entdo:

A

1<i=n

n
_ =max Z|ai.j
j=1

i
A, = max| > a

l<j<n

JAll, = Voca™a).

onde PO( A" A ) denota o raio espectral da matriz A’ A.

Observacgoes:
e |||Alllsc €0 maximo das somas por linhas dos valores absolutos dos elementos
e |||A][[1 é o maximo das somas por colunas dos valores absolutos dos elementos

e A norma matricial |||Al||2 costuma designar-se por norma espectral

Analise Numérica (2009/2010) Rosalia Rodrigues e Anténio Pereira



Capitulo 2 — Sistemas de Equacdes Lineares a1

* Valores e Vectores Préprios

Definicao: Sendo A uma matriz quadrada e I a matriz identidade,

0 polinémio definido por,

p(A) = det(A-AT1)

€ chamado o polinémio caracteristico de A.

Observacdo: Se A é de dimensdo n x n, entdo p(A) é um polinémio de grau n e,
consequentemente, tem no maximo n zeros distintos que podem ser
reais ou complexos.

Definicao: Se P é o polindmio caracteristico da matriz A,
os zeros de P (reais ou complexos) sdo designados valores proprios

(ou valores caracteristicos) da matriz A.

Se A é um valor préprio de A e se X # O satisfaz,
(A-A1)x=0
entdo X é designado um vector préprio (ou vector caracteristico) de A

associado ao valor préprio A .
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* Raio Espectral

Definicdo: Seja A [ Cnxn' O conjunto dos valores préprios de Aé o
espectro de A e sera designado por O ( A) , isto é,
O(A)={AOC : A évalor préprio de A }
Designa-se por raio espectral de A, denotado por O( A ), o valor

P(A)=max { [\| : ADO(A)}

nota:se A DC, (A=a+ ), A=+’ + [

Teorema: Seja O ( A) o raio espectral da matriz A entéo, para qualquer norma
natural ou induzida

pla)< |l

Demonstragao: Se A é valor préprio de A e X um vector préprio associado a A

tem-se, AX=AX,comx#0

Aplicando uma norma vectorial, |M x|| = [|A x||
onde |[Ax]| = [A[[Ix]| e [[Ax]| <[l[A]ll [IxI
sendo |||.]|| qualquer norma matricial induzida por ||.||

Portanto |A| ||x[| < [||All [Ix]|

ecomoX#0 entdo ||x|| #0 e podemos dividir.

Assim, |A| < |[|A]|| paratodo o A valor préprio de A

incluindo o maior deles O (A) .
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= Condicionamento de Sistemas Lineares

Retomemos a relagéo,

(A+da)(x+dx)= b+dp

/ N\

erros iniciais em A erros iniciaisem b

Y

perturbacoes causadas na solugéo X

% Perturbacées s6 no segundo membro ( 6po=0 )

Neste caso, A (X+5x): b+5b
Ax+Adx = b+, onde AX= b

portanto A0y = 0p

€ como se assume que o sistema € determinado, A & invertivel,
_ -1
6)( - A 6b

e tomando normas,

NSx L=< II1 A 1111l O ||
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N6x < ILA" 11 1] O ||

Esta relagcdo fornece um majorante do erro absoluto da solugdo mas, faz muito mais
sentido procurar um majorante do erro relativo.

Tratando-se de vectores, definimos erro relativo,

ou perturbacao relativa de um vector X , com X Z 0 , pela raz&o: || 5)( ||
lIxll
Entao, éx - ‘”A . H éb
T
/
/
/
/
Por outro lado, aplicando normasa A X = b
//
/
K o1l = 1] Ax]l < {llA[ll [Ix]|
/
/
/ I»l
: =
/ Al

Y
substituindo obtemos,

O,

<[ il

|b|| \

erros relativos em b

erros relativos em X

A

nimero de condigido da matriz A

Analise Numérica (2009/2010) Rosalia Rodrigues e Anténio Pereira



Capitulo 2 — Sistemas de Equacdes Lineares 45

Numero de condigdo da matriz A:

-1
cond A = [[[All [l|A1]l

e O efeito da propagacao dos erros do segundo membro é determinado pela
matriz do sistema.

e Quanto maior for o valor de cond A, mais sensivel é o sistema a perturbacées
do segundo membro.

e O valor numérico de cond A depende da norma utilizada.
e Matrizes com um numero de condigéo alto dizem-se mal condicionadas.
e Matrizes com um numero de condi¢cdo baixo dizem-se bem condicionadas.

e Prove que: cond A =1

% Perturbacdes na matriz ( 0, =0 )

Neste caso, (A+5A)(X+5x): b

Ax tA0+ 0a(x+0x)=Db
onde A X = b e assumindo A invertivel,
Ox =-A"0a (x+0x)

e aplicando normas,

1 6x Il < AN NOAll 11x + Skl
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donde
5
”x + ¢

HA H

!AH

con

e Novamente constatamos que é o numero de condi¢cao da matriz que determina a
maior ou menor influéncia que uma perturbacdo da matriz A pode ter na solucéo.

{ Calcule o numero de condi¢do da matriz do sistema
mal condicionado do exemplo da pagina 36 }

e Claro que, desta vez, o erro relativo nos resultados depende também das
perturbacdes introduzidas nos elementos da matriz.

e Assumindo que 5,( << X, o primeiro membro da desigualdade representa uma
boa aproximacao do erro relativo dos resultados.

e Considerando que, H()fl” 1” |

€ possivel mostrar que,

) 4H I

ox||

21 <
[zl —

OA| )

{ Ver: Computagdo Numérica, Edite Manuela Fernandes, pp. 68-70 }
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% Perturbagées na matriz e no segundo membro

Para o caso geral, é possivel obter a relacéo,

{ Ver: Computagdo Numérica, Edite Manuela Fernandes, pp. 70 }

A

srl _ AL ab]| _ 15 A]
E .\...I.. — ( _|_ -
el = (1 = NAH[[oA[]) ™ [|6l] AH)

/ erros relativos em A

erros relativos em X erros relativos em b

nimero de condigido da matriz A

Verificamos que:

e Os erros relativos da matriz aparecem somados aos erros relativos dos segundos
membros.

e Tanto os erros relativos da matriz como os dos segundos membros, aparecem
sempre multiplicados pelo numero de condicao da matriz.

e Por isso os erros relativos dos resultados podem atingir valores muito superiores
aos erros introduzidos nos dados do problema.

e O numero de condicdo da matriz, cond A = 1, mede a sensibilidade do sistema.
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= Meétodos Iterativos Estacionarios

L Os métodos iterativos sao eficientes ( tempo de execucdo e espago de
memoaria ), em particular na solucdo de sistemas de grandes dimensoées
envolvendo matrizes esparsas (ou rarefeitas).

Note que, por exemplo o método de eliminacao de Gauss ndo preserva a esparsidade
da matriz, durante a resolucao.

L Para resolver um sistema, os métodos iterativos partem de uma
aproximacao inicial, x© e constroem uma sucessio de aproximacgoes,

x(l)’x(Z)’_. X(k),...

gue seja convergente para a solugao exacta X do sistema.

° E necessaria uma relacéo que permita obter cada solucg&o a partir da anterior.

x® _, x&+)
Por isso, o sistema AX = b é convertido num sistema equivalente do tipo
x=Mx+c

onde M é uma matriz e C um vector.

° Nesta secc¢ao, estudaremos os métodos iterativos do tipo estacionario, que
tém a forma geral,

xX*N=mMmx®+¢c |, k=o0,1,..

em que M é chamada matriz de iteragao.
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Definicao: Se para qualquer estimativa inicial X(O) a sucessao {X(k)} convergir para um

limite independente de X(O) entdo o método iterativo diz-se convergente.

Definicao: O método iterativo formulado por X(k+1) =M X(k) +C
diz-se consistente con A X = b

se este sistemae X = M X + € tiverem a mesma solucao.

Procuremos condi¢cfes de convergéncia...

Propriedade: Para qualquer matriz quadrada A,

lim A =0 < p(A) <1

k—>+o

{ Quando todos os valores proprios tém grandeza menor que um, a transformacao linear
realizada pela matriz sobre um vector é uma reducao. Caso contrario € uma ampliacao. }

Uma condicdo necessaria e suficiente de convergéncia:

. k+1 k . . . .
Teorema: Seja X( ) = M X( )+ C um método iterativo consistente com A X = b.

k
A sucessao { X( ) }k ONg € convergente,

para qualquer aproximacao inicial X(O), se e s6 se p( M ) <1

Analise Numérica (2009/2010) Rosalia Rodrigues e Anténio Pereira



Capitulo 2 — Sistemas de Equacdes Lineares 50

Demonstracao:

Seja e(k) = X(k) - X o errodaiteracdo k

entao e("”) = X(k+1) - X

=Mx¥+c -(Mx+c)

=M(x¥-x) = mMe"
donde e(k+1) = MkJrl e(o) paratodoo k=0, 1, 2, ...

a) Se P(M) < 1 entdo a sucessao { MX } tende para zero
independentemente do valor de e(o) bem como a sucesséo { e(") }

e a sucessao { X(k) } tende para X , para qualquer valor de X(O)

b) (porabsurdo)

Se p(M) = 1, a matriz M teria algum valor préprio A=>1

Seja e(o) o vector proprio associado a A , isto ¢, M e(o) = A e(o)
Kk k (0 k (0

donde, e() =M e() = A e()

~ 0 ~ k .
Entdo, para este e( ), a sucessao { e( ) } nunca poderia tender para zero,

quercomA > 1 oucom A = 1.

Portanto, para que a sucessao dos erros tenda para zero e as sucessivas
o k ) L
aproximacoes x® tendam para X, é necessario que A < 1.
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Uma condicéao suficiente de convergéncia:

Teorema: Se [||M||| < 1 para alguma norma matricial natural,
entdo a sucessdo { x® } gerada por x® =M x® + ¢ :
converge para a solugdo unica da equacdo X = M X + C,

para qualquer aproximacao inicial X(O) considerada.

Mais ainda, verifica-se que,

2

0 [e-x] <M [x-x®

Ml

o
o el

]

Demonstracao: { TPC... }
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= Critérios de Paragem dos Métodos Iterativos Estacionarios

. , . . ., k+1 k
Considere-se um método iterativo estacionario, X( ) = M X( ) +C

consistentecom A X =b
* Critérios de Paragem baseados no Vector Residuo
seja I =b — A x® o vector residuo na iteracdo k

L O critério mais simples consiste em continuar o processo iterativo até que,

onde O é uma tolerancia predefinida.

L Limitagdo do vector residuo de forma a garantir uma tolerancia predefinida, 0,
no erro absoluto.

Seja e(k) = X- X(k) 0 vector erro na iteragao k,

O = [ =] = o= = a7 (o 2=)]

el <y o <

donde,

< e
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L Limitacdo do vector residuo de forma a garantir uma tolerancia predefinida, 0,
no erro relativo.

L e D T NP i

donde, H H ) ||b”
~ cond (A)

* Critérios de Paragem baseados na diferenca entre duas
aproximacgoées sucessivas

° Continuar o processo iterativo até que,
o -0 s

onde O é uma tolerancia predefinida.

L Continuar o processo iterativo até que,
]

=]

onde O é uma tolerancia predefinida.

<5
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° Limitacdo da diferenca entre duas aproximacdes sucessivas, para garantir uma

tolerancia predefinida, 0, no erro.

(admitindo que ||| M ||| < 1, sendo M a matriz de iterac&o).

Temos que,

o= 2] = [l - =0

<0 (Je =] o -2

se ||[M|| <1

H:c — CB(k)H < —”ﬂ[” H:B(k) — :L‘(k_l)H <0

1]
donde,
1— || M
Hx(k) B $(k—1)H < 1M]]

]
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= Método de Jacobi

Considere-se o sistema linear A X = b,

Assumindo que @i Z 0, [/i=1, 2, ..., n, o Método de Jacobi consiste no

isolamento do vector X no lado esquerdo mediante a separacao pela diagonal,

X,

|
:_(bl TAdpXy T T Ay X,
dyy
—1 b
= (by —a, x, —a,,x;—-—a,,x,
sy
—1 b
- ( no Ic’ﬁ'”'h'lxl _ anzxz R am:—lxn—l)

1
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56
E assim se obtém uma férmula do tipo X = M X + €, com
0 _an/an _a13/a11 "'_am/au bl/an
—ay [a,, 0 - a23/a22 nee T azn/azz b, /azz
M = . . . . c= .
__ a;':l /a}'m - a??2 /am': o a}':3 /am': e 0 _ _bn /am;r

Dada uma aproximacao inicial X(O) , calculam-se X(l) , X(Z) y eeey X(k) y eae

pela relagio recorrente X(k+1) =M X(k) + C

(k+1) 1 (k) (k)
X = (bl —dapX, T AR, )
dp,
w1 (k) (k) (k)
X = (b, —ayx, " —ayx, — - a,,x, )
Ay,
w1 (%) () )
xm - (b}'z - anlxl - anz‘xE - aim—l‘xn—l )
1
ou seja,
(k+1) . (k)
41 .
X — (bi — E g ij )/Cl“
=155

i=1,2,....n k=0,1,...
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* Dedug¢ao do Método de Jacobi na forma matricial

Considere-se a decomposicao,

A=D-E-F

onde, D={ a;,i=j}
E={-a;,i>j}
F={-a;,i<j}

Entdo, de Ax=Db
(D-E-F)x=b
Dx=(E+F)x+b

obtemos x=D"(E+F)x+D"b

gue conduz ao processo iterativo,

xX*V=p'"(E+F)x® + Db

- ~ J —
x*h = M x¥ + ¢

Observacao: Esta decomposicdo assume que D seja uma matriz invertivel, o que
implica que os elementos diagonais de A sejam todos diferentes de zero.
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Portanto, M=D"(E+F)

e como E"'F:{'aij;i#j}
D= {1/a;,i=j}

entao

m. =0,
) a; :
m; =———,i %]
\ a

i

* Convergéncia do Método de Jacobi

Definicao: Uma matriz quadrada A diz-se

de diagonal estritamente dominante por linhas se,

H
|a:':'| > Z‘aff
J=1

J#i

,i1=12.....n

Teorema: Se A for uma matriz de diagonal estritamente dominante por linhas,

entdo o Método de Jacobi gera uma sucesséao convergente

para a solugao unica de A X = b, para qualquer escolha de x©
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Demonstracao:

Como vimos, a matriz M é definida por,

)
m,. =0,
) a
_ Y .
m; =———,i % ]
\ ..

1l

De acordo com o teorema da pag. 51, basta provar que

existe uma norma matricial natural para a qual |||M||| < 1

Tomando a norma do maximo ( maximo das somas por linhas ),

= maxZ‘mU| = maxZ‘ ‘ = maxL

‘arr‘ ’aﬁl

Ji*’

onde, por hipétese,

A ¢é uma matriz de diagonal estritamente dominante por linhas, isto é,

>3 a
Jj=1

J#i

=12,....n

e portanto “

— max Z2—— <1
o) ‘:

ii

Analise Numérica (2009/2010) Rosalia Rodrigues e Anténio Pereira



Capitulo 2 — Sistemas de Equacdes Lineares 60
= Método de Gauss-Seidel
Recordemos o Método de Jacobi,
(k+1) . (f) (k)
X = (bl —dApX, T dadp X, )
dy
(k+1) (k) (k) (k)
X, = (b, —ayx, AyyXy = —dy, X, )
9 A5y
(k+1) (k) (k) (k)
xn - (bn amlxl anZ‘xZ am:—l" n—1 )
d
O Método de Gauss-Seidel é semelhante. Contudo, em cada iteracéao (k+1) ,
sao utilizados todos os valores X(k+1) gue ja foram calculados.
ke () )
Xy = (bl —a,X,  ——apX, )
--- dy
(k+1) l (k+1) (k) (k)
X, = (bz 21 —dy X, == d,, X, )
a5,
(k+1) 1 b (k+1) (k+1) (k) (k)
A3 — ( 3 31V1 U3, T Ugyty T 2n*%n )
______ .
(k+1) 1 (k+1) (k+1) (k+1)
“n _ (b}'z Hlxl - n2-v2 T a!‘?h‘ 17" n-1 )
_______ M o o o o o o o e e o e e e e e -
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ou seja,

1 n
e = (b, =Y ayaY = 3 ayal) /s,

onde, se j<i sa ados valores Xj ja calculados na presente iteragao

se j>i s&o usados valores Xj calculados na iteragao anterior

* Deducao do Método de Gauss-Seidel na forma matricial

Partindo da mesma decomposicao, A=D-E-F

e substituindkoem A X =Db obtemos (D—-E—-F)x=Db

(D-E)x=b+Fx

gue conduz ao processo iterativo,

(D-E) x*" =p+F x®

Dx*" = b + E xX*" + Fx®

Analise Numérica (2009/2010) Rosalia Rodrigues e Anténio Pereira



Capitulo 2 — Sistemas de Equacgdes Lineares 62

Na pratica é mais utilizada uma alternativa a esta formulagéo.

Partindo de,

(D-E-F)x=b
(D-E)x=Fx+b
obtemos
x=(D-E)"Fx + (D-E)"b

gue conduz ao processo iterativo,
x* =(D-E)" Fx¥ + (D-E)"'b

e assim,

x* =(D-E)Y'F x¥ + (D-E)"b

. J “ _J

x4 = M x® + c

0 que permite também analisar a:
* Convergéncia do Método de Gauss-Seidel

Teorema: Se A for uma matriz de diagonal estritamente dominante por linhas,

entdo o Método de Gauss-Seidel gera uma sucessao convergente

para a solugao unica de A X = b, para qualquer escolha de x©
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exercicio (13):

Um processo 1terativo para resolver sistemas de equacoes hineares do tipo Ax = b é definido
da seguinte forma:

primeiro. somar Iz a ambos os membros da equacao Ax = b. onde I representa a matriz
1dentidade, obtendo-se ([ + A)x = b+ Ix;

em seguida, efectuar iteracoes a partir de 29 com z(F+1) = (I+A) e —p k>0
Verifique se o processo iterativo definido permite gerar uma sucessao de vectores convergente
para a solucao do sistema

—1.1lz1 4+ 01y =1
0321 —0322 =0

abordagem:

2+t = (I + A)2(®) —p,

H_J
xXP=""mMm x% +c

portanto é preciso estudar a matriz de iteragio M =1+ A com,

" (s o)

uma solugao ( condicao necessaria e suficiente de convergéncia ):

Construir o polinémio caracteristico | M -A 1|, resolveraequagdio | M-A1]|=0
e obter os valores proprios:

{0.73589, -0.13589)

para confirmar que p(M) < 1.

outra solucao ( condicao suficiente de convergéncia ):

Procurar alguma norma natural de M queseja<1.

E efectivamente:

[IM]fl, =0.8
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exercicio (14):

O sistema linear Az = b, com a matriz A dada por

1 —a
[—a ) ] a€R,

pode ser resolvido, sob certas condicoes, pelo método iterativo

L 0} ety |0 a| @ ]
l_a 1]:{: =0 0o v+ b, k> 0.

Para que valores de a é o método convergente? Justifique convenientemente a sua resposta.

uma abordagem:

Para estudar o processo iterativo, precisamos duma formulagcdo dotipo X =M x + C .

Neste caso,
N PRCE= VI N T
o 1] T loo T Th
— —
A B
A"A x = A'B x + A'bp
| M c
ou seja,

weaTs s (10 (0 2) = (0 )

Construindo o polinémio caracteristico | M - Al | , obtemos os valores préprios:

{0, a*}

Assim, para que o método seja convergente, € necessario e suficiente que |a| <1.
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exercicio (7):

Considere o sistema linear Ax = b com
_ 1 2 5}

T 1A=
[ 21 &g } , onde |&1], |2 < 1074,

Supondo que o segundo membro é perturbado por 6, =
estime o efeito dessa perturbagao na solucao, isto é, estime ||| .

uma abordagem:

Recordemos que (pp. 43-44) quando apenas existem perturbacdes no segundo
membro, os erros absolutos estdo relacionados por:

NS L=< 11 A" 1] 1] 6b |l

onde a norma matricial € a induzida pela norma vectorial utilizada.

. lEg) £ 10™% &razoavel escolher a norma do maximo,

Atendendo a que |.5_-T1
pois:

| Ob |l = max { |z1], |=2| }<10™

Resta calcular a matriz inversa e a correspondente norma do maximo (maximo das
somas por linhas dos valores absolutos dos elementos),

A-1

1
P

Z 1

5 l com ||| A7 |||l = 3/5
1 1

5 )

uln vk

Portanto,

|0x ||« < 3/5 10™
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exercicio (9):

Considere a resolucao de um sistema linear Ax = b (com A € R™*™ nao singular) por um
método iterativo consistente z(¥t1) = Afz(F) + ¢ (k =0,1,2,...). Mostre que, Vzy € R”, se
||M|| < 1 para alguma norma matricial natural, entao:

(a)
=] < =]

(b)

lim H:{:—x(k)‘ =0

k—oo
(c)

(k)‘ || M| ‘ (k) _ _(k—l)H
o ==%]| < TR
uma abordagem:
Partindo de, -
v =Mzr+c

e de,

JJUC) = j‘llr‘i?(k_l) + c

e subtraindo, e J;(‘!“) — _‘\[(I _ J:(k—l}l)

aplicando uma norma vectorial e a respectiva horma matricial induzida,

z— x®) r — pk=1) H (1)

| < |[M]]
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(a) Hm—x“")H < ||ﬂ,f||ka—xm)H

Uma soluc&o possivel, consiste em demonstrar este resultado por inducio sobre K .

Para k = 1: ¢ imediato a partir da formula (1):

HJI — JI(UH < |_.-"'lfH HJI — J:(O)H
assumindo que: HJI — JI(M H < ||_:’1|f| ‘k HJI — J:(O)H
prevemos que: || — V|| < [| M+ [z — 2O

Demonstragio: também da férmula (1):
|| — JJUCHJH < |[M|| || — J:(MH
que, por Hipotese de Indugao,
< [|M|| [|M)F || — 2,

M|[F e — )

e pelo Principio da Inducao, estd demonstrado o resultado pretendido,

para qualquer k > 1.
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(b) lim ||z — z® H = 0

k—oc
Partindo do resultado anterior: ‘ |‘,5: — ‘ij(kj ‘ | < J[‘ |’1c ‘ |‘,5: — ‘1:(0) | |
Atendendo a que ‘ |_'l_” | <]

IM||F =0

entio [
k— o0

e como ‘ |‘.£: — J:(O) | ‘ ndo depende de K,

ftfHk HJ? — J:(mH =0

entdo também, hI]l |
k— oo

Assim, e porque toda a norma é > 0, a sucess3o:

{ o ==®]]}

é uma sucessao enquadrada por O e uma sucesséo de limite O e portanto:

lim |[o — ¥ =0

|
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M| )
@ [ —=®|| < I o — ot
H‘T : ‘— 1—||_.-1-f||“T :

Considerando,

(2 — J:(k_l)j = (0 — JI(M) + (JI(M — 4:“’_1))

e aplicando uma norma vectorial, pela desigualdade triangular temos,
HJI — 4:“3_1)H < HJI — J:(k)H —+ HJI(M — J:(k_UH

Substituindo esta relagéo na formula (1)

| — B < ||M]] ||o = *=D)]
< ||M]] (] |JJ—JJU€)H+HJJ(M —‘z:(k_l)m
= | _-'nler HJI — J:(MH —+ | _-'nler HJI(H — J:Uc_l)H
HJI—JI(MH — || M| HJI—JIUC)H < || M| ||JJU€)—J:UC_1)||
(1= M) fle = 29 < M) fla) — 2
e como HJ[H < | temos finalmente,

M|
M|

— W) <
o =™ = 5
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