
&DStWXOR���±�6LVWHPDV�GH�(TXDo}HV�/LQHDUHV�����������������������������������������������������������������������������������������������BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

$QiOLVH�1XPpULFD�����������������������������������������������������������������������5RViOLD�5RGULJXHV�H�$QWyQLR�3HUHLUD

&DStWXOR���±�6LVWHPDV�GH�(TXDo}HV�/LQHDUHV

,QWURGXomR��
 
Pretendemos calcular a 6ROXomR de um 6LVWHPD�GH�(TXDo}HV�/LQHDUHV,
cuja )RUPD�*HUDO�é,   

 

onde:  são  as incógnitas   

 os coeficientes 

 os segundos membros do sistema 

 

O Sistema pode também escrever-se na sua�)RUPD�0DWULFLDO 

$ [�= E

onde, 
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Os 0pWRGRV�GH�5HVROXomR de Sistemas de Equações Lineares,  
classificam-se em,   
 

x 0pWRGRV�'LUHFWRV:
�

7HRULFDPHQWH�permitem calcular a VROXomR�(ou soluções) H[DFWD (s) usando um 
número�ILQLWR de operações aritméticas elementares. 

1D�SUiWLFD, devido aos erros de arredondamento, cancelamento subtractivo,... 
permitem apenas a uma VROXomR�DSUR[LPDGD.

([HPSORV: Regra de Cramer, Eliminação de Gauss, Decomposição /8, Método de 
Choleski. 

 

x 0pWRGRV�,WHUDWLYRV:

A solução é definida como um�OLPLWH�GH�XPD�VXFHVVmR�(LQILQLWD) de vectores. 

1D�SUiWLFD, calcula-se apenas um número finito de vectores da sucessão, isto é, 
calcula-se um Q~PHUR�ILQLWR�GH�LWHUDo}HV.

([HPSORV: Método de Jacobi, Método de Gauss-Seidel. 

 

'HILQLomR� Diz-se que um sistema de equações lineares é GHWHUPLQDGR 
se tem uma única solução. 

 

7HRUHPD� Um sistema de equações lineares (escrito na sua forma 
matricial) é GHWHUPLQDGR VH�H�Vy�VH verificar qualquer das 
duas condições equivalentes: 

 

�� $-1 existir 

 �� det $ ≠ 0

^ 1R�TXH�VH�VHJXH�GHVWH�FDStWXOR��DVVXPLUHPRV�TXH�WRGRV�RV�VLVWHPDV�VmR GH�GLPHQVmR�Q[Q�H�GHWHUPLQDGRV��`��
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0pWRGRV�GLUHFWRV��
 

> 0pWRGR�GR�&iOFXOR�GD�0DWUL]�,QYHUVD�
 

Se o sistema é determinado, então existe  $í1
e podemos escrever 

$ [�= E ¾ [ = $í1 E
Em geral, este processo envolve um número de operações demasiado elevado, 
para o cálculo de $í1.

> 5HJUD�GH�&UDPHU�
 

7HRUHPD� Seja $ [ = E a forma matricial de um sistema de equações lineares  

 onde a matriz $ é invertível. Então,  

 

onde  $L é a matriz que se obtém de $� substituindo a coluna  L
pelo vector dos segundos membros E.

1RWD� A Regra de Cramer exige o cálculo de Q�� determinantes de ordem Q,

o que conduz a uma complexidade computacional  2� Q�� 
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2EVHUYDomR��
A tabela seguinte compara os WHPSRV necessários à resolução de um sistema de 
equações lineares de dimensão Q[Q, num supercomputador Cray J90, utilizando o 0pWRGR�GH�(OLPLQDomR�GH�*DXVV ou a 5HJUD�GH�&UDPHU:

Q (OLPLQDomR�GH�*DXVV 5HJUD�GH�&UDPHU
2 6 x 10 -12 seg 6 x 10 -12 seg

3 1.7 x 10 -11 seg 2.4 x 10 -11 seg

4 3.6 x 10 -11 seg 1.2 x 10 -10 seg

5 6.5 x 10 -11 seg 7.2 x 10 -10 seg

6 1.06 x 10 -11 seg 5.04 x 10 -09 seg

10 4.3 x 10 -10 seg 3.99168 x 10 -05 seg

20 3.06 x 10 -9 seg 1.622 anos

100 3.433 x 10 -7 seg 2.9889 x 10 138 séculos

1000 3.3433 x 10 -4 seg

> 0pWRGR�GH�(OLPLQDomR�GH�*DXVV�
 

(VWUDWpJLD� Transformar o sistema original      

 num sistema HTXLYDOHQWH , mas cuja matriz seja WULDQJXODU 

'HILQLomR� Dois sistemas de equações lineares dizem-se HTXLYDOHQWHV se possuírem  

 o mesmo conjunto de soluções. 

 

&RPR�WUDQVIRUPDU" Por uma sequência de operações elementares.  
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'HILQLomR� São RSHUDo}HV�HOHPHQWDUHV sobre as linhas de uma matriz as operações: 

•• permutação de duas linhas 

•• multiplicação de uma linha por um escalar não nulo 

•• soma a uma linha do produto de outra linha por um escalar. 

 

'HILQLomR� Cada sistema de equações lineares $[�= E tem associada a sua  

 PDWUL]�DPSOLDGD (ou FRPSOHWD)

A matriz obtida da matriz ampliada do sistema $[�= E, depois de se aplicarem operações 
elementares, é D PDWUL]�DPSOLDGD�GH�XP�VLVWHPD�GH�HTXDo}HV�HTXLYDOHQWH�ao sistema 
original. 

 

'HILQLomR� Uma matriz diz-se HVFDORQDGD�SRU�OLQKDV�(ou em escada de linhas) se: 

•• o primeiro elemento não nulo de cada linha (com excepção da primeira) 
situa-se à direita do primeiro elemento não nulo da linha anterior. 

•• os elementos que se situam por baixo do primeiro elemento não nulo de 
cada linha (com excepção da última) são todos nulos. 

 

O objectivo do 0pWRGR�GH�HOLPLQDomR�GH�*DXVV é REWHU�XPD�PDWUL]�DPSOLDGD�HP�HVFDGD de linhas, a partir da matriz ampliada do sistema $[�= E:
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H[HPSOR�� Dado o sistema,�

em notação matricial, 

 

e matriz ampliada,  

 

como escalonar por linhas? 

 

1D�SULPHLUD�OLQKD pode ser escolhido para SLYRW 

e definimos os multiplicadores,   

 

e subtraindo a cada linha (2 e 3) a primeira, depois de multiplicada: 
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1D�VHJXQGD�OLQKD pode ser escolhido para SLYRW 

e definimos o multiplicador,   

 

e subtraindo à terceira linha a segunda, depois de multiplicada: 

 

Assim obtivemos um sistema HTXLYDOHQWH ao original, mas cuja matriz é WULDQJXODU.

Basta agora resolver este sistema, por sucessivas substituições ascendentes: 
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7pFQLFDV�GH�VHOHFomR�GH�SLYRW��

x Quando aparece um FDQGLGDWR�D�SLYRW�QXOR, deverá efectuar-se uma WURFD�GH�OLQKDV (com uma linha em posição inferior na matriz) de forma a obter um elemento SLYRW�GLIHUHQWH�GH�]HUR.

x A escolha de elementos pivot PXLWR�SHTXHQRV (próximos de zero) pode causar a 
ampliação dos HUURV�GH�DUUHGRQGDPHQWR. De facto, em cada passo de eliminação N  �� �� ������Q determinamos os multiplicadores, 

 

se utilizarmos pivots próximos de zero obtemos PXOWLSOLFDGRUHV�GH�JUDQGH]D�HOHYDGD, o que poderá originar SHUGD�GH�DOJDULVPRV�VLJQLILFDWLYRV.

ÅÅ 33LLYYRRWWDDoommRR 33DDUUFFLLDDOO

Nesta técnica escolhemos para pivot R HOHPHQWR�TXH�WLYHU�PDLRU�YDORU�DEVROXWR�QD�FROXQD�que estamos a considerar (entre as linhas que se encontram numa posição igual 
ou inferior) 

 

Designa-se por SLYRWDomR�SDUFLDO ou HVFROKD�SDUFLDO�GH�SLYRW o processo de troca de 
linhas que conduz ao pivot nestas condições. Assim, no início do passo de eliminação N
seleccionamos como SLYRW o elemento tal que: 

 

Se  S z N trocamos as linhas S e N .
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ÅÅ 33LLYYRRWWDDoommRR 77RRWWDDOO

Neste caso, no início do passo de eliminação N � tornam-se FDQGLGDWRV�D�SLYRW��
�todos os elementos DEDL[R�H�j�GLUHLWD de N , na parte activa de $�N��.

É escolhido para SLYRW o elemento tal que:   

 

Se S z N trocamos as linhas S e N .

Se T z N trocamos as colunas T e N .

2EVHUYDo}HV��
 

x A troca de colunas QmR�SUHVHUYD�D�HTXLYDOrQFLD dos sistemas.  

 ( a RUGHP�GDV�LQFyJQLWDV foi alterada ) 

x A técnica de pivotação total envolve um Q~PHUR�GH�RSHUDo}HV�VXSHULRU 
ao da pivotação parcial.  
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ÅÅ 33LLYYRRWWDDoommRR SSDDUUFFLLDDOO FFRRPP HHVVFFDDOODD RRXX HHTTXXLLOOLLEEUUDDJJHHPP GGHH PPDDWWUULL]]HHVV

3DUD�TXr" 

8P�H[HPSOR��� Consideremos o sistema,�

que tem como solução:  

 

Usando aritmética decimal, com � GtJLWRV e SLYRWDomR�SDUFLDO, obtemos: 

 

donde viria: 

 

Enquanto que o valor de [� ainda é “aceitável”, o de [� está HUUDGR!

3RUTXr" 

$V�OLQKDV�GD�PDWUL]�WrP�HOHPHQWRV�GH�JUDQGH]DV�PXLWR�GLIHUHQWHV�

e QHFHVViULR�HTXLOLEUDU�D�JUDQGH]D�GRV�HOHPHQWRV��
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Pretendemos escolher o HOHPHQWR�SLYRW no passo de eliminação N :

Começamos por identificar, HP�FDGD�OLQKD� N��N����������Q�
o seu HOHPHQWR�GH�PDLRU�YDORU�DEVROXWR.

Sejam esses elementos: 

 

A OLQKD S que vai fornecer o elemento pivot é aquela em que se verifica: 

 

Se  S z N trocamos as linhas S e N .

2EVHUYDomR��
x O efeito deste HVFDORQDPHQWR é assegurar que R PDLRU�HOHPHQWR�HP�FDGD�OLQKD tenha uma PDJQLWXGH�UHODWLYD�GH��, antes de fazer a 

comparação para a possível troca de linhas. 

 



&DStWXOR���±�6LVWHPDV�GH�(TXDo}HV�/LQHDUHV������������������������������������������������������������������������������������������������BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

$QiOLVH�1XPpULFD�����������������������������������������������������������������������5RViOLD�5RGULJXHV�H�$QWyQLR�3HUHLUD

YROWDQGR�DR�H[HPSOR��� ��
 

Comecemos por calcular os IDFWRUHV:

que nos permitem FDOLEUDU:

e decidir WURFDU as linhas: 

 

Donde, definindo o PXOWLSOLFDGRU obtemos: 

 

VLVWHPD�OLQHDU�HTXLYDOHQWH�DR�RULJLQDO, com solução:  
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>> 00ppWWRRGGRR GGHH IIDDFFWWRRUULL]]DDoommRR //88
Seja $[� �E�um sistema de Q equações a Q incógnitas, determinado.  

Suponhamos que $ pode ser escrita duma maneira única na forma 

 

$ = / 8��
�

sendo / uma matriz WULDQJXODU�LQIHULRU, cujos HOHPHQWRV�GD�GLDJRQDO�VmR�LJXDLV�D���
e 8 uma matriz WULDQJXODU�VXSHULRU.

Substituindo, obtemos: ( L U ) x = b 

 

ou, de forma equivalente:  / ��8�[��� �E�

onde, fazendo \  �8�[ 

podemos GHFRPSRU o sistema original em GRLV�VLVWHPDV�WULDQJXODUHV:

��� 8 [� �\��
��� / \� �E� 

Assim, após calculada a GHFRPSRVLomR /8�da matriz $,

o sistema �� é resolvido por VXEVWLWXLomR�GLUHFWD e, calculado \,

o sistema �� é resolvido por VXEVWLWXLomR�LQYHUVD para obter [.
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SRU�H[HPSOR�� para o sistema,�

GHSRLV�GH�HIHFWXDGD�D�GHFRPSRVLomR,

começamos por resolver (por substituição GHVFHQGHQWH) o sistema  / \� �E� 

cuja solução é  

 

e por fim resolvemos (por substituição DVFHQGHQWH) o sistema  8 [� �\� 

cuja solução é a do sistema original: 
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ÅÅ 44XXDDQQGGRR pp SSRRVVVVttYYHHOO HH ~~QQLLFFDD DD GGHHFFRRPPSSRRVVLLoommRR //88""

77HHRRUUHHPPDD�� Seja $ uma matriz quadrada de ordem Q ,

$N a matriz formada pelas primeiras N linhas e primeiras N colunas de $.

([LVWH XPD�~QLFD�PDWUL]�WULDQJXODU�LQIHULRU /,

cujos elementos da diagonal são todos iguais a 1,  

 e XPD�~QLFD�PDWUL]�WULDQJXODU�VXSHULRU 8 tal que $  �/8�,

VH�H�Vy�VH todos os GHW����$N � z � ���N� ������������Q���.

2EVHUYDomR�,PSRUWDQWH��
 

Se for possível efectuar a eliminação de Gauss VHP�PXGDQoD�GH�OLQKDV�então 

a matriz $ pode ser factorizada de maneira única em /8:

x / é a matriz triangular inferior, de diagonal unitária, constituída no triângulo 
inferior pelos multiplicadores P do método de eliminação de Gauss. 

x 8 é a matriz triangular superior que se obtém de $ por aplicação do método de 
eliminação de Gauss. 
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$QiOLVH�1XPpULFD�����������������������������������������������������������������������5RViOLD�5RGULJXHV�H�$QWyQLR�3HUHLUD

SRU�H[HPSOR�� para o mesmo sistema,�

calculámos                                                                   e 

 

( note que P�� = P�� = P�� = 1 )  

 

e portanto temos, 

 

e a matriz triangular obtida pelo Método de Gauss dá-nos,   

 

2EVHUYDomR��
 

Se GHW����$���z �, o método de eliminação de Gauss é VHPSUH�SRVVtYHO.
Mas a QHFHVVLGDGH�GH�WURFDU�GH�OLQKDV�( provocada por algum  D�N�NN�  � ) 

pode impossibilitar a construção anterior. 

 

&RQWXGR��H[LVWHP�FHUWRV�UHDUUDQMRV��SHUPXWDo}HV� GH�OLQKDV��SDUD�RV�TXDLV�DLQGD�p�SRVVtYHO�REWHU�DV�PDWUL]HV�/ H 8 DWUDYpV�GR�SURFHVVR�GH�HOLPLQDomR�GH�*DXVV�����



&DStWXOR���±�6LVWHPDV�GH�(TXDo}HV�/LQHDUHV������������������������������������������������������������������������������������������������BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

$QiOLVH�1XPpULFD�����������������������������������������������������������������������5RViOLD�5RGULJXHV�H�$QWyQLR�3HUHLUD

ÅÅ 00DDWWUULL]]HHVV GGHH 33HHUUPPXXWWDDoommRR

^ PDWUL]HV�FRP�XP�� HP FDGD�OLQKD�H�HP�FDGD�FROXQD�H�� QRV�UHVWDQWHV�HOHPHQWRV�`�
 

''HHIILLQQLLoommRR��
Uma matriz quadrada de ordem Q é uma PDWUL]�GH�SHUPXWDomR se pode ser 

obtida da matriz identidade de ordem Q por permuta de linhas ou de colunas. 

 

33UURRSSUULLHHGGDDGGHH��

Se 3 for uma matriz de SHUPXWDomR�GH�OLQKDV e $ uma matriz qualquer,  

então a matriz produto 33$$ apresenta, relativamente à matriz $���
a PHVPD�SHUPXWDomR�GH�OLQKDV que originou 3 a partir da matriz identidade.  

 

Assim, de $ [ = E
multiplicando por 3 3 ( $ [ ) = 3 E 

( 3 $�) [ = 3 E 

e nesse caso, se 3 $ = / 8 

( / 8�) [ = 3 E�
� /�( 8 [ ) = 3 E 

que podemos GHFRPSRU nos GRLV�VLVWHPDV�WULDQJXODUHV:

xx / \� �3�E� 
xx 8 [� �\��
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BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 
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ÅÅ ))RRUUPPDD &&RRPPSSDDFFWWDD GGDD GGHHFFRRPPSSRRVVLLoommRR //88

2EVHUYDo}HV��
x A decomposição LU de uma matriz $ é efectivamente uma variante do processo de  

Eliminação de Gauss.  

x Em vez de construir as matrizes / e 8 por HOLPLQDo}HV�VXFHVVLYDV, podemos 
calculá-las a directamente a partir da HTXDomR�PDWULFLDO $  �/�8.

x Para isso é necessário e suficiente que a GHFRPSRVLomR�/8�H[LVWD�H�VHMD�~QLFD 
(condições do Teorema da pág. 15). 

x Essas condições garantem que, ao longo do processo, não irão aparecer zeros em 
nenhum dos elementos  D�N�NN�.

x Caso contrário, podemos ainda aplicar o Método Compacto à matriz 3$, onde 3 é a 
matriz das permutações efectuadas nas linhas. 

 

Consideremos então a equação matricial $  �/�8 : 

 

L��M� ������������Q�
 

$ /�� 8�

mas,   como / é uma matriz WULDQJXODU�LQIHULRU, OLN� �� para  L ��N 

como 8 é uma matriz WULDQJXODU�VXSHULRU, XNM� �� para  N !�M 
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BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

$QiOLVH�1XPpULFD�����������������������������������������������������������������������5RViOLD�5RGULJXHV�H�$QWyQLR�3HUHLUD

Assim,  quando L d M

���
 

e quando L !�M� 

���
 

Além disso, como pretendemos que O��� �O��� �����OQQ� �� 

de   ���� para  L  �� obtemos�

e de   ���� para  M  �� obtemos 

De modo análogo se podem calcular os restantes elementos,  

 



&DStWXOR���±�6LVWHPDV�GH�(TXDo}HV�/LQHDUHV������������������������������������������������������������������������������������������������BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

$QiOLVH�1XPpULFD�����������������������������������������������������������������������5RViOLD�5RGULJXHV�H�$QWyQLR�3HUHLUD

Esta formulação permite a construção do: 

 

ÅÅ $$OOJJRRUULLWWPPRR SSDDUUDD RR FFiiOOFFXXOORR GGDD GGHHFFRRPPSSRRVVLLoommRR //88

^ e�VLPSOHV�YHULILFDU�TXH�HVWH�DOJRULWPR�p���2� Q� � �
WDQWR�HP�PXOWLSOLFDo}HV�FRPR�HP�VRPDV��`�



&DStWXOR���±�6LVWHPDV�GH�(TXDo}HV�/LQHDUHV������������������������������������������������������������������������������������������������BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

$QiOLVH�1XPpULFD�����������������������������������������������������������������������5RViOLD�5RGULJXHV�H�$QWyQLR�3HUHLUD

ÅÅ ,,PPSSOOHHPPHHQQWWDDoommRR GGRR $$OOJJRRUULLWWPPRR HHPP 00$$77//$$%%
SDUD�R�H[HPSOR�DQWHULRU� 



&DStWXOR���±�6LVWHPDV�GH�(TXDo}HV�/LQHDUHV������������������������������������������������������������������������������������������������BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

$QiOLVH�1XPpULFD�����������������������������������������������������������������������5RViOLD�5RGULJXHV�H�$QWyQLR�3HUHLUD

Å 00DDWWUULL]]HHVV VVLLPPppWWUULLFFDDVV GGHHIILLQQLLGGDDVV SSRRVVLLWWLLYYDDVV

'HILQLomR� Uma matriz $ de ordem Q diz-se VVLLPPppWWUULLFFDD se,  

� D  DML� � L ��M� ���������������Q�
 isto é, se  $  $7

.

'HILQLomR� Uma matriz $ de ordem Q diz-se GGHHIILLQQLLGGDD SSRRVVLLWWLLYYDD se,  

� [7 $ [��!��� � [ � ¹Q � [�z �

7HRUHPD� Uma matriz $ de ordem�Q é GGHHIILLQQLLGGDD SSRRVVLLWWLLYYDD VH�H�Vy�VH,

GHW����$N � ! � � N  ������������Q�.
onde $N é a matriz formada pelas primeiras N linhas e colunas de $.

([HPSOR� A matriz é definida positiva porque, 

 



&DStWXOR���±�6LVWHPDV�GH�(TXDo}HV�/LQHDUHV������������������������������������������������������������������������������������������������BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

$QiOLVH�1XPpULFD�����������������������������������������������������������������������5RViOLD�5RGULJXHV�H�$QWyQLR�3HUHLUD

7HRUHPD� Seja $ uma matriz VLPpWULFD�GHILQLGD�SRVLWLYD de ordem Q. Então existe  

 uma matriz WULDQJXODU�LQIHULRU / com HOHPHQWRV�GLDJRQDLV�SRVLWLYRV, tal que 

 

$  ��/�/7

O cálculo de forma compacta da matriz / é muito semelhante ao da decomposição�/8,

permitindo a construção do:  

 

ÅÅ $$OOJJRRUULLWWPPRR SSDDUUDD RR FFiiOOFFXXOORR GGDD GGHHFFRRPPSSRRVVLLoommRR ////77



&DStWXOR���±�6LVWHPDV�GH�(TXDo}HV�/LQHDUHV������������������������������������������������������������������������������������������������BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

$QiOLVH�1XPpULFD�����������������������������������������������������������������������5RViOLD�5RGULJXHV�H�$QWyQLR�3HUHLUD

>> 00ppWWRRGGRR GGHH &&KKRROOHHVVNNLL

Seja $ uma matriz de ordem Q VLPpWULFD�H�GHILQLGD�SRVLWLYD e seja  E� ¹Q
.

Pelo teorema anterior, H[LVWH uma matriz / WULDQJXODU�LQIHULRU tal que $  ��/�/7.

Então, substituindo em $[�= E �
� /�/7 � [�= E
/ ��/7 [ ��= E

onde, fazendo �/7 [ = \ obtemos,  / \�= E

Assim, quando a matriz $ for VLPpWULFD�H�GHILQLGD�SRVLWLYD podemos  

UHVROYHU�R�VLVWHPD�GH�HTXDo}HV $[�= E pelo 00ppWWRRGGRR GGHH &&KKRROOHHVVNNLL :

���Obter uma matriz triangular inferior / pela GHFRPSRVLomR $  ��/�/7

���Calcular a solução \ do VLVWHPD�WULDQJXODU�LQIHULRU�/ \� �E� 

���Calcular a solução [ do VLVWHPD�WULDQJXODU�VXSHULRU�/7 [  �\� 



&DStWXOR���±�6LVWHPDV�GH�(TXDo}HV�/LQHDUHV������������������������������������������������������������������������������������������������BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

$QiOLVH�1XPpULFD�����������������������������������������������������������������������5RViOLD�5RGULJXHV�H�$QWyQLR�3HUHLUD

SRU�H[HPSOR���para resolver o seguinte sistema, pelo Método de Choleski : 

 

onde,  

 

verificamos que $ é VLPpWULFD pois $  �$7

e também que é�GHILQLGD�SRVLWLYD pois, 

 

então existe uma matriz / WULDQJXODU�LQIHULRU tal que $  ��/�/7,



&DStWXOR���±�6LVWHPDV�GH�(TXDo}HV�/LQHDUHV������������������������������������������������������������������������������������������������BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

$QiOLVH�1XPpULFD�����������������������������������������������������������������������5RViOLD�5RGULJXHV�H�$QWyQLR�3HUHLUD

Calculemos os elementos OLM : de FLPD�SDUD�EDL[R e da HVTXHUGD�SDUD�D�GLUHLWD : 

 

donde  

 

donde  

 

donde  

 



&DStWXOR���±�6LVWHPDV�GH�(TXDo}HV�/LQHDUHV������������������������������������������������������������������������������������������������BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

$QiOLVH�1XPpULFD�����������������������������������������������������������������������5RViOLD�5RGULJXHV�H�$QWyQLR�3HUHLUD

donde, com                    , 

 

donde, com  

 

e por fim, 

 

donde  

 



&DStWXOR���±�6LVWHPDV�GH�(TXDo}HV�/LQHDUHV������������������������������������������������������������������������������������������������BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

$QiOLVH�1XPpULFD�����������������������������������������������������������������������5RViOLD�5RGULJXHV�H�$QWyQLR�3HUHLUD

Portanto,  

 

^ QHVWD�DOWXUD�FRQYpP�FRQIHULU�TXH�/ /7  $�`��
 

Continuando o Método de Choleski, 

 

��� Calcular a solução \ do VLVWHPD�WULDQJXODU�LQIHULRU�/ \� �E� 

Por substituição descendente, 

 

��� Calcular a solução [ do VLVWHPD�WULDQJXODU�VXSHULRU�/7 [  �\� 

Por substituição ascendente, 

 

Que é a VROXomR procurada. 

 



&DStWXOR���±�6LVWHPDV�GH�(TXDo}HV�/LQHDUHV������������������������������������������������������������������������������������������������BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

$QiOLVH�1XPpULFD�����������������������������������������������������������������������5RViOLD�5RGULJXHV�H�$QWyQLR�3HUHLUD

11RRWWDDVV VVRREEUUHH RR 00ppWWRRGGRR GGHH &&KKRROOHHVVNNLL��

x O Q~PHUR�GH�RSHUDo}HV na decomposição $ = //7 é cerca de PHWDGH das 
operações da decomposição geral $ = /8.

x De  

 

resulta que                                                     e que                       

 

Assim, os elementos de / estão OLPLWDGRV�VXSHULRUPHQWH�pelos elementos  

 da diagonal da matriz $, nunca tomando valores demasiado elevados. 

 

x Por isso, com o método de Choleski QmR�p�QHFHVViULR�XVDU�HVFROKD�GH�SLYRW.
O método é HVWiYHO.

x Considerando 8  �/7 conclui-se que: 

Se $ é uma PDWUL]�VLPpWULFD�GHILQLGD�SRVLWLYD então existe 

8 WULDQJXODU�VXSHULRU, tal que $  �87 8.

Assim, o 0pWRGR�GH�&KROHVN\ pode consistir em: 

 

���Obter a matriz triangular superior 8 tal que $ = 878
( no MATLAB: FKRO�$� ) 

���Calcular a solução \ do sistema triangular inferior 87 \ = E
���Calcular a solução [ sistema do triangular superior 8 [�= \
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BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

$QiOLVH�1XPpULFD�����������������������������������������������������������������������5RViOLD�5RGULJXHV�H�$QWyQLR�3HUHLUD

Å 00DDWWUULL]]HHVV 77UULLGGLLDDJJRRQQDDLLVV �� WWyySSLLFFRR VVXXSSOOHHPPHHQQWWDDUU ��

Considere-se um sistema linear  $[� �I� em que  

a matriz do sistema $ é uma PPDDWWUULL]] WWUULLGGLLDDJJRRQQDDOO:

Se $ é QmR�VLQJXODU então a decomposição $ = /8�é

onde,  

 

Por isso, a decomposição habitual 

 

xx / \� �I� 
xx 8 [� �\��

 

requer apenas a UHVROXomR�GH�GRLV�VLVWHPDV�ELGLDJRQDLV.
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BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

$QiOLVH�1XPpULFD�����������������������������������������������������������������������5RViOLD�5RGULJXHV�H�$QWyQLR�3HUHLUD

Å $$OOJJRRUULLWWPPRR GGHH 77KKRRPPDDVV �� SSDDUUDD 00DDWWUULL]]HHVV 77UULLGGLLDDJJRRQQDDLLVV ��

'DGRV� uma matriz $ WULGLDJRQDO de ordem Q QmR�VLQJXODU e um vector I .

5HVXOWDGR� um vector [ tal que $ [� �I 

��� Calcular os elementos da decomposição / 8�

��� Resolver o sistema /\�= I

��� Resolver o sistema 8 [�= \

^ 1HVWH�FDVR��D�FRPSOH[LGDGH�GR�DOJRULWPR�p�DSHQDV���2� Q���RSHUDo}HV�`�
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BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

$QiOLVH�1XPpULFD�����������������������������������������������������������������������5RViOLD�5RGULJXHV�H�$QWyQLR�3HUHLUD

11RRWWDDVV VVRREEUUHH RR $$OOJJRRUULLWWPPRR GGHH 77KKRRPPDDVV��

x A matriz $ pode ser dada usando DSHQDV���YHFWRUHV correspondentes às diagonais 

x O algoritmo de Thomas é HVWiYHO 
x É possível HOLPLQDU�DV�GLYLV}HV no passo 3, considerando a decomposição, 

 

$  �/�'�07

onde  

 

( assumindo que                                                      )  

 

As substituições ascendentes são dadas por: 

 

� /�\� �I���
 

� 8�[� �\�� 
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BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB 

$QiOLVH�1XPpULFD�����������������������������������������������������������������������5RViOLD�5RGULJXHV�H�$QWyQLR�3HUHLUD

$$OOJJRRUULLWWPPRR GGHH 77KKRRPPDDVV 00RRGGLLIILLFFDDGGRR

� de: 1XPHULFDO�0DWKHPDWLFV���4XDUWHURQQL�HW�DO���
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Å 00HHOOKKRRUUDDPPHHQQWWRR GGHH VVRROOXXoo}}HHVV GGHH VVLLVVWWHHPPDDVV OOLLQQHHDDUUHHVV
Em geral, a solução de um sistema de equações lineares (obtida por qualquer dos 
métodos directos) QmR�p�D�VROXomR�H[DFWD, devido aos HUURV�GH�DUUHGRQGDPHQWR.

Como PHOKRUDU a solução obtida? 

 

>> 00ppWWRRGGRR GGRRVV 55HHVVttGGXXRRVV

Seja   [(0) XPD�VROXomR de um sistema,  obtida por um método directo qualquer 

 e [ a VROXomR�H[DFWD.

Podemos então escrever,  [ = [(0) + H onde H é o HUUR.

Temos assim um sistema,  $ ( [(0) + H ) = E

donde,  $ H�= E í $ [(0) 

YHFWRU�UHVtGXR�de�[(�)

U = E í $ [(0) 

Calculado U,
Podemos resolver o sistema  $$ HH == UU cuja solução é um valor aproximado de H

Corrigida a solução inicial, obtemos uma nova (melhor) aproximação, 

 [(1)�= [(0) + H

Repetido o processo, podemos obter, 

 [(2)�= [(1) + H
... e assim sucessivamente. 
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SRU�H[HPSOR���o sistema linear  

 

resolvido pelo Método de Eliminação de Gauss, com aproximação a � FDVDV�GHFLPDLV,
tem como solução: 

 

Para PHOKRUDU�HVWD�VROXomR�para � FDVDV�GHFLPDLV, pelo 0pWRGR�GRV�5HVtGXRV,

começamos por calcular o YHFWRU�UHVtGXR U = E í $ [(0)
 

resolvemos o sistema  $$ HH == UU que tem como solução, 

 

que nos permite PHOKRUDU a aproximação da solução para 4 casa decimais, 

 

e podíamos continuar ... 


