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* Espacos Isomorfos

e Sejam E e E’ dois espacos vectoriais sobre K.

Dizemos que E e E’ s&o isomorfos se existir um isomorfismo ¢ : E — E’

€ escrevemaos,

e Por exemplo,

. L 2
o0 espaco dos vectores livres no plano é isomorfo a[R”,

vl ¥=(xy)
porque podemos estabelecer um isomorfismo
gue, a extremidade de cada vector, faz corresponder
. 2
as respectivas coordenadas (X, ) € R”. X

e Propriedade: Sejam E e E’dois espacos vectoriais sobre K,
se ¢ : E— E’ ¢ umisomorfismo

x -1, L ) .
entdio @ = . E’— E também é um isomorfismo.

e Proposi¢cdo: Sejam E,E’e E” trés espacos vectoriais sobre K,
(a) ExE
(b) se Ex~ E’entao E'~ E
(c) se ExFE'e E'~FE”entsao ExE”

ou seja, o isomorfismo € uma relagao de equivaléncia.
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Demonstragdo: (a) E =~ E
A aplicagdo identidade Idg: E — E

que atodo o U € E faz corresponder idg (U) = U
€ uma aplicacéo linear, injectiva e sobrejectiva,

logo um isomorfismo.

(b) se Ex~FE’entso E'~ E

Se existe um isomorfismo ¢ | E — E’

entdo, pela propriedade anterior, a aplicagcao inversa

-1
¢~ E'"— E também é um isomorfismo.

(c) se ExE'e E'~E”entéao ExE”
Se existe um isomorfismo @ : E — E’
e um isomorfismo Y : E'— E”

entéo, a aplicacdo composta (Y © @) . E — E’
€ uma aplicacéo linear, injectiva e sobrejectiva,

logo um isomorfismo.

e Proposi¢cdo: Sendo E e E’ espacos vectoriais de dimenséo finita sobre K,
entao,

E~F & dimE =dimE’

e Este resultado tem consequéncias praticas particularmente importantes, pois
mostra que todos 0s espacos vectoriais com a mesma dimensao finita sdo
isomorfos.
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e Proposigdo: Seja E um espaco vectorial sobre K tal que dim E = n,

entao, E =~ K"

.. 6 . .
e Por exemplo os espacos vectoriais M>,3(R) e R” sao isomorfos,

pois tém dimensao finita e,

dim M, 3(R) = 6 = dim R°®

Podemos confirmar este resultado estabelecendo uma aplicacao,

. 6 . "
¢ . M2,3(R) — R” e provar que se trata de um isomorfismo.
Por exemplo a aplicacao,

(*) ( [z; i} },] ) = ({1-_. b, C, (i_. €. f)

Para provar que é injectiva, calculemos o nucleo da aplicacéo,

Nuc(r}:{[g f }] € My s(R)

,. a b ¢ e o
.o([d . fD(n,n.o.oﬁn.n)}

a b ¢ |
= { [d c f] E J.[zxj(R)

(a,b,e,d,e, f) = (0,0, 0.0.0.0)}

-{lo o 9]}
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Assim, como o nticleo de () é apenas o vector nulo de M3, 3(R),
podemos concluir que é um monomorfismo e, tendo 0s dois espagos

a mesma dimensao, podemos também concluir que é um epimorfismo.

Falta apenas provar que ¢ € mesmo uma aplicagao linear ...

.. n+l1 . .
e Por exemplo os espacos vectoriais Pn[X] e R~ sao isomorfos,

pois tém dimensao finita e,

dim Py[x] = n + 1 = dim R™"

Efectivamente a aplicacao,
¢: PJlx] — R™

a,xX"+...+a;x+ap — (ap, ..., as, ag)

& um isomorfismo de Pp[x] em R™™,

e Mostre que os espacos vectoriais P3[X] e M2,2(R) sdo isomorfos,

estabelecendo uma aplicacéo entre eles e provando que € um isomorfismo.
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% Matriz de uma Aplicacao Linear

e Nesta seccéo, todos os espacos vectoriais considerados tém dimensao finita.

e Sejam E e E’ espacos vectoriais sobre K tais que dim E = ne dim E’ = p,
sejam  B1 =(e4, €y, ..., €,) uma base ordenada de E

B, =(e’y, €, ..., €’p) uma base ordenada de E’
eseja ¢ . E — E’ uma aplicacao linear.
A matriz da aplicagao linear (0 em relagdo as bases 81 e B 2 € uma matriz

do tipo P X N, representada por M((,O,' 81, Bz) e definida por,

app  ay2 Uln
az1 a2 (lan
_(Ip]_ (Ipz e (j.p-pl_

onde cada coluna i =1, 2, .., n é formada pelas coordenadas de ¢ (€))

nabaseBz,
L,-’:"(E”é) — (alf—r (A5« « (lp'g)BQ

ou seja,

BS

( N ! N
(e1) = ayref + agely + -+ -+ Ap1€)

i ! i

(e2) = aipe] + agael + -+ + apel,

3

._('

(N Y, Y, Y.
\ ‘r'(en.) = A1p€] T A2p€y T ** T Apn €y
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e Por exemplo para a aplicacao linear @ . [R2 — [R3 definida por,

Q(x, ¥)=(2x, x—y, 3y), paatodoo (x, y) OR?

consideremos as bases canonicas,
Br2=((1,0),(0, 1))
Br3=((1,0,0), (0, 1,0), (0, 0, 1))

e calculemos a respectiva matriz M ( @, B[RZ, B[R:% )

Determinando as coordenadas das imagens dos vectores da base B[RZ na

base B[R3,

o(1,0) =(2, 1, 0)
=2(1,0,00+1(0,1,0)+0(0,0, 1)

=(2, 1, 0)pgs

¢(0, 1) =(0,-1, 3)
=0(1,0,0)+(=1)(0,1,0)+3(0, 0, 1)

..................

e portanto,

-]

0

= =
o
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e Para amesma aplicagdo linear R? — R definida por,

Q(x, ¥)=(2x, x-y, 3y), paatodoo (x, y) OR

consideremos agora as bases,
B=((1,1),(-1,2)) de R
B =((1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)) deR®

e calculemos a respectiva matriz M((p,' B, B’).

Determinando as coordenadas das imagens dos vectores de BemB ,

w(1,1) =(2, 0 3)

=3(1,1,1)+(=3)(1,1,00+2(1,0,0)
=(3, -3, 2)p

w(-1,2) =(-2, -3, 6)

=6(1,1,1)+(-9)(1,1,0) +1 (1,0, 0)
=(6,-9, 1)s

e portanto,

o o

M(:B,B)=| -3 -

o
| —

Algebra Linear (2010/2011) Rosalia Rodrigues



Capitulo 5 — Aplica¢cées Lineares 54

e Por exemplo para a aplicacao linear ¢ . [R3 — [R2 definida por,

¢(a, b, c)=(2a+b,—c), paratodoo (a, b, ¢) OR>

em relacdo as bases,

B =((1,1,2), (0 2 6), (0,0 -4)) deR>
B =((1,0), (0, 2)) de R®

calculemos a respectiva M ( o, B, B ) matriz da aplicacao linear ¢ em
relagdo as bases B e B’

Determinando as coordenadas das imagens por ¢ dos vectores de B3 em B’,

b(1,1,2) =(3 -2
=3(1,0) +(-1) (0, 2)

=(3 1)z

#(0,2,6) = (2 —6)
=2(1,0) +(=3) (0, 2)
=(2,-3)s

¢(0, 0,-4) =(0,—4)
=0(1,0)+2(0, 2)

= (01 2)3’

e portanto,
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e Por exemplo para a aplicacéo linear ¥ : P3[x] — R* definida por,
yax*+bx+c)=(2b,b-3a a)

paratodoo (a X° + b x + c) € P5[x].

em relacdo as bases,

BPQ[X] =(1,x, X2) base canénica de P2[X]

B=((1,01),(1,1,0),(0,0, 1)) de R®

calculemos a respectiva M ( /8 BPZ[X]’ B) matriz da aplicacéo linear {/ em
relacao as bases BP2[X] e B

Determinando as coordenadas das imagens por Iff, dos polinémios de BP2[X]

nabaseB,
Y(1) =(0, 0 0)
=0(1,0,1)+0(1,1,0)+0(0, 0, 1)
=(0,0, 0)s
Y(x) =(21,0)
=1(1,0,1)+1(1,1,0) +(-1) (0, 0, 1)
=(1,1,-1)g

Y (x°) =(0,-3, 1)
=3(1,0,1)+(-3)(1,1,0) + (-3) (0, O, 1)
=(3, -3, -3)g
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e portanto,
0 1 3
Jf(i‘_, Bpg (2] B) = 0 1 -3
0 —1 -3

e Dada a aplicagéo linear 6 : P2[x] — P4[x] definida por,
Oax’+bx+c)=(a—b)x+2c¢c

paratodoo (a X° + b x + ¢) € P5[x].

e as bases,
B =(32+x,x°-1) dePx]
B'=(x-2x) de P4[X]

calcule a respectiva M ( 0, 8B, B )) matriz da aplicacéo linear 0 em

relacao as bases Be B’

e Sendo dadas uma aplicagao linear { : E — E’ e duas bases (uma de
cada espaco vectorial) sabemos como construir uma unica matriz, que
caracteriza essa aplicacao.

e Deste modo, a aplicacao linear fica completamente definida se for conhecida
apenas a matriz e respectivas bases.
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e Proposicdo: Sejam E e E’ espacos vectoriais sobre K e sejam B1 e Bo
bases ordenadas de E e de E’respectivamente.

e seja @ . E — E’uma aplicacéo linear tal que,
A= M(QO,' By, 82)

Se as coordenadas de um qualquer vector U E,
relativamente a base B 1 formarem a matriz coluna X,

entdo a matriz coluna produto A X é formada pelas
coordenadas de ¢(U) € E’ relativamente & base B35 .

e Retomemos o exemplo da pagina 54.

Mas desta vez a aplicacao linear ¢ R> — R? ¢ definida pela matriz,

: 2 (
A=M@BB)=| & )

em relacao as bases,

B=((1,1,2),(0 2 6), (0,0 -4)) deR>
B =((1,0), (0, 2)) de R®

Pretendemos determinar ¢ (U), a imagem do vector U = (1, =3, —6).

Comecemos por calcular as coordenadas do vector na base B.

(1,-3,-6)=a (1,1,2)+b (0,2, 6) +c (0, 0, —4)
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ou seja, a=1 (...) a=
at+t2b=-3 b=-
2a+6b-4c=-6 c=-1
e assim,
(1,-3,-6) =1(1,1,2)+(-2) (0, 2, 6) +(-1) (0, 0, —4)
=(1,-2,-1)g
=XT

Pela proposicao anterior, para determinar as coordenadas de go(u) nabase B’

basta calcular o produto AX,
1 , o 1
Al o | = 3 2 0 o | = |~ 1
-1 -3 2 B 3

Portanto, (1, =3, —=6) = (-1, 3)z’

Por fim, podemos calcular as coordenadas de go(u) na base canodnica de [RZ,

¢(1,-3,-6) = (1) (1,0) +3 (0, 2)

(_ 1: 6)8[R2
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e Retomemos o exemplo da pagina 53,

com a aplicacao linear . [R2 —> [R3 € definida pela matriz,

2
3 6 |A
A= -3 —9 |:3
2 1|y

em relacdo as bases,
B=((1,1),(-1,2)) de R?
B =((1,1,1),(1,1,0),(1,0 0 ) deR>

Determinemos (1, 0) e também a expresséo geral de (X, V),
para todo o (X, y) [ R?

Calculando as coordenadas do vector (1, 0) na base B.

(1,0)=a (1, 1) +b (-1, 2)

ou seja, {a—b=1 (...) {a=2/3
a+2b=0 b=-1/3

eassim, (1,0)=(2/3, —1/3)g = X
0 que nos permite determinar as coordenadas de (7, 0) nabase B’

calculando o produto AX,
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eportanto, @(1,0) =(0, 1, 1)g
=0(1,1,1)+1(1,1,0)+1 (1,0, 0)
= (27 1: O)B[R?’

Para encontrar a expressao geral de (X, ), para todo o (X, y) [ R?

o método é andlogo. Comegcamos por,

calcular as coordenadas do vector arbitrério (X, ¥) na base B.

(x,y)=a(1,1)+b(-1,2)

ou seja, {a—b=x (..) {a=(y+2x)/3
at2b=y b=(y-x)/3

eassim, (X,y)=((y+2x)/3, +(y—x)/3)g = X

Para determinar as coordenadas de ¢(X, ¥) nabase B3,

basta calcular o produto AX,

y+2x 3 6 y+27 3y
A[ 3 ] 3 9 [ 3 ]  —
T3

Portanto,

e, y) =By, x=4y, x+y)s
que na base candnica de [R3,

=@By)(1,1, 1)+ (x-4y)(1,1,0) +(x+y) (1,0 0)
= (2Xx, x=Y, 3Y)8g3
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Esta assim encontrada a expressao geral,

@(x, ¥)=(2Xx,x—y, 3y) paratodoo (X, y) OR”

Como alternativa, partido das coordenadas de (X, J) na base B,

X y)=(y+2x)/3, +(y=x)/3)s

e conhecendo a base B = ( (1, 1), (—1, 2) ), podemos escrever,
X y)=(y+2x)/3) (1, 1) +((y-x)/3) (-1, 2)

e, como ¢ é uma aplicacao linear,

e, y)=(y+2x)/3) (1, 1) +((y—x)/3) ¢(-1, 2)

o~

Para calcular ©(1, 1) e ©(—1, 2), 2 G
recorremos a propria definicdo da matriz M((,O,' B, B’). -3 -9
2 1

w(1,1) =3(1,1,1)+(=-3)(1,1,0)+2(1, 0, 0)

=(2, 0, 3)
©(1,2) =6(1,1,1)+(=9) (1,1,0) +1(1,0, 0)
= (-2, -3, 6)
Portanto,
o(x, y) =((y+2x)/3) (2,0 3) +(y-x)/3) (-2, -3, 6)
=(2x,x-y, 3Y)
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* Isomorfismo entre L(E, E’) e M,,,(K)

e Sejam E e E’espacos vectoriais sobre K tais que dim E = ne dim E’ = p.

L (E, E’) o conjunto das aplicagées lineares de E em E’

Mpxn([K) o conjunto das matrizes do tipo pxn com elementos de [K

e Sabemos que,

L(E, E’) munido das operacdes usuais de adico de aplicagoes e
multiplicacdo por um escalar, é um espaco vectorial sobre K

Mpx,«,(lK) munido das operagdes usuais de adigdo de matrizes e
multiplicacdo por um escalar, é um espaco vectorial sobre K

e Javimos que, a partir da expressao geral de uma aplicacao linear podemos
construir a respectiva matriz, bem como obter a aplicacéo linear a partir da
matriz.

e O resultado seguinte garante-nos que, | L(E, E) =~ M, n(K)

e Proposi¢cdo: Sejam E e E’ espacos vectoriais sobre K
taisque dim E=n e dmE’ =p
sejam By e B> bases ordenadas de E e de E’ respectivamente

eseja 0: L(E E) — oxn(K)
(12 = 9(‘10) = M(QD, 877 82)

Prova-se que 6 é um isomorfismo.
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* Exemplos de aplicagoes lineares em R?
e Comecemos por considerar o quadrado unitario,
delimitado por, (0, 1) (1, 1)
(0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, 1) € R?
(0. 0) (1,0)
e Consideremos também uma aplicagdo linear ¢ . R? — R?
definida por uma matriz A = M((,D,' BRra, B[Rz),
a b
14 —
c d
e Calculando as imagens por (¢ dos quatro pontos que delimitam o quadrado
unitario,
a b 0 0 a b b
c d 0 0 ¢ d 1 d
a b 1 a a b a—+ b
c d 0 ¢ ¢ d c+d

obtemos um quadrilatero, delimitado por,
¢(0,0)=(0, 0)
¢(1,0) =(a, c)
¢(0, 1) = (b, d)
©(1,1)=(a+b, c+d
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e Tratando-se de uma aplicacao linear, obviamente que ¢ (0, 0) = (0, 0).

e As duas imagens, (,0(1, 0) = (a, C) (1 b
¢(0, 1) = (b, d) ¢ d

~ . .. 2
s&o as coordenadas das imagens dos elementos da base candnica de R”,

portanto as duas colunas da matriz A.

e Ocaélculodaimagem @(71, 1) =(a+ b, c +d)

equivale a soma, (a, c) + (b, d)=(a+ b, c+d)

e Aimagem por (¢ do quadrado unitario &€ portanto um paralelogramo,

(a+bh,c+d)
(b. d)
d
ad-bc
¢ (a. )
(0, 0) b a

e Calculando o determinante da matriz A gue caracteriza a aplicacao linear,

Al = a b = ad — be
c d

nao é dificil verificar que |A| = a d— b C ¢ a 4rea do paralelogramo.
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. . o . 2
e Analisemos alguns casos particulares de transformacdes lineares em [R“, com
diversas aplicac6es praticas.

e A rotagcdo porum angulo 6, no sentido directo ¢ definida pela matriz,

cos —sind
14 —

sinf  cosb

Por exemplo, para @ = / 4,

(, (1, 1)
©(1,0)=(2/2,v2/2)
®(0, 1) =(—2/2,2/2) 9
@(1,1)=(0,V2) (0,0)| (1,0)

Naturalmente que a area do quadrado nédo se altera pois,

costl —sinéb

A

sinf cosd

— costfh + sinfh =1

e Para alterar a area do quadrado, utilizamos a matriz de ampliagao / reducao

por um factor K,

S0

4 = 0 k

sendo a area resultante dada por |A| = k.
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66

e A matrizde compressao por um factor Kk é definida por,

E O

Por exemplo para K = 2,
¢(1,0)=(2,0)
(0, 1) = (0, 1/2)
o(1, 1) = (2 1/2)

©, 1) (1, 1)

(0, 0) (1,0)

0 quadrado unitario € comprimido numa das direc¢des, mantendo a area.

e A matriz de cisalhamento por um factor K é definida por,

A _ 1k
01
Verifique que, (1, 0) = (1, 0)
¢(0,1)=(k 1)
©(1, 1) = (k+1, 1)

Porexemploparak = 1, g 1)

(1, 1)

/

(0, 0)

e e muitas mais ...

(1,0
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