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. 2 37, .
e Mostremos que o conjunto { 1, x, X°, X } € uma base do espaco vectorial

P 3[X] dos polinémios de coeficientes reais e de grau até 3.

Psix] = {p(x) = ao+ax +ax’ +ax’, ajeR}

Representamos por 0p3[x] 0 polinomio nulo, o vector nulo deste espaco,

(i)

(ii)

Opyy = 0+0x+0X°+0x°
Mostremos que 0s vectores 1, X, X2, X3 sao linearmente independentes.

Procuremos escalares @, b, ¢, d € R tais que,
al+bx+cxX’+dx’ = Opyy

sendo Opgx o polinémio identicamente nulo,
€ evidente que esta igualdade sO pode verificar-se
para todoovalordeX € R, se a=b=c=d=0.

2 3 . . .
Os vectores 7, X, X, X sao portanto linearmente independentes.

Mostremos que os vectores 1, X, X2, X3 sao geradores de P3[X].

Como qualquer vector (polinébmio) deste espaco tem a forma,
p(x) = ap +ax + ax’ + agx’
obviamente existem os escalares dgp, @1, @2, A3 € R

que permitem escrever P(X) como combinacao linearde 1, X, X2, X

Portanto o conjunto { 1, X, X2, X3 } € uma base do espaco vectorial P3[X].
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Proposigdo: Seja E um espaco vectorial sobre Ke V4, Vo, ..., Vi O E

um conjunto de vectores tal que, para algum i € {1, 2, ..., k},

Vi é uma combinacao linear dos restantes.
Entdo, sdo iguais os subespacos,
V1, Vo, ooy Vi1, Vi, Vst oo, Vi)

f =(V1, Vo, ..., Vi1, Vis1, .., Vi)

T

Este resultado € Util para a construcao de uma base de um espaco vectorial
finitamente gerado.

Por exemplo, se soubermos que, R> =( (1, 1), (1, 0), (0, 1))

( verifique ... )

como um dos vectores é a soma dos restantes,
(1,1)=(1,0)+(0, 1)
pela proposicao anterior, ficamos também a saber que,

R* =((1,0), (0, 1))

ou seja, os vectores (1, 0) e (0, 1) geram R?.

( verifique também ... )

Por outro lado, como os vectores (71, 0) e (0, 1) sdo também

linearmente independentes, ficamos ainda a saber que,

o conjunto { (7, 0), (0, 1)} é uma base de R*.
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e Proposigao:

Demonstragéo:

Todo o espacgo vectorial finitamente gerado tem base.

Seja E um espaco vectorial finitamente gerado.

No caso particular de E = { O } a base é o conjunto vazio.

Analisemos o caso geral:
Se E# { Oe } € um espagco vectorial finitamente gerado,

entdo existe um conjunto finito Uy, Uy, ..., Uy O E

de vectores, tais que,
E = <u1: u27 LR/ un)

e como E # { Og }, algum desses vectores deveré ser
diferente do vector nulo.

Se os vectores U1, Uy, ..., Uy forem linearmente
independentes, entdo formam uma base de E.
Caso contréario sdo linearmente dependentes e, pela

proposicao da pagina 26, pelo menos um deles é combinag¢ao
linear dos restantes.

Seja Uj esse vector. Entéo, pela propriedade da pagina 43, 0s
restantes vectores geram o mesmo espaco, ou seja,

E = ( u17 u2} rery Ui.1, Ui+1, LERD) Un)

Ora se os vectores U1, Uo, ..., Ui1, Uj+1, ..., Up forem
linearmente independentes, entdo formam uma base de E.

Caso contrario repete-se o procedimento anterior.

Entdo, como o numero de geradores é finito (e pelo menos
um deles ndo € nulo) este processo acabara por encontrar um

subconjunto de { U4, Uy, ..., Up } formado por vectores que
sao linearmente independentes e que geram E. ou seja, uma
base de E.
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e Portanto: | Seja E um espaco vectorial sobre K. Qualquer conjunto

finito de geradores tem como subconjunto uma base de E.

e O exemplo seguinte mostra como construir uma base de um espaco vectorial
finitamente gerado, a partir de um conjunto finito de geradores.

e Por exemplo, sabendo que,
R*=( (1,0 1), (0, 1,-1), (1,1, 1), (-1, 2, 3))
( verifique ... )

pretendemos descobrir uma base contida no conjunto,

S={(1,0 1), (0 1,-1), (1,1, 1), (-1, 2, 3) }

Comecemos por verificar se os vectores séo linearmente independentes.

Sejamentdgo @, 3,7, 0 R tais que,

a (1,0, 1)+B (0, 1,-1)+y (1,1, 1)+ (-1, 2, 3) =(0, 0, 0)

e desta igualdade obtemos o sistema,
a+y-0=0
B+ry+26=0
a—-B+y+36=0

gue tem por matriz ampliada,

1 0 1 —1,0
0 1 1 210
1 -1 1 3'0
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e que escalonando,

1 01 —1,0
0O 1 1 210
1 -1 1 3'0
o [1 01 —1,0
L :=La—Lj 0O 1 1 210
|0 -1 0 4'0
[T 01 —1,0]
L= L3 + Lo 0 1 1 210
001 6'0 |
f > [1 00 —7,0]
pim e 0 1 0 —410
T o o1 60|
donde obtemos, a=70
B=46
vy=—60

Entéo este sistema admite solu¢cées nao nulas,
como por exemplo, r @ = 7
B =4
=—6
L 5=1

e portanto os vectores séo linearmente dependentes.

Logo, um deles pode escrever-se como combinacdao linear dos restantes.
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A partir da solu¢cao nao nula considerada:

7(1,0,1)+4(@,1,-1)-6(1,1,1)+(-1,2,3)=(0, 0, 0)

podemos escrever um deles como combinacéo linear dos restantes,

como por exemplo,

(-1,2,3)=6(1,1,1)-7(1,0 1) —4(0, 1,-1)

E pela proposigéo na pagina 43,
se  R¥=((1,0,1),(0,1,-1),(1,1,1), (1,2 3))
entio R°=((1,0,1),(0,1,-1), (1,1, 1))

Vejamos entdo se estes trés vectores sao linearmente independentes.

Sejam @, B,y UR tais que,

a (1,0, 1)+p(©0 1,-1)+vy (1,1, 1)=(0, 0, 0)

e desta igualdade obtemos o sistema, aty= 0
Bry=0
a-p+y=0

que tem como solucdo tnica, ® = =y =0

Portanto os vectores séo linearmente independentes e,
B={(1,01),(0, 1,-1), (1,1, 1)}

, 3
é uma base de R".
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. L. 2
e Um espaco vectorial pode ter varias bases. Por exemplo em R”,

O conjunto de vectores { (71, 2), (2, 1) } é uma base

porque séo linearmente independentes e geram o espaco,

pois todo o vector (X, ) pode ser escrito como,

X y)=(2y-x)/3)(1,2) +((2x-y)/3) (2, 1)

Mas também os vectores €7 = (1, 0)

e>=(0, 1)

formam uma base,

pois séo linearmente independentes

e todo o vector (X, y) pode obviamente ser escrito como,

(x,y)=x(1,0) +y (0, 1)
Esta é chamada a base canénica de R2.

e Paracada base, a cada vector (X, ¥) corresponde uma combinacgao linear
Unica, ou representacdo nessa base.

Por exemplo o vector (3, 3),
nabase{ (1, 2), (2, 1) } escrevese (3, 3)=1(1,2)+1 (2, 1)

nabase { (71, 0), (0, 1) } escrevese (3, 3) =3 (1,0) + 3 (0, 1)
SN

e Aos escalares dessas combinacdes lineares chamam-se coordenadas do
vector nessa base.
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e Paratodoo N € N, a base canénica ou base padrdo do espaco vectorial R"é
formada pelos N vectores,

e; =(1,0,0,..,0,0)
e, =(0,1,0,..,0,0)

en1 =(0,0,0,...,1,0)
e, =(0,0,0,..0 1)

E simples verificar que sdo linearmente independentes e que geram o espaco
. n
vectorial R

. . n,
A base candnica de R é uma base ordenada e escreve-se,

B[Rn = (61, ey ..., e,,)

e O termo base ordenada significa que a ordem das coordenadas é importante.

Por exemplo em R, o vector (2, 3) tem as coordenadas 2 e 3 na base
canénica, enquanto que na base ((0, 1), (1, 0)) seria o vector (3, 2).

. . n
e Outras bases podem ser consideradas para o espaco vectorial R,

Por exemplo verifiqgue que para,
vi =(1,1,1,..,1,1)
v, =(0,1,1,..,1,1)

Vo1 =(0,0,0, .., 1, 1)
Vo =(0,0,0,..,0, 1)

(V1, Va, ..., V) é também uma base de R".
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e Proposicao:. | Todas as bases de um espaco vectorial ttm o mesmo
numero de elementos.

e Ao niimero de vectores de qualquer base de um espaco vectorial E chama-se
dimenséo de E e representa-se por dim E.

« Naturalmente que dimR?=2, dimR*=3, .., dimR" = n.

2 . .
e Por exemplo em R, consideremos uma recta que passa pela origem y=mx
ou seja, 0 subespaco vectorial definido por,

F={(xy)eR° y=mx}
= {(x, mx) € R*}

Qual a dimenséo de F ?

Visto que (X, m x) = x (1, m) para qualquer X € R,
entdo o vector (1, m) gera F, ouseja, F=( (1, m) ).
Por outro lado como (1, m) # (0, 0), entéo é linearmente independente.

Portanto 3 = ( (1, m) ) é uma base de F e entdo dim F = 1.

e Para o espaco vectorial Pn[X] dos polinbmios de grau até I,
a base canonica é formada por( 1, X, X2, ey X" )

Mostre que se trata de uma base e portanto dim Pn[X] =n + 1.
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e Consideremos por exemplo o subespaco de [R3 definido por,
A={(x,y,z2eR®:x=0}

Qual serd a dimenséo de A ?

Como todo o vector V € A tem a forma,

v=(0,vy, z)

entdo podemos escrever,

v=y(0 1,0)+z(0 0 1)

ou seja, todo o vector de A se escreve como combinagéo linear
de (0, 1,0) e (0, 0, 1).
Também é simples verificar que séo linearmente independentes.

Formam entdo uma base de A e portanto dim A = 2,

. . 3
o que seria de esperar, visto A ser um plano no espaco R”.

e No espaco vectorial Pn[X] dos polinémios de grau até N, comn > 7,
consideremos o conjunto dos polindmios com termo independente nulo,

ou seja,
G ={p(x) € Pilx] : p(0) =0}

Mostremos que G< Pn[X], Ou seja, que é subespaco e determinemos a sua
dimensao.

G ¢é subespaco de Pp[x] pois,

(i) o polinémio nulo oPn[x] =0+0x+..+0x" €G
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(i) ¥ p(x).qx)0G = (p+q)(x) 0 G
poisse p(0) =0 e q(0) =0
entgo (p+q)(0) = p(0) +q(0)=0+0=0

(i) YaOR, Vp(x) UG => (ap)((x)0G
poisse p(0) =0
entdo (@ p)(0)= a p(0)=a 0=0

E assim mostramos que G < Pj[Xx].
Para encontrar uma base de G,
basta verificar que todo o pP(X) LI G tem a forma,
p(x) = ap+ax+ax’+...+ax", comap=0 e ajeR

= ax+ax’+.. +ax"

. . R 2
ou seja, uma combinacao linear dos vectores X, X ,..., x"

. 2
Portanto o conjunto de vectores { X, X ,..., X" } gera G.

. 2 .
Por outro lado, o conjunto de vectores{ X, X,..., X" } sendo um subconjunto

da base canénica de Pp[X], ¢ também um conjunto de vectores linearmente
independentes.

. , 2 p
E assim mostramos que (X, X,..., Xn) é uma base de G

e portanto dim G =n.
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e No espaco vectorial ngg([R) a base canoénica é formada por,

1 0] 0 1
Fn=1yg o P2=]0 o]
0 0 ] 0 0]
E"“:_l 0 EQ?Z_(‘) 1|

Verifique que ( E11, E12, E21, E22 ) é efectivamente uma base de M2,2(R)

e portanto que dim M2, 2(R) = 4.

e No espaco vectorial M 3X2([R) a base canoénica é formada por,

O O =
o OO
o OO
o O =
o~ O
o OO
o OO
o= O
— O O
o OO
o OO
— O O

e portanto dim M3,2(R) = 6.

e Generalizando, no espaco vectorial men([R) a base candnica ¢é formada
pelo conjunto ordenado de matrizes,
(Bj, i=1,2,.,m, j=1,2,..,n)

onde Bjj é a matriz do tipo MxAN cujo Gnico elemento n&o nulo é b; = 7.

Como o conjunto tem MxN elementos, dim Mpy,,(R) = mxn.
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e Proposigdo: | Seja E um espaco vectorial sobre K tal que dim E = n.

Entao:

(i) Quaisquer N vectores de E linearmente independentes
formam uma base de E

(i) Qualquer conjunto de geradores de E com N elementos
forma uma base de E

(iii) Qualquer conjunto de vectores de E com mais de N
elementos é linearmente dependente.

e Assim, num espaco vectorial de dimensao I,
N é o numero maximo de vectores linearmente independentes

N é o nimero minimo de geradores do espaco.

Portanto, para determinar se um dado conjunto de I vectores é uma base,
basta verificar apenas uma das duas condicoes:
se sdo linearmente independentes

0u Se geram o espacgo

e Por exemplo, mostremos gque o conjunto,
((1,0,1),(1,1,0), (0,1, 1))

. _ 3
€ uma base do espago vectorial R~

. . 3 _
Como se trata de um conjunto de 3 vectores e dim R~ = 3,

basta verificar se sao linearmente independentes.
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Consideremos entdo os escalares @, .,y LI R tais que,

a (1,0, 1)+p(1,1,0 +vy (0, 1,1) =(0, 0, 0)

igualdade que conduz a resolugéo do sistema, a+p=0
p+y=0
a+y=0
que tem por solucédo unica, a=0
B=0

Entdo os trés vectores sao linearmente independentes e portanto formam
3
uma base de R”.

: 3 : :
e No espaco vectorial [R”, considere o subconjunto,

S={(x,y,2)eR® :x-y+3z=0}

a) Verifique que S < R3

b) Determine um conjunto de geradores de Se verifique se esse conjunto é
formado por vectores linearmente independentes

¢) Calcule a dimensao de S

a) S é um subespaco de R pois,
@ (0,0,0)eS
(i) asoma de dois vectores de S pertence a S

(iii) o produto de um escalar por um vector de S pertence a S
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b) Para determinar um conjunto de geradores de S

notemos que,

S

{(x,y,2eR® : x—y+3z=0}
{(y—3Z,y,Z), y;ZE[R }
{y(1,1,0+z(-3,0, 1), y,zeR }
((1,1,0), (-3, 0, 1))

ou seja, os vectores (1, 1, 0) e (=3, 0, 1) geram S.

Verifiqguemos se sdo linearmente independentes.

Para os escalares @, 8 [1R tais que,

a(1,1,0+p5(-3 0 1)=(0,0,0)

donde obtemos o sistema, a—-3=0

cuja solugéo tnicaé @ =8 =0

e assim mostramos que o0s dois vectores sdo linearmente independentes.

Portanto, se ( (1, 1, 0), (=3, 0, 1) ) é uma base de S,

podemos concluir que dim S=2
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e Problema: Determine a dimenséao do subespaco W de [R4 gerado por,
{(-1,2 5 0), (3,0 1,-2), (-5 4,9, 2)}
ou seja, calcule dim W tal que,

W=((-1,250),(3 0, 1,-2), (-5 4,9, 2))

Comecemos por chamar, vi= (-1, 2,5, 0)
(3,0 1, -2)
-5, 4,9, 2

N
I

S
I

Para saber a dimensao do subespaco, precisamos identificar uma
base.

Como sabemos que os vectores V1, Vo e V3 geram W, resta
verificar se séo linearmente independentes.

Mas analisando as componentes, notamos que,
V3 = 2 Vi— Vo
ou seja, V3 é uma combinacao linear dos restantes.

Entdo, pela propriedade na pagina 43, os restantes vectores
ainda geram o mesmo subespago W.

Resta verificar se V1 e V2 sao linearmente independentes.
Construindo a combinagéo linear nula,

avi+tbv, =0
ou

a(-1,250+b(30 1,-2)=(0,0, 0, 0)
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obtemos o sistema, r—a+3b=0
2a=0

| 5a+b=0
L —-2b=0

que s6 tem a solucdo nula @ = b = 0.

Entdo Ve Vo geram W e sao linearmente independentes e
portanto formam uma base de W.

Consequentemente a resposta é dim W = 2.

E se nao tivéssemos observado que,

V3=2V1—V2 ?

Esta relacdo deveria surgir do processo habitual para verificar se
os vectores V1, V2 e V3 sao linearmente independentes.

Construindo a combinag&o linear nula,
avitbvy, +cvs =0
ou
a(-1,2510)+b (30 1,-2)
+c(-549 2)=(0 0, 0, 0)

e resolvendo o sistema resultante, deduza a relagéao,

V3 =2V1—V2

Algebra Linear (2010/2011) Rosalia Rodrigues



Capitulo 4 — Espagos Vectoriais sobre um Corpo 59

e Proposigdo: | Seja E um espaco vectorial sobre K de dimenséo n
eseja B = (€4, €y, ..., €,) uma base de E.
Ent&o, qualquer vector X € E se escreve de forma tnica

como combinac&o linear dos vectores da base B,

ou seja, existem escalares unicos 1, X2, ..., @p € K

tais que,

Demonstragdo: Se B = (€4, €, ..., €,) é uma base,

entdo gera o espaco e qualquer vector X € E se escreve

como uma combinacdo linear dos seus elementos,
ou seja, existem @1, X2, ..., &y € K tais que,

X=aqre1t+r arext+ ...+ a, e,

Para provar que esta combinacao linear é unica,

suponhamos que existiam também, fS1, B2, ..., Bn € K

tais que,

X=p1e1+ porext ..+, e,

Entdo nesse caso teriamos duas combinacoes,
X=are1t+r arext+ ...+ a, e,

X=pre1+ porext ...+, e,

mas subtraindo,
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obtemos,

(a1 — Br)er+ (a2 — Bo)ex+ ...+ (an — Br)en = O

Orasendo os €1, €, ..., €, vectores da base, isso significa que
sao linearmente independentes e portanto esta igualdade,

s6 pode ocorrer se,
(1= p1) = (a2—p2) =...=(anp— Bp) = 0
ou,

@; = B paratodoo i=1,2 ..., n

As duas combinacdes lineares que consideramos sao portanto iguais.

E assim podemos concluir que existe uma unica forma

de escrever X como combinacao linear dos vectores da base.

e Portanto, num espaco vectorial E finitamente gerado de dimenséao N,
com uma base B = (61, ey ..., e,,), para qualquer vector X € E
existem N escalares univocamente determinados A1, Ag, ey An tais que,

X=A1e1+ Arex+ ...+ A, €,

Ao n-uplo (A4, Ao, ..., Ap) chamamos,

coordenadas ou componentes de X na base ou relativamente a base

€ escrevemaos,

X = ().1, ).2, caey An)g
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. . n
e De um modo geral, quando indicamos o vector (X1, Xo, ..., Xn) e R
assumimos que X1, X2, ..., Xp sdo as coordenadas na base canénica de R"
ou seja que,

(X1, X2, ..., Xn) = (X1, X2, -, Xn) Bpgn

Por exemplo, o vector (X, Y¥) € [R2 indica que,

(x,y)=x(1,0)+y (0, 1)

e Sabendoque B =( (1, 2), (3, =1) ) é uma base de R?,

determinemos a expressao geral das coordenadas

de qualquer vector (X, ¥) € R? na base B.

Procuremos entéo os valores unicos dos escalares @, 5 [1 R tais que,

@(1,2)+ (3 -1)=(xy)

ou seja tais que, a+3p=x

L 3w | [ 31

2 —1ly |27 0 =Ty -2
donde, B=02x—-y)/7
a=(x+3y)/7
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E assim obtivemos, para expressao geral das coordenadas

de qualquer vector (X, ¥) € R? nabase B = ((1, 2), (3, -1)),

v+ 3y 2r—y
(J:e 1}“ ) — 7 " 7
7 I B

Note que, a partir dos valores das coordenadas X e ¥ de qualquer vector na
base candnica, esta expressao permite obter os valores das coordenadas
desse vector na nova base B.

e No espaco vectorial [R4 consideremos a base,
8=((1,1,0,0),(0,1,1,0),(1,0,0,0),(0,0,0, 1))

Determine as coordenadas de X = (—1, 3, 2, 0) relativamente & base 5.

Procuremos entéo os escalares &, b, ¢, d € R tais que,
(-1,3 2 0 =a(1,1,0,0)+b (0, 1,1, 0)
+¢(1,0,0, 0 +d(0,0,0, 1)

ouseja, ( a+c=-1 r c=-2
atb=3 a=1

b=2 | =
. d=0 . d=0

e portanto,

(-1,3,2,00=(1,2,-2,0) g
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* Intersecg¢ao de Subespacos

e Sejam E um espaco vectorial sobre K, e F e G subespacos vectoriais de E.
Chama-se intersec¢do dos subespacos F e Ge representa-se por F N G,

ao subconjunto de E definido por,

FNG={ueE :ueF NueG}

e Proposigdo: Seja E um espaco vectorial sobre K e sejam F e G subespacos
vectoriais de E.

Entdo a intersec¢do F N G é um subespaco vectorial de E.

Demonstragdo: (i) Se F e G s&o subespacos vectoriais de E,
entio Ore F e Oge G.

Portanto Ore FN G

(i) Seamueve FN G

Por definicdo de interseccao,

uecFNG > ueFeueG

veFNG = veFeveG
mas como F e G s3o subespacos vectoriais de E,
entio UtV eF eu+tv eG

peloque U+tv e FN G
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(i) seamax eKeuec FNG

Por definicdo de interseccao,

ueFNG = ueFeueG
mas como F e G séo subespacos vectoriais de E,
enttio aue Fe aue G

peloque auce FN G

e Por exemplo no espaco vectorial [RS, sendo dados os subespacos vectoriais,
F={(xy z2eR®’: x+y+3z=0}
G =((1,01),(-1,1,2))

calculemos a sua interseccao F N G .

Em primeiro lugar, é necessario identificar G,

0 subespaco cujos vectores séo da forma,

x,y,z)=a (1,0, 1)+p (-1, 1, 2)

ou seja, os valores de X, Y e Z para os quais € possivel o sistema,

a—B =X
b=y
a+2pB=z
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Construindo a matriz ampliada e escalonando,

1 —1;;5 1 —1; &
0 11y ti=Ls—Lj | O 1y
1 2! 2z 0 3'z—uw
1 -1 ; & |
Li=13—3Ly | O 1] y
0 0'z2—u—3y |
concluimos que o sistema s6 é possivelpara Z— X — 3 y= 0.
Esta assim identificado o subespaco G,
G={(xy,2eR’: z—x-3y=0}
Podemos agora calcular a intersecgao,
FNG ={(x,y,z77eR®>: x+y+3z=0
ANz—-x-3y=0}
0 que conduz a resolucéo do sistema,
{x+y+3z=0 {x=—5/2y
z—-x-3y=0 z= 12y

e finalmente temos,

L 51\
FNG = {(—21;.;1;-21;)-y6R}
1 5) 1
= yl—=1.—-1:yeR} = ——. 1. =
w(arg)verf=((-313))
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Note que, em [R3 os subespacos Fe G
representam dois planos,

pelo que a sua intersec¢do

F N G representa uma recta.

, . . 3 -
e Exercicio: No espaco vectorial R”, dados os subespacos vectoriais,

U={(xy zeR®: x=y+2z}
V = ((1,0 -1), (2, 0,-4), (0,3, 1))

determine uma basede U N V.
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* Reunido de Subespacos

e Sejam E um espaco vectorial sobre K, e F e G subespacos vectoriais de E.

Chama-se reuniio dos subespagos [F e G e representa-se por F U G,

ao subconjunto de E definido por,

FUG={ueE : ueFV ueG}

e Em geral, a reuniao de dois subespacos vectoriais nao é um subespaco

vectorial.
. . 2
e Como por exemplo, dados os dois subespacos vectoriais de R”,

. x=0}={(0,vy) : yeR}

H = {(x, y) € R?
{(x,0) : xeR}

F={(xyeR*: y=0}

obviamente a sua reunido,

HUF={(x,y)yeR*: x=0 V y=0}

nao é um subespaco vectorial, pois nao é fechado para a adi¢cao de vectores

Basta verificar, por exemplo que,
0,1)eHUF
(1,00cHUF
0, 1)+(1,00=(1,1)¢HUF

e E condicio necessaria e suficiente para que a reunido de dois subespacos
vectoriais seja um subespaco vectorial, que um esteja contido no outro.

Rosalia Rodrigues
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e Proposigao:

Demonstragéo:

Seja E um espaco vectorial sobre [K
e sejam F e G subespacos vectoriais de E.
Entdo F U G é um subespago vectorial de E

seesése FC G ou GCF.

(<)
se FC G
entdio F U G = G que é um subespaco vectorial de E.

se GCF

entdio F U G = F que é um subespaco vectorial de E.

(=)

Suponhamos por absurdo que,

F U G ¢é um subespagco vectorialmas F ¢ G e G ¢ F.
Quer isto dizer que: dfeF : f ¢ G V.
dgeG: g¢F v, :

Orase F U G fosse um subespaco vectoriai

entéo seria fechado para a adicéo, ou seja, P
fgeFUG emio f+g=s eFUG
istoé, S€F ou seé
Mas nesse caso, E
se S€F entaio g=s—-feF N
se SeGentio f=5s—geG N
Sendo as duas situagfes impossiveis, concluimos que,

FcGou GCF.

Algebra Linear (2010/2011)
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e Proposigdo: Seja E um espaco vectorial sobre K de dimensao n
e seja F um subespaco vectorial de E.
Entdo F tem dimensao finitae dim F < n

e além disso, se dim F = nentao F = E.

e Consideremos por exemplo o subespaco vectorial F de [R3,
F=<((1,01),(1,1,0),(0 1, 1))
Como sao trés vectores linearmente independentes, entdo dim F=3

. 3
e podemos portanto concluir que F=R".

e Por convengéao, o subespaco frivial tem dimensao nula, dim {OE} =0

e todo o subespaco vectorial F néo trivial tem dimenséo dim F > 1.

Portanto,

dimF =0 < F ={0g}

* Soma de Subespacos

e Sejam E um espaco vectorial sobre K, e Fe G subespacos vectoriais de E.
Chama-se soma dos subespagos F e G e representa-se por F + G,

ao subconjunto de E definido por,

F+G={u+v:ueF ANveG}
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e Proposigao:

Demonstragéo:

Seja E um espaco vectorial sobre [K e sejam F e G dois

subespacos vectoriais de E.

Entdo a soma F + G é um subespago vectorial de E.

(i)

(ii)

(iii)

Se Fe G sao subespacos vectoriais de E,
entio Oee F e Oge G.
Portanto O = O+ O e F+ G

SejamUeve F+ G

Por definicdo de soma de subespacos,
U=u;+U> comuje Fe ure G

V=vVvs+Vocom VieFevoeG

entao,
u+v =(Uus+uy+(vi+vy)
=(ur +vy) + (U2 + v)
Y Y
eF eG

eportantoU +V € F+ G

Seiama eK eue F+G
Por definicdo de soma de subespacos,
U=u;+U> comuje Fe ure G
entao,
au = a(us+uy
= aqus + aus

-
e F eG

eportanto ¥ U € F+ G

Algebra Linear (2010/2011)
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. . - 2
e Para o exemplo anterior, dos dois subespacos vectoriais de R,

H={(©y) :@yeR}
F={(x0) : xeR}

O subespaco soma H + F é dado por,

H+F ={(0y)+(Xx 0:xyeR}
{(xy): xyeR}
{(xy)eR*} = R

. 2
Note que os subespacos H e F representam os eixos coordenados em R*.

Enquanto que a sua reuniao nao € um subespaco vectorial, a sua soma € o
L 2
proprio R”.

Por outro lado a sua intersecc¢ao é a origem, ou seja, 0 subespaco trivial {OE}.

e Ou por exemplo, dados os dois subespacos vectoriais de [RB,
F={(0202z : zeR}
G={(0y0:yeR}

O subespaco soma F + G é dado por,

F+G ={(002+(0y0:y zeR}
{0y z):yzeR}
{(x,y,22eR®: x=0}

L 3
Neste caso, os subespacos representam dois eixos coordenados de R™ e a sua
soma representa um plano.
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Proposigao: Seja E um espaco vectorial sobre [K e sejam F e G dois

subespacos vectoriais de E.

Entao | F+ G = ( FU G ).

Demonstragdo: Para provar a igualdade, F+ G = ( FU G )

(i)

precisamos provarque: () (FUG ) ¢ F+G

i) F+G c (FUG)

Para qualquer U € { FU G ) provemosque U e F+ G

Orase U € { FU G ) entéo escreve-se como uma combinagdo
linear de vectores de F U G,

u=a1vi+aove+... +a,V,

ondecadaV;, vVie Fouvie G

Pela comutatividade da adicao de vectores, podemos sempre
ordenar a combinagéao linear de modo a,

U=aQ1Vvit+as Vot ...+ @Vt Qkse1 Vke1 +...F Qp Vp
onde Vi, Vo, ..., VkeF
Vk+1, ..., Vp € G
ecomo Fe G sio subespacos vectoriais,

U=aQiVvitasVvo+... + @y Vit Qk+1 V+1 +... T @p Vp

S— -~ — N— — 7
e F e G
e portanto,
ue F+G
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(i) Para qualquer U € F + G provemosque U { FU G )

Orase uUeF+G
ent&o U=Us+Uxcom UseFelteG
e portanto U é uma combinacao linear de vectores de FUG

ouseja, Ue{(FUG)

. . - 2
e Para o exemplo anterior, dos dois subespacos vectoriais de R,

H={0y) :@yeR}
F={(x0) : xeR}

tal como ja calculamos,
HUF ={(0y : yeR}U {(x,0) : xeR}
={(x,y)eR?: x=0 V y=0}

H+F = {(x,y): x, yeR} = R®

E efectivamente, H+F = (HU F )

pois todo o vector (X, ¥) de [R2 pode ser escrito como uma combina¢ao
linear envolvendo vectores da forma (X, 0) e da forma (0, y).

- .. 2
Em termos geométricos, os dois eixos coordenados geram R”.
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e Proposigdo: Seja E um espaco vectorial sobre K e sejam F e G dois

subespacos vectoriais de E tais que,

F = <u11 u2; ey un)

G =(vy, Vo, ..., Vi)

entao,

F+G=(uy, Uy, ..., Uy, V1, Vo, ..., Vi)

Demonstraggo: (i) Paraqualquer X € F + G

provemos que X € (U1, Uy, ..., Un, V1, Vo, ..., Vi)

Orase Xe F+G

entdio X =X;+Xo> com X7€e Fe xoe G

masse X71€ F ={uy, Uy, ..., Up)

entdo X1 = 1 U1 Ft*QoUx+ ... ¥+, Up

e se Xo e G = (V1, Vo, ..., Vk)

entio X2 = By Vi +LoVo+ ... + Bk vk

e portanto,

X= X1+¥Xo = @1 U +aur +... +a, Uy
+ BrvitBovet .+ Bk vk

ou seja,

X € (U1, Uz, ..., Un, V1, V2, ..., Vi)

Algebra Linear (2010/2011)
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(i) Paraqualquer X & (U1, Uy, ..., Un, V1, Vo, ..., Vk)

provemosque X € F+ G

Orase X € {Uy, Uy, ..., Up, V1, Vo, ..., Vk)

entao,

X= QqruitagUst...tayUy + Brvyi+Lovot .+ L vk

— —— _
S (U1, up, ..., LI,«,) =F T g —
eVvy, Vo, ..., V) =G
e portanto,
xeF+G

. 2 . ..
e Para o exemplo anterior em R”, em termos das respectivas bases candnicas

temos,

H = ((0 1))

F=<(1,0))
ou seja,

HUF = ((1,0)U((0 1))
e portanto,

H+F

(HUF)
((1,0),(0,1)) = R®
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e No espaco vectorial [R3, retomando o exemplo dos subespacos vectoriais,
F={(xy z2eR®’: x+y+3z=0}
G =((1,01),(-1,1,2))

Determinemos um conjunto de geradores de F + G.

Como ja temos um conjunto de geradores para G, basta encontrar um conjunto
de geradores para Fe juntar.

F={(xyzeR®: x=—y-3z}
{(~y-3z,y,z) : yyzeR}
={y(-1,1,00+z2(-3,0,1) : yyzeR}
=((1,1,0),(-3,0 1))

Assim temos,
F=(-1,10),(-3 0 1))
G =((1,01),(-1,1,2))

e portanto,

F+G = ((1,1,0),(-3 0, 1),(1,0, 1), (-1, 1, 2) )

Resta saber quantos destes vectores sao linearmente independentes, ou
seja, qual a dimensao deste espaco...

e No espaco vectorial [R4, considere 0s subespacos vectoriais,
S={(xxyzweR*: x—-y =0Ax=y+w}
T =¢((1,003),(2 00 1))

Determine S + T e indique uma sua base.
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* O Teorema das Dimensoes

e Proposigdo: Sejam F e G dois subespacos vectoriais de um espaco
finitamente gerado.

Entao,

dim (F + G) = dim F + dim G —dim (F N G)

Argumentacgéo:

Se algum dos subespacos for 0 subespaco trivial, por exemplo F = {OE}
enttio, FNG={0g} e F+G=G

como dim {Og} = 0, o resultado é dbvio pois teremos,

dim (G) = 0+dimG -0

Analisemos o caso geral, em que nenhum dos subespaco € o trivial.

Por hipotese F e G tém dimensao finita e portanto o subespaco vectorial
F N G também tem dimensao finita.

Consideremos uma base de F N G,

BFﬂG = (e1; e21 ey en)

Comoos €1, €y, ..., €, € FN G C F s&o linearmente independentes,

para obter uma base ordenada de fF, teremos de juntar mais vectores de F,

por forma a obter,
F = (61, eo ..., eh, f1, f2, ceey fp)
e de modo analogo para G,

G = (e‘], 62; sany en ’ g17 g2; LEED] gq>
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e entao, para o subespaco soma,

F+ G = <e17 92; eey en ’ f1: f2} ey fp ’ g17 92; ey QQ)

Prova-se que este conjunto de geradores é linearmente independente

e que portanto formam uma base de F + G.

Deste modo, dim(FN G)=n
dim(F)= n+p
dim (G)= n+q

dim(F+G)=n+p+q

Ou seja, 0 teorema das dimensées garante-nos que,

dim (F + G) = dim F + dim G —dim (F N G)

e Para o exemplo anterior, dos dois subespacos vectoriais de [RZ,
H={(0y :yeR} ={(01))
F={(0 :xeR} ={(10))

obviamente que,
dim (H + F) = dimH + dim F —dim (H N F)
=1+1-0

= 2 = dimR?
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e No espaco vectorial [R3, voltemos ao exemplo dos subespacos vectoriais,
F={(xy z2eR®: x+y+3z=0}
G =¢((1,01),(-1,1,2))

Nas paginas 64 e 65, calculamos a sua intersecgio,
FNG ={y(=52,1,172) . yeR}
={lsy. 2(-5/2,1,172) : yeR}
={y (-5 2 1) : vy eR}
=((-52 1))

como (-5, 2, 1) #(0, 0, 0),
podemos concluir que dim (FNG) = 1

e que conhecemos uma base ordenada, Brng =( (-5, 2, 1) ).

Na pégina 76 encontramos um conjunto de geradores para F,
F ={(y-3z,y,2z): y,zeR}
={y(-11,0+z(-301) : y,zeR}
=((-1,1,0),(-320 1))

Depois de verificar que estes dois vectores sdo linearmente independentes,
podemos concluir que dim F = 2

e que conhecemos uma base ordenada de F,

Be=((-1,1,0),(-30 1))
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Contudo, a partirde Brng = ( (-5, 2, 1) )

é possivel obter outras bases de F.

Basta juntar a (—5, 2, 1), um vector de F que Ihe seja independente.

Por exemplo (1, 2, —1) € F nédo é daforma @ (-5, 2, 1).

Deste modo obtivemos outra base ordenada de F,

Be=((1,2-1),(-5 2 1))

Por outro lado, para o espaco vectorial G,

G =((1,01), (1,1 2))

como G esta definido por dois geradores (e porque a dimensao é o numero
minimo de geradores) entdo dim G2

Também neste caso, a partir de Brng = ( (=5, 2, 1) ) é possivel obter
bases de G.

Basta juntar a (—5, 2, 1), um vector de G que Ihe seja independente.

Por exemplo (1, 0, 1) € G, um dos geradores dados, néo é combinag&o
linear de (=5, 2, 1), por ndo serda forma (-9, 2, 1).

Sendo (1, 0, 1) e (=5, 2, 1), dois vectores de G linearmente
independentes, (e porque a dimensao é o numero maximo de vectores

linearmente independentes) entdo dim G=>2

Portanto dim G = 2.
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Temos assim as bases ordenadas,
Be=((1,2-1),(-5 2 1))
Bs=1((1,0 1), (-5 2 1)).

donde podemos obter uma bhase ordenada para F + G,

Bric=((1,2,-1),(-5 2,1),(1,0, 1))

e naturalmente que,

dim (F + G) = dim F + dim G — dim (F N G)
2+2-1
=3

* Soma Directa

e Sejam E um espaco vectorial sobre K, e F e G subespacos vectoriais de E.
Diz-se que F e G estido em soma directa ou que a soma F + G é directa
se, paratodoo U € F + G, existem umeumsé X € F
e umeumsé ye G

taisque, U =Xty

Nesse caso escreve-se F P G emvezde F + G.
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e Por exemplo, para os dois subespacos vectoriais de [RS,
F={(002:zecR}
G={(0y0:yeR}

cujo subespago soma F + G é dado por,
F+G ={(002+(0y0):y zeR}

{0 vy, 2) :y zeR}
{(x,y,2eR>: x=0}

vemos que, qualquer vector do espaco soma,
u=(a b ceF+G

tem a forma u=(0, b, c)

pelo que s6 pode ser escrito de um unico modo como a soma de um elemento
de F com um elemento de G,

u=(0,b,0)+(0,0,c)

Entdo F esta em soma directa com G.

e Consideremos agora os dois subespacos vectoriais de [R3,
F={(xyzecR®: x=0}
G={(xy2zeR :y=x}

Calculemos o subespaco soma F + Ge vejamos se esfa soma é directa.
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Observagdo: Noteque, F ={(x, ¥, 2)eR®: x=0}

={(0,vy,2): y,zeR }

e que, G={(xy,2eR®: y=x}
={(v,y2):yzeR }

ou seja, no calculo dos vectores geradores do subespaco soma,
€ necessario distinquir componentes com o mesmo nome,
mas de vectores de subespacos diferentes.

Por essa razao explicitamos,

F+G

{Oy2)+(y,y,z) :y,zy,ZeR }
={(y,y+ty,z+2) .y, 2y, Ze€R }
={(a, b,c): abceR}

=[R3

; : 3
e portanto, o subespaco soma é todo o espaco vectorial R”.

Nesse caso é 6bvio que podemos obter, por exemplo,
(1,1,1)=(0,0, 1)+ (1,1, 0)
\\ Y J \\ Y J
eF e G

mas também,

(1, 1, 1) =(0, 0, -1) + (1, 1, 2)
— —
e F eG

pelo que podemos concluir que F nao estd em soma directa com G.
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Observagao: Como, F ={(xyzecR:x=0}

Proposigao:

¢ G={(xy2eR :y=x}

o subespaco interseccdo F N G é dado por,

FNG={(xy zeR®: x=y=0}

{(0,0,z): zeR }

=((0,01))
e porque (0, 0, 1) # (0, 0, 0) entéo dim (F N G) = 1.
Assim, pelo Teorema das Dimensdes,
dim(F + G) = dimF + dim G —dim (F N G)
=2+2-1 =3 = dmR®

podemos concluir que F + G =R>,

Seja E um espaco vectorial sobre K e sejam F e G dois
subespacos vectoriais de E .

Sao equivalentes as trés condicdes:
() Asoma F + G édirecta

(ii) O vector nulo escreve-se de modo Gnico como a soma de
um vector de F com um vector de G

(i) FN G ={0g}

Demonstragdo: Basta mostrar que, (I) = (i) = (iii) = (i)

(i) = (i)

E imediato, pela definicdo de soma directa.

Algebra Linear (2010/2011) Rosalia Rodrigues



Capitulo 4 — Espagos Vectoriais sobre um Corpo 85

(i) = (iii)
Provemosque { Oe }JCFN G eque FN G Cc{ Oc}

{0c}<c FN G porque o vector nulo pertence a todos os
subespacos.

Mostremos que, seU € FN G entdou = O
OrasesUce FNGentdoucFeueG

ese G éum subespaco vectorial, entdo existe —U & G
tal que, u+(—u) =0

mas como, O + O = O

e, por hipotese, o vector nulo se escreve de modo tnico
como a soma de um vector de F com um vector de G

entdo, U = O
Portanto F N G € { O}

e consequentemente F N G ={ Og }

(i) = (i)
Provemos que, se FN G ={ 0}

entdo a soma F + G é directa.

Suponhamos que existia um U € F+G

capaz de ser calculado de dois modos,
u=us+u; comUseFeu,eG

u=us;+u comUreFeu>,eG
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€ nesse caso,

us+u, = us+u

ou us— U’1 = U’2— ur
\ ) H_J
e F e G

ouseja, Ur—u1eFNG

e U’Q—UganG

mas como, por hipétese, F N G ={ Og }
entao, us— U’1 = OE

e U’g —U> = OE

e portanto, Uq = LI’1 e U = LI’2

e o vector U s6 pode ser calculado de um modo, ou seja,
a soma é directa.

e Por exemplo, para os dois subespacos vectoriais de [R4,
F={(xyzweR*: x+y=0A z+w=0}
G={(xyzweR*: x=0Aw=0}

Como a interseccao,

FNG={(000)}

entdo F esta em soma directa com G.
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No espaco vectorial P3[X] dos polindmios de coeficientes reais e de grau até 3,

consideremos 0s subespacos vectoriais,
F={a+tax+ax’+ax"ePsx] : ap+a;=0 A a3 =0}

G ={agtax+tax’+ax’cPix] : ap+a;+a,=0}

calculando a intersecc¢ao,
FNG ={ao+a1x+a2x2+a3x3eP3[x]:
agta;=0 AN az=0 AN ap+as+a>=0 }
— 2 3 .
—{ao+a1x+a2x + asx €P3[X] :
asta;=0 AN a3z =0 A a»=0 }

={-a;+ax . a;eR}

como FN G # { O } entdo asoma F + G nao é directa.

No espago vectorial R®, considere os vectores: @ = (1, 2, —1)
b=(1-2-1)
c=(1,2 3)
d=(2 2 2)

Seja F o subespaco gerado pelos vectores @ e b e seja Go subespaco gerado
pelos vectores C e d. Determine uma base para:

(a) FNG

(b) F+G
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Esquema da resolugao:
Dados, F = ( (1,2 =1), (1,2, 1))

G=((1,223), (2 2 2))

A partir uma combinacéao linear dos vectores geradores de F, construir o
sistema e, da discussao do sistema, mostrar que,

F={(xy zeR®: z==x}
€ 0 mesmo para G,

G={(x,y,z22eR®: z=2y—x}

(a FNG
Calcular a interseccao,

FNG ={(x,y,z2eR’>: z==x AN z=2y—x}

{(x,0,—x) : xeR}

{x(1,0,-1) : xeR}

:<(11 0, _1)>

entdo a interseccéo é gerada por um sé vector, que sendo (1, 0, —7) # Of,
€ portanto linearmente independente,

logo, forma uma base,

Brne ={(1,0,-1)}
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(b) F+G

Uma resolugéo:

Apatirde, F ={(x,y,z2)eR®: z==x}

{(x,y,—x) : X, yeR}
G={(xy,2eR®: z=2y—x}

{2y-2zy,2):y zeR}

calcular a soma,
F+G ={u+v:ueF,veG}
onde,
ueF = u=(xy —-x) com x,yeR
e, ndo esquecendo de distinguir componentes de subespacos diferentes,
veG > v=2y' -2,y,2Z) com y,Z €R
somando,
ut+tv=x+2y -z, y+ty,—x+2)
=x(1,0,-1)+y(0,1,0)+y’ (2,1,0)+2 (-1,0, 1)
Analisemos o conjunto de vectores,
{(1,0 -1), (0, 1,0), (2, 1,0), (-1,0, 1)}
serdo linearmente independentes?
Notamos que, (—7, 0, 1) =— (1, 0, —1)

eliminemos um destes e analisemos o conjunto dos restantes,
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{(1,0-1),(0 1,0), (2 1,0)}

Construindo a combinagéo linear nula e resolvendo os sistema resultante,
concluimos que sao linearmente independentes.

Portanto,

Bric={(1,0,-1),(0,1,0), (2, 1,0)}

b) F+G
Outra resolugdao:
A partir de, F=((1,2 -1), (1,-2,-1))

e de G=((1,23), (2 2 2))

Comecamos por verificar que, para o subespaco F.o conjunto de vectores,
{1, 2 -1), (1,-2,-1)}

é linearmente independente. Daqui concluimos que dim F = 2.

Sabendo que, .
FNG=((1,0-1)

Para construir uma base de F, bastajuntar a (7, 0, —7) um vector de F que
nao seja combinacgao linear (neste ca"io, gue nédo seja multiplo) dele.

Como por exemplo o vector gerador (1, 2, —1).

Entéo temos o conjunto { (1, 2, —7), (1, 0, —1) } de vectores de F, que
sao linearmente independentes.
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Como dim F = 2, estes dois vectores linearmente independentes formam
uma base,

Be={(1,2-1), (1,0, -1)}

Para, G=((1,23), (2 2 2))

se é um subespaco vectorial gerado por dois vectores, entdo dim G2

E mais uma vez partindo do vector.'gxerador da intersecgao,
FNG=((1,0=1))

vamos juntar a (1, 0, —1) um vector de une nao seja combinagao linear
dele, como por exemplo o vector gerador (71, 2, 3).

Ora se temos dois vectores linearmente independentes, entdo dim G=>2
E combinando as duas desigualdades, dim G=2

Portanto os dois vectores formam uma base de G,

Bs={(1,23), (1,0, -1)}

E como ja tinhamos,

Be={(1,2-1), (1,0 -1)}

podemos entdo concluir que,

Bric={(1,2,-1),(1,2,3),(1,0, -1)}
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e Proposigdo: Seja E um espaco vectorial sobre K e sejam F e G dois
subespacos vectoriais de E de dimensio finita.

Sejaainda S = F + G.

S&o equivalentes as trés condicoes:

(i) S=F®G

(i) dim(F + G) = dim F + dim G

(i) se Bg = (fs, o, ..., f,) é uma base ordenada de F
e B =(91, 92 ---, 9g) é uma base ordenada de G

entéo B =(f, 2, ..., fp, 91, 92, ..., Gg)

é uma base ordenadade F+ G = S.

Demonstragcdo: Neste caso, é mais simples provar que,

(i) < (i) N (i) (i)

(i) = (i)

Se S = F & G, pela proposigéo anterior, FN G ={ Og}
e entdo, dim (F N G) =0

logo, pelo teorema das dimensdes,

dim(F + G) = dimF + dimG -0

(i) = (1)
Inversamente, se dim (F + G) = dim F + dim G
entdo, pelo teorema das dimensées, dim (F N G) = 0

ouseja, F N G ={ Oc } e asoma é directa.
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(i) < (i)
Na demonstracao do teorema das dimensdes,

basta considerar o caso particular em que,

dm(FNG)=0 FNG ={0c} © Brnc =0

e No espaco vectorial [R4 consideremos,
F={(xyzweR*: x+y+z=y+2z-w=0}
G=1((1,1,1,1), (0, 1,0 -1))

(a) Verifique que FF é um subespaco vectorial.

(b) Mostre que F @ G = R*

(b) Esquema de uma resolugéo:
Bastamostrarque F+ G = R*eque FN G = {@,0,0 0)}.
Comecemos por determinar vectores geradores de F,
F ={(x,y,zwecR*: x=—y—z A

w=y+2z}

{(~y-2z y z y+2z):y, zeR }

{y(1,101)+2(-1,0,1,2): y,zeR }

((-1,1,0,1),(-1,0,1,2) )
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Depois de provar que estes vectores sao linearmente independentes,

podemos concluir que dim F = 2 e que temos,
Br=((-1,1,01),(-1,01,2))

Do mesmo modo, provar também que dim G=2e que,

Bes=((1,1,1,1), (0,1,0,-1))

Calculemos agora F N G, a partir das bases de F e de G.

OraseumvectorU e FN G ,entaio U e F e U e G,

ou seja,
UeF = u=a(-1,101)+b(-10 1 2)
ueG > u=c(1,1,1,1) +d(0, 1,0 -1)
mas nesse caso, podemos subtrair,
a(1,1,01)+b(-1,0 1,2

—c(1,1,1,1) — d(0, 1,0 —1)=(0, 0, 0, 0)

0 que conduz a resolugdo do sistema homogéneo,
(—a—b—-c=0
a—-c—d=0

b—-c=0

Lat+t2b-c+d=0
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sistema cuja solucdo tnica é atrivial @a =b =c=d = 0.

Podemos entdo concluir que a intersecg¢ao,
FNG={(0000)}

e portanto que F estd em soma directa com G.

Por outro lado, pelo teorema das dimensaées,

dim (F + G) = dim F + dim G — dim (F N G)

2+2-0=4=dmR*

ecomo F + G < R* podemos concluir que F + G = R*

E assim mostramos que F @ G = R*

e No espaco vectorial [R3 considere os subconjuntos,
F={(xy0:xyeR}
G={(0y2:y,zeR}

(a) Mostre que Fe Gsao subespacos vectoriais de [R3.

(b) Investiguese F P G = R3
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* Subespaco Complementar

e Sejam E um espaco vectorial sobre K e seja Fum subespaco vectorial de E.

F*, um subespaco vectorial de E tal que,

E=FQF*

chama-se subespago complementar de .

e Proposigdo: Seja E um espaco vectorial sobre [K de dimensao finita N.

Todo o subespaco vectorial de E

tem pelo menos um subespaco complementar.

Demonstragdo: Seja Fum subespaco vectorial de E.

No caso particular de ser o subespaco trivial
F={0c} entito F*=E

enocasode F =E entao F*={ 0}

Analisemos entéo o caso geral,

eseja (f1, fo, ..., fx) uma base de F.

Como F # E existem vectores de E que nao estdo em F.

Podemos entdo completar esta base,

por forma a obter uma base de E.
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Seja (fy, f2, ..., Tk, €k+1, ..., €n) essa base de E.
Facamos, F*={(€k+1, ..., €n)

entdo, dim F + dim F*=n = dim E

e, pela proposicéo anterior, E = F @ F*

Portanto F* é um subespag¢co complementar de F.

. ) 4
e Voltemos a considerar o subespaco vectorial de R,

F={(xyzweR*: x+y+z=y+2z-w=0}

Ja sabemos que dim F = 2 e temos uma base de F,

Br=((-1,1,0,1),(-1,0 1, 2))

como F € R*e dimR" = 4, para obter espacos complementares de F,

basta juntar a B/: dois vectores que ndo pertengam a F, de modo a

4
formar uma base de R".

Um exemplo:
Os dois vectores de [R4, (1, 0, 0, O) e (0, 1, 0, O) nao pertencem a F,
pois nao verificam X +y +z = 0.

. 4 _ . :
Como dimR"™ = 4, resta verificar que os quatros vectores do conjunto

resultante séo linearmente independentes.
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Efectivamente, construindo a combinacao linear nula,
a(1,0,0 0 +b(0, 1,0, 0) +c(-1,1,0, 1) +d(-1,0, 1, 2
=(0, 0,0, 0)

e resolvendo o sistema resultante, € simples concluir que,

a=b=c=d=0.

. 4
Temos assim uma base de R,

B=((1,000),(0,1,0,0),(-1,1,0,1),(-1,0,1, 2))

e, pela proposi¢do anterior, também um subespago complementar de F,
F*=((1,0,0 0), (0, 1,0 0))
ouseja, R* = F @ F,*.

Como os vectores de F1* sdo da forma,
x,yv,zw)=«a(1,0,0,0)+ (0, 1,0, 0)

podemos identificar, F1*= { (X, y, Z, W) € R*: z=w=0 }

Outro exemplo:
De modo analogo, mostre que juntando os dois vectores, (71, 0, 0, 0)

e (0, 0, 1, 0) é possivel obter outro subespaco complementar de F,

F2*

((1,0,0, 0), (0,0, 1, 0))
{(x,v,zweR*: y=w=0}
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