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Capitulo 4 — Espacos Vectoriais sobre um Corpo

* Definigcées

e Uma estrutura algébrica é um conjunto, no qual estdo definidas uma ou mais
operagdées internas que satisfazem um conjunto de propriedades.

Essas propriedades caracterizam a estrutura algébrica particular.

e Consideremos a estrutura algébrica [K, onde estzo definidas duas operagdes
internas: a adi¢ao e a multiplicagao.

Isto ¢, se @, f OK
entto +B 0K e a. S OK.

e Seaoperagdo adi¢ao (+) em K verificar as propriedades (P1) a (P4)

(P1) comutatividade: a+p=p+a , Ya,BOK
(P2) associatividade: (a+B)+y =a+(B+y) .
Va,B.,yOK
(P3) existéncia de elemento neutro. 1 Ox UK , Y a 0K
Ok + @ = «
(P4) existéncia de elemento simétrico. Y ¢ UK , d—a OK |,

a+(—a)=0k

entdo a estrutura algébrica ([K, +) € um grupo abeliano.
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e Seaoperagdo multiplicacao (.) em K verificar as propriedades (Ps) a (Pg)

(Ps) comutatividade: a.f=F.a , VYa,fOK

(Pe) associatividade: (a.B).y =a.(B.7y) .
Va,B .,y OK

(P7) existéncia de elemento neutro: d 10K, YalUOK
Tk . = «
(Pg) existéncia de elemento inverso: ¥ a 0K\ {Ok}, 3 ot 0K,

1
a.a =Tk

entao a estrutura algébrica ([K \ { O[K }, ) € um grupo abeliano.

e Seao conjunto K, munido das duas operagdes adicdo (+) e multiplicacéo (.),
verificar todas as propriedades (P1) a (Pg) e também,

(Pg) distributividade da adi¢ao em relagao a multiplicagéo:

. B+y)=a.Bra.y, Ya B ,yOK
entao dizemos que a estrutura algébrica ([K, +, ) € um corpo.

Ao elemento neutro da adi¢cao O[K chamamos zero de K,

ao elemento neutro da multiplicacao 1[K chamamos identidade de K,
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e Por exemplo, para a adicdo e multiplicagao usuais,

(R, +,.), (Q, +,.) e (C, +,.) s&o corpos.

e Seja [K um corpo e seja E um conjunto n&o vazio onde estao definidas duas
operacoées:

0o Uma operacgao interna @, chamada adi¢do em E,
que a todo o par U, V [ E faz corresponder U@ v J E
0o Uma operacdo externa @, chamada multiplicagcdo por um escalar em E,

que atodoo @& LK etodoo Ul E faz corresponder @ @ u U E

Dizemos que a estrutura algébrica (E, @, ®) é um espaco vectorial sobre o

corpo K se séo satisfeitas as seguintes propriedades,

para quaisquer U, V, W [1 E e quaisquer a,8 O K .

(A1) comutatividade de @:
uev=veau
(A2) associatividade de @:
uUdvew=ue(vew
(A3) existéncia de elemento neutro de @®:
HOEDE,LI@OE =u
(A4) existéncia de elemento simétrico em @:

A—uv0OE u+ (-u) =0

Algebra Linear (2010/2011) Rosalia Rodrigues



Capitulo 4 — Espagos Vectoriais sobre um Corpo 4

e também,
(M) distributividade de ® em relagao a + :
(a+B)ou=(a®u) ®(Bou)
(M>) distributividade de @ em relagao a ®:
a® UeV) = (a®@u)d (a® V)
(M3) associatividade mista:
a®(Bou)=(a.B)ou
(M,) existéncia de elemento neutro de ®:

Tk ®u = u

e Aos elementos de E chamam-se vectores e aos elementos de K chamam-se
escalares.

O elemento neutro para a adi¢éo de E toma o nome de vector nulo e

representa-se por OE.
Quando K = R diz-se que E éum espaco vectorial real

e quando K = C diz-se que E éum espaco vectorial complexo

e Habitualmente representamos:
os escalares: @ ,8 Y
0s vectores: u,v, w,..
a soma de vectores: @D

0 produto de um escalar por um vector. @

mas caso nao exista possibilidade de confusédo, podemos usar +e.
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= Alguns exemplos de espacos vectoriais reais (K=R)

e O exemplo mais 6bvio de um espaco vectorial real é

0 conjunto dos vectores livres no plano.

As operacOes soma de vectores e multiplicacao de
um escalar por um vector tém as representacdes
geomeétricas conhecidas:

2U

Identifique o vector nulo e o vector simétrico e verifique graficamente
algumas das propriedades...

Um vector livre é univocamente identificado

pelas coordenadas (X, y) da sua extremidade,
pelo que existe uma identificagdo entre o
conjunto dos vectores livres no plano e o

conjunto [RZ, munido das operacdes habituais.
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2 . n S .
e O conjunto [R”, munido das operac0Oes habituais, € um espaco vectorial real.

Para todo o par de elementos (X1, X2), (V1, ¥2) [ R? etodoo & OR

definimos,

(w1, 22) & (y1,y2) = (01 + y1. w2 + y2)
a @ (i, w9) = (g, aurg)

0 vector nulo & (0, 0) e o vector simétrico de qualquer (X1, X2) [ R?
é o elemento (—X7, —X2).

. . . n p .
e Generalizando, também o conjunto R paran 2 1 éum espaco vectorial
real, com as operacdes definidas para,

todo o par de elementos (X1, X2, ..., Xn), (V1, Y2, ..., ¥n) OR"

etodoo @ IR,
(;El‘_;tfg, . e _.;Lf-n,) > (3}1, Y2, ... ry?l)

— (;,[,T]_ + 'y]_._,;{:z + 1)"2'- L Ln + Uﬂ)

a X (li:l-y L2y -y J:-n.) — (Dﬁ?ﬁlv QL2 ..., {EI:??-)

O vector nulo é (0, O, ..., 0) e o vector simétrico de

qualquer (X1, X2, ..., Xn) OR" é o elemento (—=X7, =Xo, ..., =Xp).
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e O conjunto P [X] dos polinémios com coeficientes reais € um espaco
vectorial real.

Plx]

{ p(x) : p(x) é um polinémio com coeficientes reais }

= { p(x) =ax" +..+ax+ap,

paraalgum N LINp e aj LR.

As operacg0Oes sao: a habitual soma de polinémios e o produto de um
polinémio por um escalar.

Note que, mesmo que os polindmios tenham graus diferentes,
por exemplo p(x) degrauNe CI(X) de grau M, com N < M,

IJ(J?) = apt" + -+ ayx + ag
g() = b+ 4+ b+ by

onde @, Z0e anz0eV a;, bR,

podemos considerar,

(p+q) () = (0+bp) ) 4+ - 404y )" T4 -
+(a~n+b-n.)?i5n+' - +apr+bo
etodoo @ LJR,
ap(x) = aape” 4+ -+ + qare + aag

Naturalmente o vector nulo € o polinébmio nulo.
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e O conjunto men([R) das matrizes de tipo mxn com elementos reais é um

espaco vectorial real, com as operacdes adicao de matrizes e produto de um

escalar por uma matriz.

O vector nulo é a matriz nula e o vector simétrico de uma matriz A = [ @j ]
é amatriz —A = [-a; ].

e O conjunto das fungdes reais de variavel real € um espaco vectorial real

para a adigao de funcées e multiplicagao duma fungcao por um escalar onde,

paratodo X LJR ,
(f+9)(x) = f(x) + g(x)
(af)(x) = a f(x)

O vector nulo é a fungéo f(X) = O e o vector simétrico de uma fungao f(X)
é a funcéo —f(x).

= Algumas propriedades dos espacgos vectoriais

Seja E um espago vectorial sobre K.

Entdo, para quaisquer vectores X, Yy [1 E e quaisquer escalares CL’,,B OK:

° 0[KX=OE

Ou seja, o produto do elemento neutro do corpo por qualquer vector € 0
elemento neutro do espaco vectorial.
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Demonstragéo:

U CL’OE=OE

Sendo O[K o elemento neutro de K, entéo,
Ok = Ok + Ok

multiplicando por um X [0 E qualquer,
Okx = (0k+0k)x

O[KX"'O[KX

Ora o elemento 0u< X tem o seu simétrico —0u< X.
Somando —O[K X aequacdo anterior,

0|KX+(—0|KX) = 0|KX+0|KX+(—O[KX)

g Y

e pelos axiomas (A3) do elemento neutro e (A4) do
elemento simétrico do espaco vectorial.

OE = Ogx + OE
e portanto,
OE = O[K X

Ou seja, o0 produto de qualquer escalar pelo elemento neutro do espa¢o
vectorial é o elemento neutro do espaco vectorial.

Demonstragéo:

Sendo OE o elemento neutro de E, entdo,
Oe =0 + O
multiplicando porum @ U K qualquer,

a O = CL’(OE+OE)
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a O O((OE'FOE)

= a0 + a O

Somando a ambos os membros desta equacao o simétrico
de @ O, istoé, —a Of,

@ Og—a 0 = a0 +(a O0g —a 0g)

\ . 7
. 7 —

O =a 0 + O

OE =CL’OE

o | (@) x =—(a x)

Ou seja, 0 produto do simétrico de qualquer escalar por qualquer vector é 0
simétrico do produto do vector pelo escalar.

Demonstragé&o: Para provar que (—Q) X é o simétrico de X,

teremos de provar que,

(—a) x + (a x) = Og

e efectivamente,

(—a) x +(ax) =(—a)x+ ax

(—a +a) x
=0[KX

=0E
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De modo analogo, nao é dificil provar também as propriedades,

@ (—x) = —(a x)

(x—B)x=ax—-BX

a(xX-y)=ax—ay

* Subespacos Vectoriais

Seja E um espaco vectorial sobre K e seja F um subconjunto nio vazio de E.

Diz-se que F é um subespaco vectorial de E e representa-se por F < E, se for

um espaco vectorial para as operacgdes induzidas em F pelas operacoes de E.

Naturalmente o préprio E é um subespaco de E, bem como o conjunto {OE }

Séo os chamados subespacos triviais de E.

Propriedade: | Seja E um espaco vectorial sobre K e seja F C E.
Entdo F é um subespago vectorial de E se e s6 se,
i) F£Q

(i) Yx,yOF x+y[OF

i) Y aOK, VxOF axOF
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. 2 . .
e Por exemplo no espaco vectorial R, qualquer recta que passa na origem é
um subespaco.

Para qualquer M [1 N, podemos definir a recta de declive M que passa na
origem, como o conjunto,

F={(xyeR*: y=mx}

{(x, mx): xeR}

Assim, F C [R2 e pela propriedade anterior,

F é um subespaco vectorial de [RZ, ois.
pac p

(i) (0, 0) O F, porque (0, 0) = (0, m 0)
portanto F # Q)

(i) Para quaisquer (X1, M X1), (X2, m x2) O F,
temos,
(X1, mXxq) + (X2, mXx2) = (Xg+X2, MXs+mXp)
= (X1+ X2, m(Xq+Xx2)
OF

(iii) Para quaisquer @ LR e (x, mx) O F,

temos,

a(x, mx) = (& x, @ (mx))

(@ x, m (a x))

O F
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e Por exemplo, no espaco vectorial P[X] dos polinbmios com coeficientes reais,

0 conjunto Pn[X] dos polinémios de grau até Il € um subespaco .

Pilx] = {p(x) € P[x] : grau(p(x)) <n}

= {p(x)= ax"+..+ax+ap, aicR,ie{l, .., n}}

Pr[X] € um subespaco vectorial de P[X] porque Pp[x] € P[X]
e além disso,
(i) nao é vazio
(i) a soma de dois polinémios de grau até N
€ um polinémio de grau até N
(iii) o produto de um real por um polinémio de grau até N

€ um polinémio de grau até N

e Proposicgao: Sejam E um espaco vectorial sobre K

e F um subespacgo de E.

Entao:
(a) OeOF
() xOF > —xUOF
(co x, yUF > x-yUOF
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Demonstragdo: Se F é um subespaco entso,
(i) F % Q, ouseja, existe algum X 0 F
(i) YaOK VxOF = axOF
i) YVx,yOF > x+y[OF

(a) Ccomo K éum corpo, entdo Ox O K

portanto:

O[KX = OeF

(b) Como K éum corpo, entsio —Tx UK

portanto:

-Tx)x = —xUOF

(c) Por(b), se yUF entao —y [ F
portanto:

x+(-y)=x-yUF

e VerificAmos assim que o elemento neutro Ok do espaco vectorial pertence a
todo o subespaco.

Por isso, a condigdo necessaria e suficiente (pagina 11) paraque F C E
seja um subespaco vectorial, pode ser escrita na forma:

—— () OgUOF
(i) YaOK VxOF, axOF
(i) Yx,yOF, x+yUOF
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e Outra forma possivel de condi¢cao necessaria e suficiente para que F - E

seja um subespaco vectorial, consiste em combinar (ii) e (iii).

e Propriedade: | Seja E um espaco vectorial sobre K e seja F C E.

Entdo F é um subespago vectorial de E se e s6 se,

(1) OeUOF
2 VYVa UK, Vx yUOF,
ax+pyUdF

Ou seja,
(1) O elemento neutro O do espaco vectorial pertence a F.

(2) Qualquer combinacéo linear de dois vectores de F, pertence a F.

* Combinacao Linear de Vectores

e Seja E um espaco vectorial sobre K. Diz-se que um vector vV [ E
é uma combinagéo linear dos vectores U4, Uy, ..., Uy [ E

se existem escalares (X1, (2, ..., Xk L1 K tais que,

V=i U +az U+ ...+ U
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e Consideremos por exemplo o espaco vectorial [R3 sobre o corpo R.
Verifiquemos se o vector V = (2, —1, 3) é, ou néo,
combinacao linear dos trés vectores: V7 = (1, 0, 0)
v>=(1,0, 1)
vs=(1,2,1)
Ou seja, verifiquemos se existem, ou ndo, 1, &2, &3 1 R tais que,

V= @1 Vsit+tao Vvt a3z Vs

ou,

(2, -1, 3)

@7 (1,0,0) + a2(1,0, 1) + a3 (1,2 1)

(a1+az+asz, 2az, az+as)

Portanto, o problema consiste na resolucao do sistema,

2 = a1+ as+ aj
—1 — 2{1'3
3 = 9 + gy

e a combinacgdo linear existira se e sO se o sistema for possivel.

Resolvendo entdo o sistema,

11 1, 2 11 1, 2
0O 0 2 -1 Lo+~ Lz | 0O 1 11 3
01 1' 3 00 2'-1
11 1, 2

pe=21ra | 01 11 3

00 1'—1

verificamos que (A) = 3 e portanto o sistema é possivel de determinado.
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Calculando entéo a solucao unica,

11 1, 2 : s [1 0 0 -1
0 1 1+ 3| 22270 10 1 01 ]
00 1=t T oo 11
obtemos, a1 = 7_ 1

{Igzﬁ

{1‘3:—%

Portanto, a combinacao linear pretendida tem a forma,

7 1
v=—vy + étﬁg — U3

e No espago vectorial P[x] dos polinémios com coeficientes reais,
consideremos os vectores, V7 = 2 x> +x-3
Vo= X2 +2
g - 3 2
Verifiquemos seovector V =6 X" = x“ + 3 x— 11

€, ou ndo, combinacao linear de Ve Vo.

Vejamos entdo se existem 1, @2 L1 R tais que,

V=@ Vi+as Vo

6x°—x°+3x-11 = ;12X +x=3) +a,(x*+2)

= 2a1x3+a2x2+a1x—3a1 + 2 @
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e desta vez é mais simples, pois

basta igualar coeficientes de termos do mesmo grau,

( 2a1=6
CL’2=—1
< O(1=3
L -3a/+2a, = —-11

donde obtemos os valores dos coeficientes pretendidos,
a1 = 3
do = -1

e portanto,

v=3Vvi— Vv

e  Vejamos agora se o vector V = (=1, 3, =1) de R®
é combinacao linear dos trés vectores: V¢ = (1, 0, 1)
vo=(1,1,1)
vs=(0,-1, 0)

Ou seja, se existem 1, @2, &3 1 R tais que,
V= @1 Vit+tao Vv +a3z Vs
isto &,

(-1, 3, -1)

a1 (11 OI 1) T a2 (11 11 1) T a3 (01 _11 0)

(a1+az, az—as, ar+az)
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Ent&o, para que os coeficientes (X1, 2, 3 existam,

devera ser possivel o sistema,

7 + Xy — —1
V9 — (Y3 = 3
] + Yo =— —1

Construindo a matriz ampliada e resolvendo,

1 1 0, -1 11 0, -1
0 1 —11 3 |Lh=La—-Ly| 0 1 —11 3
11 0'-1 00 0" 0

Neste caso verificamos que I(A) = 2 < 3, ou seja, que o sistema é possivel e
indeterminado.

O facto do sistema ser possivel, assegura que existe combinag¢ao linear,

mas o facto de ser indeterminado mostra que a combinacao linear ndo é unica.

A solucéao do sistema,

a1 + a9 —1 1 —4 + s
Yo — (kg = 3 o =— 3 + (85

da-nos a forma a que devem obedecer todas as possiveis combinacoées lineares,

Assim, por exemplo arbitrando X3 = 0, teremos a1 =—4 e o =3,

e a combinago linear,
(-1,3 -1)=—-4(1,0, 1) +3(1,1, 1) +0 (0, -1, 0)
Ou,para @3 = 1, teremos @71 =—=5 e @2 =4 e a combinacao linear,
(-1,3,-1)=-5(1,0,1)+4(1,1,1)+1(0, -1, 0)
Ou...
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e Exercicio: No espaco vectorial R®, verifique se o vector V = (=2, 2, 5)

é combinagao linear dos vectores: Vy = (1, 1, 1)

vo=(1,1,0)

vs=(1,0, 1)
e Exercicio: No espaco vectorial Mm Xn([R), verifique se o vector 1 1
0 2

€ combinacao linear dos vectores:

ER AT

— o

|

* Independéncia e Dependéncia Linear

e Comecemos por notar que, em qualquer espaco vectorial E, o vector nulo Ot

é sempre combinagdo linear de quaisquer vectores Uy, U>, ..., Uy E.

Basta fazer,

O = O ug + O Uz + ... +0p Uk
ou seja, existe sempre uma combinacgao linear nula.

e Esta combinacéo linear nula chama-se combinacé&o linear nula trivial.

e Mas sera esta a unica combinacao linear nula?
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e Por exemplo no espaco vectorial R3 se: vy = (1, 1, 1)
Vo = (=2, =2, =2)
além da combinacéao nula trivial,
(0,0,0) = 0vs+0v;
temos também a nao trivial,
(0,0,0) = 2vi+ v
e Mas por exemplo para os vectores: V¢ = (1, 1, 1)
vs=(1,0,0)
procuremos (& e [ tais que,
(0,0,0) = avs+ B3
=(a+p,a,a)
Igualando, obtemos @ + 3 =0 e @ =0
donde concluimos, de forma tnica,que & =0 e B = 0.
Portanto, neste caso, a combinag&o nula trivial é a unica combina¢ao nula.
e Seja E um espaco vectorial sobre K.
Dizemos que os vectores U1, Uy, ..., Uk O E so:
(i) | linearmente independentes se
iU tarus+...tacu, =0 D> a=ar=...=a,=0

ou seja, a unica combinacgao linear nula é a trivial.

Algebra Linear (2010/2011)
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(i) | linearmente dependentes se

existem L1, B2, ..., Bk néo todos nulos tais que,

,81 u4 +,82 u, + ... +,8k uc =0

ou seja,

existem combinacées lineares nulas, além da trivial.

e Por exemplo,

no espaco dos vectores livres do plano, u=(1,2)
consideremos os vectores, U = (1, 2) v=(2, 1)
v=(2 1)

Procuremos escalares @ e 8 taisque a U+ v =20,
ouseja, & (1,2)+pB(2, 1) =(0,0)
(@+2p,2a+p) =(0,0)

o que conduz & resoluc&o do sistema, a+2p=0

2a+ =0

que tem a solucdo tnica @ =8 = 0.

Os vectores U e V séo portanto linearmente independentes.
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Por outro lado para os vectores, U = (1, 2) w= (2, 4)

w = (2, 4)
u=(1,2

existe obviamente a combinacao linear nula nao trivial,
2u-w=0
ou 2(1,2)-(2,4) =(0,0)

Os vectores U e W séao portanto linearmente dependentes.

Em termos geomeétricos, esta dependéncia linear é evidente pois 0s dois
vectores sdo colineares.

Note que o0 mesmo acontece, por exemplo,

para U e o seu vector simétrico,

—u=(-1.-2) u=(1,2

u=(1,-2)
porque U+ (—u) =0

ou (1,2 +(-1,-2)=(0, 0)

e Por exemplo no espaco vectorial R3, os vectores: Vq = (1, 1, 1)
v2=(1,0 1)
vs= (0,0, 1)

sao linearmente independentes.
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Efectivamente, para @, ,8 Y R tais que,

avi+tBve+yvs=0

a((1,1,1)+p (1,0 1)+y (0, 0, 1) =(0, 0, 0)

obtemos de forma Unica, a+ =0 a =0
a=0 B=0
p+vy=0 =0

e Por outro lado, os vectores: vi=(1,1,1)
vo=(1,0,1)
v3=(2,1,2)

sao linearmente dependentes.

Porque, sendo @, B,y UR tais que,
CL’V1+,8V2+)/V3=0

a(1,1,1)+p(1,0,1)+v (2 1,2) =(0,0,0)

donde resulta o sistema, a+pB+2y=0
a+vy=0
a+p+2y=0

onde logo notamos duas linhas iguais ...
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ou entéo, pela matriz ampliada,

1 1 2,0 1 1 2,0

1 0 110 | Lhi=Lo—L1| 0O =1 =110

11 2'0 0O 0 0'0
obtemos, {a+,8+2y=0 {a:—y
a+y=0 ==y

Assim, para qualquer Y [J R temos,

(_7/) (1’ 11 1) + (_7/) (1’ 0’ 1) + Y (2’ 1’ 2) = (0’ 0’ O)

por exemplo para Y = 1,

-1) (1,1, 1)+ 1) (1,0 1)+ 12, 1,2) =(0, 0, 0)

ou seja, uma combinacao linear nula com escalares nao nulos.

. 3 .
Exercicio: No espagco vectorial R”, verifique se os trés vectores (1, 1, 1),

(1, 1, 0) e (1, 0, 1) séo linearmente independentes ou
dependentes.

Exercicio: No espaco vectorial P3[X], verifique se os quatro vectores T+ X,
X+x2 x> e 1+2x+x> siolinearmente independentes ou
dependentes.

Exercicio: No espaco vectorial das funcdes reais de variavel real, verifique se
. _ _ 2 - 2
os trés vectores f(X) = 1, g(x) = cos” x e h(x) = sen” x
sao linearmente independentes ou dependentes.
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e As noc¢Oes de independéncia e dependéncia lineares dizem respeito a um
conjunto de vectores de um espaco E.

E se o conjunto tiver apenas um elemento ?

e Como vimos, para qualquer escalar @ temos sempre @ Ot = O,

ou seja, existem combinacgdes lineares nulas nao triviais.

Podemos entado dizer que o vector nulo é linearmente dependente.

e Por outro lado, para qualquer vector V [] E tal que V # Oe,

a combinacao linear @ V = Ok, s6 pode ocorrer se O = OK .

Podemos entao dizer que,

todo o vector nao nulo é linearmente independente.

e Portanto,

O conjunto unitario { V } é linearmente independente se e s6 se V # O.

ou,

O conjunto unitario { V } é linearmente dependente se e s6 se V = OE.

e Para conjuntos nao unitarios de vectores, temos a seguinte ...

e Proposicado: | Seja E um espaco vectorial sobre K.

Os vectores V1, Vo, ..., Vil E,comk > 1,

sao linearmente dependentes se e so se

pelo menos um deles é combinagao linear dos restantes.
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Demonstragéo:

(=)
Sejam V4, Vo, ..., Vi U E linearmente dependentes.

Ent&o existem 31, 82, ..., Bk nao todos nulos tais que,

B1Vi+Bavot+ ...+ vk =0

Sem perda de generalidade, seja ,81 £ O[K . Entéo,

B1Vi=—=L2 Vo—... =Bk Vk

e como existe o inverso em K,

Vi==(B1)" Bavo—...—(B1)" Br

e portanto V1 é combinacao linear dos restantes.

(<)

Suponhamos que um deles € combinacao linear dos restantes.

Sem perda de generalidade, seja ele V1.

Entdo existem @2, ..., &k U K tais que,

Vi= Qo Vot ...+ Vg

0 que nos permite escrever,

1[K Vi — 2 Vo— ... — g Vg =OE

0 que mostra que o0s vectores séo linearmente dependentes

pois, pelo menos Tk # Ok .
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e No exemplo do espaco dos vectores livres do plano,

para os dois vectores linearmente dependentes,

u=(1,2)

=(2,4)
w=(2 4) !

u=(1,2)

é obvioque W =2 U.

e Proposigcdo:| Seja E um espaco vectorial sobre K.

Sejam Vy, Vo, ..., ViU E linearmente independentes
eseja W E tal que,

V1, Vo, ..., Vk, W sao linearmente dependentes

Entdo W é combinacao linear de V1, Vo, ..., Vi

Demonstragcdo: Se V1, Vo, ..., Vi, W sao linearmente dependentes,
entdo existem 7, Q2. ..., Ak, Ak+1 UK
nao todos nulos, tais que,
Q1 Vi+tao ot ... +ap Vi + ks W =0g
_,_{

Por absurdo, suponhamos que (k+1 = Ok

€ nesse caso,

a1 Vi+tasvo+ ... +ak vk =0k
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Mas como V1, Vo, ..., Vi séo linearmente independentes,

entéo,
1 = A2 =... = =0ﬂ(
Assim, teriamos a situacéao de,
X1 = 2 =...= ik = Ak+1 =0[|<
0 que iria contrariar a hipotese de V1, Vo, ..., Vi, W

serem dependentes.

Portanto tera de ser y+1 # O[K.

o . -1
Mas sendo n&o nulo, (k+1 tem elemento inverso ((Wk+1)

e podemos escrever,

-1 -1
w =-— (ak+1) @1 V1— (ak+1) o Vo — ...

1
— (k+1) @k Vi

ou seja, W como combinacao linear de V1, Vo, ..., Vi

Exercicio: Verifique que as duas matrizes,

mas, com C =A - B, L -1

verifiqgue que as trés matrizes sédo linearmente dependentes.
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e Proposigcao:| Seja E um espaco vectorial sobre K.
Se Vy, Vo, ..., Vi [ E sio0 linearmente dependentes
entéo, para qualquer sobreconjunto,

V1, Vo, ..., Vik, Vike1, Vik+2, ..., Vkip

sdo também séo linearmente dependentes .

Demonstragdo: Se V1, Vo, ..., Vi, sao linearmente dependentes,

entdo existem 71, @2, ..., @k UK
nao todos nulos, tais que,
a1 Vi+tasvo+ ... +ak vk =0k
Mas nesse caso, também podemos construir a combinacgéo,
1 Vi +ao Vot ...+ @k Vi
+ Ok Vi+r +... + Ok Vk+p = Ok

onde nem todos os escalares sao nulos.

e No espaco dos vectores livres do plano,
com os vectores, U = (1, 2)
v=(2 1)

e wW=u+v=(3 3

O conjunto de vectores { U, V } é linearmente independente,
mas { U, V, W} élinearmente dependente
e {u, v, w, X} élinearmente dependente

para qualquer vector X do espaco.
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Das proposic¢des anteriores podemos também concluir que:

e Qualquer subconjunto de um conjunto de vectores linearmente
independentes é ainda linearmente independente.

e Qualquer conjunto de vectores que inclua o vector nulo é linearmente
dependente.

e Qualquer conjunto de vectores que inclua dois vectores iguais é
linearmente dependente.

* Subespaco Gerado por Vectores

Seja E um espaco vectorial sobre K e sejam V4, Vo, ..., V[ E.

O conjunto de todos 0s vectores que sao combinacoées lineares destes,
G = {).1V1 +As Vot AL Vi A1, ).2, ceny Ak D[K}
é um subespaco vectorial de E,

chamado subespaco gerado pelo conjunto de vectores V1, Vo, ..., Vg

G é efectivamente um subespaco vectorial de E, porque:

(i) Oce G

pois O =0k vy +... + 0Ok Vi

iMVx,ydG = x+yldG
pois, se X, y L1 G
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entdo, A1,A2,..., A OK : X=Aqvyi+ Ao Vot o+ Ax v

B Y1, Y2, ... ’)/kD[K Y=Yty Vot LY Vg

e a soma,
X+y =().1V1+).2 Vo + ...+ Ak Vk)
+ (yivity2 Vot oy Vi)

= ().1 + ’)/1) vy t+ (Az"‘ ’)/2) Vo + ... + (Ak+ ’yk) Vi

onde os (Aj+ ;) s&otambém elementos de K.

(i) YVaOK, VxO0G = axOG

O que é também simples verificar ...

e Representamos por (V1, Vo, ..., Vk) 0 subespaco gerado

pelos vectores geradores V1, Vo, ..., Vi

« Por exemplo no espaco vectorial R®, determinemos { (1, 1, 1), (1, 0, 1) )

o subespaco gerado pelos vectores: V¢ = (1, 1, 1)

vo=(1,0,1)

Para que umvector (X, Yy, z) € ( (1,1, 1), (1,0, 1))

tera de ser uma combinacéo linearde (1, 1, 1) e (1, 0, 1)
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ou seja, terdo de existir &/, ,8 UK tais que,

x,y,z) =a(1,1,1)+p(1,0 1)

portanto, se e so se for possivel 0 sistema,

a+p=x
a=y
at+p=z
gue resolvendo,
1 1;: - s |1 1; &£
1 01y LE = —la—1Ls 0 —1li1y—uw
5= —L3 — L '
1 1"z 0 0! 2z—u

verificamos que sera possivel se e sO se X = Z.

Portanto o subespaco existe e € formado pelos vectores cuja primeira e terceira
componentes sao iguais, isto é,

((1,1,1),(1,0,1)) ={(x,y, 2 € R*>: x=2}

e Por exemplo no espago vectorial R?, determinemos { (0, 1), (0, 2) )

o subespago gerado pelos vectores : V¢ = (0, 1)

ve = (0, 2)

Para um vector qualquer (X, y) procuremos &, ,8 UK tais que,

(x,y)= a(0,1)+B(0, 2)
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ouseja, @, B LK tais que, { 0=x
a+2p=y

1
0

e portanto € possivelse e sO se X = 0.

sistema que tem por matriz ampliada,

(ol ]

[ =]
[} S
| I |

Portanto o subespaco existe e € formado por todos 0s vectores cuja primeira
componente € nula, isto €,

((0,1),(0,2)) ={(x,y)e R*: x=0)}

e No espaco dos vectores livres do plano (ou em [RZ)

determinemos { (1, 2), (2, 1) ) u=(1,2)

o subespaco gerado pelos vectores: U = (1, 2) v=(21)

v=(2 1)

Para que umvector (X, y) € { (1,2), (2, 1) )

terdo de existir @, B 1K tais que,

xy) =a(l,2)+p(2 1)
(@+2B 2a+p)

0 que conduz a resolucéo do sistema, { a+2B=x

2a+p=y
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gue é possivel e determinado, sendo a solu¢ao unica dada por,

a=(2y—-x)/3
{ﬁ=(2x—y)/3

Assim, para qualquer vector (X, y) € [R2 € possivel determinar,

de forma dnica, a respectiva combinagéo linearde (1, 2) e (2, 1).

Por exemplo para o vector (X, y) = (5, 6)

(5, 6) =

obtemos a combinagéo,

gue naturalmente,

E recordando o vector (X, y¥) = (3, 3)

obtemos a combinagéo, (3, 3)

(12-5)/3 (1, 2) + (10-6)/3 (2, 1)
7/3(1,2) +4/3 (2, 1)

(7/3, 14/3) + (8/3, 4/3)
(15/3, 18/3) = (5, 6)

(6-23)/3(1,2) +(6-3)/3(2 1)
(1,2) + (2, 1)

Assim, todo o vector (X, ¥) € [R2 pode ser escrito, de forma unica,

como combinagao linearde (1, 2) e (2, 1).

Portanto o subespaco {(1, 2), (2, 1) ) é todo o espago vectorial R?.
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* Conjuntos de Geradores

e Seja E um espaco vectorial sobre K e sejam V4, Vo, ..., VU E.
Se todo o vector de E se escreve como combinacéo linear de V1, Vo, ..., Vi,
dizemos que os vectores V1, Vo, ..., Vi sdo geradores de E,
ouque V7, Vo, ..., Vx geram E,

ouque V1, Vo, ..., Vk formam um sistema de geradores de E,

€ escrevemaos,

E =(vy, Vo, ..., Vi)

e Por exemplo no espaco vectorial R?, consideremos os vectores U = (1, 1)
v={(0, 1)
Para um vector qualquer (@, b) € R? procuremos os escalares @, 8 0 K

tais que,

(@ b) = a(1,1)+5(0, 1)
(@, @) + (0, )

(@, a +p)

0 que conduz a resolucéo do sistema, a=a
a+B=Db

com matriz ampliada,

1 0
I 1

a | 7 L‘z 1 0, a
b 2T 2 1!:5—(::.
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Sendo portanto um sistema possivel e determinado, para todo o (&, b),
isso significa que todo o vector (a, b) € [R2 pode ser escrito como

combinacéo linear dos vectores (1, 1) e (0, 1).

Paraum dado (@, b), a respectiva combinagao linear é dada por,

(a,b) = a(1,1)+((b-a) (0, 1)
Porexemplo, (13, 15) = 13 (1, 1) +2(0, 1)

Portanto, os vectores (1, 1) e (0, 1) sdo geradores de R*

e ((1,1), (0, 1)) =R?

e Um espaco vectorial ndo nulo tem uma infinidade de sistemas de geradores.

Por exemplo, mostre que também,
R® =((1,0),(0, 1))
=((1,2),(2 3), (3 4))
=((0,0), (2 3), (3 4),(0,1))

e Um espaco vectorial E diz-se finitamente gerado se existe

um ndmero finito de vectores U4, U, ..., Ux ] E que geram E,
ou seja, tais que,

E =(u4, Uy, ..., Uy

, 2 ..
e Por exemplo, o espaco vectorial R” é finitamente gerado.
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e E como qualquer subespaco vectorial é também um espaco vectorial, a no¢ao
de finitamente gerado também se aplica a subespagos vectoriais.

4
e Consideremos por exemplo o conjunto Fc R definido por,

F = {(x,y,z,w)e[R4: x+y+z+w=0}

Em primeiro verifiquemos que F < [R4, ou seja, que [ é subespaco vectorial:
i) (0,0,00) eF
(i) a soma de dois vectores de F pertence a F

(iii) o produto de um escalar por um vector de F pertence a F

Procuremos agora um conjunto finito de geradores de F.

A patrtir da relacédo existente entre as componentes de
qualquer vector (X, ¥, Z, W) € F, podemos explicitar, X =—y —Z — W
e verificar que todo o vector de F tem a forma,

—y—z—-w,y, z, w)

0 que nos sugere que pode ser escrito como a soma de frés, por exemplo,
~y-z-w,y,zw)= (-5, 500
+ (-2 0, z, 0)
+(-w, 0, 0, w)

ou seja, como a combinacéo linear,
~y—-z-w,y,z,w)=y(-1,1,00)
+z(-1,0,1,0)

+w(-1,0 0 1)
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. . 4
Portanto, encontramos trés vectores de R™ que geram o subespaco F,
ou seja,

F= < (_1; 1; 0; 0); (_1; 0; 1; 0)1 (_1’ 0’ 0’ 1))

: , ; . 4
e assim mostramos que F é um subespaco finitamente gerado de R™.

E simples verificar que o conjunto das quatro matrizes,

1 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 1
gera todas as matrizes quadradas de ordem 2,

pelo que o espaco vectorial ngg([R) é finitamente gerado.

% Base e Dimensao

Seja Eum espaco vectorial finitamente gerado. Dizemos que

um subconjunto B ={ e, €y, ..., €, } C E éuma base de E se,
(i) P é um conjunto de vectores linearmente independentes
(i) B é um conjunto de vectores geradores de E,

istoé, E=(e4, €5 ..., €)

Quando o conjunto { €4, €, ..., €5 } dos elementos de uma base 3 tem

uma ordem especifica, dizemos que B é uma base ordenada e
representamos por,

B=(eqe€.. €)
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e Por convencéo, o espaco trivial { Og } tem como Gnica base o conjunto
vazio (). Note que, neste espaco nédo existem vectores linearmente
independentes, mas é finitamente gerado pois{ Ot } = Ot ).

: 3 ; :
e No espaco vectorial R , mostremos que e uma base 0 conjunto,

B={(1,1,1),(1,0,1), (1,2, 0)}

.. - . 3
(i) Comecemos por verificar se o conjunto de vectores gera R”.

Para que tal aconteca é necessario que, para qualquer vector

(x, v, 2) € R*® existam os escalares «, B,y UK

tais que,
X v,z =a(1,1,1)+B(1,0,1)+y (1,2 0)
= (@, aa)+ (B 0,p)+(y, 27, 0)
=(@+pry,a+2y,atp)
o0 que conduz & resolugdo do sistema, a+p+y=x
a+2y=y
a+p=2z
cuja matriz ampliada,
111, —— 1 1 1,
v 9 = Lo — L1 _ o
1 0 %ly LE:ZL3—L1 0 1 11ry—u
1 1 U!:‘ 0 0 —1!::—;{:
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Sendo portanto um sistema possivel e determinado, isso significa que
3 .
qualquer vector (X, ¥, Z) € R™ pode ser escrito como

combinacéo linear dos vectores (1, 1, 1), (1, 0, 1) e (1, 2, 0).
. , 3
E assim provamos que estes vectores geram o espago R~

Mostremos agora que os vectores (1, 1, 1), (1, 0, 1) e (1, 2, 0)

sao linearmente independentes.

Para isso, € necessario provar que sao nulos 0s Unicos escalares

a,f ¥y UR que formam a combinacéo linear nula,

a((1,1,1)+p(1,0 1)+vy(1,2,0) =(0, 0, 0)

Mas esta igualdade conduz a resolugédo do sistema, a+p+y= 0
a+2y=0
a+p=0

que é o sistema homogéneo associado ao anterior.
Entdo este sistema também é possivel e determinado,
tendo apenas a solucéo trivial, @ = =7y =0

e portanto os trés vectores sao linearmente independentes.

- 3 . 3
Como séo linearmente independentes e geram o espaco vectorial R”,

podemos concluir que o conjunto,

B={(1,1,1),(1,0,1), (1,2, 0)}

, 3
é uma base de R".
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