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®» Exercicios sobre as propriedades do determinante

sejam A, B [ M3X3([R), tais que |A| =—2 e |B| =,

Determine:

|3A|=2

Como A é uma matriz guadrada de ordem 3, pela propriedade do determinante
do produto de uma matriz por um escalar,

|3A|=3"|A| =3 |A| =27 (-2) =-54

-1 AT
|AB AT | =2
Pela propriedade do determinante do produto de matrizes,
-1 AT — -1 T
|AB A |=I|A[IB"||A]
e pelas propriedades do determinante da inversa e da transposta,

Al BT |AT| = A 1B |A| = (<2) (4) (~2) = 16

|-B|=7

Como B é uma matriz quadrada de ordem 3, pela propriedade do determinante
do produto de uma matriz por um escalar,

|-Bl=(1)"1Bl=-"%

|B"AB|=7?

Pela propriedade do determinante do produto de matrizes,
|BTA*B|=| B[ A" |B]

e pelas propriedades do determinante da inversa e da poténcia,

| B| |1A% |B| = (4) (-2)* (1) = 16
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e |-% (B =7
-% (B =1-% (8"
= (=1%)° |(B) 7
= (-1/8) |BT|'1
= (-1/8) |B|'1
= (-1/8)(4) = - %
e Sabendoque, |2a; as+az —as

200 co+ec3 —cz| =10
2b1 ba+ b3z  —D3

calcule, |ay ao asg
bl bz bﬁ
1 Co Cy

Comecgamos por notar que a segunda coluna da matriz dada pode ser
decomposta na soma de duas colunas, portanto pela propriedade 9,

2(1‘.1 o + ag —daz| __ 2(},1 o —as + 2(11 5{13 —{13§
2¢1 o+ 3 . —C3 200 o —cy 201 iez —eg
le bg -+ b;j —b;; le E}Q —b;j 2151 bj —bj

onde a segunda matriz tem duas colunas proporcionais e portanto o seu
determinante é nulo,
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a1 a9 —dy
— 2 1 Co —C3 —|—U‘
bl bg —E};_J,

onde, multiplicando a terceira coluna pelo escalar -1,

ai a9 ]
= —2lc; o oy
b]_ bg 1'53

e trocando a segunda com a terceira linha e o respectivo sinal do determinante,

1 o adg
= 2 bl bg b;j

C1 C2 C3

)

Assim, o determinante dado é o dobro do determinante pedido,

e portanto,
a;p das as
by by bz| =5
1 Co C3
e Sabendo que, (11 (a9 a3
bl bg E};j =2
1 Co Cy
calcule, aq 2:51 401 + aq

as 2by  4dco + as
az 2bz  4deg +ag
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* Condicées de Invertibilidade

e O teorema seguinte relaciona os conceitos fundamentais que temos vindo a
estudar: matriz, sistema de equacoes lineares, matriz inversa e determinante.

e Este teorema permite-nos relacionar as questées mais importantes associadas
a esses conceitos: A matriz tem inversa? O sistema tem solugao unica?

e Teorema: Seja A uma matriz guadrada de ordem /.

As cinco condigbes seguintes sdo equivalentes:

a) A éinvertivel.
b) O sistema AX= 0n><1 tem apenas a solugao trivial.

c) A caracteristica '{A) = N e a matriz A pode ser reduzida &
matriz I, por operacdes elementares sobre linhas.

d) Osistema A X = B é possivel e determinado, para
qualquer matriz B do tipo nx 1.

e) Existe uma matriz quadrada C de ordem Ntalque A C = [,,.

Para demonstrar a equivaléncia das cinco questoes,

basta mostrar que:

a) > b) > c) > d = e) = a)

Provemos que a) = b)

ou seja, se A é invertivel

entdo o sistema homogéneo s6 tem a solucéo trivial
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Provemos que

ou seja,

se A ¢ invertivel, entdo existe A_1.

Tomemos uma solucao qualquer X1 [] Mnx1([K),
do sistema homogéneo AX= 0n><1-

Se X1 é solucao, entédo A X1 = 0nx1

- . -1
Multiplicando a esquerda por A ,

AT(AX;)= A7 Op
(ATA) X1 = A7 Ops
IhX; = A7 Opg

Ih X1 = Onxy

X1 = Oy

Portanto, a solucao X 1 arbitraria é a solugao trivial.

b) = «¢)
se o0 sistema homogéneo s6 tem a solucéo trivial

entdo I(A) = n e amatriz A pode ser reduzida & matriz /,
por operacoes elementares sobre linhas.

Seosistema A X = 0nx1 s6 tem a solucéo trivial,

entdo é possivel e determinado.
Portanto I’( [ A | 0 ]) = I’(A) = 1N e, pelo algoritmo de

Gauss-Jordan, a matriz A pode ser reduzida & matriz I,

por operacoes elementares sobre linhas.

As demonstragbes das restantes implicagbes séo igualmente simples ...
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O teorema seguinte relaciona a questao da invertibilidade com o valor do

determinante.

Teorema: Uma matriz quadrada A ¢ invertivel se e s6 se |A| + 0.

Demonstragéo: (=>)

Exercicio:

Na matriz, A= 1 1 10

‘s ’ ~ . -1
se A éinvertivel, entdo existe A

tal que, A A_1 = In

aplicando determinantes, |A A_1| = |In|

e aplicando regras, |A| |A1| = |/n| =1
Se, por absurdo, acontecesse que |A| =0

entdo terfamos 0 = 1

(<)

Neste caso, esta demonstragdo € bem mais complicada ...

a -2 —a 1

0 —a? =2 0

determine os valores de (¥ para os quais a matriz é invertivel.
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Calculemos o determinante de A,

desenvolvendo ao longo da quarta coluna,

0 o} 1 0
a -2 —a 1 244 0 o 1
o= 1(=1)7 —1 11
~1 1 10 0 S
0 —a? =2 0 - T
e desenvolvendo ao longo da primeira coluna,
o B 1\ 2+1 Y 1
= (D= G
= (—20:+a-2)
= a(a—2)

Entéo, pelo teorema anterior, a matriz é invertivel se e sé se, @« L1 R \ {0, 2}

36 1
e Exercicio. Namatriz, A4 = 0 .-53 —1 1

0 1 g4+5

determine os valores de ,8 para os quais

0 sistema homogéneo AX= 03x1.

admite apenas a solucao trivial.
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* A Matriz Adjunta no calculo da Matriz Inversa

e Paraumamatriz A [ Mnxn([K) chama-se matriz dos complementos

algébricos de A, ou matriz complementar de A a matriz cujos elementos A,j

sdo os complementos algébricos dos elementos a,-,- de A.

A=[A;]

e Paraumamatriz A [ Mn Xn([K) chama-se matriz adjunta de A, e

representa-se por adj A , a transposta da matriz dos complementos

algébricos de A.
T
ajdA = (4)
1 1 3
e Por exemplo para a matriz, A= 0 2 2
4 0 5
temos a matriz dos complementos algébricos,
A= Aoy Aoo  Asog = -5 =7 4
Ag Az Agg 4 -2 2
e a matriz adjunta, - -
10 -5 —4
adj A = (A)T = 8 —7 =2
8 4 2]
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-4 -3 -3
e Paraamatriz, 4 = 1 0 1
4 4 3

verifique que adj A = A .

e Teorema: Paraumamatriz A [] Mnxn([K),

Al 0 - 0

A (adjA) = U 4 | =

Al I,

Além disso, se A for invertivel ento,

- 1

1 1 3
e Por exemplo para a matriz, A= 0 2 2 ( pagina 38)
4 0 5
como|A| = —6 temos,
5 _ _5 5 2
R N B P8
-8 4 2 5 T3 T3
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* Sistemas de Cramer

e Sejam Al Mnxn([K) e B[ Mnx1([K).

Dizemos que o sistema de equacdes lineares A X = B ¢

um sistema de Cramer se a matriz A é invertivel.

e Note-se que, em AX=8B
se A7 existe, podemos multiplicar & esquerda, A’ (AX) = A'B
e obter X=A"B

Ou seja, um sistema de Cramer € sempre possivel e determinado e a sua

, . ~ . - a-1
Unica solugéo pode ser simplesmente calculada pelo produto X=A"B.

e Teorema:. Sejam Al Mnxn([K) e B[ Mnx1([K) matrizes tais que,
o sistema de equacées A X = B é um sistema de Cramer.
Paracada [ 1 {7, 2, ..., N}, seja Aj a matriz que se obtém de A

substituindo a coluna j pela matriz coluna B.

Entdo, a solugdo tnica do sistema A X = B
€ o n-uplo (Ckl, @, ..., CKn) onde,
Y

oy paratodoo f [1{7, 2, ..., n}.
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e Por exemplo o sistema A X = B onde,

1 -1 -3 2
A=11 0 1 B=|1
1 1 3 0
Comegamos por calcular o determinante e verificamos que | A | = —2.

Como o determinante é nao nulo, a matriz A é invertivel e o sistema

é um sistema de Cramer.

Ent&o, pelo teorema anterior, a solucao tnica é o terno (X, Y, Z)

calculado por,

2 —1 -3 1 2 -3
1 0 1 1 1 1
0 1 3 B 1 0 3 __q
1 -1 2
1 0 1
1 1 0 _0
. = _2 —

portanto a solugéo é (1, —1, 0) .

e Mostre que o sistema A X = B é um sistema de Cramer e calcule a solucéo

pela Regra de Cramer, com,

1 2 3 2
A=10 2 1 B =1
1 —1 1 3
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e A tabela seguinte compara os tempos necessarios a resolucao

de um sistema de equacdes lineares de dimenséao NXxn,

num supercomputador Cray J90,

utilizando o Método de Eliminacao de Gauss ou a Regra de Cramer,

Eliminacao de Gauss

Regra de Cramer

6 x 10 *? seg

6 x 10 *? seg

1.7 x 10 ** seg

2.4x 10 ' seg

3.6 x 10 *seg

1.2 x 10 *° seg

6.5 x 10 *'seg

7.2 x 10 *°seg

||~ |IW|N|IS

1.06 x 10 **seg

5.04 x 10 * seg

10

4.3 x 10 *°seg

3.99168 x 10 " seg

20

3.06 x 10 ® seg

1.622 anos

100

3.433 x 10 " seg

2.9889 x 10 *® séculos

1000

3.3433 x 10 “ seg
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