algebra linear — 2010/11 folha de exercicios
bases e dimensoes pagina 1/4

departamento de matematica a universidade de aveiro

1. Averigte se o conjunto dado é uma base do espaco vectorial real indicado:

(a) {(3,9),(—4,-12)} de R*

(b) {(4,1),(=7,—8)} de R*;

(c) {(1,1,3),(3,-8,-2),(—2,8,4)} de R?;

(d) {(1,2,3),(3,-3,-2),(=2,1,2)} de R?;

() {(1,0,0,0),(0,0,2,0),(1,0,2,1),(0,0,1,2)} de R*:
() {1+ z+ 2% 2+ 2% 2°} de Pyfa];

(g) {1 =3z +22%1+x+42%1— Tx} de Pyfx];

(h) {3,z + 1,22, 2% — 2} de Ps[z];

(i) {2,z, 2% + 2% x + 2? + 2%} de P[]
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2. Considere, no espago vectorial real R?  os vectores a = (1,2,1), b = (1,2,2) e

c=(3,6,4), e seja S = {a,b,c}.

(a) Averigtie se S ¢ uma base de R3.
(b) Determine o subespaco gerado pelos vectores a e b.

(c) Dé um exemplo de um vector u de modo que {a, b, u} seja uma base de R3.

3. Para cada um dos seguintes subespagos vectoriais do espago vectorial real indicado,
determine uma base B e a sua dimensao:

(a) S={(z,y,2) € R3:y =212 =2z}, em R

(b) S={(z,y,2) eR?: 2 —y =0}, em R?

(c) S={(a,b,c) e R?:c=a+ b}, em R

(d) S={(z,y,2) € R®: 3z + 2y + 52 = 0}, em R?;

(e) S={(z,y,z,w) eR*: y + 2 +w = 0}, em R,

(f) S={(a,b,c,d) e R*:a—2b=0,c=3d}, em R%;

(g) S={(a,b,c,d) eR*:a+b—2c+d=0}, em R

(h) S = {(z1, 22,73, 74,75) € R® : 11 + 29 = 0,23 = 14}, em RO,
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4. Determine uma base B para o subespaco vectorial de R* gerado pelos vectores:

(a) (1, -3), (2,0,2,-2) e (2,1, 3,2);
(b) (— 1,1,2 0), (3,3,6,0) e (9,0,0,0);
(c) (1,-1,0,0), (=2,2,2,1), (=1,1,2,1) e (0,0,4,2).

5. Seja A = {(z,y,2) € R®: 2 — 3y + 82 = 0} um subconjunto do espaco vectorial
real R3.

(a) Mostre que A é um subespago vectorial de R3.

(b) Determine, justificando, uma base para A e indique a sua dimensao.

6. Seja S o subespaco vectorial do espaco vectorial real R3 gerado pelos vectores
v = (0,0, 1), Vg = (2,4, O) € U3 = (1, 2, 1)

(a) Determine a dimensao de S.

(b) Averigte se u = (—4, —8,0) pertence a S.
7. No espaco vectorial real R3, considere os seguintes vectores:
v = (a,6,—1), vy=(1,a,—1) e w3=1(2,a,-3).
Determine os valores de a para os quais B = {vy, vs,v3} é uma base de R3.

8. Determine uma base ordenada e a dimensao de cada conjunto solugao dos seguintes
sistemas de equacoes lineares homogéneos:

r+y—2=0 -
(0) { —20—y+2:=0 (b){?if”iiff):g
—x+2=0 Y a
2r+y+32=0 rT—3y+z=0
(c) ¢ x+52=0 (d) ¢ 22 —6y+22=0
y+2=0 3z —9y+32=0

9. Seja X = {(1,0,5),(1,1,1),(0,3,1),(—3,0,—2)} um subconjunto do espago vec-
torial real R3.

(a) Mostre que (X) = R3.
(b) Determine uma base de R? constituida por vectores de X.

(¢) Escreva o vector u = (—2,3,4) como combinagao linear dos vectores de X.

mat (¥ ua
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10. Considere o espago vectorial real M, 3(R).

(a) Verifique que S = {{8 20b 2 ta,b,ce R} ¢ um subespacgo vectorial de
Myy3(R). )
(b) Verifique que as matrizes A = 0 00 e B = 0 pertencem a S
0 4 1 01 -1

mas nao geram S.

—_

: : 100 0 11 000
(c) Verifique que as matrizes M; = {O 0 21, My = 00 0]’ M; = [0 ] 1]
10

eM“:[001
de S.

(d) Determine uma base e a dimensao de S.

} sao linearmente independentes mas nao formam uma base

11. (a) Mostre que se u e v sdo vectores linearmente independentes e se w € (u, v)
entao u, v e w ainda sao linearmente independentes.

(b) Utilizando a alinea anterior, determine uma base de R que contenha os vec-
tores (1,2,1) e (0,1,2).

12. No espaco vectorial real R mostre que se B = {ey, €2, €3} uma base de R? entao
B = {ei,es + aey, ez + bes}, em que a,b € R, também é uma base de R3,

13. Sejam E um espago vectorial sobre um corpo K e B = (vq, v2,v3) uma base orde-
nada de F. Sejam ainda u; = vy, up = vy + v9 € u3 = vy + v + v3. Prove que
B’ = (uy,us,u3) também é uma base ordenada de F.

14. Seja E um espago vectorial sobre um corpo K e seja {a, b, c} um sistema de gera-
dores de E tal que a +b+ ¢ = 0g.

(a) O que pode dizer sobre a dimensao de E7?
(b) Mostre que E = (a,b) = (b,c) = (a,c).

mat (¥ ua
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1. todos os conjuntos sdo bases excepto os das alineas (a) , (c¢) , (e) ,(g) , (i) e (j) -
2. (a) nao; (b) {(z,y,2) €R®>:y—2x =0}; (c) por exemplo, u = (1,0,0).

3. (a) B={(1,2,1)} edimS =1
(b) B={(1,1,0),(0,0,1)} e dim S = 2;
(¢c) B=1{(1,0,1),(0,1,1)} e dim S = 2;
(d) B={(-2,3,0),(—5,0,3)} e dim S = 2;
(e) B={(1,0,0,0),(0,1,1,0),(0,1,0,1)} e dim S = 3;
(f) B=1{(2,1,0,0),(0,0,3,1)} e dim S = 2;
(g) B={(2,0,1,0),(-1,1,0,0),(—1,0,0,1)} e dim S = 3;
(h) B =1{(1,1,0,0,0),(0,0,1,1,0),(0,0,0,0,1)} e dim S = 3.
(b) B ={(—1, 1,2,0), (3, 3,6,0)};
(¢) B={(1,-1,0,0),(~2,2,2,1)}.
5.(b) Ba=((3,1,0),(—8,0,1)) e dim A = 2
6. (a) dimS=2; (b)uesS
7. ac R\ {2,-3
8. Sejam S o conjunto solugao do sistema de equacoes linear e B uma sua base.

10.

11.
14.

(a) dimS=1¢ B = ((101))

(b) dimS=2e B=((—-1,-1,4,0),(0,—1,0 — 1));
(¢) dimS =0e B =10;
(d) dimS=2eB=((3,1,0),(—1,0,1)).
(b) B =((1,0,5),(1,1,1),(0,3,1));
(C) u (17 ) ) (3 - 3k>( ) 71) + k<0737 1) + (2 - k)(_3707 _2)7 para algum
ke R.
. , 1 0 0f {00 Of (00O
(d) d1mS=3eumabasedeSeB:{{0 0 O}’{O 5 O}’{O 0 1}}
(b) por exemplo, B = {(1,2,1),(0,1,2), (1,0,0)}.

(a) dim £ <2
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