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Capitulo 5 : Tipos Abstractos de Dados

{ Programacao Estruturada }

A Modularidade dos Algoritmos:

A Comunicacao entre os Algoritmos:

Faco A T Fa(;_o B
se fizeres B e se fizeres A

A Modularidade das Estruturas de Dados:

Precisode T == Eu faco e
I forneco T
"o
Menude T < ~
e nao digo
% como fago ...
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Menude T

« Chama-se Tipo Abstracto de Dados (TAD) a
um conjunto de Operagoes sobre uma coleccao de Dados.

Exemplo: Lista Linear Ordenada TAD

{ Definicao de Lista Linear Ordenada,
em termos de um conjunto de operacodes. }

criar(L) { criar uma lista vazia }
comprimento(L) { nimero de elementos }

vazia(L) { verificar se a lista é vazia }
consultar(k, L) { consultar o elemento de ordem k }
inserir(e, L) { inserir ordenadamente um elemento }
remover(e, L) { remover um elemento }

listar(L) { listagem sequencial }

« A definicao do TAD Lista Linear Ordenada é independente da
Estrutura de Dados escolhida para a sua representacao (array,
ligada, circular, ...)

Exemplo: Polindmio de uma variavel real TAD

criar(P) { criar o polinémio nulo }

nulo(P) { verificar se o polindmio é nulo }

grau(P) { o maior expoente }

coeficiente(k, P) { o coeficiente do termo de expoente k }
inserir(c, e, P) { inserir termo de coeficiente c e expoente e }
somar(A, B, C) { somar polinémios }

escrever(P) { escrever o polinémio }
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0 O TAD Pilha (Stack)

{ O ultimo elemento a entrar
é o primeiro a sair.
(LIFO: Last In First Out) }

« Operacoes:

criar(S) { criar uma Pilha vazia }

vazia(S) { verificar se a Pilha esta vazia }

por(e, S) { colocar um elemento no topo da Pilha }
tirar(S) { remover o elemento do topo da Pilha }
topo(S) { consultar o elemento do topo da Pilha }

{ Create(S); IsEmpty(S); Push(e, S); Pop(S); Top(s); }

Operadores e Axiomas:
criar: @®-S
vazia: S - {verdadeiro, falso }
por: exS->3S
trar: S-S
topo: S-e

vazia(criar) = verdadeiro
vazia(por(e, S)) = falso
tirar(criar) = “erro”
topo(criar) = “erro”
tirar(por(e, S)) =S
topo(por(e, S)) = e
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« Representacoes:
O TAD Pilha pode ser representado por Estruturas de Dados

muito simples, em particular por uma Lista Ligada Linear, pois
todos 0s acessos sao feitos ao primeiro elemento:

—0O—-0O—-0—-0-0-0

Exercicio: Implemente as cinco operagoes.

« Aplicacoes:
As aplicacdes do TAD Pilha sao variadas e importantes.
A sua utilizacao mais comum consiste na “transformacao” de
algoritmos recorrentes em algoritmos iterativos.

Inverter uma palavra:

{ Ler uma palavra, terminada por um espaco,
e escrever as suas letras por ordem inversa }

var c: char;
S : PilhadeCaracteres;

criar(S);

repeat read(c);
por(c, S) ROMA

untilc="" \ /

repeat c:=topo(S); A
write(c); J1
tirar(S) E

until vazia(S);
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Porque é ineficiente o calculo recorrente do factorial?
{ Utilizando uma Pilha, simular a execucao do

Algoritmo Recorrente para o calculo do factorial de n }

Algoritmo Recorrente:

VnelN, se n=0
entao n! <« 1
sendo n! « n*(n-1)!

Simulagao:

var n:integer;
S : Pilhadelnteiros;

.c:fiar(S);
por(n, S);

while n>0 do 0
begin n:=n - 1; 1

por(n, S) 2

end; 3
{n=0} 4
5

6

tirar(S); { tirar o zero }
factorial:= 1;

while not vazia(S) do
begin factorial:= factorial = topo(S);
tirar(S)
end,;
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Verificar concordancia de paréntesis :
R+X=1+Xx/2)—-(2*(x+1))) *X)

{ Dada uma expressao aritmética, contendo paréntesis,
verificar se estao ou nao equilibrados. }

« Percorrendo a expressao da esquerda para a direita, cada
paréntesis '(' é colocado na Pilha e, por cada paréntesis ')', é
removido um elemento da Pilha.

Os paréntesis estao equilibrados se a Pilha estiver vazia no fim
(e s6 no fim) da expressao.

criar(S);
continua:= true;
while continua and not eoln(input) do
begin { Ler um caracter }
read(c);
{ Ignorar todos 0s outros caracteres }
ifcin['(,")]
then { E um paréntesis }
ifc="(,
then por(c, S)
else if not vazia(S)
then tirar(S)
else continua:= false
end,;
{ Pilha vazia V fim de linha }

{ Pilha vazia A = fim de linha = Paréntesis *)' a mais }
{ = Pilha vazia A fim de linha = Paréntesis '(' a mais }

if vazia(S) and eoln(input)
then ... { Paréntesis Equilibrados }
else ... { Paréntesis Desequilibrados }
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Versao iterativa da conversao infix — postfix :

{ Uma Pilha é utilizada

para guardar os operadores e os paréntesis '(' }

Exemplo 1:
car='a’
car =%’
car="(
car="b’
car =+
car='c
car=")

Exemplo 2:
car="(
car='a’
car ="+
car='b’
car=")
car =%’
car='c’

ax(b+c)-abc+x

escrever ('a’)

por (', S) +

por ('(, S) (

escrever ('b’) .

por ('+, S)

escrever ('c’)

topo (S)="+"; escrever('+); tirar(S)
topo (S)="C; tirar(S)

topo (S)="+"; escrever(’s'); tirar(S)

(@a+b)xc - ab+cx

por ('(, S)
escrever ('a’)
por ('+, S)
escrever (’b’
topo (S)="+"; escrever('+); tirar(S)
topo (S)="C; tirar(S)

por (', S)
escrever ('c’)
topo (S) ="%";

—~ +

escrever ('x'); tirar(S)

Percorrendo a expressao da esquerda para a direita:

- cada operando é escrito;

- cada paréntesis '(' é colocado na Pilha;

- cada paréntesis ')' faz escrever e remover operadores da Pilha;
- cada operador é colocado na Pilha, mas ...
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... mas como resolver o problema da Prioridade dos operadores?

Exemplo 3:
car='a’
car =+
car="b’
car ="'«
car='c’
Exemplo 4:
car='a’
car = s’
car="b’
car = '+
car='c’

at+tbsxc o> abcsx+

escrever ('a’)
por ('+, S)
escrever ('b’)
por (', S)
escrever ('c’)

axb+c ->absxc+

escrever ('a’)
por ( '+, S)
escrever ('b’)

topo (S) ="%";

por (+, S)

escrever ('c’)

topo (S) ="+;

*

escrever (’x'); tirar (S)

escrever ('+'); tirar(S)
%k

{ I*I > l+l }

escrever ('x'); tirar(S)

escrever ('+'); tirar(S)

cada operador € colocado na Pilha, mas apenas se tiver
prioridade superior a do operador no topo da Pilha.

Caso contrario, s6 € colocado na Pilha depois de removidos
e escritos todos os operadores de prioridade superior,

ou até encontrar um paréntesis '('.
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- Para simplificar, as expressdes serao representadas por vectores
de caracteres.

type expressao = array [1 .. max] of char;
tipodecar = (operando, operador, abrir, fechar);

« Assumimos definido o TAD PilhadeCaracteres e implementadas
as cinco operacdes basicas.

« Construimos ainda as duas funcdes auxiliares:

function prioridade (op : char) : integer;
begin ifopin [+ "' s 1]
then case op of
'+','-" . prioridade = 1,
' ', ' : prioridade = 2
end
else : prioridade := 0

end;

function tipode ( car : char) : tipodecar;
begin ifcarin [+, "' s /']
then tipode:= operador
else if car='(
then tipode:= abrir
else if car ="
then tipode:= fechar
else tipode:= operando
end;

Analise e Desenvolvimento de Algoritmos (2006/2007) Rosalia Rodrigues
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procedure converter ( infix : expressao;

cinf : integer;

var postfix : expressao; var cpos : integer);

var car, cartopo : char;
I . integer;
pronto : boolean;
S : PilhadeCaracteres;
begin criar(S); cpos:=0;
for i:=1to cinf do

begin car:.= infix[i], <=————

——> case tipode(car) of

operando : begin

end:;

CpPOS:= Cpos +1;
postfix[cpos]:= car

abrir : por(car, S);

end:;

fechar : begin cartopo := topo(S);
while cartopo <>'(' do

tirar(S)

begin tirar(S);
Cpos:= cpos +1;
postfix[cpos]:= cartopo;
cartopo:= topo(S)

end;

end;
por(car, S)

end:;

operador : begin pronto:= false;
while not vazia(S) and not pronto do
begin cartopo:= topo(S);

if (cartopo <> (") and
(prioridade(cartopo) >= prioridade(car))
then begin cpos:= cpos +1;
postfix[cpos]:= cartopo;
tirar(S)
end
else pronto:= true

end {case};
end {for};

Analise e Desenvolvimento de Algoritmos (2006/2007)

Rosalia Rodrigues




Cap. 5: Tipos Abstractos de Dados 11

{ S6 falta acabar de copiar os operadores que ficaram na Pilha }

while not vazia() do
begin cartopo:= topo(S);
tirar(S);
Cpos:= cpos +1,
postfix[cpos]:= cartopo;
end

end {converter};

- Os operandos sao escritos na expressao postfix pela mesma
ordem com que aparecem na expressao infix dada.

- Operacdes com a mesma prioridade sao efectuadas pela mesma
ordem,

a+tib+c+3d - ab+,c+,d+;3
- O procedimento anterior assume que a expressao infix dada

esta correcta. Tente introduzir alguma validagao de dados e
consequentes mensagens de erro ...

« O valor de uma expressao aritmética escrita em postfix pode ser
calculado por um algoritmo recorrente ou por um algoritmo
iterativo bastante simples, utilizando uma Pilha de niumeros reais.

Exemplo : 2+(3+4) - 234+ % =14

N WA~
N~

14
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Uma versao iterativa das Torres de Hanoi :
{ “Transformacao directa” do Algoritmo Recorrente. }

MoverTorre (n, origem, auxiliar, destino):
MoverTorre(n-1, origem, destino, auxiliar);
MoverDisco(origem, destino);
MoverTorre(n-1, auxiliar, origem, destino).

« Consideremos uma Pilha, cujos elementos sao "movimentos”,

type movimento = record n : natural;
origem, auxiliar, destino : torre
end;
var S : PilhadeMovimentos;

« e adaptemos as operacoes basicas, de modo a facilitar os acessos
aos quatro campos do registo.

criar(S);
write('Quantos discos?’); readIn(n);
por(n, 'A’, 'B’, 'C’, S);
repeat topo(k, orig, aux, dest, S);
tirar(S);
ifk=1
then writeln(orig, ' -->’, dest)
else begin por(k-1, aux, orig, dest, S);
por( 1, orig, aux, dest, S); ‘
por(k-1, orig, dest, aux, S)
end
until vazia(S);

 Note que os "movimentos” sao colocados na Pilha, por ordem
inversa a das chamadas do Algoritmo Recorrente.

Analise e Desenvolvimento de Algoritmos (2006/2007) Rosalia Rodrigues
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« Simulacao para (3, A, B, O)

[3,A B, C]

NN
o> >
> W0
OO w

NP PP
w>0>>
>o0>0OW
O0OmwO

1 —
[ I S S I S S—]
__ﬂ

b T

mRD
> W o
o> 0
O0OX»

e b e

T 1 {1
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O TAD Fila (Queue)

@FFFFF Y

{ O primeiro elemento a entrar é o primeiro a sair.
(FIFO: First In First Out) }

« Operacoes:

criar(Q) { criar uma Fila vazia }

vazia(Q) { verificar se a Fila esta vazia }

juntar(e, Q) { juntar um elemento no fim da Fila }
remover(Q) { remover o primeiro elemento da Fila }
frente(Q) { consultar o primeiro elemento da Fila }

Operadores e Axiomas:

criar : O-Q

vazia . Q - { verdadeiro, falso }
juntar : exQ->Q

remover: Q- Q

frente : Q-oe

vazia(criar) = verdadeiro
vazia(juntar(e, Q)) = falso
remover(criar) = “erro”
frente(criar) = “erro”
remover(juntar(e, Q)) { se vazia(Q)
entao = criar(Q)
sendo = juntar(e, remover(Q)) }
frente(juntar(e, Q)) { se vazia(Q)
entao =e
senao = frente(Q) }

Analise e Desenvolvimento de Algoritmos (2006/2007) Rosalia Rodrigues
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e Os dois conjuntos de Axiomas caracterizam univocamente o
funcionamento dos TADs Pilha e Fila. Note-se que a “assinatura”
dos dois conjuntos de Operadores é idéntica.

 Representacoes:

No TAD Fila sdo necessarios acessos a ambos os extremos.

Contudo, deve ser escolhida uma Estrutura de Dados onde

a complexidade da Operacdes Basicas seja independente do
comprimento da Fila.

Exemplos:
i W 2555 — —_— .
frente 'ﬁ'

( )

e [ e o —_— - 1
fila
- el coee- —_— e .
l & [comprmerto | & J
fila

Exercicio: Implemente as cinco operacdes em cada uma das
Estruturas propostas, tendo em conta que a
complexidade de cada operagdo deve ser O(1).

Analise e Desenvolvimento de Algoritmos (2006/2007) Rosalia Rodrigues
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 Aplicacoes:

O TAD Fila tem uma vasta gama de aplicacOes praticas: Filas de
Espera e Simulacao de Processos (redes de comunicacao, trafego,
...), Gestao de Recursos em Sistemas Operativos, ...

Verificar se uma dada palavra € uma capicua (palindromo)

{ A palavra capicua provém do cataldo
capicua (cap + i + cua), que significa: “cabeca e cauda” }
{ A palavra palindromo provém do grego
palindromos, que significa: “que corre para tras” }

- Basta portanto verificar se a palavra tem “cabeca igual a cauda”
ou, se “corre para tras” como “corre para a frente”:

var c: char; -
S : PilhadeCaracteres;
Q : FiladeCaracteres;

criar(S); criar(Q);
while not eoln(input) do
begin read(c);
por(c, S);
juntar(c, Q) |
end; fsupapus)

L

moOoOT T OW

capicua:= true;
while not vazia(S) and not vazia(Q) and capicua do
if topo(S) = frente(Q)
then begin tirar(S);
remover(Q)
end
else capicua:= false

Analise e Desenvolvimento de Algoritmos (2006/2007) Rosalia Rodrigues
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{ A utilizacao de Pilhas e Filas na construcao de Algoritmos }

O Um Problema: Resolucao de Labirintos @g

« Representacao do Labirinto

Para simplificar, o Labirinto sera representado por uma matriz
de elementos booleanos.

var labirinto : array [0 .. m+1, O .. n+1] of boolean;

As casas ja visitadas serdo registadas em:

var visitadas : array [0 .. m+1, O .. n+1] of integer;

A partir de cada casa [i, j], os quatros movimentos

possiveis (N, E, S, W) serao calculados, por soma
com elementos da matriz:

var move : array [1 .. 4, 1 .. 2] of integer;

A W N R
O|lr|O ] R |PF
= lolrr o™

As coordenadas das casas de Entrada e de Saida serao,
respectivamente, [ie, je] e [is, js].

Analise e Desenvolvimento de Algoritmos (2006/2007) Rosalia Rodrigues
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 Solucao Recorrente - Algoritmo de Backtracking

{ Ver Cap. 3, pag. 12 }

procedure TentarAndar (i, ]: integer);
var proxi, proxj, dir : integer;

begin for dirr=1to 4 do
begin proxi:= i+ move[dir, 1];
proxj:= j + move[dir, 2];

if labirinto[proxi, proxj] and (visitadas[proxi, proxj] = 0)
then begin ordem:=ordem + 1;

visitadas[proxi, proxj]:= ordem;

if (proxi = is) and (proj = js)

then begin EscreverSolucao(labirinto);

goto 13
end
else TentarAndar(proxi, proxj)
{ Recuar }

end
end
end { TentarAndar };

begin { Programa Principal }
Ler(labirinto, m, n, ie, je, is, jS);
Inicilalizar(labirinto, m, n);
{ colocar false nas linhas 0 e m+1 e nas colunas O e n+1 }
Construir(visitadas);
{ colocar 0 em [1..m, 1..n] e maxint nas linhas 0 e m+1
e nas colunas 0 e n+1}
TentarAndar(ie, je);
writeln(’ Labirinto sem solucéo ');
13 : {instrucéo nula }

end.
{ O goto permite interromper o processo recorrente,

logo que encontrada a primeira solucao. }

Analise e Desenvolvimento de Algoritmos (2006/2007) Rosalia Rodrigues
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- Analise da Solucdo Recorrente - Arvore de Pesquisa

{ A solucao obtém-se, a partir da
casa de saida, recuando sempre
para a casa adjacente de menor
ordem, diferente de zero. }

[1, 8]
I
(2, 8]
[3,|8]
P
[4, 8] [3, 7]
~
[5, 8]
~
[6, 8]
~
[6, 7]
[6, 3]
N
5, 3] [6, 2]
I
[4, 3]
I
[3, 3] Pesquisa em Profundidade
S
[3, 4] [3, 2] (depth-first)
I ~
[3, 5] [3, 1]
I ~
[3, 6] [2, 1] [4, 1]
I I
[3, 7] [1, 1] [5, 1]
~
[6, 1]
S
[6I 2] [7, 1]
[7, 2]

Analise e Desenvolvimento de Algoritmos (2006/2007)
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« Correspondente Versao Iterativa

Utilizamos uma Pilha, cujos elementos sao “passos”,

type passo = record linha, coluna : integer;
sentido : 1..4
end;

var S : PilhadePassos;

e adaptamos as cinco operacoes basicas:

criar(S)

vazia(S)

por(linha, coluna, sentido, S)
tirar(S)

topo(linha, coluna, sentido, S)

Modificamos também,
var visitadas : array [0 .. m+1, O .. n+1] of boolean;

pois o resultado do percurso fica na Pilha.

{ Como alternativa, poderiamos utilizar uma Pilha com
elementos do tipo [linha, coluna]. Nesse caso, os
elementos da matriz visitadas teriam de ser inteiros. }

Analise e Desenvolvimento de Algoritmos (2006/2007) Rosalia Rodrigues
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criar(S);
por(ie, je, 0, S); { casa de entrada }

achou:= false;
while not (achou or vazia(S)) do
begin topo(i, j, k, S);
k:= k+1; { tentar sentido seguinte }
tirar(S);

while (k <= 4) and not achou do
begin proxi:= i+ movel[dir, 1];
proxj:= j + move[dir, 2];

if labirinto[proxi, proxj] and not visitadas[proxi, proxj]
then begin {saida?}
achou:= (proxi = is) and (proj = js);
visitadas[proxi, proxj]:= true;

por(i, j, k, S);
{ andar }
I:= proxi; j:= proxj; k:= 0
end;
k:= k+1
end
end; \ A

if achou
then EscreverSolucao { registada em S }
else writeln(* Labirinto sem solucéo "); { Pilha vazia }

{ Gestao da Pilha }

{ Equivalente as sucessivas chamadas de TentarAndar(, j) }

Analise e Desenvolvimento de Algoritmos (2006/2007) Rosalia Rodrigues
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« O funcionamento da Pilha descreve a estrutura da Arvore de
Pesquisa. As colocagbes dos sucessivos “passos” na Pilha
representam as “descidas” na Arvore e, nos casos de
Backtracking, as remogdes correspondem a “subidas” na Arvore.

[1, 8]

I
[2, 8]

[3I 8]
-~ N
[4, 8] 3, 7]

K
o
o
.
o
-
.
o
o

[5.31 [6,2]
I
[4, 3]
I
[3, 3]
<~
[3,4] A [3,2]
| N
[3, 5] [3, 1]
-~ 0N
[3.6] | [21] [41]
I
3,71 1 [1,1] 5, 1]
™~
[6, 1]
-~ N
IGI 21 [71]

[7, 2]

[6, 2, 3] 27
[6, 1, 2] 26
[5,1, 3] 25
[4, 1, 3] 24
[3,1, 3] 23
eririy 22
o2l
[3, 2, 4] 20
[3, 3, 4] 19
57672] 18
o 5g 17
“[Or42] 16
5582} 15
[4, 3, 1] 14
[5, 3, 1] 13
[6, 3, 1] 12
[6, 4, 4] 11
[6, 5, 4] 10
[6, 6, 4] 9
[6,7,4]8
[6,8,4]7
[5, 8, 3] 6
[4,8,3]5
[3, 8, 3] 4
[2, 8, 3]3
[1, 8, 3]2
S0t 1

@ 0 W W W 0 N o O & W W W
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« Um processo de Backtracking (ou a sua simulagao com uma
Pilha) gera sempre uma Travessia em Pré-Ordem na Arvore
de Pesquisa das Solucoes.

* No final do processo, o percurso realizado fica na Pilha. A Pilha
s6 esvazia quando o Labirinto nao tem solucao.

« A solucao é a primeira a ser encontrada e nao necessariamente
a Solucao Optima do problema.

e Versao Iterativa utilizando uma Fila

Neste caso, vamos utilizar uma Fila cujos elementos sao,

type casa = record linha, coluna : integer
end;

var Q : FiladeCasas;

com as cinco operacoes basicas:

criar(Q)

vazia(Q)

juntar(linha, coluna, Q)
remover(Q)
frente(linha, coluna, Q)

Vai ser necessaria a matriz,

var visitadas : array [0 .. m+1, O .. n+1] of integer;

onde o resultado do percurso fica registado, pelos sucessivos
valores da variavel, var ordem : integer;
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criar(Q);

juntar(ie, je, Q); { casa de entrada }
visitadaglie, je]:= 1,
ordem:= 1;

achou:= false;
while not (achou or vazia(Q)) do
begin frente(i, j, Q); { caminho alternativo }
remover(Q);

k:= 1; { tentar casas vizinhas }

while (k <= 4) and not achou do
begin proxi:=i+ movel[dir, 1];
proxj:= j + move[dir, 2];

if labirinto[proxi, proxj] and (visitadas[proxi, proxj] = 0)
then begin {saida? }
achou:= (proxi = is) and (proj = js);
ordem:= ordem+1;
visitadas[proxi, proxj]:= ordem;
{ novo caminho alternativo }

juntar(proxi, proxj, Q);

end;
k:= k+1
end

end; \

if achou
then EscreverSolucao { registada em visitadas[1..m, 1..n] }
else writeln(* Labirinto sem solucéo *);

{ Gestao da Fila }
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« Analise da Solucdo - Arvore de Pesquisa

{ A solucao obtém-se de
modo analogo ao anterior. }

[1, 8]
I
[2, 8]
[3,|8]
~
[4, 8] 3,7]
~ N
[5, 8] [3, 6]
~ N~
[6, 8] [3, 5]
~ ~
[6, 7] [3, 4]
~ N~
[6, 6] [3, 3]
~ S
ﬁ, 5] [4,I 3] [3,I 2]
[6, 4] [, 3] [3, 1]
| -~ O
[6,|3] [2,I 1] [4,I1]
[6,|2] [1,1] [5, 1]
[7, 2]
>

Pesquisa em Largura
(breadth-first)

2

3

4-5

6-7

8-9

10-11

12-13

14-15-16

17-18-19

20-21-22

23-24-25

26
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« A ordem pela qual as sucessivas “casas” sao colocadas na Fila
corresponde a uma Travessia por Niveis na Arvore de Pesquisa.

* No final do processo a Fila fica vazia.

[1, 8]
I
[2, 8]
I
[3, 8]
O~
[4, 8] [3,7]
~ N
[5, 8] > [3, 6]
~ ~
[6, 8] [3, 5]
~ N~
[6, 7] [3, 4]
~ ~
[6, 6] [3, 3]
~ S
[6, 5] >[4, 3] [3, 2]
~ I I
[6, 4] [5, 3] [3, 1]
I ~ N
[6,|3] [2, 1] [4,I1]
I
[6,|2] [1,1] [5 1]
[7, 2]

—

[1,8] [2,8] [3,8] [4,8] [3,7] [5,8] [3,6] [6,8] [3,5] [6,7] [3,4] [6,6] [3,3] [6,3]

C—
[4,3] [3,2] [6,4] [5,3] [3,1] [6,3] [2,1] [4,1] [6,2] [1,1] [5,1] [7,2]

- E encontrada a Solugdo Optima do problema, pois todas as
solucdes sao efectivamente testadas.
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« Os labirintos sao apenas um modelo para o estudo de um
conjunto muito importante de problemas matematicos, com
uma vasta gama de aplicacdes praticas: redes (telefdnicas,
WWW, ATMs, ...) projecto de circuitos VLSI, trafego, ...

- Claro que, para problemas reais, a Estrutura de Dados que
representa o “labirinto” nao pode ser uma matriz.

0 O TAD Grafo
G=(V,E)

V = { vértices }
E = { arestas }

« Operacoes:

criar(G) { criar um Grafo vazio }

vazio(G) { verificar se o Grafo € vazio }
porVertice(v, G) { colocar um novo vértice }

porAresta(v, u, G)  { colocar uma aresta entre dois vértices }
tirarVertice(v, G) { remover um vértice }

tirarAresta(v, u, G) { remover uma aresta }

consultar(v, G) { o elemento contido num vértice }
adjacentes(v, G) { o conjunto dos vértices adjacentes }
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= Grafos Orientados (digrafos)

1 2 3 4 5 6 7
1/0/1,0/0]0|0|O
2/0/0/1/1,0/0/0
3/1,0/0/0/0/1/0
4/0/1/]1/0/0]0/0
5/0/0/0/0/ 000
60001101
710000010

Matriz de Adjacéncias

- Na maior parte dos casos, a Matriz de Adjacéncias € demasiado

grande e muito rarefeita.

- Representacao por um vector de Listas de Adjacéncias:

-~ @ g = W M

>[2]-]

NEIEDENE
SEEDGE
SFIEDENL

SIECCIENEAL

(6]
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= Grafos (nao-orientados)

@ (2) 1| bET-ET
2 | bOa-EIa
JENGE e NEN D
3 C 4| bEEIED
5| 1[5 T7)
& o & 8| PEEEEEIEIE
7| ED
= Redes

1 [ bETEr
2 | ORI PEen
SR EES 0
4| bEI3ETEE
‘1
(5)~ 5_——‘|4|32[—|—’|5|42[—|—»|?|14[.|
dBENGmo
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- Exercicio: Defina o TAD Labirinto por um conjunto adequado de
operacoes. Estabeleca uma representacao na forma de Vector de
Listas de Adjacéncias. Adapte os algoritmos anteriores a nova
representacao.

- Exercicio: Recorde o Problema da Coloracao de Mapas (Cap. 3,
pag. 15). As relagbes de vizinhanga entre paises sao naturalmente
representaveis por relacdes de adjacéncia entre os vértices de um
Grafo planar. Assim, esse problema é um caso particular do
Problema da Coloracdo dos Veértices de um Grafo Planar com
Quatro Cores.

Construa dois procedimentos para colorir um dado mapa,

tais que a ordem de coloracgao seja:
no primeiro - em profundidade
no segundo - em largura.
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0 O TAD Arvore Binaria

{ No contexto das Estruturas de Dados }

Uma Arvore Binaria é um conjunto finito de Nés, tal que:

e 0u é 0 conjunto vazio, )

e ou é constituida por uma raiz e duas Arvores Binarias distintas
(chamadas sub-arvore esquerda e sub-arvore direita).

« Operacoes:

criar(T)
vazia(T)
construir(R, e, S)

esquerda(T)
direita(T)
consultar(T)

{ criar uma Arvore Binéaria vazia }
{ verificar se a Arvore Binaria é vazia }
{ construir uma AB, a partir de um elemento

e duas outras ABs }

{ a sub-arvore esquerda }
{ a sub-arvore direita }
{ consultar o elemento da raiz }

Operadores e Axiomas:

criar :
vazia :

construir :

direita :

esquerda :
consultar :

O->T

T - { verdadeiro, falso }
TxexT->T

T->T

T->T

T-oe
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vazia(criar) = verdadeiro
vazia(construir(R, e, S)) = falso
esquerda(criar) = “erro”
direita(criar) = “erro”
consultar(criar) = “erro”
esquerda(construir(R, e, S)) =R
direita(construir(R, e, S)) =S
consultar(construir(R, e, S)) = e

« Representacao:

O TAD Arvore Binéria é facilmente representavel por uma
Estrutura duplamente ligada:

type ArvoreBinaria = "no;
no = record elemento : tipo;
esq, dir : ArvoreBinaria
end;

var raiz : ArvoreBinaria; \

DR
VANEVAN
o R B R
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Exercicio: Implemente as seis operacdes basicas.

e A definicao duplamente recorrente de Arvore Bindria conduz,
naturalmente, a construcao de algoritmos duplamente
recorrentes para: copia, igualdade, travessias, pesquisas, ...

e A combinacao da Recorréncia Dupla com a Abstraccao das
Operacdes permite a elaboracao de algoritmos simples e
“compactos”.

Construir uma Cépia de uma Arvore Binaria:

R« Copia(T):
se vazia(T)
entdao criar(R)
sendo E <« Copia( esquerda(T))
D < Copia( direita(T) )
elemento < consultar(T)
R < construir(E, elemento, D)

function copia (t : ArvoreBinaria) : ArvoreBinaria;
var c, e, d : ArvoreBinaria;

begin if vazia(t)
then criar(c)
else begin e:= copia(esquerda(t));
d:= copia(direita(t));
c.= construir(e, consultar(t), d)
end;
copiai=c
end; { copia }
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. Travessias de uma Arvore Binaria:

Pré-Ordem: 1° raiz;
20 sub-arvore esquerda;
30 sub-arvore direita.

{ABCDEFGHIJKLM N}

Em-Ordem: 1° sub-arvore esquerda;
20 raiz;
30 sub-arvore direita.

{CBEDGFAIHLKMJ]N}
Pos-Ordem: 1° sub-arvore esquerda;

29 sub-arvore direita;

39 raiz.

{CEGFDBILMKNIJHA}

« Nas trés Travessias Basicas a ordem das “folhas” permanece
constante. Porque sera?

Travessia por Niveis: {ABHCDIJEFKNGLM}
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« Na sua forma duplamente recorrente, a implementacao das trés
Travessias Basicas € muito simples. Por exemplo,

procedure TravessiaPreOrdem (t : ArvoreBinaria);
begin if not vazia(t)
then begin writeln(consultar(t));
TravessiaPreOrdem(esquerda(t));
TravessiaPreOrdem(direita(t))
end
end; { TravessiaPreOrdem }

e Contudo, as correspondentes versoes iterativas sao bem mais
complicadas. A versao iterativa da travessia em Pré-Ordem é
obtida pela utilizacao (quase) directa de uma Pilha, assim como a
versao iterativa da travessia Por Niveis € obtida pela utilizacao de
uma Fila auxiliar.

« Analisemos o caso da travessia Em-Ordem:

procedure TravessiaEmOrdem (t : ArvoreBinaria);
begin if not vazia(t)
then begin TravessiaEmOrdem(esquerda(t));
writeln(consultar(t));
TravessiaEmOrdem(direita(t))
end
end; { TravessiaEmOrdem }

« Uma estratégia para a construcao de uma versao iterativa da
travessia Em-Ordem consiste na utilizacao de uma Pilha para
guardar (os ponteiros para) as sub-arvores ainda nao visitadas.
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procedure TravessiaEmOrdemlterativa (t : ArvoreBinaria);
var p: ArvoreBinaria;
S : PilhadeArvoresBinarias;
acabou : boolean;

begin criar(S);
p:=t;
{ comecar por guardar a raiz }

por(p, S);
acabou:= false;

while not acabou do

if not vazia(p)
then begin { descer para a esquerda e guardar }
p:= esquerda(p);

por(p, s)
end

else begin { subir a partir da sub-arvore vazia }
tirar(S); { remover a sub-arvore vazia }

{ consultar a Pilha }

if vazia(S)

then { toda a arvore foi visitada }
acabou:= true

else begin { visitar o topo da Pilha }
p:= topo(S);
writeln(consultar(t));
{ e remover }
tirar(S);

{ descer para a direita }
p:= direita(p);
{ e guardar}
por(p, S)
end
end

end; { TravessiaEmOrdemiterativa }
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Por exemplo,

10

||
19| G 12

D

F

15

16

13 14

17| 20
13,--F’H 2119

n b A
L

22 o

@ 4

visita: A B C D E F G vazia(S)

- Exercicio: A estratégia para a construcdao de uma versao
iterativa para a travessia P6s-Ordem também utiliza uma Pilha
auxiliar, mas é um pouco mais complicada ...
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« Uma Aplicacao das trés Travessias Basicas:

Representacao de Expressoes Aritméticas.

Travessia Pré-Ordem: +x/abcde { Notacao prefix }
Travessia Em-Ordem: albrcxd+e { Notacao infix }
Travessia Pos-Ordem: abc”N/dxe+ { Notacao postfix }
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Uma Aplicacao da travessia Em-Ordem:

0 As Arvores Binarias de Pesquisa

« Como 0s nomes estao colocados alfabeticamente Em-Ordem,
uma Travessia Em-Ordem produz uma listagem ordenada.

« A Pesquisa numa Arvore Bindria Em-Ordem é semelhante a
Pesquisa Binaria e, no caso de uma “arvore equilibrada”, tem
também complexidade O(log, n).

procedure Procurar (estenome: nome; t : ArvoreBinaria,
var achou : boolean);
begin if vazia(t)
then achou:= false;
else if estenome = consultar(t)
then achou:= true
else if estenome < consultar(t)
then Procurar(estenome, esquerda(t), achou)
else Procurar(estenome, direita(t), achou)
end; { Procurar }
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0 Arvores e Florestas

Zeus

T

Radamanto Minos

7 \\

Androgeo Ariadna Catreu Fedra

Atreu

/ O\

Agamémnon  Menelau

N\

Orestes Ifigénia Elecira

{ No contexto das Estruturas de Dados }

Uma Arvore é um conjunto finito de (um ou mais) Nds, tais que:

« existe um né particular chamado raiz;

« o0s restantes nés estao divididos em n = 0 conjuntos
distintos Ty, Ty, ..., T,.

« CadaconjuntoT,i=1, ..., néuma If\rvore, chamada
sub-arvore da raiz.

Terminologia :
{ Pai, Filho, Irmao, Antepassado, Descendente, Folha, ... }
Conceitos :

« Chama-se Grau ao numero de sub-arvores de um NO.
« O Grau de uma Arvore é o maximo dos Graus dos seus NOs.
« Nivel(N6)= [0 se N6 = Raiz
1 + Nivel(Pai(N6))  sendo
« A Altura (ou Profundidade) de uma Arvore € o valor maximo dos
Niveis dos seus NOs.
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Representacao :

« Podemos descrever uma Arvore como uma Lista Generalizada:

(A(B(E(K/L),F),C(G),D(H(M),1,J)))

—

S——

W—l

—~—

g

—_——

« Por isso, é possivel utilizar a Representacao Duplamente Ligada:

®

®

OO,

E

C

ﬁ)—@
-0 © G-0-0

()

« Deste modo, toda a Arvore pode ser representada por uma
Arvore Binéaria. E a chamada Representacdo Filho-Irm3o.

- Esta Representacdo é valida também para Florestas.
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Uma Floresta é um conjunto finito de (zero ou mais) Arvores.

« Prova-se que toda a Floresta é isomorfa a uma Lista Generalizada
e, consequentemente, representavel por uma Arvpre Binaria.
Note que uma Floresta pode ser vazia (mas uma Arvore nao)

e, nesse caso, € representada pela Arvore Binaria vazia.

(M)
& © ©

Representacgao :

e Lista Generalizada:

(A(B,C,D),E(F),G(H,1))
- S e —

T 11
® -0

OO0

« Arvore Binaria:
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