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Capitulo 1 : Verificacao Formal

0 Introducao

{ Uma Introducao Informal a Especificacao
e Verificacdo Formais de Algoritmos Iterativos }

Problema: Calcular € por desenvolvimento em Série de Taylor.

Como especificar?

Qual a expressdo da Série de Taylor para a funcao exponencial?
Existe soma? Quando converge? Para que valores de x?
Quantos termos somar?

Qual o erro de aproximagao permitido?

O que se pretende calcular?

Quais sao os Dados e os Resultados?

Qual é o Problema?
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Um pouco de Analise Infinitesimal:

O desenvolvimento em série de Taylor da funcao exponencial

11’?2 $3 "
P=ldat gt e
3! n!

é convergente Vz € IR.

Portanto, a sucessao das Somas Parciais tende para o valor de e

2 1,3 " ,
lim {S,} = hm{l—l—:I:+ +3—'+ +H =e"

e o Termo Geral tende para zero

lim {t,} = lim{" } =0

n—00 =00 n

Problema: Calcular o valor de uma Soma Parcial do
desenvolvimento em Série de Taylor da Fungao
Exponencial para um dado X € R, de modo a que
o valor absoluto do ultimo termo somado seja
inferior a um dado € e R™.

Especificacao:
Entrada: {z:z€R, e:c€ R}

.TJZ 3,:3 "

Saida: {soma:.soma:1+:c+—+§+ ot

T

Al <e)
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{ uma solucao do Problema }
Algoritmo:
n:=0; termo:= 1, soma:.= 1,
while abs(termo) >= erro do
begin n:=n+1;
termo:=termo Ox / n;

soma:= soma + termo
end;

{ mas estara “certo”? }

« O Algoritmo esta “certo” se e s6 se obedecer as
Especificagbes

{xeR AerroeR"}
n:=0; termo:=1; soma:= 1;
while abs(termo) >= erro do
begin n:=n+ 1;
termo:=termo UXx / n;

soma:= soma + termo
end;

{soma =1+ x+ x/2! +---+ X"In! A termo = X"/n! A |termo| < erro }

{ mas como provar? }
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E condi¢do necesséria para que o Algoritmo esteja “certo” que:

{soma =1+ X+ x/2! +---+ X"/n! A termo = x"/n! }

(Proposicdo Logica envolvendo as Variaveis Livres n, termo e soma)
permaneca Verdadeira antes, durante e depois do Ciclo.

{xeR AerroeR"}
n:=0; termo:=1; soma:= 1;
—> {soma=1+Xx+ x/2! +--+ x"n! A termo = x"/n! }

while abs(termo) >= erro do
—> begin {soma=1+x+ x/2! +---+ X"/n! A termo = x"/n! }
n=n-+1;
termo:=termo [x / n;
soma:= soma + termo
— {soma =1+ x+ x/2! +---+ X"In! A termo = x"/n! }
end;

—> {soma=1+Xx+ x/2! +--+ x"n! A termo = x"/n! }

A Proposicao Légica (Atributo, Assercao, Predicado, ... ):
{soma=1+x+ x/2! +---+ X"In! A termo = x"/n! }

chama-se Invariante do Ciclo.
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 Utilizacao da nocao de Invariante na verificacao da Correccao
de um Ciclo:

12 Regra: O Invariante deve ser Verdadeiro a
entrada do Ciclo.

23 Regra: A execucao do Ciclo deve conservar o
Invariante.

32 Regra: O Invariante deve ser definido de
forma a garantir a Correcgao do
Algoritmo.

42 Regra: O Ciclo deve terminar apés um
numero Finito de iteracoes.

{ para o exemplo anterior }

12 Regra: Invariante Verdadeiro a entrada (antes) do Ciclo.

n:= 0; termo:= 1; soma:= 1;
{n=0 A termo=1 Asoma=1}
{soma=1+Xx+ x/2! +---+ X"/n! A termo = x"/n! } \/

while abs(termo) >= erro do
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23 Regra: O Ciclo preserva o Invariante.
(Verdadeiro no Inicio = Verdadeiro no Fim)

begin {soma =1+ x + x*/2! +---+ X"/n! A termo = x"/n! }
n:=n+1;
{soma=1+x+x/2! +--+ x"Yj(n-1)! A termo = x"V/(n-1)! }
termo:= termo x / n;
{termo = X" Y/(n-1)! x x / n = x"/n! }
soma:= soma + termo
{soma=1+x+x2! ++ x"Y/(n-1)! + x"/n! }

{soma=1+x+ x/2! +---+ X"/n! A termo = x"/n! } \/
end;

33 Regra: Invariante garante a Correcgao do Algoritmo.
(Verdadeiro a Saida do Ciclo = Algoritmo Correcto)

while abs(termo) >= erro do
begin
end;
{soma =1+ x+ x/2! +---+ X"/In! A termo = x"/n! } A { [termo] < erro }

{soma =1+ x+ x/2! +---+ X"/n! A termo = x"/n! A [termo| < erro } \/
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42 Regra: O Ciclo para ap6s um numero finito de iteragoes.
(A Condicdo do Ciclo devera atingir o valor Falso)

while abs(termo) >= erro do

Que garantia temos de que, em tempo finito,
sera atingido um termo, tal que |termo]| < erro ?

lim {t,} =0<=Vee R", AN :Vn> N = |t,| < ¢ v

 Os quatro posicionamentos do Invariante para a verificagcao
das quatro Regras:

[inicializacOes]
{ Invariante }
while [condicdo] do
begin {Invariante } A { condicédo }
[instrucoes]
{ Invariante }
end;

{ Invariante } A { — condic&o }
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A Verificacao das 4 Regras permite, de modo semi-formal,
garantir a Correcgao do Ciclo.

e A nocao de Invariante permite também a Construcao do Ciclo.

Problema: Calcular o valor de uma Soma Parcial do
desenvolvimento em Série de Taylor da Fungao
Exponencial para um dado X € R, de modo a que
o valor absoluto do primeiro termo desprezado
seja inferior a um dado € € R™.

Especificagao:

Entrada: {z:2€ R, e:c€ R"}

3:2 55,3 mn—l
Saida: soma:soma=1+zc+ ++ + -+ —r
{ 21 3 (n—1)!
n—1 7
T T
— | > —| <e
Al 2e Al <e)
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Construcao do Algoritmo:

 Analisar as Especificacoes:

{xeR AerroeR"}
[inicializacOes]
{ Invariante }
while [condicdo] do
begin {Invariante } A { condic&o }
[instrucdes]
{ Invariante }
end;

{ Invariante } A { = condicé&o }

{soma=1+x+x2! ++ x"n-1)t A | xX"V(n-1)! | = erro

A termo = x"/n! A |termo| < erro }

 Qual é o Invariante? Qual é a Condicao do Ciclo?

Invariante: {soma=1+ X+ x/2! +---+ x™"Y/(n-1)! A termo = x"/n! }

Condicao do Ciclo: { |termo| = erro }
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 Posicionar o Invariante e a Condicao do Ciclo:

{xeRAermoeR"}
[inicializacbes]
{soma=1+x+x/2! +--+ x"Y)(n-1)! A termo = x"/n! }
while abs(termo) >=erro do
begin{soma =1 + x + x¥/2! +---+ x"Y/(n-1)! A termo = x"/n! }
A { [termo| = erro }
[instrucOes]
{soma=1+x+x2! +--+ xX"V/(n-1)! A termo = x"/n! }
end;
{soma=1+x+x/2! +--+ x"Y)(n-1)! A termo = x"/n! }
A { |termo| < erro }
{soma=1+x+x/2! +--+ x"n-1)1 A | xX"Y(n-1)! | = erro

A termo = x"/n! A |termo| < erro }

e Construir o Ciclo:

begin {soma =1+ x + x¥/2! +---+ x"Y/(n-1)! A termo = x"/n! }
A { [termo| = erro }
[instrucOes]
{soma =1+ x+x2! +--+ xX"V/(n-1)! A termo = x"/n! }

end;
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begin

end;

begin

end;

{ Temos uma soma parcial (correcta) e um novo termo,
que ainda pode ser (correctamente) somado. }

{soma =1+ x+ x%2! +---+ xX"Y/(n-1)! A termo = x"/n! } A { |termo| = erro }
soma:= soma + termo;

{soma=1+x+x%2! +---+ x"/n! A termo = x"/n! } A { [termo]| = erro }
[instrucdes]

{soma =1+ x+ x%2! +---+ xX"Y)(n-1)! A termo = x"/n! }

{ Precisamos de um novo termo. }

{soma =1+ x+ x%/2! +---+ xX"Y/(n-1)! A termo = x"/n! } A { |termo| = erro }
soma:= soma + termo;
{soma=1+x+ x%/2! +---+ x"/n! A termo = x"/n! } A { [termo]| = erro }
n:=n+ 1,
{soma=1+x+x%2! +---+ xX"Y/(n-1)! } A { termo = xX"Y/(n-1)! }
A { [termo| = erro }
{ X"Y/(n-1)!| = erro }
termo:=termo Ux / n;
{termo = x"Y/(n-1)! « x / n = X"/n! }
{termo = x"/In! } A { X" Y/(n-1)!| = erro }
{soma =1+ x+x%2! +---+ xX"Y)(n-1)! A termo = x"/n! }

A { [X"YI(n-1)!] = erro }

{ O Ciclo esta completo e correcto... }
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{ ... e a Saida do Ciclo ... }

while abs(termo) >=erro do
begin soma:= soma + termo;
n=n+1;
termo:=termo Ux/ n;
{soma=1+x+ x%2! +---+ xX"Y/(n-1)! A termo = x"/n! }
A { IX"Y/(n-1)!| = erro }
end;
{soma=1+x+x%2! +---+ xX"YI(n-1)! A termo = x"/n! } A { X" V/(n-1)!| = erro }

A { [termo| < erro }

{ ... temos a Especificacao de Saida! }

« Estabelecer as Inicializagoes:

{xeRAerroeR"}
[inicializacOes]

{soma=1+x+x2! +--+ xX"V/(n-1)! A termo = x"/n! }

{ Basta escolher valores para as 3 Variaveis Livres,
qgue obedecam ao Invariante. }

n:= 0; soma:= 0; termo:= 1;

n:=1; soma:=1; termo:= x;
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« Como temos a garantia de que este ciclo para, o Algoritmo
esta completo e Correcto:

{xeR AerroeR"}
n:= 0; soma:= 0; termo:= 1;
while abs(termo) >= erro do
begin soma:= soma + termo;
n=n+1;
termo:=termo [x /n
end;
{soma=1+x+x2! +-+ x"n-1)t A | xX"V(n-1)! | = erro
A termo = x"/n! A |termo| < erro }

= Uma questao de Analise Numérica:

Problema: Calculo de Raizes de Equacodes
pelo Método das Bissecgoes Sucessivas.

Especificagao:
Entrada: { Uma Equacdo na forma f(x) = 0
e um intervalo [a, b] : ! raiz e [a ,b]

eumerroe R™ }

Saida: { Um intervalo [a, b] : raize [a, b] A |a-b| <erro}

{ Qual é o Invariante?
Qual é a Condigéo do Ciclo? }
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Invariante: {raiz e|a, b]}

Condicao do Ciclo: {|a-Db|=erro}

« Construcao do Algoritmo:

{f(X) =0 Araize[a,b] AerroeR"}

[inicializacdes]
{raiz € [a, b] }
while abs(a-b)>=erro do
begin {raize[a ,b]A |a-Db|=erro}
[instrucdes]
{raiz € [a,b] }
end;

{raiz € [a, b] A |a-b| <erro}

{ Aqui convém recordar o
Método das Bissecgbes Sucessivas ... }

\q iz meio « ponto médio de [a, b];

\ﬂ / calcular f(meio);
b b

o= se raiz € [meio, b]

a a a entido {[a,b] « [meio, b]}
a « meio
/ . .
T sendo {[a,b] « [a, meio] }
b « meio;

Analise e Desenvolvimento de Algoritmos (2006/2007) Rosalia Rodrigues



Cap. 1 : Verificacdao Formal

15

 Algoritmo e Prova:

{f(X) =0 Araize[a,b] Aerro e R"}

fa:= f(a);
{raiz € [a, b] }
while abs(a—-b)>=erro do
begin {raize[a,b]A |a-b|=erro}
meio:= (a + b) / 2;
fm:= f(meio);
=> if (fa > 0) = (fm > 0)

then {raiz ¢ [a, meio] } = {raiz € [meio, b] }

a ;= meio
{raiz € [a, b] }
else {raiz € [a, meio] }
b := meio
{raiz € [a, b] }
{raiz € [a, b] }
end;

{raize[a,b]A |a-b|<erro}
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« Observacao:

if fa>0)=(fm>0) —=—
then {raiz ¢ [a, meio] }

else {raiz € [a, meio]}

| |

fa) f(meio) raiz¢[a,meio] fa>0 fm>0 (fa>0)=(fm>0)
+ +
+ -
- +

<TN<
<<
<<
<TITN<L

« Paragem do Ciclo:

while abs(a-b)>=erro do

Que garantia temos de que, em tempo finito,
sera atingido um intervalo [a, b], tal que |a - b] < erro ?

O Algoritmo gera uma sucessao de intervalos, obtidos por Bissecgcoes
Sucessivas do intervalo [a, b] inicial, portanto:

}=0= Ve RY, HN:vnzN;k,m;bl

<E&
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= Uma questao de Teoria dos Numeros:

Problema: Calculo do Maximo Divisor Comum
pelo Algoritmo de Euclides.

Especificacao:
Entrada: {a,b: a,beNg,-(@a=0Ab=20)7}

Saida: { x:x =mdc(a, b) }

mdc(380, 55) = ? mdc(55, 380) = ?
a b resto a b resto
380 55 50 55 380 55
55 50 5 380 55 50
50 5 0 55 50 5
5 0 50 5 0
5 0
mdc(380, 55) =5 mdc(55, 380) =5

« O Algoritmo resulta da aplicacao directa das 3 Propriedades:

mdc(a, 0) = a
mdc(a, b) = mdc(a mod b, b)
mdc(a, b) = mdc(b, a)
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 Algoritmo de Euclides:

X:=a,; y.=Db;
while y<>0 do
begin resto:= x mod y;
X=Y,
y:= resto
end;

e Algoritmo de Euclides e sua Demonstracao:

{a,b:a,beNy,(@a+0VvVb=+0)}
X:=a,; y.=Db;
{ mdc(a, b) = mdc(x, y) }
while y<>0 do
begin {mdc(a, b) =mdc(x,y) }A{y+0}
{ mdc(x, y) = mdc( x mod y, y) = mdc(y, x mod y) }
resto:= x mod y;
{ mdc(a, b) = mdc(y, resto) }
X=Y,
{ mdc(a, b) = mdc(x, resto) }
y:=resto
{ mdc(a, b) = mdc(x, y) }
end;
{mdc(a, b) =mdc(x,y) }A{y=0}
{x=mdc(a, b) }

{ Verifique os casos em que a ou b sdo nulos. }
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« A nocao de Invariante permite ainda a construcao de
Algoritmos lterativos destinados a Demonstrar Teoremas.

Problema: Somar os n primeiros nimeros naturais,
demonstrando também que:

1+2+3+---+n=n(n+1)/2
Especificacao:

Entrada: {n:neN}

Saida: {soma: soma=1+2+3+ - +n
AN soma=n(n+1)/27}

« Construcao do Algoritmo:
A Condicao de Paragem do Ciclo:

{neN}

k=1,
{k=1}
while k<ndo
begin {k<n}={k+l<n+l}
k:= k+1;
{k<n+l}

{k<n+l1}
end;

{k=n AN k<n+tl}={k=n}
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« Construcao do Algoritmo: O Somatoério:

{neN}

k:=1; soma:= 1,
{k=1}A{soma=1+2+...+k}
while k<ndo

begin {soma=1+2+...+k}A{k<n}
k:= k+1;
{soma=1+2+..+(k-1)}A{k<n+l}
soma:= soma + k
{soma=1+2+ .. +(k1)+k}A{k<n+l}
end;

{soma=1+2+..+k}A{k<n+l}A{k=n}
{soma=1+2+..+n}

« O Algoritmo e a Demonstragcao pretendida:

{neN}

ki=1; soma:=1;
{k=1}A{soma=1+2+..+k}A{soma=k(k+1)/2}

while k<ndo
begin {soma=1+2+...+k}A{k<n}A{soma=k(k+l)/2}

end;

k:= k+1;
{soma=1+2+..+(k-1)}A{k<n+tl}
A{soma=(k-1) k/2}
soma:= soma + k
{soma=1+2+..+k}A{k<n+l}
A{soma=(k-1) k/2+k=k(k+1)/2}

{soma=1+2+..+k}A{k<n+l}A{k=n}

A{soma=k(k+1)/2}

{soma=1+2+..+n}A{soma=n(n+l)/2}
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e Acabamos de Demonstrar, pelo Principio da Indugao que:

no n(n+1)

A nocao de Invariante representa o

Principio da Inducao Matematica.

« Com a nocao de Invariante podemos ainda Deduzir Algoritmos.

Problema: Calcular os n primeiros quadrados perfeitos,
utilizando apenas somas.

Especificacao:
Entrada: {n: neN}

Saida: {soma: soma=1,4,9, 16,25, .., n°}

Analise e Desenvolvimento de Algoritmos (2006/2007) Rosalia Rodrigues



Cap. 1 : Verificacdao Formal 22

 Deducao do Algoritmo: O Ciclo:

{neN}
ki=1;
{keN}
while k<ndo
begin {keN}A{k<n}
k:= k+1;
{keN}A{k<n+l}

{keN}A{k<n+l}
end;
{keN}A{k=n A k<n+l}
{k=n}

« Deducao do Algoritmo: O Somatorio:

{neN}

k:=1; soma:= 1;

{keN}A{soma=Kk"}

while k<ndo

begin {keN}A{soma=k*}A{k<n}

k:= k+1;
{keN}A{soma=(k-1*}A{k<n+l}
{soma=k"—2k+1}

soma:= soma + termo
{soma =k?}
{keN}A{soma=Kk*}A{k<n+l}
end;
{keN}A{soma=k*}A{k=n A k<n+l}
{k=n}
{soma =n*}
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« Deducao do Algoritmo: O Termo do Somatério:

{ Qual o valor do termo? }

{soma=k> -2k +1}

soma:= soma + termo
{soma =k*}
{termo =2k -1}

{neN}
k:=1; termo:= 1; soma:= 1;
{keN}A{termo=2k—1} A {soma=Kk*}

while k<ndo
begin {keN}A{termo=2k—-1}A{soma=k*}A{k<n}
k:=k+1;
{keN}A{termo=2 (k-1) =1} A {soma = (k-1)* }
AN{k<n+l}
{termo=2k-3}A{soma=k*-2k + 1}

{termo=2k -1}

soma:.= soma + termo

{soma=kK-2k+1+2k-1=k*}

{ soma =k*}

{keN}A{soma=k*}A{k<n+1}
end;

{keN}A{soma=k*}A{k=n A k<n+l}
{k=n}
{soma =n°}

{ Qual o incremento do termo? }
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« O Algoritmo e sua Demonstracgao:

{neN}
k:=1; termo:= 1; soma:= 1;
{keN}A{termo=2k—1} A {soma=Kk*}

while k<ndo

begin {keN}A{termo=2k—-1}A{soma=k*}A{k<n}
k:=k+1;
{keN}A{termo=2 (k-1) —1} A {soma = (k-1)* }

AN{k<n+l}

{termo=2k-3}A{soma=k*—2k + 1}
termo:=termo + 2;
{termo=2k-3+2=2k-1}
soma:.= soma + termo
{soma=k*-2k+1+2k—-1=k*}
{ soma =k*}
{keN}A{soma=k*}A{k<n+1}

end;

{keN}A{soma=k*}A{k=n A k<n+l}
{soma=n?}

« S0 o Algoritmo:
k:=1; termo:= 1; soma:= 1;

while k<ndo
begin k:=k+1;
termo:=termo + 2;
soma:= soma + termo
end;

{ Gera quadrados perfeitos ... }
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k termo soma

1 1 1
2 3 1+3= 4
3 5 1+3+5= 09
4 7 1+3+5+7=16
5 9 1+3+5+7+9=25
n 2n -1 n2

« A deducao do Algoritmo gerou, por Indugao, a propriedade:

n
Y (2k—1) = n’
k=1
« De forma (ainda) mais simples, podemos escrever:
k:=1; termo:= 1; soma:= 1;
for k=2tondo
begin termo:=termo + 2;

soma:= soma + termo
end;

« Exercicio: Calcular os n primeiros cubos perfeitos,
utilizando apenas somas.

 Exercicio: Construa um Algoritmo para Demonstrar que:

13+23+33+..4n3=n2 (n+1)2/4=(1+2+3+ .- +n)2
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« Podemos ainda Reutilizar Algoritmos.

Problema: Se temos um Algoritmo para calcular nz, poderemos
altera-lo de forma a calcular y/n?

Claro que, estando em Aritmética de Inteiros, s6
poderemos calcular uma aproximacao inteira de y/n.

Especificacao: Entrada: {n:neN}

Saida: {k:k=0/n0O}

Nota: k=D (k-1)< x <k

k=X k <= x <(k+1)

e O que temos do Algoritmo anterior:
{neN}

k:=1; termo:= 1; soma:= 1;
while k<ndo
begin k:= k+1;
termo:=termo + 2;
soma:= soma + termo
end;

{keN}A{soma=k*}A{k=n}A {k<n+l}
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{keN}A{soma=k*}A{k=n}A {k<n+l}
O que pretendemos do novo Algoritmo:

(k=0/n0e (k-1)<+n<k)

{keN}IA {(k-1)<vVn}A{k=+n}=

{keN}A{(k-1)2< n}A{kZ=n}
 Basta portanto alterar a Condicao do Ciclo:

{neN}
k:=1; termo:= 1; soma:= 1;
{keN}A{soma=Kk}

while | soma<n “ do

begin {keN}A{soma=k?}A{soma<n}
{k*<n}
k:= k+1;
{(k-1)*<n}
termo:=termo + 2;
soma:= soma + termo
{ soma =k?}
{keN}A{soma=k}A{(k-1)*<n}
end;

{keN}A{soma=K}A{(k-1)*<n}A{soma=n}
{keNIA{(k-1)’<n}A{K*=n}

{keN :k=0/n}
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0 A Axiomatica de Hoare

{ Sistema Formal para a Verificacao
da Correccao Parcial de Algoritmos. }

C.A.R. Hoare: “An Axiomatic Basis for Computer Programming”,
Comm. ACM 12(10), pp. 576-583, 1969.

C. A. R. Hoare and N. Wirth: “An axiomatic definition of the programming language
PASCAL”, Acta Informatica, 2(4):335-355, 1973.

« Uma Légica Predicativa para a Especificacao e Verificacao de
Programas (Algoritmos) numa Linguagem Imperativa.

 Conjunto de Axiomas e de Regras de Inferéncia.

 Especificagao de um Algoritmo:

Antecedente Consequente
Pré — Condicéo Pos — Condicéo
Condicao de Entrada Condicéo de Saida

N ~
1Py S1Q;

{ Se { P } for verdadeiro antes da execucédo de S,
entdao { Q } é verdadeiro apos a execugao de S.}
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« O Axioma da Atribuicao:

{ Para que {P(x)} seja verificado apds a execucao de x:= e,
é suficiente que {P(e)} seja verdadeiro antes. }

{Ple)} z:=e{P(x)}
AN

Predicado obtido a partir de { P(x) },
substituindo todas as Ocorréncias Livres de x por e.

Ex. :
{soma=1+2+3+..+n}
{soma=1+2+3+...+(n+1-1)}
ni=n-+1;
{soma=1+2+3+..+(n-1)}
Ex. :

{soma=k*—2k+1}
{soma=k*—(2k-1) }
{termo=2k-1}
soma:= soma + termo

{ soma = k*}
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* As Regras de Inferéncia:

{P} S{Q}. Q=R
{P} S{R}

{ Se { P } garante { Q }, apos a execuc¢ao de S,
entdo também garante todo o Predicado implicado por { Q }.}

Ex.: {x>0}
X:= 2 % X;
{ x par }
{ x par } = { x+1 impar }
{ x+1 impar }

P=qQ. {Q}S{R}
{P} S{R}

{ Se { Q } for antecedente para S produzir { R }, entao
também é antecedente todo o Predicado que implique { Q }.}

Ex.: { x+1 impar }
{ x+1 impar } > { x par }
{ x par }
r’=x mod 2;

{r=0}
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« A Regra da Composicao Sequencial:
1P} 5110}
QY S (R}
{P}S1: So{R}

{ Se a execucao de S; com antecedente { P } garante { Q },
e se a execucao de S, com antecedente { Q } garante { R },
entao a execucao de S; ; S, com antecedente { P } garante { R }.}

EX.: {x=aAy=Db}

aux:.= x;
{aux=aAx=aAy=Db}
X=Y,
{x=bAaux=aAy=Db}
y:= aux;

{y=aux Ax=bAaux=a}

{x=bAy=a}

 Generalizacao:

{Po} 51 ; ﬂfg s w e e Sﬂ_ {Pn}
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 As Regras da Alternativa:
{P and B} S| {Q}
{P and not B} S; {Q}
{P}if B then S else S, {Q}

Ex.: {raize]a, b]}

if (fa>0)=(fm > 0)
then {raiz ¢ [a, meio] A raiz € [a, b] } = {raiz € [meio, b] }
a = meio
{raiz € [a, b] }
else {raiz € [a, meio] }
b := meio
{raiz € [a, b] }

{raiz € [a, b] }

{P and B} 5{Qj}
{P and not B} = {Q}

(P} if B then S {Q)
Ex.: {X=Xo}
ifx<0
then {x=xoAx<0}
X = -X
{x=-%XAx>0}
{x=1]Xo|}

{x=xAX=20}=>{x=]|X%X0]|}

{x=]xo]}
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Regras da Repeticao:

« A Regra do Ciclo while:

(Iand B} § {1}
{1} while B do S {/ and not B}

{ Relacionar com as Quatro Regras anteriores
e com o Principio da Inducao. }

{1} { Caso Base }
while B do
begin {IA B}
S ? { Passagem Indutiva }
{1}
end;
{IN-B}
Problema: Calcular o valor maximo de um conjunto de inteiros.

Especificacao: Entrada: { x[1..n]eZ"}

Saida: { maximo = max {x[1..n]} }
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Formulacao: { maximo = max {x[1..n]} } =

{ A maximo € x[1..n] : ¥ ke [1..n] > X[Kk] = maximo}

Estratégia: Conservar Invariante: { maximo = max { x[1..K] } }

1 2 .. k n

Algoritmo e Prova:
{X[1.n]e 7"}

k:= 1; maximo:= x[1];
{ maximo = max {x[1..k]} }

while k<ndo
begin { maximo = max {X[1..k]} A (k+1-1<n)}
k:=k+1;
{ maximo = max {x[1..k-1]} A (k-1 <n) }
if x[k] > maximo
then { maximo = max {x[1..k-1]} A x[k] > maximo }
maximo:= x[K]
{ maximo = max {x[1..k]} }
{ maximo = max {x[1..k-1]} A x[k] = maximo } =
{ maximo = max {x[1..k]} }
{ maximo = max {x[1..K]} A (k-1 <n)}
end;

{ maximo = max {X[1..K]} A (k-1 <n)A(k=n)}
{ maximo = max {x[1..n]} }

Exercicio: Calcular o indice do valor maximo.
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Problema: Pesquisa Sequencial.

Entrada: {xeZ, a[l..n]ez"}
Saida: {?xeall..n] }

Formulacao: {xeal[l.n] }={3ke[l..n]:x=a[k]}
{x¢a[l.n] }={Vke[l.n] > x=+alk]}
{ Um Ciclo ... }
Especificagao:
Entrada: {xe Z, a[l..n]ez"}

Saida: { achoue{V,F}:
achou = (3ke[l..n] : x=al[k]) }

Estratégia: Conservar Invariante:

{x ¢ a[l..k-1] A achou = (x =alk] ) }
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Algoritmo e Prova:

{xez,al.nleZ"}

ki=1;
achou:=x = a[1];
{a[l.k-1]1=0}

{x ¢ a[l..k-1] A achou = (x =alk] ) }
while not achou and (k < n) do
begin {x ¢ a[l..k-1] Aachou =(x=alk])} A
{-=achou A (k<n)}
{xe¢al.k]A(k<n)}

k:=k+1;
{x¢all.k-1] A (k-1 <n)}

achou:= x = a[k]
{x ¢ a[1..k-1] A achou = (x = a[k] ) A (k-1 < n)}
end;
{x ¢ a[1..k-1] A achou = (x = a[k] ) A (k-1 <n) } A {achou V (k = n) }

{x ¢ a[l..k-1] A achou = (x =a[k] ) A (k-1 <n) A achou }V
{xe¢a[l.k-1] Aachou=(x=alk] ) A(k-1<n)A(k=n)}

{achou A (x=alk])Ake[l.n]} V {achou=(x=a[n]) }
{achou=(dke[l.n] :x=alk])}
{achou= xeall..n] }

{ Se achou, o valor de k a saida do Ciclo
€ o da primeira ocorréncia de x = a[k]. }
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Nota: Como {-AVB}={A=>B}

{achouV (k=n)}={-achou=> (k=n)}

portanto, no caso de { = achou } , temos:
{xega[l.k-1]A (x+alk])A(k-1<n)A(k=n)}
{xe¢a[l.k-1] (x=+alk])A (K=n)}
{x¢all.n]}

Assim, como alternativa aos calculos a saida do Ciclo:

a) {achou}
{achou=(x=alk]) A(k-1<n)}
{(x=alk]) Ak e[1..n]}

b) {-achou}
{xe¢al.k-1] (x+Aak])Ak=n)}
{x¢all.n]}

Nota: Como alternativa para as inicializacdes,

k:=0;
achou:= false;

{ Teste de igualdade entre um
Valor Definido e um Valor Indefinido. }

[a[l.k-1]=0}A{(x=alk])=false }

{x ¢ a[l..k-1] A achou = (x=a[k] ) }
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Problema: Inclusao de Conjuntos.

Entrada: {a[l..m] e Z™, b[1..n]e Z2" }
Saida: {?a[l.m]cb[l..n] }

Formulacao:

{a[l.m]cb[l.n]} ={Vie[l.m],Ije[l..n]:ali] = b[j]}
{ Dois Ciclos ... }

Especificagao:

Entrada: {a[l..m] e Z™, b[1..n]e Z2" }

Saida: { contidoe{V, F}:
contido = (Vie[l.m],3je[1..n] :a[i] =b[j]) }

..........................................................

Observagdo: J4 temos um mddulo para a Pesquisa, .

{ Pesquisar a[i] em b[1..n] }

j:=0; ¥
achou:= false;
while not achou and (j <n) do
begin j .=+ 1;
achou:= aJi] = b[j]
end;

{achou = aJi] € b[1..n] }
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Estratégia: Conservar Invariante:

{a[l..i-1] € b[1..n] A contido = ( a[i] € b[1..n] ) }

Algoritmo:

I:= 0; contido:= true;

{®chll.n}

while contido and (i <m) do
begin {a[l..i-1] c b[1..n]} A {a]i] € b[1..n] }
{a[l..] cb[l.n]}}
=1+ 1;
{a[l..i-1] c b[1..n] }

{ Pesquisar a[i] em b[1..n] }
j:= 0; achou:= false;
while not achou and (j <n) do
begin j .=+ 1;
achou:= aJi] = b[j]
end;
{achou = aJi] € b[1..n] }

contido;= achou <=
end;

{ contido = (a[l..m] c b[1..n] ) }

{ Se - contido, o valor de i a saida do Ciclo
€ o da primeira ocorréncia de a[i] ¢ b[1..n]. }
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Algoritmo e Prova:

1:=0;

contido:= true;

{a[l.i-1]=PYA{® cb[l.n]}

{a[l..i-1] c b[1..n] A contido = (a[i] € b[1..n] )}

while contido and (i <m) do
begin {a[l..i-1] € b[1..n] A contido = ( a[i] € b[1..n] ) } A

end;

{contido A (i<m)}
{a[l..ilcb[l.n]}A(i<m)}
=1+ 1;
{a[l..i-1]] c b[1.n] A (i-1<m)}

{ Pesquisar a[i] em b[1..n] }

j=0;

achou:= false;

while not achou and (j <n) do
begin |j:=j+1;

achou:= aJi] = bfj]

end;

{achou = a[i] € b[1..n] }

contido:= achou

{a[1..i-1] € b[1..n] A contido = (afi] € b[1..n]) A (i-1 < m)}

{a[l..i-1] € b[1..n] A contido = (a[i] € b[1..n] ) A (i-1<m)} A

{-=contidoV (i=m) }
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{a[l..i-1] € b[1..n] A contido = (a[i] € b[1..n] ) A (I-1<m)} A

a)

b)

{-contidoV (i=m)}

{ contido }

{=contido V(i=m)}={contido= (i=m)}
{a[l..i-1]] c b[l.n]Aaf[iljeb[l.n] A(I-l<m)A(i=m)}
{a[l..i-1] c b[l.n]Aa[i]l e b[l.n] A(i=m)}
{a[l..m-1] c b[1..n] A a[m] € b[1..n] }
{Vie[l.m],3je[l..n]:a[i]=D[]}

{a[1.m] c b[1..n] }

{ = contido }

{a[l1..i-1] € b[1..n] A contido = (a[i] € b[1..n] ) A (I-1 <m) }
{a[l..i-1] c b[1..n] ai] ¢/b[1l..n] A (i-1<m)}
{3ie[l.m]:a]i] ¢b[l..n]}

{ ... e conhecemos esse i. }

{a[1..m] ¢ b[1..n] }

{ contido = (a[1..m] c b[1..n] ) }
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Problema: Pesquisa Binaria num vector ordenado.
Entrada: {xe Z, a[l..n]eZzZ":
Vi,jel[l..n], i<]j = ali]l =alj]}
Saida: {?xeall..n] }

Especificagao:

Entrada: {xe Z, a[l..n]eZzZ":
Vi,je[l..n], i<j = ali]l =alj]l?}

Saida: { achoued{V,F}:
achou = (3dke[l..n] : x=a[k]) }

Estratégia: ParticOes Binarias ...

X esq meio dir
12 a|2|4|6|6|8(10({14|16/20(22|24]126|28|28|30|32(32(32|34|36|40
€sq dir
21416|6]8|10{14/16|20(22
€sq dir
10(14]16 J20|22
10714
14

Condicao do Ciclo: not achou and (esq <= dir)

Invariante: ?
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Algoritmo:

esqg:=1; dir:=n;
achou:= false;
while not achou and (esq <= dir) do
begin meio:= (esqg+dir) div 2;
if x = a[meio]
then achou:= true
else if x < a[meio]
then dir:= meio-1
else esq.= meio+l
end;

{achou = x € a[1..n] }

1 2 esq meio dir n

Invariante (12 versao):
{x ¢ a[l..esqg-1] A x ¢ a[dir+1..n] A achou = ( x = a[meio] ) }

{ Fazer ... }

Invariante (22 versao):

{(xea[l.n] = x € alesq..dir] ) A achou = ( x = a[meio] ) }
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Algoritmo e Prova:
esq:= 1; dir:= n; achou:= false;

{(x e a[l.n] > x € alesq..dir] ) A achou = ( x = a[meio] ) } A
{esq, dire[l..n]}
while not achou and (esq <= dir) do
begin {(x € a[l..n] > x € alesq..dir] ) A

achou = (x=a[meio] ) } A{esq, dire [1..n] } A

{ = achou A (esq < dir) }

{ x # a[meio] }

meio:= (esqg+dir) div 2;

{ meio € [esq..dir] c [1..n] }

if x = a[meio]
then {x=aJmeio] }
achou:= true
{ (x=a[meio] ) A achou A meio € [1..n] }
else {x + a[meio] A = achou}
if X < a[meio]
then {x ¢ a[meio..n] } { ordenado ... }
{(x e a[l.n] > x € alesq..meio-1]) }
dir:= meio-1
{dire[1..n] }
{(xea[l.n] > x € alesq..dir] ) }
else {x # a[meio] A x = a[meio] }
{ x> a[meio] }
{x ¢ a[l1..meio] } { ordenado ... }
{(x e a[l.n] > x € a[meio+1..dir]) }
esq:= meio+1
{esqe[l..n]}
{(xea[l.n] > x € alesq..dir] ) }
{(xea[l..n] > x € a[esq..dir] ) A
achou = (x =a[meio] ) } A { esq, dir, meio € [1..n] }
end;
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{(x e al[l..n] > x € alesq..dir] ) A achou = ( x = a[meio] ) } A
{ esq, dir, meio € [1..n] } A {achou V (esq > dir) }

a) {achou}
{achou = ( x = a[meio] ) A (meio € [1..n]) }

{ x =a[meio] A (meio € [1..n]) }

b) {-achou}
{ achou V (esq > dir) } = { = achou = (esq > dir) }
{(xea[l.n] > x € alesq..dir] ) A (esq > dir) }
{xeall.n]=>xe®}
{x e a[l..n] = Falso }
{-xeall.n]}
{x¢a[l.n]}

{achou =x e a[1..n] }
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Problema: Verificar se um dado vector estd Ordenado.
Entrada: { a[l..n]ez"}

Saida: {?Vijell..n], i<j = alil=aljl?}

Especificacao de Saida:

{ ordenado e { V, F }:
ordenado = (Vi,je[1..n], i<j = alil=al[j]) }

Estratégia: (Vi,je[l..n], i<j = alil=<a[j]) =

{ Dois ciclos ... }

(Vkel[l.n-1] > a[k] < a[k+1])

{ ...um ciclo. }
Algoritmo:
ki=1,;
ordenado:= true;
while ordenado and (k < n) do
begin ordenado:= a[k] <= a[k+1];
ki=k+1

end:;

{ordenado =(V k € [1..n-1] = a[k] < alk+1])}

{ Estara certo? Provar ... }
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Mais Regras da Repeticao:

« A Regra do Ciclo repeat:

1Py S}
{I and not B} S{I}
{P} repeat S until B {I and B}

{ Relacionar com a Regra do while .... }

{P} {P}
repeat S S;
{1} {1}

until B; while not B do

{IAB} {IN-B}
S
{1}

{INB}

« Teorema:

[repeat SuntilB]=[S; whilenotBdo S|
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 As Regras do Ciclo for:

{r€la. band P(la..x))} S{P(la..x])}

{P([])} forx :=atobdo S {P(|a..b])}

{r €la.bland P((x.. b))} S{P([x..1])}

{P([])} for x := bdownto a do S {P([a .. b])}

{P(D}

for x=atobdo
{x e[a..no] A P([a..x-1]) }
S

{P([a..x]) }
{P([a..b]) }

{P(D}

for x;:= b downto a do
{x e [a..n] A P([x+1..b]) }
S

{ P([x..b]) }
{P([a..b]) }

{ Também equivalentes ao while .... }

if a<=Db
then begin x:= a;
S;
while x < b do
begin x:=succ(x);
S
end
end;
if a>=Db
then begin x:=Db;
S;
while x > a do
begin x:=pred(x);
S
end
end;
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Problema: Ordenar um dado vector.

Especificacao:
Entrada: {a[l..n]eZ"}

Saida: {a[l.n]eZ" :Vvke[l..n-1] = a[k] < a[k+1]}

Estratégia: Para k e [1..n-1]
identificar a[k] > a[k+1] e trocar.

for kk=1ton-1 do
if a[k] > a[k+1]
then begin aux:= a[k];
a[k]:= a[k+1];
a[k+1]:= aux
end;

{ ordenado? }

o b
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{ So conseguimos pbr o maximo na ultima posicao. }

for kk=1ton-1 do

{ X[K] = max {x[1..K]} }

if a[k] > a[k+1]

then begin aux:= alk];
alk]:= a[k+1];
a[k+1]:= aux

end;
{ x[k+1] = max {x[1..k+1]} }

{ x[n] = max {x[1..n]} }

{ ... mas o ultimo elemento ficou ordenado! }

E necessario repetir o processo,
para o vector a[l..n-1],

al[l..n-2], 1/3/5/4(2]|6
reay 1 2 3
al[l..2] 1135 516

(6 I IE - I SN
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1 2 .. [im

Algoritmo - BubbleSort:

for lim:= n downto 2 do
{ a]lim+1..n] ordenado }

for ki=1tolim-1do
if a[k] > a[k+1]
then begin aux:=alk];
a[k]:= a[k+1];
a[k+1]:= aux
end;
{ x[lim] = max {x[1..lim]} }

{ a[lim..n] ordenado }

{ a[2..n] ordenado A x[2] = max {x[1..2]} }

{ a[1..n] ordenado }
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0 O Problema da Paragem

{ Existem Sistemas Formais que permitem a
Verificacao da Correccao Parcial de Algoritmos. }

Especificacdo de um Algoritmo:

1Py S{Q}

o Correccao Parcial: Se S terminar, {P} garante {Q}
apos a execucéao de S.

« Correcgao Total: {P} garante que S termina e também
garante {Q} apds a execucéo de S.

{ Mas nenhum Sistema Formal pode permitir a
Verificacao da Correccao Total de Algoritmos. }

O Problema da Paragem é Indecidivel

{ Que podemos fazer? }

 Podemos sempre tentar verificar se Algoritmos particulares
param ou nao.
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