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“ It has often been said that a person does not really

under stand something until he teaches it to someone else.
Actually a person does not really under stand something until
he can teach it to a computer, i.e., expressit as an algorithm.”

Donald E. Knuth, American Mathematical Monthly, 1974.




“| hold the opinion that the construction of computer
programs is a mathematical activity like the solution of

differential equations, that programs can be derived from
their specifications through mathematical insight,
calculation, and proof, using algebraic laws as simple and
elegant as those of elementary arithmetic.”

Sir Charles Antony Richard Hoare.




A lteracao




Muitas vezes,
0 Algoritmo pode ser construido directamente

a partir da Formulacéo M atematica da
Especificacao do Problema.




Especificacao: Entrada: {n: ne N} n
Saidas {soma: soma= Z k }
=1

{neN}
soma:= 0;
for k:=1tondo
soma:= soma+k;
{neN;} {soma = 1+2+---+n}
k:=1: soma:= 1;
while k< ndo
begin k:=k+1;
soma:= soma+k
end;
{soma= 1+2+---+n}



Masestara CERTO?

A condicao de paragem do Ciclo:

{neN}
ki=1:
{keN}
while k<ndo
begin {k <n} = {k+1 < n+1}
k:= k+1;
{k < n+1}

{k <n+1}
end;
{k=n A k<n+l} = {k=n}



O Somatoério:

{neN}
k=1, soma:= 1;
{k =1} A {soma=1+2+---+k}
while k<ndo
begin {soma=1+2+---+k} A {k <n}
ki= k+1;
{soma=1+2+---+(k-1)} A{ k<n+1}
soma:= soma-+k
{soma=1+2+--- +(k-1)+k } A { k <n+1}
end;
{soma=1+2+---+k} A {k=n} A{k<n+1}
{soma= 1+2+---+n}



A Proposicao L ogica
{soma = 1+2+...+k}

chama-se | nvariante do Ciclo.




A nocao delnvariante
representao
Principio de I nducéo.

10



Com base na nocao de I nvariante
de Algoritmos | terativos
e também possivel

Demonstrar T eoremas.
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Teorema: 1+2+3+---+n=n(ntl)/2

Especificacao: Entrada: {n:neN}
Saidaa  {soma:soma=1+2+3+---+n A
soma=n(n+1)/ 2}
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O Algoritmo e a Demonstracao pretendida:

{neN}
k:=1; soma:= 1,
{k=1} A {soma=1+2+---+k =1} A{soma=k (k+1) /2 =1}

while k<ndo
begin {soma=1+2+---+k} A {soma =k (k+1) /2} A {k <n}
k:= k+1;
{soma=1+2+---+(k-1)} A {soma=(k-1)k /2} A{k <n+1}
soma:= soma+k
{soma=1+2+.--+k } A{k <n+1}
A{soma=(k-1) k /2 +k =k (k+1)/2}
end;

{soma= 1+2+---+k} A{soma=k (k+1)/2} A{k=n} A{k<n+1}

{soma= 1+2+---+n} A {soma=n (n+1) /2}
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Utilizando a nocao de I nvariante,
podemos ainda Deduzir Algoritmos.
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Problema: Calcular osn primeiros quadrados perfeitos,
um por cada volta de ciclo,
utilizando apenas somas.

Especificacdo: Entrada {n:neN}

Saidaa {soma:soma=1
=4
=9
=16
=25

; .n2}
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Deducao do Algoritmo : o Ciclo:

{neN}
k:i=1;
{k e N}
while k<ndo
begin {keN} A{k<n}
k:i= k+1;
{k e N} A{k-1<n}

?

{k e N} A{k-1<n}
end;
{keN} A{k=n} A{k-1<n}
{k=n}

16



Deducéo do Algoritmo : 0 Somatorio:

{neN}

k:=1: soma:=1;

{k e N} A {soma=k?}

while k<ndo

begin {k e N} A {soma=k?} A{k<n}

k:i= k+1;
{k e N} A{soma= (k-1)3} A{k-1<n}
{soma=k?- 2k + 1}

?
soma:= soma + termo
{soma= k?}

{k e N} A{soma=k?} A{k-1<n}
end;
{keN} A{soma=k?} A{k=n} A{k-1<n}
{ soma = n?}
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Deducdo do Algoritmo : 0 Termo do Somatorio:

{neN}

k:=1: termo:=1; soma:= 1;

{keN} A{termo=2k - 1} A {soma=k?}

while k<ndo

begin {keN} A{termo=2k - 1} A {soma=k?} A {k <n}

k:= k+1;
{keN} A{termo =2 (k-1) - 1} A {soma= (k-1)3} A {k-1<n}
{teemo=2k -3} A{soma=k?-2k + 1}

?

{teemo =2k -1}

soma:= soma + termo

{soma=k?-2k+1+2k+1=k?

{keN} A{termo=2k - 1} A {soma=k?} A {k-1<n}

end;
{keN} A{termo=2k - 1} A{soma=k?} A{k =n} A {k-1<n}
{soma = n%}
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Algoritmo e sua Demonstracao:

{neN}
k:=1: termo:=1; soma:= 1;
{keN} A{termo=2k - 1} A {soma=k?}
while k<ndo
begin {keN} A{termo=2k -1} A {soma=k?} A{k <n}
k:= k+1;
{keN} A{termo =2 (k-1) - 1} A {soma= (k-1)3} A {k-1<n}
{teemo=2k -3} A{soma=k?-2k + 1}
termo:=termo + 2;
{termo=2k-3+2=2k -1}
soma:= soma + termo
{soma=k?-2k+1+2k+1=k?%
{keN} A{termo =2k - 1} A {soma=k?} A {k-1<n}
end;
{keN} AM{termo=2k - 1} A {soma=k?} A {k =n} A {k-1<n}
{ soma = n?}
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Mas afinal,
o0 quefaz o algoritmo?

k:=1; termo:= 1; soma:= 1;
while k<ndo
begin k:=k+1,;
termo:=termo + 2;
soma:= soma + termo
end;

... Isto é, demonstra que:

i(Zk-l):nz

pelo M étodo da Inducao.

a A~ W N = T

termo

© N O W

soma

1

1+3= 4
1+3+5= 9
1+3+5+7 =16
1+3+5+7+9 = 25
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Temos assim algoritmos capazes de demonstrar que:

] 1+2+3+---+n=n(n+tl)/2
] 1+3+5+7+---+(2n-1) =n?

Exer cicios:

[] Calcular osn primeiros cubos perfeitos, um por cada volta
de ciclo, ainda utilizando apenas somas.

(] Por fim, ganhe coragem, junte tudo e demonstre (s6 com
um ciclo e apenas com somas) que:

PB+28+3F+--+n=n2(n+1)?/4=(1+2+3+ - +n)?
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] Ejaagora, setemos um Algoritmo paracalcular n?,
poderemos altera-lo por formaa calcular \/ n?

Claro que, estando em Aritmética de I nteir os, SO podemos
pretender calcular uma aproximagao inteira de y/n.

Especificacao: Entrada {n:neNj
Saida: {k:k=0/n0

Nota: k=XOo (k-1) < x <k

k=Ue k = x <(k+1)
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O quetemos.

{neN}
k:=1; termo:= 1; soma:= 1;
while k<ndo
begin k:=k+1;
termo:= termo + 2;
soma:= soma + termo
end;
{neN} A{soma=k?} A{k-1<n} A{k =n}

O gue pretendemos:
{(k-1) <vVn} A{vVn=<k} ={(k-1)2< n} A{n < k?
Ou sga:

{n e N} A{soma=k?% A{(k-1)*< n} A{n < k?}
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Basta portanto alterar a Condicao do Ciclo:

{n e N}
k:=1: termo:=1; soma:= 1;
{ soma = k?}
while |SOmMa <n | do
begin {{soma=k?} A{soma<n}} = {k?<n}
k:= k+1;
{(k-1)?<n}
termo:=termo + 2;
soma:.= soma + termo
{soma=k?} A{(k-1)*<n}
end;
{neN} AN{soma=k?%} A{(k-1)? < n} A{n=<k?}
{neN} AM{soma=k?%} A{(k-1) <+n} A{vVn=Kk}

IneNYA{k=[yn]
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Mais alguns Algoritmos que podem ser
construidos directamente
a partir da Formulacéo M atematica da

Especificacao do Problema.
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[] Calcular o Valor Maximo de um conjunto finito:

Especificacao: Entrada: { x[1..n] }
Saidaa  { maximo = max {x[1..n]} }

Formulacao: { maximo=max {X[1..n]} } =
{ dmaximo € x[1..n] :
Vi e[l.n] = x[i] = maximo}
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(] Pesguisar um elemento num conjunto finito:

Especificacao. Entrada: { x, a1..n] : do mesmo tipo}
Saida  { ?xe4d[l.n]}

Formulacdo: {xedl.n}={3die[l.n]:x=4di]}

Nota: {xgdl.n}={Vie[l.n=>x=+4di]}
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(1 Verificar aRelacéo de I nclusao entre dois conjuntos finitos:

Especificacao: Entrada: { a1..m], b[1..n] : do mesmo tipo}
Saidaa  { ?a[1.m] c b[1..n] }

Formulacao: { al.m]cb[l.n]} =
{Vie[l.m], d)e[l.n]:di] =Db[]]}
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[] Ordenar os elementos de um conjunto finito:

Especificacdo: Entrada: { x[1..n] }
Saida: { X[1..n] por ordem nao decrescente}

For mulacéao: { X[1..n] por ordem nao decrescente} =
{Vije[ln:i<]j=X[i]=X[]} =
{ Vie[l.n-1] = X[i] = x[i1+1] }

Nota: A identificacdo de ocorréncias de pares. { x[i] > x[i+1] } e
consequente tr oca consiste no Método BubbleSort.
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Uma questéo de Analise Numeérica:
Problema: Célculo de Raizes pelo M étodo das BissecgOes Sucessivas
Especificacao: Entrada: { Uma Equacao naformaf(x) = 0O,

um intervalo [a,b] : 3! raiz € [a,b],

erro € R*}

Saidaa { Umintervao [a,b] :

raiz € [a,b] A |a-b| < erro }

Facilmente se conclui que:

Invariantedo Ciclo:  {raize[ab]}

Condicao do Ciclo: {|a-b| = erro}
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Construcao do Algoritmo:

{f(x)=0Araize[ab] AeroeR"}

?

{raiz e [a,b]}
while abs(a-b) >=erro do
begin {raiz e [ab] A |a-b| = erro}
?
{raiz e [a,b]}
end;

{raiz € [a,b] A |a-b| < erro}
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O M étodo das Bissecgbes Sucessivas.

meio < ponto médio de [a,b];
calcular f(meio);

If raiz € [meio,b]
then a « meio
else b « meio;
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Algoritmo e Prova:

{f(xX)=0Araize [ab] Aerro e R}

fa:=f(a);
{raiz e [a,b]}

while abs(a-b) >=erro do
begin {raiz € [ab] A |ab| = erro}
meio:= (a+b)/2;

fm:= f(meio)

if (fa > 0) = (fm > 0)

then {raiz ¢

ameio]} = {raiz e [meio,b]}

a < meio

{raz e
else {raize

3,b]}
[a,meio]}

b « meio

{raize
end,
{raiz e [a,b] A |a-b| < erro}

a,b]}
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Observacoes:

1. if (fa > 0) = (fm > 0)
then {raiz ¢ [ameio]}
else {raiz € [ameio]}

f(a) f(meio) fa>0 fm>0 (fa>0)=(fm > 0)

+ + \ \% \%
+ Y% F F
+ F % E
F E %
2. while abs(a-b) >=erro do
Que garantia temos, guanto a Paragem deste ciclo?
- Ja—b) . a—b
Im{———}=0&=VeecR",IN:¥n> N = <e
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