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O Problema... I‘§’
O Problema do Par mais Préximdhé¢ closest pair
problemn)

» Enunciado: Dadosn pontos queremos encontreois
cujadistancia* entre eles € minima

*distancia euclidianal(p, 6) = /(x, = x3)? + (¥, = ¥,)?

® TWO CLOSEST POINTS

= Aplicacdo: Sistema de Controlo de Trafego Aéreo
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O Problema do Par mais Proximo: um algoritmo ingénuo I‘*§’

m A primeira ideiade solucao para este problema é:

Aplicar uma busca exaustivaem todos os pares de pontos da
coleccdo dada e procurar a distancia minima.

= 1SS0 nos leva ao seguinddgoritmo ingénudou porforca-bruta)
= Algoritmo PmP1:
Dada uma coleccd®= (p,, p, ..., p,) den pontos determina
a distdncia minima entre pontos de S.
1. D€
2. Paratodoiem [1..n] faca
2.1. Paratodojem]i+ 1...n-1] faca
21.1. D < min{D, d(p;p)}
3. Devolve D
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O Problema do Par mais Proximo: um algoritmo ingénuo E’F

Algoritmo PmP1:

1. D&
2. Paratodoiem [1..n] faca
2.1. Paratodojem]i+ 1...n] faca
2.1.1. D < min{D, d(p;p)}
3. Devolve D

Analise: Como no passo 2.1.1. é calculado o minimo entre a
distancia do par de pontos sendo considerado e a menordaistan
encontrada até o momento, D nunca cresce e assume o valor
minimo desejado.

Como este passo é executado:
(n-1)+(n-2)+ ..+ 1= 0o(f)
vezes, este algoritmo é um algoritmo de complexddadadratica

Serd posscvel encontrarmos um algonitmo mais eféccente?

(n=n
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Par mais Proximo: procurando melhores ideias ;

m |deia N° 1: Tentar fazenincursbes em dimensdes menores
de modo a obter ideias que sugiram solucdes eficientes para
dimensdes maiores.

= Par mais proximo em O - algoritmo simples que resolve o
problema de maneira muito eficiente:
ordenar os pontos dados e procurar o par mais préximo
através de um varrimento linear destes pontos

Nesta estratégia o0 par de pontos mais proximos €
necessariamente upar consecutivo no conjunto ordenado

e é isto que permite desenvolver este algoritmo. Portanto, a
nocao deconsecutividadee fundamental.

 Néo é possivel generalizar esta ideia para
" outras dimensdes!
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Par mais Proximo: procurando melhores ideias E?
m |deia N° 2: Versaodivisao-e-conquista&m [+
» Dividimos um conjuntd® de n pontos eml! pela sua mediana*:

temos dois subconjuntos disjuntd3: e P;, (todos os pontos dé estéo a
esquerda da mediana e osRjea direita)

= O par de pontos mais proximo efsera
um par contido en®_ ou
um par contido enP; ou
um par muito particular de pontos lgePg

= Atencao: Este Ultimo par necessariamente teria que ser composto
do ponto mais & direita dé e do mais a esquerda ¢k, isto &,
os dois pontos vizinhos da mediana - ponto de separacap ele

Ps .
ihl
pP1 p2 é)x q3 q
PL I PR

* a mediana sera o elemento central (n+1)/2 7
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Par mais Proximo: d|V|séo-e-conqwstaem gl If?

m Dividir:

= Compute a mediana deP.
» Particione®PemP, ePgtalquep<m <qOpUOP e qOdPy
m Conquistar:

= Resolva, separadamente, o Problem&aeMais-Proximo (PmP)
paraP, ePy.
Sejam {p,p,} 0 PmPemP, e {g,,q,} 0 PmPemPy

m Combinar:

Sejad = min{|p;-p,l,|q-0}. © PmPdeP é

* {P1.p}ou{q;,G} ou {p3,0a3t, onde p U P e gy 0 Py
SePmPdeP é {p;,q5}, entéo [g-0,| <&
Quantos pares de pontos sdo candidatos ag{ps}?

* Resposta:No maximo 1! m) ps=m e g=min{q| q O P}

?fn

pLope b3 9 Q@

143 Pg
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Par mais Proximo: divisdo-e-conquistam 1! E?

m Algoritmo PmP2:
Entrada: uma colecgdo P = {p,, p,, ..., P} de n pontos em 0.
Saida: g, a distancia minima entre um par {p;, pj}, i #j.
1. if n=1thenreturn d €& +oo
2. else if n = 2 then return distancia (p1,p2)
3. else
4 m €< mediana(P)
5. SejamPL:={p0OP|p<m}ePR:={q0P|q>m}
6. oL < PmP2(PL)
7
8
9

3R €< PmP2(PR)
p3 € max {p O PL}
. g3 € min{qdPR}
10. o € min {dL, o0R, q3 - p3}

11. returnd
9
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Par mais Proximo: divisdo-e-conquistam 0t I‘*§’

m Algoritmo PmP2:
1. if n=1then return d & +co

2. else if n = 2 then return distancia (p1,p2)

3. else

4.  m € mediana(P)
5. PL={p0OP|ps<sm}ePR:={gOP|g>m}
6
7
8

oL& PmP2(PL)
OR € PmP2(PR)
. p3 <€ max{pOPL}
9. g3 < min{qUPR}
10. & € min{dL, dR, g3 - p3}
11. return &

= Andlise do Algoritmo:

Se,num pré-processamento, ordenarmos os poetttdio as linhas 4, 5,
8, 9 e 10 do algoritmo podem ser executadas em tempo consfante
complexidade de tempB(n) do algoritmo (sem o pré-processamento):

T(n/2)+T(n/2)+cn sen>2
T(n)<ib sen=2
a sen=1

I:> O algoritmo PmP2 é0O(n log n)

10
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Par mais Proximo em12 E’F

Send posscwel aplicar wm metodo de divisdo e
conguista para o prollema PmP em 147

Sim!!!

™

11
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Par mais Proximo: divisdo-e-conquist@am 12 IZ’?

m SejaP = (p;, p,, ---, P,) UM conjunto den pontos eni]?

Se o0 numero de pontos for menor que trés, entdo o
problema é resolvido através dum algoritmo de forca
bruta em tempo constante.

Caso contrario em cada nivel deecursividade,
executar as faseBividir, Conquistar e Combinar,
COMo passamos a descrever a seguir:

12
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Par mais Proximo: divisdo-e-conquistam [12 E?

m Dividir:
ParticioneP em P, e P; tal que cada ponto d& este a
esquerda de cada ponto lde
Em pré-processamento ordeneos pontos de P segundo as
suasx-coordenadas

m=) em cada nivel deecursividade a faseDividir € O(n)
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Par mais Proximo: divisdo-e-conquist&m [12 IZ’?
m Conquistar:
O problema deve ser resolvidecursivament@araP, e Py,
obtendo assind, e &, as distancias minimas entre pares d
pontos {p,p,} em P, e {q,,0,} em Py respectivamente.
] a

14
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Par mais Proximo: divisdo-e-conquist@m 12 E’F
m Combinar:

Sejad = min{d, , &y} e seja uma recta tal que todo ponto &eesta
a esquerda ou sobre todo ponto d€; esté a direita ou sobie

Pode ocorrer que:
= 0 par mais proximo {p, q} dé seja tal quen [1 P, eq [ Py
este par deve estar na faixa de largdfaque tem como
centro a recta

A q1 q2

SR
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Par mais Proximo: divisdo-e-conquist&m [12 IZ’?
m Combinar (cont...):
Seja P’ - sub-coleccdo dos pontos d& que
estdo a uma distancia menor do duda linhal e g 8
sejaPy’ a correspondente sub-colecgao de por
dePx.
Para cada ftJ P, " determinar os pontos @ Py’
tal que d(p, ) <o 5
0s q O R, (pontos de”;” que estdo no rectanguld, de
altura2o e largurad)
No mdximo guantos fontos de Py’ fodem
. a F4

es?ar contided no tal nectingule? 5
No méaximo 6! Em caso contrario existe um pi
de pontos enPy cuja distdncia seria menor ¢ pr pr
igual qued o que ndo pode ocorrer. Lo, TR
O p precisamos calcular a distancia em no maximo 6
pontos dePy’
O ndmero de distancias que teremos que
calcular na fase de COMBINACAO é nao
superior a 6n.

s
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Par mais Proximo: divisdo-e-conquistam [12
m Algoritmo PmP2(S)

Dado um conjuntd = (p, p, . p,) den pontos enil?

devolver a distancia minima entre pontos3ie

Ordenar os pontos dé por abcissa e armazene num

vectorV,

Ordenar os pontos deS por ordenada e armazene

num vector\/y

Retornar o par obtido pelo algoritm&@mP2-Aux(S)
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Par mais Proximo: divisdo-e-conquist@m [J2

Algoritmo PmP2-Aux(S)
1. SelS| = 2 entéo retornar (pp,)

2. Sendo calcular a mediama, das abcissas d& Sejar a
recta vertical com abcissa,

3. Dividir S em duas coleccde3, e S, com|n/2] e[n/2]
pontos, respectivamente. Todos os pontosSdestdo a
esquerdale (ou sobre) a rectae os pontos d&, estéo a
direitade (ou sobre) a recta

4. Obterrecursivamente Par mais Préximo
deS;: (py,py) = PmP2-Aux(9
desS;: (Pa.P) = PmP2-Aux(9
5. Sejad = min {d(py,p), d(P.P )}
6. SejaF a faixa de largur@d centrada na recta Procure

por varrimento vertical o par de pontps O S,ep O S,
mais préximos (i.el] p, procuramos 0 par mais proximo
em% tal que |pl<y' ply | < 6)

7.Retornar:

min{d(piz,pj1), d(PizsPi2), A(P1P)}

®ns
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Par mais Proximo: divisdo-e-conquist&m [12 E’?
Algoritmo PmP2-Aux(S)
O(1) = 1. Se|s| = 2 entéo retornar (pp,)
O(1) = 2.Sendo calcular a mediama, das abcissas d& Sejar a
recta vertical com abcissa,
Dividir: O(n) = 3. Dividir S em duas colec¢de3, e S, com|n/2] e[n/2]
pontos, respectivamente. Todos 0s pontosSgestdo a
esquerdale (ou sobre) a rectae os pontos d&, estéo a
direitade (ou sobre) a recta
4. Obterrecursivamente Par mais Préximo
deSy: (py.p) = PMP2-Aux(9
deS;: (pp,Pp) = PMP2-Aux(9
O(1) = 5. Sejad= min {d(pin,Pj1), d(P2.p 2)}

Combinar: O(n) = 6. SejaF a faixa de largur&d centrada na recta Procure
por varrimento vertical o par de pontps 0 S;ep O S,
mais proximos (i.el] p, procuramos o par mais proximo
ems, tal que |p, - py | <0)

O(1) = 7. Retornar:

min{d(pi1,p;1), d(Pi2,Pj2), d(P1, P}
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Par mais Proximo: divisdo-e-conquistam [J2 E’?

m Teorema: Se umalgoritmo recursivodo tipo dividir-para-
conquistar para resolver um problema decompde uma
instancia de tamanho em duas instancias de tamanh@
do mesmo problema, e se o processamento necessario
execucdo das etapas B¢VISAO e COMBINACAO tem,
no total, complexidadeéd(n), entdo o algoritmo resultante
tem complexidad®(n log n)

¥
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