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Introducao foo
m A origem do conceito de Diagrama de Voronoi ndo ¢
conhecida.

m As estruturas deste tipo aparecem na Natureza de tal forma
que nao devem ter passado desapercebidas aos primeiros
cientistas ou mesmo a leigos observadores.
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Historico k3
1644 - Descartes recorre aos Diagramas de Voronoi
para mostrar a disposi¢cao da matéria no sistema solar;
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Historico (cont...) fé’?

1850 - 1908 Peter Dirichlet e Georgy Voronoi (1868-
1908), discutem pela primeira e vez os diagramas de
Descartes

1911 - Thiessen usa as regides de \Voronoi como uma
ajuda preciosa a estimagao de regides de precipitacio;
1921 - Davis e Harding recorrem aos diagramas para a
estimacao de reservas de minério em certos depdsitos;

1960 - Os diagramas vieram a ser uma ajuda preciosa no
campo da ecologia, para obtencdo de estimativas de
concentragdes de arvores em florestas;

1970 - Desenvolvem-se alguns algoritmos para a
construcao dos diagramas em 2 e 3 dimensoes;

1975- Shamos e Hoey apresentam um algoritmo do tipo
dividir-para-conquistar para construir os diagramas
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Historico (cont...) fé’?

0 1989 - Fortune desenvolve um algoritmo por varrimento
(plane-sweep-algorithm), muito elegante e de simples
complexidade;

0 1989 - Klein introduz a generalizagdo do conceito de
Diagrama de Voronoi, através dos Diagramas de
Voronoi abstractos, que ja ndo eram baseados no
conceito de distancia, mas sim bissectriz;

0 1992- Okabe, Boots e Sugihara introduzem os
diagramas de Voronoi generalizados, que usavam uma
funcdo caracteristica para construir a particao do plano,
em vez de métricas ou curvas bissectrizes.
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DefinicOes e observacdes gerais E’?
1 Definicdo (informal): Dado um conjunto de
pontos (geradores) no plano, um Diagrama de
Voronoi ndo ¢ mais do que uma subdivisido
desse plano em regides formadas pelos lugares
mais proximos a cada um dos pontos.
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Definicdes e observacdes gerais %
Seja S = {p,, P,»-.-, Pp} um conjunto de pontos de 9R?. Os pontos de S
denominam-se por geradores (ou sitios).

Definicdo: Chama-se regido de Voronoi (ou poligono de Voronoi)
associada ao gerador p; de S e representa-se por V(p;) ou V;, ao conjunto
definido por:

V(p)={xe®*:d(p.x) <d(p;.x):1< j<n|

onde d denota a distancia (Euclidiana) em R?

Note que um Poligono de VVoronoi pode ser uma regiéo do plano néo
limitada (neste caso algumas das arestas do poligono podem ser
semi-rectas).

" A =24
Definicoes e observacoes gerais fé’?

Ao conjunto definido por Vor(S) = {V(p,), V(p,),...,V(P,)}
chama-se Diagrama de VVoronoi (DV)

Arestas de Voronoi — Pontos do plano
que estdo mais proximos de dois geradores
do que outros quaisquer

Veértices de Voronoi — pontos do plano
que estdo tdo proximos de trés geradores
do que outros quaisquer




Definicoes e observacoes gerais I\é’P
m Observacoes:

1 Dados dois pontos p; e p; do plano, o conjunto dos pontos mais

proximos de p; do que de p; ¢ o semi-plano que contém p; e ¢
definido pela mediatriz do segmento pip; . Esse semi-plano sera
denotado por h(p;, p;) e o semi-plano que contém p; serd denotado

por h(p;, py)

Bl
Definicoes e observacoes gerais I\é’P

m Observacoes:

O V(p;) € a intersec¢do de n — 1 semi-planos e, consequentemente, ¢
uma regido poligonal convexa com, no maximo, n — 1 arestas e

vértices. V(pi):ﬂh(pi’pj)
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Definicoes e observacoes gerais '

Definicdo: Para um par de geradores distintos p; € p; € B(p;,p;) denota-
se por a recta mediatriz e ortogonal ao segmento p;p;

Os pontos em B(p;,p;) sdo equidistantes a p; e a p;

A figura a seguir mostra um diagrama de Voronoi para trés pontos ndo
colineares.

P3

B(pi,ps) B(pa, ps)

b2

!
B(pi,p2)
Vamos supor que:

= NA&o existem trés pontos colineares
m  Nenhum conjunto de quatro pontos é co-circular
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Alguns Diagramas de VVoronoi com até 4 geradores |‘§

Applet Java em:
http://www.dma.fi.upm.es/mabellanas/voronoi/applet/voronoi-jar.html
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Construcdo do DV para trés pontos |‘§9

Considerem-se os pontos p;, P, € P :

b e
o
Sdo dados trés pontos no - Unimos os trés - Da intersecgdo das
plano geradores; mediatrizes resulta um
- Calculamos a ponto que ¢ o centro de
mediatriz de cada uma circunferéncia que
segmento; contem os trés geradores;
13
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Propriedades dos Diagramas de \VVoronoi (o

Teorema 1: Se v é um vértice de Voronoi (ou seja, um
vértice de um Diagrama de Voronoi) entdo V estd na
intersec¢ao de trés arestas de Voronoi.

, e

\

‘\‘\ Il(pl) €
Vipo) | - ’

\ L
eo 7__'2"/ V(p2)

- €3
V(Pk-1l}". . )

€p—1
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Propriedades dos Diagramas de \VVoronoi |‘§9
Teorema 1: (Prova)

Um vértice de Voronoi é, por defini¢do, a intersec¢do de arestas de Voronoi.
Sejam e, €, ..., &_,, (K > 3) as arestas, incidentes no vértice v. Pretende-se
provar que k = 3 (ver Figura)

A aresta €; ¢ comum aos V(p;,) e V(p;) com i =1, ..., k-1. Como v pertence a
aresta €; entdo v ¢ equidistante a p,; e p; com i =1, ..., k-1. Logo v ¢ equidistante
a Py, Pp» ---» Py € portanto estes pontos sdo co-circulares. Como assumimos que
em S ndo existem quatro pontos co-circulares temos que K < 3. Suponhamos que
k =2 entdo ¢, e e, sdo arestas partilhadas por V(p,) e V(p,). Por definigdo estas
arestas pertencem a mediatriz do segmento p,p, e portanto €, ¢ €, ndo se

intersectam no vértice v, uma contradigdo. Logo k = 3 e Vv estd na intersecgdo de
trés arestas. ¢

\ Vipm) ¢
r \I ’2
v (p(]) \\ //
“I
o Ve
; IRRASEN - £e3

Vipg— 1} .. *

" A 2]
Propriedades dos Diagramas de \Voronoi |‘§9

Teorema 1: Se v é um vértice de Voronoi (ou seja, um
vértice de um Diagrama de Voronoi) entdo V estd na
intersec¢ao de trés arestas de Voronoi.

¢ ¢

Os vértices de Voronoi sdo o centro de circulos definidos por
trés pontos do conjunto S e, portanto, o Diagrama de Voronoi
¢ regular de grau trés. Esse circulo denota-se por C(V).
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Propriedades dos Diagramas de \Voronoi I\_f’?

Teorema 2: (circulo circunscrito) Para cada vértice v, o
interior do circulo C(V) ndo contém nenhum outro gerador.

Prova: Sejam p,, p, e p; trés geradores de S que determinam o circulo
C(v). Se C(v) contém outro gerador, digamos p,, entdo vV ¢ mais proximo
de p, do que p,, p, e pP;. O que resultaria numa contradi¢do pois
assumimos que V era um ponto comum a V(p,), V(p,) € V(p;) ¢

2]
Propriedades dos Diagramas de \Voronoi I\_f’?

m O teorema do circulo circunscrito estabelece uma
relacdo bijectiva entre o centro do circulo que contem trés
geradores na sua fronteira e os vértices de Voronoi

m) Algoritmo elementar para encontrar todos os vértices de
Voronoi de um DV para um dado conjunto S:




= JEE 2
Propriedades dos Diagramas de \Voronoi fé’?

Teorema 3: (circulo vazio) Sejam p e g dois geradores
distintos de S. As regides V(p) e V(Q) possuem uma aresta
comum se e sO se existe um circulo que contem p e e tal
que todos os demais geradores sdo exteriores a este circulo.

Prova:

Os poligonos V(p) e V(q) possuem arestas comuns se existirem
pontos que sdo equidistantes a p ¢ a ¢ além disso estdo mais
proximos de p e g do que outro par de geradores qualquer.

Isto implica que V(p) e V(Q) tém uma aresta comum se e so se existe
um circulo que contém p e g e exclui todos os demais geradores
(considere-se um circulo C(X) em que X ¢ um ponto interior da aresta
partilhada por V(p) e V(q) e com raio d(X,p) = d(x,q)). ¢

19
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Propriedades dos Diagramas de \Voronoi fé’?

Teorema 4: A regido de Voronoi, V(p;), ¢ limitada sse p;
pertence ao interior do invélucro convexo de S (conv(S)).
Prova:

<:| (procurar na literatura da disciplina)

|:> Suponhamos que V(p;) ¢ limitada e sejam e, e,, ..., & (k> 3) as
arestas de V(p;) listadas em sentido anti-horario. Cada aresta e
(G=1, ..., k) por defini¢do esta contida em alguma mediatriz de um
segmento p;’p;, onde p;” € S. Assim tem-se que p; ¢ um ponto no
interior do conv(p,’, P’ ..., P)- ¢
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Propriedades dos Diagramas de \Voronoi fé’?

Teorema 5: Um diagrama com n (n > 2) geradores ndo tem
mais de 2n-5 vértices e 3n-6 arestas.

Prova: Sabe-se que, para qualquer grafo planar conexo com m, -regides, M, -
vértices e M, - arestas: M, —m, + M, =2 —Formula de Euler (1)

No entanto, ndo podemos aplicar esta formula directamente a Vor(S), porque
Vor(S) tem arestas “semi-infinitas” pelo que ndo ¢ propriamente um grafo. Para
remediar a situacdo acrescenta-se um vértice V,, “no infinito” ao conjunto dos
vértices e considera-se que todas as arestas semi-infinitas de Vor(S) estdo ligadas a
este vértice:

21
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Propriedades dos Diagramas de \VVoronoi fé’?
Prova (Teorema 5, cont...): m,—m,+m, =2 (1)

Obtém-se assim, um grafo planar conexo ao qual podemos
aplicar a Férmula de Euler (1). Considere-se n, o niimero de
vértices, N, o nimero de arestas € N o numero de sitios de
Vor(S). Entdo: (n, +1)-n,+n=2(2)

Cada aresta no grafo aumentado tem exactamente dois vértices,
entdo se adicionarmos o grau de todos os vértices obtemos o
dobro do niimero de arestas, uma vez que o grau de um vértice
corresponde ao numero de arestas que nele incidem. Como
cada vértice, incluindo o v, tem, no minimo, grau trés pelo
Teorema 1 entdo tem-se que: 2n, >3(n, + 1) (3) e obtemos

(n, +1) s%nE & ong 2 %(nV +1) (4) Juntando (2) e (4) obtemos que:

%ne—ne >2-ne2n,-3n, 26—3n

(nv—l)—%(nv+1)22—n<:>2(nv+1)—3(nv+1)24—2n<3
on+1<2n-4 & S
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Algoritmos para a construcdo de um DV E’?

Método N° 1

1 SejaS={p,, ..., Py} 0 conjunto de pontos geradores e DV
= {V(p,), ..., V(p,)} o Diagrama de Voronoi. Entdo um
DV ¢ o processo de gerar os V(p;) através de S.

1 O 1° método trata o problema de uma forma muito
simples, recorrendo a uma das definigdes de Diagrama de
\/oronoi que se baseia na intersec¢ao de semi-planos:

De acordo com esta defini¢do constroi-se os poligonos de
\oronoi, um por um, obtendo o seguinte método:

23

Algoritmos para a construcdo de um DV (cont...) E’?

Método N° 1 (cont...)

Entrada: n geradores p,.....p,
Saida: Diagrama de Voronoi 7 ={¥'(p,)....7 (p, }

Passo 1: Para cada i, com i=L..n, gerar n-1 semi-planos

H(pr.,pj), [<j<n, i#] e construir a sua intersecgdo, que

origina V(p,)
Passo 2: Devolver {7(p;),....7(p, )} como saida e parar
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Algoritmos para a construcao de um DV fé’?
Método N°1 (cont...)
Eficiéncia:

Construir um semi-plano H(p;, p;) para dois pontos dados requer um
gasto de tempo constante. Consequentemente, para cada p;, o tempo
necessario para construir N-1 semi-planos é O(n).

A interseccdo de semi-planos seria processada do seguinte modo:

m intersectar dois semi-planos obtendo-se um poligono com dois lados;

m intersectar este poligono com o terceiro semi-plano e assim

sucessivamente.

No k-ésimo passo temos a intersec¢do do K-ésimo poligono (que no
pior dos casos tera k-ésimos lados) com um novo semi-plano o que
requer um tempo, pelo menos, proporcional a k (pois temos que
verificar a intersec¢do, do novo semi-plano, com os k lados do

poligono).
25
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Algoritmos para a construcao de um DV fé’?

Método N°1 (cont...)
Eficiéncia (cont...):

Sendo assim, construir a interseccdo de N-1 semi-planos
requer um tempo proporcional a:

1+2+...+(n-1) =m) O(n?)
Repetindo o processo para todos os geradores, obtemos o
total de tempo requerido por este método que ¢ O(n?)

Ao se utilizar uma técnica mais sofisticada, consegue-se
diminuir o tempo de obtencdo das interseccdes até
O(nlogn), obtendo-se, assim, uma complexidade, para o
método, na ordem de O(n?logn)
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Algoritmos para a construcao de um DV
Método N° 2 (incremental)

Diagrama de Voronoi

PASOi+1

A partir do DV para os i pontos (DV;) se adiciona o ponto p;,
e actualiza-se o DVi (= DV,,,) da seguinte forma:

1Localizar o ponto p;,; em DV,. Seja V(p,) a regido de DV;
que contem o ponto [,

2Determinar as mediatrizes entre p,,, ¢ p,, € entre p,,, € 0s
geradores cuja fronteira ¢ intersectada pelas succesivas
mediatrizes

s.Eliminar as porgdes das arestas e vértices contidas na regido

V(Pi1)
Complexidade: O(n?) 27
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lgoritmos para a construcao de um DV
Método N° 2 (incremental)

Applet: http://www.cs.cornell.edu/Info/People/chew/Delaunay.html 28
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Algoritmos para a construcao de um DV fé’?

Método N° 3 (divisdo e conquista)

1. Dividir o conjunto S em dois subconjuntos S, e S,
de aproximadamente o mesmo tamanho.

2. Determinar recursivamente (conquistar) Vor(S,) e
Vor(S,)

3. Combinar Vor(S,) e Vor(S,) e determinar Vor(S)

No pior dos casos, este método, tem um gasto temporal na
ordem de O(nlogn) o que é muito bom. No entanto, foi
provado por Ohya (1984) que, em média, ¢ também

O(nlogn)
29
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Algoritmos para a construcao de um DV fé’?
Método N° 3 (divisdo e conquista)
] : * ® N ° : ®

o0

Vor(S,) Vor{S,)
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Algoritmos para a construcao de um DV

Método N° 3 (Fase Combinar) \

I. Determinar a cadeia
diviséria entre Vor(S,) e
Vor(S,)

Comegar por uma linha
divisoria vertical que chega
desde o infinito e cruza a
primeira regido (superior) de
Voronoi do conjunto S,
primeira (superior) de S,

2Determinar a mediatrizg
entre os geradores das o
regides superiores de

Voronoi dos conjuntos S, e
S, Vor(Ss,)

Vor(S,)

31
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Algoritmos para a construcao de um DV

Método N° 3 (Fase Combinar)

I. Determinar a cadeia
divisoria entre Vor(S,)
e Vor(S,)

3. Se a mediatriz intersecta
uma aresta do Vor(S,)
entdo actualiza-se o
ponto ¢, em
contrario actauliza-
ponto p.

4. Determinar a mediatriz

o
entre os geradores p e ( /
(@)

Vor(Ss,)

Vor(S,)
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Algoritmos para a construcao de um DV fﬁ?
Método N° 3 (divisdo e conquista)
O PR A - A
L4 (3 ® f — T ° ®
Vor(Sy) [ Vor(S5) Vr;;r{S-J Vor{S,) Vor(S,) Vor(S3)
° -9 .
Vo.rtS-.] | / Vor(S) Vor(Ss) 93
. _
Algoritmos para a construcao de um DV fﬁ?

Método N° 3 (divisdo e conquista)

(a) Remover as arestas e vértices de Voronoi de Vor(S,) a direita da

11
cadeia divisoria.
(b) Remover as arestas e vértices de Voronoi de Vor(S,) a esquerda da

cadeia divisoria.

(b) 34
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Algoritmos para a construcao de um DV fé’?

Método N° 4
O 4° método, que foi apresentado por Fortune (1986/87), é o
chamado Método de Varrimento.
A estratégia utilizada é a de percorrer o plano, onde se encontram os
geradores, com uma linha de varrimento (sweep line), que pode
percorrer o plano horizontal ou verticalmente.

Enquanto o plano ¢ percorrido, pela linha de varrimento, vai sendo

armazenada a informagdo relativa a intersec¢do dessa linha com

certos pontos no plano — os geradores.

A complexidade do algoritmo apresentado por Fortune ¢ O(nlogn)

Pode consultar os detalhes sobre o Algortimo de Fortune em:
http://www.dma.fi.upm.es/mabellanas/voronoi/voronoi/voronoi.html#3.3

Applet JAVA do Algoritmo de Fortune:
http://www.diku.dk/hjemmesider/studerende/duff/Fortune/

http://www.youtube.com/watch?v=dgRA-6Fi6wk
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Triangulacdo de Delaunay fé’?
Definicéo:

Considere-se um Diagrama de VVoronoi, Vor(S).

Se ligarmos todos os pares de pontos (geradores) cujos Poligonos de
Voronoi partilham uma aresta, obtemos um grafo.

Se este grafo consistir apenas em tridangulos, a este grafo da-se o nome
de Triangulacéo de Delaunay e sera denotado por TD(S).

A cada um dos tridngulos chama-se face da Triangulacéo de Delaunay
O TD(S) é o grafo dual do DV(S)
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Triangulacdo de Delaunay

Teorema 1: Trés pontos p;, p; € P, de S sdo vértices da
mesma face da Triangulagdo de Delaunay de S se € s6 se o
circulo definido por estes pontos nao contiver qualquer
outro ponto de S.
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" A
Triangulacdo de Delaunay

Teorema 2: Dois pontos p;e p; de S formam uma aresta de
DT(S) se e s0 se existe um circulo quer contem p;e p; na sua
fronteira e ndo contem qualquer outro ponto de S.
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