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" JEE
O que é Geometria Computacional?

m Uma boa definicdo:

Geometria Computacional é o estudo
sistematico de algoritmos eficientes para
problemas geométricos.

m Raizes - bem antigas

Comegcou com a Geometria Euclidiana

Cléassica, que com seus axiomas,
determinava construcoes geometricas
(algoritmos) baseadas em operacoes
simples.

" JEE
O que é Geometria Computacional?

m Alguns factos:

O estudo dos algoritmos eficientes para problemas
geomeétricos ficou parado por algum tempo.

A moda eram as provas por contradicdo, que nao
gerava nenhum método ou algoritmo de construcgao.

Por conta dos computadores voltaram a aparecer
provas construtivas I:> os algoritmos reapareceram
nos estudos geométricos

Em 1985 foi publicado o primeiro livro sobre o
assunto, escrito por Preparata e Shamos

F. P. Preparata and M. lI. Shamos. Computational

Geometry: An Introdution. Springer-Verlag, New
York, USA, 1985.
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m Explorando a definicao:

O que séo algoritmos?
O que é eficiéncia algoritmica?

O que é um problema geométrico?

" N
O que é Geometria Computacional? E@

m Problema Geométrico:
Caracteristicas gerais:

= A entrada de um problema, isto é, os seus dados, é
um conjunto finito de objectos geométricos (pontos,
rectas, segmentos, tridngulos, circulos, poligonos,
etc.).

s A saida (solucao) do problema:
calcular algum numero relacionado com a entrada
(por exemplo, a area de um poligono)
construir outros objectos geométricos (por
exemplo, a interseccdo de dois poligonos),
decidir se a entrada tem uma certa propriedade
(por exemplo, se um poligono é convexo).
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m Problema Geométrico:
1 0s objectos geométricos sdo geralmente
definidos por numeros reais, através de
coordenadas ou equacoes.

1 Os objectos geométricos sdo continuos, mas
tém um descricdo discreta, o que permite que
eles sejam representados num computador.

=z
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m Problema Geométrico:
1 A solugdo de um problema geométrico envolve:

0 aspectos geomeétricos (a localizagcdo e forma dos
objectos)

01 aspectos topologicos (as relagbes de adjacéncia e
incidéncia entre os objectos).
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m Problema Geomeétrico:

A combinacdo dos aspectos geométricos & topoldgicos
implicam em certas particularidades dos problemas
geométricos que tornam a sua solucdo robusta uma
tarefa dificil.

Essas particularidades estdo ausentes na maioria dos
problemas e algoritmos estudados em ciéncia da

computacao.

A mistura de técnicas geométricas, numéricas e
discretas, aliada a motivacao proveniente de problemas
praticos ddo a Geometria Computacional uma
rigueza caracteristica.
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m Problema Geométrico:
Exemplos:

= Invélucros Convexos

» Interseccdo de Poligonos
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v Problema Geométrico

11

Algoritmos e Eficiéncia Algoritmica r'gp

m Algoritmo:

0 Uma definicdo muito informal: ’

Um algoritmo é uma receita matemaéatica de
como resolver um problema.

0 O custo de um algoritmo sera medido pela quantidade
de recursos computacionais utilizados na sua execucéo,
tipicamente:

= Quanto tempo ele leva para resolver um problema?
= Quanta memoria foi gasta pelo algoritmo.
o Entdo...
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m Eficiéncia de Algoritmos:

Vamos denotar por:
= S(n) — quantidade de memoria exigido por um algoritmo em fun¢éo do
tamanho (n) do problema
= T(n) — tempo de execugdo em funcédo do tamanho (n) do problema

Infelizmente na pratica é bastante dificil (e em muitos
casos impossivel) prever com rigor o tempo de execucdo
de um algoritmo.

Uma possivel solucgao...

s ldentificar no algoritmo as opera¢cbes elementares
(primitivas) e determinar o niumero de vezes que elas
sdo executadas (o tempo “real” de execucdo de cada
primitiva seria uma constante multiplicativa)

Iremos simplificar a analise de um algoritmo
concentrando-nos na eficiéncia assimptotica (anélise do
pior dos casos).
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m Eficiéncia de Algoritmos:

Exemplo:
m Suponhamos que a complexidade temporal é

expressa em termos de uma funcao f(n).
m Assim, interessa estudar a taxa de crescimento de f(n)
= Suponhamos, por exemplo, que
f(n) = an?+bn+c
onde a, b e ¢ sdo constantes

= A medida que n aumenta os termos de grau 1 e grau O
tornam-se insignificantes pelo que podem ser
desprezados. Mas, também a torna-se insignificante a
medida que n aumenta.

= Assim, encontraremos a funcdo T(n) = n?
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m Eficiéncia de Algoritmos:

Resumindo, ao expressarmos o tempo de execucao de um
algoritmo passaremos a trabalhar, apenas, com o termo
dominante.

A notacdo assimptotica fornece-nos uma linguagem
conveniente para expressarmos a taxa de crescimento de
uma funcdo de complexidade temporal em funcédo do
tamanho do problema.

As notacdes que usamos para descrever o tempo de
execucao assimptdtica de um algoritmo sao definidas
em termos de funcdes cujos dominios sdo o conjunto de
nameros 8, = {0, 1, 2, ...}.
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m Ordem de Complexidade:

A notacao O (ordem de complexidade)
= Sejam f e g duas fun¢des de dominio N.

Dizemos que a funcdo f é O(g(n)) se,
Jce R, INe N: |[f(N)] £ clg(n)],Vn>=N

Assim, usamos a notagcdo O quando queremos um
limite superior assimptotico.
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m Ordem de Complexidade :

Ao usarmos a notacdo O, que pode ser referida como
ordem de complexidade, podemos descrever o
tempo de execucdo de um algoritmo inspeccionando,
simplesmente, a estrutura do algoritmo para o pior
caso.

Exemplos:
(n+1) /2 =0(n)
2n3 + 4n2 +3 = 0(n3®)
n%?+ 1/n + 3 = 0(n?)
n log,n + n + 2 = O(n log,n)

In n = O(log,n) logpa=Ina/lnb
17
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m Ordem de Complexidade :

s Assim podemos definir Classes de Complexidade
Algoritmica (ordem de complexidade)

o) Constante
O(log n) Logaritmica
o(n) Linear
0o(n?) Quadratica
0o(n3) Cubica
o(nk) Polinomial
o@m Exponencial
o(n!) Factorial

m Estas classes estdo enumeradas por ordem crescente de
esforco. Assim, os algoritmos “melhores”, do ponto de
vista de tempo de execucdo, sdo os algoritmos que tém

ordem de complexidade constante.
18
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m Ordem de Complexidade :

Alguns exemplos de Tempos de Execucdo de Programas, em
funcdo da Dimensao n da Instancia do Problema a resolver:

10 100 10° 10* 10° 10°
log:n |3 6 9 13 16 19
n 10 100 1000  10° 10° 10°
nlogzn | 30 664 0965  10° 10° 10
n? 100 10° 10° 10° 10" 10"
n’ 10° 108 10° 10" 10" 10"
2n ,1 03 1030 10300 10300 103000 ,1 0300000

(com 2'° = 10%

1 ano = 365 x 24 x 60 = 60 = 3 x 107 segundos
1 século = 3 x 10° segundos

1 milénio = 3 x 10*° segundos
19
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m Ordem de Complexidade :
Trés algoritmos para determinar:
1+2+3+ ..+n

Algorithm A Algorithm B Algorithm C
sum = 0 sum = 0 sum =n * (n + 1) / 2
for i =1t n for i =1+t n
sum = sum + i { for 3 =11wi
sum = sum + 1
1

Algorithm A Algorithm B Algorithm C

Assignments n+1 1+n(n+1)/2 1
Additions n nin+1)/2 1
Multiplications 1
Divisions 1
Total operations | 2n + 1 n+n+1 4
O(n) O(n?) o(1)

20
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Algoritmos e Eficiéncia Algoritmica
m Ordem de Complexidade :

Trés algoritmos para determinar:
1+2+3+..+n

2 - /
28 Alporithm B:
& o n*+ n + 1 operafions
8 /
g 2 S
o /
o
S e
o L Algoritthn A:
12 -~
3 / nF 1 Eifi"j_“,i—f—-
E 8 — —
7z 4 A-’___,.-—"‘"
- Algorithm C: 4 operations
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m Ordem de Complexidade :
Algoritmos de ordem de complexidade
logaritmica sdo os mais eficientes.
Algoritmos de ordem de complexidade
exponencial geram tempos de execucao
incomportaveis.
Um algoritmo s6 €& viavel se puder ser
calculado em tempo util.

Na pratica sO interessam algoritmos de
complexidade polinomial ou inferior.

22
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m Algoritmo para problemas geomeétricos:

Os algoritmos eficientes para problemas geométricos
sao fruto da combinacdo de
s Teoremas sobre a geometria do problema:
Frequentemente teoremas classicos, conhecidos ha
séculos, mas também teoremas novos inspirados
pela abordagem algoritmica.

Técnicas algoritmicas tradicionais e especiais

Estruturas de dados adequadas

Boa analise de desempenho

Primitivas geométricas simples e poderosas

23
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m Algoritmo para problemas geomeétricos :

Em geral, basta usar um pequeno numero de primitivas
geomeétricas bem escolhidas; essas primitivas tendem a
ser utilizadas em varios algoritmos.
Exemplo:
Dados trés pontos no plano, A, B e C, decidir se o
ponto C estd a esquerda do segmento orientado
AB.

24
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/ Algoritmos e Eficiéncia
25
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Computer Science Mathematics
Practice Theory Geometry

N

Algorithms & Data Structures

Comp. Geometry

26
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m Tipos de Problemas:

Podemos classificar os problemas abordados em
GC em quatro tipos:

Selectivos

Construtivos

Decisao
Consultas
27
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m Tipos de Problemas:

Selectivos:
m Nesses problemas queremos seleccionar um
subconjunto da entrada de dados.

= Ndo temos que construir nenhum objecto geométrico
novo, mas possivelmente temos que descobrir
relacdes topoldgicas.

s Exemplos: invélucros convexo, triangulagéo, etc.

L 28
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m Tipos de Problemas:

Construtivos:

» Nesses problemas temos que construir um ou mais
objectos geométricos novos a partir da entrada, além
de possivelmente relagSes topolégicas envolvendo
tanto objectos originais quanto objectos novos.

» Exemplos: interseccdo de poligonos, diagrama de
Voronoi, etc.

v Y
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m Tipos de Problemas:
Deciséao:
= Nesses problemas temos somente que responder sim
Ou Nao a uma pergunta.
m NAdo precisamos construir nada, nem novos objectos
geométricos nem novas relagdes topologicas.
s Exemplos:

Dado um conjunto de segmentos de recta, ha algum par
que se intersecta? (Nao é necessario calcular o ponto de
interseccdo, somente identificar um par que se intersecta,
se existir algum.)

Dado um poligono, ele é convexo?

Dado um poligono e um ponto, o ponto estd fora do
poligono?

30
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m Tipos de Problemas:

Consulta:

s Dado um conjunto fixo de objectos geométricos,
queremos processa-lo de modo a poder responder
eficientemente a consultas repetidas sobre ele.

= Exemplos:

Dado um conjunto de pontos, a consulta é encontrar o
par de pontos mais proximos.

Dado um conjunto de rectangulos, a consulta é listar
todos os rectangulos que intersectam um dado

rectangulo.
& ®
® = e o
[ ] TWO CLOSEST POINTS
«® ° -
* L ]
* N
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m Aplicacdes:
Computacédo Grafica:
= Exemplos

Ao seleccionarmos um objecto numa interface
grafica, devemos seleccionar dentre todos os
objectos desenhados na ecrd aquele que esta
mais proximo da posi¢cdo do mouse.

Para desenhar de forma realista uma cena
tridimensional, é necessario saber como o0s varios
objectos se projectam na ecrd e tratar as suas
oclusdes.

Para fazer uma animacdo realista, é necessario

detectar se ha colisbes entre os objectos que estdo
se movendo e o resto da cena.

32
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m Aplicacles:
Robdtica:

» Um dos problemas fundamentais em robdtica é o
planeamento de movimentos: o robd precisa
analisar o seu ambiente e descobrir uma forma de se
mover de um ponto ao outro sem colidir com os
objectos no ambiente.

m Além disso, o robd quer fazer isso da maneira mais
eficiente possivelmente, o que implica na necessidade
de identificar o caminho mais curto (é viavel!) entre os
dois pontos.

33
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m Aplicacdes:
Sistemas de Informacado Geogréafica:
= Esses sistemas lidam com enormes quantidades de
dados geométricos para poder representar fielmente a
geometria de estradas, rios, fronteiras, curvas de nivel,
areas verdes, etc.
= Um problema tipico nessa area é saber que objectos
geograficos estao perto de outros.
s Exemplo:
Se um rio ameaca transbordar, quais as cidades e
estradas que serdo afectadas?

34
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m Aplicacdes:
Tecnologia VSLI:

= Neste tipo de tecnologias os circuitos sdo compostos
por dezenas de milhares de componentes electrénicos
que ndo podem se sobrepor, para evitar curto-circuitos.

s Durante o projecto desses circuitos € necessario
identificar de forma eficiente as sobreposicdes.

Bases de Dados:

= Uma consulta a uma base de dados com muitos
campos numéricos é na verdade uma consulta multi-
espacial.

= Exemplo

Se a base de dados de uma companhia armazena
idade, salario, altura, peso de cada funcionario,

entdo cada funcionario é representado por um
ponto em R4,

35
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m Configuracoes degeneradas:

A principal particularidade dos problemas geométricos é a
existéncia de configuracdes degeneradas, que ocorrem
quando os objectos geométricos ndo estdo em posicado
geral.

Exemplos:
= Trés pontos numa mesma recta,
= Quatro pontos sobre um mesmo circulo,
= Trés rectas passando pelo mesmo ponto.

Situacdes deste género sdo chamadas de degeneradas
porque elas ocorrem somente com probabilidade quase
zero (0o que nao quer dizer que nao acontecam na
pratical).

Algoritmos robustos deve estar preparado para lidar com
casos especiais vindos de configura¢cfes degeneradas.

£ U

Fonte de complica¢cdes na implementacao de
algoritmos geométricos

36
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m Configuracoes degeneradas:

Uma consequéncia importante da existéncia de
configuragcbes degeneradas €é que o0s erros de
arredondamento da aritmética de ponto flutuante
passam a ser relevantes em situacfes quase degeneradas.
Exemplo:

= Um ponto que esteja a esquerda de um segmento de
recta e muito perto desse segmento pode ser

confundido com um ponto que esta a direita, e vice-

] i1

O algoritmo pode tomar decisdes topoldgicas
erradas ou inconsistentes

Atencao: A topologia muda descontinuamente e a
geometria muda continuamente =) portanto um pequeno
erro na geometria pode acarretar um grande erro na
topologia.

37
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m Configuracoes degeneradas:
Exemplo:

Primitiva geométrica para determinar se um ponto
C esta a esquerda de um segmento orientado AB.

m Genericamente, C pode estar a esquerda ou a direita de
AB. Entretanto, isso ndo cobre todos os casos, pois ha
configuragdes degeneradas, i.e. C pode estar:

Sobre a recta AB
Antes de A,
EmA

Entre Ae B

Em B

Depois de B

o s

Uma implementacdo robusta desse predicado tem
que tratar cuidadosamente todos esses casos
38
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m Configuracoes degeneradas:

Invariantes geométricos - mesmo objectos geométricos
em posicdo geral podem gerar objectos secundarios em
configuracdes degeneradas.

Exemplo:
As trés medianas de um triangulo séao
concorrentes.

Esse teorema permite definir o baricentro de um triangulo
como 0 ponto comum as suas trés medianas.

o o

Ainda que os vértices do triangulo estejam em
posicao geral no plano, as trés medianas sempre sao
concorrentes e portanto nao estao em posicao geral

39
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m Par mais proximo (the closest pair problem)

Enunciado: Dados n pontos queremos encontrar dois cuja
distancia entre eles é minima.

Aplicacdo: Controlo de trafego aéreo: os dois avides que
estdo em maior perigo de colisdo sdo aqueles que estédo
mais proximos.
Resolucao:
= Este problema pode ser resolvido facilmente em O(dn?);
onde d é a dimensé&o do espaco.

= Numa forma mais eficiente este problema pode ser
resolvido por um algoritmo do tipo divisdo-e-conquista
em tempo O(dn log n)

40
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m Involucros Convexos (convex hull)

Enunciado: Dado um conjunto Q com n pontos; encontrar
o invélucro convexo?! desse conjunto de pontos.

Aplicacdo: Roboética - Se o involucro convexo de um rob6d
ndo colide com obstaculos entdo o rob6 também né&o
colide.
Comentéarios:
= Historicamente, esse foi o primeiro problema
geométrico a ser completamente analisado.
= Tem uma estreita relacdo com o problema de
ordenacdo: sua complexidade esta intimamente ligada
a de ordenacdo e muitos algoritmos para ordenacao
tém versdes analogas para invélucros convexos.

1 0 invélucro convexo de um conjunto Q < RYé o menor conjunto
convexo de RY que contém Q

41

Problemas Classicos da GC Applet
m Invélucros Convexos (convex hull)
Resolucéo:

= Nos anos 60 uma aplicagdo da Bell Labs
necessitava computar o involucro convexo de
aproximadamente 10000 pontos no plano e os
algoritmos de complexidade de tempo O(n?) foram
considerados muito lentos.

= Tendo essa aplicacdo como motivagdo, no comego
dos anos 70, Graham desenvolveu o primeiro
algoritmo de complexidade de tempo O(n log n)

m O fecho convexo também pode ser construido em
O(n log n) por um algoritmo de divisdo-e-conquista

42
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m Triangulacao (triangulation)
Enunciado: (para poligonos) Dado um poligono P
queremos adicionar o maior numero possivel de
diagonais (que ndo se cruzem) em P, de tal forma que o

interior do poligono fique dividido em triangulos com
interiores disjuntos.

Aplicacao: na resolugédo do problema da galeria de arte.

43
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m Triangulacao (triangulation)
Resolucéo:

Running Time Designers Year Technique
0(,,3] Lennes 1911 Recursive diagonal
insertion
oY) Meisters 1975 Ear cutting
O(n log n) Garey, Johnson, 1978 Decomposition into
Preparata & Tarjan monotone pieces
O(n log n) Chazelle 1982 Divide & Conquer
O(n+rlogr) Hertel & Mehlhorn 1983 -

where ris the # of reflex
vertices of the Polygon

O(n log s) Chazelle 1983 -
where s is the sinuesity
of P
O(n log log n) Tarjan & Van Wyk 1987 Using involved data
structures
O(n (1 + to)) Toussaint 1988 Sleeve-searching
where to is the % of free (Output sensitive)
triangles in the cutput
triangulation.
0(,,3] ElGindy, Everert & 1990 Finding an ear in
Toussaint linear time via

prune & search

O(m) Chazelle 1990 -
O(kn) Kong, Everett & 1990 Graham Scan
Toussaint 44
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m Particdo de Poligonos (polygon partition)
Enunciado: Alem de algoritmos eficientes para dividir
um poligono em triangulos, também é de interesse o
desenvolvimento de algoritmos que dividam um poligono
em poligonos mondétonos, trapezoéides ou poligonos

convexos.

Aplicacdo: Uma motivagdo para particionar um poligono
em poligonos convexos € o reconhecimento de
caracteres: um character pode ser representado como
um poligono particionado em partes convexas.

45
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m Problemas de Interseccéo (intersection problems)
Um dos problemas mais basicos em geometria
computacional é o de computar interseccgao.

Dois enunciados:
= Problema N°1: Dados n segmentos de rectas no
plano; determinar todos os pontos de intersec¢ao
entre pares de segmentos.
= Problema N°2: Dados n segmentos de recta no

plano; decidir se existem dois segmentos que se
intersectam.

46
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m Problemas de Interseccéo (intersection problems)
Aplicacdes:

= em robdtica e planeamento de movimentos é
importante sabermos quando dois objectos se
intersectam para evitarmos colisfes;

= em computacdo grafica: ray shooting € um método
importante para a renderizacdo de cenas. A parte que
é computacionalmente mais cara do ray shooting é
justamente determinar a interseccdo entre o raio com
outros objectos.

Resolucdo (Problema N° 2):
m Forca bruta: O(n?)
s Linha de Varrimento: O(n log n +I log n)

47
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m Diagrama de Voronoi (Voronoi Diagrams)

Enunciado: Dado um conjunto S de n pontos no plano
queremos determinar para cada ponto p em S qual e a
regido V(p) dos pontos do plano que estdo mais perto de
p do que de qualquer outro ponto em S. As n regides
V(p) formam uma particio do plano chamada de
Diagrama de Voronoi.

Aplicacdo: Imagine uma vasta floresta contendo varios
pontos de observacdo de incéndio. O conjunto das
arvores que estdo mais proximas de um determinado
posto p determina a regido V(p) das arvores que sao de
responsabilidade de ponto de observacédo p.

48
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Problemas Classicos da GC Applet E’F
m Diagrama de Voronoi (Voronoi Diagrams)
Resolucéo:

s O diagrama de Voronoi de um conjunto de n pontos
pode ser construido em O(n log n) por um algoritmo
do tipo divisdo-e-conquista

m Em 1985, Fortune desenvolveu um algoritmo de
varrimento (plane-sweep algorithm) muito elegante e
simples cuja complexidade de tempo e O(n log n)

49
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m Triangulacdo de Delaunay (Delaunay triangulations)

Enunciado: O dual geométrico (utilizando rectas) de um
diagrama de Voronoi para um conjunto S de pontos
forma uma triangulagdo ao do conjunto S, chamada de
triangulacdo de Delaunay.

Aplicacoes:
= Simulacdo do processo de producédo de cristais
= Metalurgia (para examinar as misturas)
= Cartografia

50
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m Arranjos e dualidade (Arrangements of lines)
Definicdo: Dadas n rectas no plano, um arranjo é
simplesmente o grafo que tem como Vvértices as
intersec¢des das rectas e como as arestas os segmentos
de rectas ligando estas interseccoes.

Uma tal estrutura pode ser construida em tempo O(n2)

Motivacdo: muitos problemas envolvendo pontos podem
ser transformados em problemas envolvendo rectas

através do método de dualidade.
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m Arranjos e dualidade (Arrangements of lines)

Exemplo: Suponha que desejemos determinar se existem
trés pontos colineares entre um conjunto de n pontos
no plano

Resulocao:
m Isto pode ser determinado por um algoritmo do tipo
forca-bruta em tempo O(n3)
= Entretanto, se os pontos sdo dualizados em rectas,
entdo a questdo é reduzida a decidir se existe um
vértice de grau pelo menos 4 neste arranjo de rectas
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m Galeria de Arte (Art Gallery Problem)
Enunciado: Em 1973, Victor Klee propdés o problema de
determinar o menor numero de guardas que sdo
suficientes para cobrir o interior de uma sala de uma
galeria de arte com n paredes.

(2 Pl

Resulocao:

s Teorema da Galeria de Arte (Chvatal's Art Gallery
Theorem ou Watchman Theorem) que diz que [n/3]
guardas sdo ocasionalmente necessarios e sempre
suficientes para cobrirmos uma sala com n paredes.

=2

%
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