Elementos de Física do Estado Sólido

Trabalho nº 8:

Resolução numérica da equação de Schrödinger

_____________________________________________________________________________________

Objectivo


Estudo dos estados de energia de electrões confinados. Resolução numérica da equação de Schrödinger do electrão num poço de potencial e num potencial periódico.

8.1 Introdução


Electrões são objectos quânticos, de carga eléctrica  –e e de massa m  quando livres, aos quais está associada uma função de onda  
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que obedece à equação de Schrödinger independente do tempo
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onde E é a energia do electrão num campo de energia potencial 
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 independente do tempo. A função de onda não tem significado físico, tendo contudo o produto da função de onda com o seu conjugado complexo
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, que é a densidade electrónica ou seja, a probabilidade de o electrão ser encontrado num volume elementar 
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A uma dimensão a eq. de Schrödinger toma a forma mais simples



[image: image6.wmf])

(

)

(

)

(

2

2

2

2

x

E

x

x

V

dx

d

m

y

y

y

=

+

-

h




sendo nesta forma que vamos encontrar as soluções E e 
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para duas energias potenciais de interesse: o poço de potencial que introduz níveis de energia discretos e o potencial periódico que introduz bandas de energia.


A  função de onda de uma partícula-onda obedece ainda a duas condições: 


- A função de onda tende assimptoticamente para zero
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- é normalizada
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8.2 Poço de potencial 

O poço de potencial de largura a considera a energia potencial 
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No caso do poço de potencial ser infinito, 
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e a função de onda por 
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onde 
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Sistema Atómico de unidades


Como a constante de Planck e valores típicos de a são muito pequenos qunado expressos no Sistema Internacional de unidades, vamos escolher um sistema mais vantajoso no qual  
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 m=1

e 
a0, o raio de Bohr, é a unidade de comprimento, sendo igual a 0,529(10-10m. 

Neste sistema atómico de unidades, a unidade de energia é o Hartree, que é igual a 27.22eV. A equação de Schrödinger
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(1)

e as energias permitidas para o poço de potencial infinito 
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(2)

tornam-se mais simples e fáceis de serem calculadas no computador.

8.2.1 Método Numérico

Para determinarmos numericamente a solução da eq. de Schrödinger comecemos por aproximarmos a derivada de segunda ordem da função de onda no ponto x0 por
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Esta expressão da derivada possibilita o cálculo da função de onda num ponto se soubermos o valor da derivada, que é fornecida pela eq. de Schrödinger
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e dois valores da função de onda em dois pontos separados por 
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(3)

O poço de potencial é um potencial simétrico. Neste caso as funções de onda, relativamente à troca de -x por x, são pares ou ímpares. Esta propriedade possibilita reduzir o cálculo da função de onda em todo o espaço só à parte positiva de x. Também impõe restrições quanto à forma no ponto  x = 0. Neste ponto a função de onda depende da sua paridade:

- função de onda  par
((-x) = ((x),



((0) = não se conhece



d(/dx|0 = 0 (ponto de inflexão da função de onda)

- função de onda  ímpar ((-x) = -((x),



((0)=0


d(/dx|0 = não se conhece

Por exemplo se considerarmos o caso em que a função de onda é par, vamos arbitrar o valor de ((0), e calcular pela série de Taylor o ponto seguinte
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Uma vez que a derivada de primeira ordem é nula e truncando a série na segunda ordem, temos
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Assim podemos calcular 
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 usando a equação (3). De seguida podemos calcular  
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 usando a mesma equação e assim sucessivamente até obtermos a função de onda numa grande extensão. Este método de integração numérica é chamado de método de shooting.
8.2.2 Realização Prática


O método de shooting foi implementado em dois programas MATLAB para o poço infinito de largura a=2 au ( unidade atómica de comprimento). Vamos 


- determinar a função de onda


- verificar o limite assimptótico da função de onda


- níveis de energia.

Para tal faça:

a) Carregue o MATLAB no computador

b) Carregue e corra o programa poco_inf_par.m que implementa o método shooting para a função de onda par.

c) coloque como input a energia 

d) Para a energia que escolheu veja a função de onda, solução matemática da equação de Schrödinger. É também solução física? Escolha um dos valores fornecidos pela eq. da energia. 

e) Determine por tentativas sucessivas os valores permitidos da energia  e compare com os valores exactos, eq. ().

f) Repita b) até e) para o caso da função de onda ser ímpar, com a ajuda do programa poco_inf_impar.m

8.3 Energia potencial periódica 

Um cristal é um conjunto de átomos, iões ou moléculas dispostos periodicamente. A interacção de um electrão com um cristal deve ser descrita por um  potencial também periódico. Um modelo simples deste potencial periódico proveniente dos  átomos numa rede cristalina  pode ser uma arranjo periódico de poços de potencial finitos  


Temos assim duas regiões distintas I e II, ver figura, para as quais a função de onda do 
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electrão obedece a duas equações de Schrödinger


(I)
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(II)
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Soluções


A resolução analítica directa destas duas equações é demorada e está para além deste trabalho. Bloch demonstrou que a função de onda,  para o caso de um potencial periódico, é  
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onde u(x) é uma função com a periodicidade do potencial, 
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. A resolução das equações de Schrödinger pode ser consultada nos livros de texto recomendados. Aqui vamos salientar o significado físico das soluções. As soluções devem obedecer à seguinte relação entre a energia e o parametro k: 
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(4)

onde 
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Uma vez que o membro da direita segundo da eq. (4) varia entre –1 e 1, os valores de α  ( ou de E) encontram-se numa faixa de valores, chamadas de bandas de energia permitida. Os valores de  α  ( ou de E) que não são solução formam as bandas, que se chamam proibidas. Quando αa aumenta as bandas proibidas tornam-se mais estreitas. O tamanho das bandas permitidas e das proibidas variam com P. Quatro casos podemos considerar:

a) Se a robustez da barreia de potencial, 
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, for elevada, P também é elevado e as bandas permitidas são estreitas.

b) Se a robustez da barreira de potencial e P forem diminuta então as bandas de energia permitidas alargam

c) Se a robustez da barreia de potencial se tornar cada vez mais fraca até desaparecer, então a energia é
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que é a energia (cinética) dos electrões livres, como se esperaria.

d) Se a robustez da barreira de potencial for cada vez maior, P tende para infinito e a energia  toma os valores  
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que são precisamente os valores permitidos pelo poço de potencial infinito, como se esperaria.

 8.3.2 O programa Bloch

O programa Bloch, desenvolvido por Silsbee e Drager, integra numericamente as equações de  Schrödinger. Com o auxílio deste programa vamos investigar e verificar os quatro itens anteriores.


A janela do programa Bloch apresenta um corpo central com um gráfico de cada lado. 


Corpo central: Escolha do potencial, seus parâmetros e cálculos.


- Cálculo de bandas


- Cálculo da função de onda


- Escolha do potencial : Faça poço de potencial (square well)  


 - a+b: constante de rede (lattice constant) em angstrom


- V0 : profundidade do potencial (potential depth) em eV. Restricto a valores negativos.


- a: largura do potencial (potential width) em angstrom


- energia para mostrar no gráfico da esquerda a função de onda ou a densidade (energy). 


- janela com a informação sobre as energias permitidas (band list)


Gráfico da função de onda e potencial à esquerda: 


- mostre (show) a densidade, a vermelho, e potencial periódico, a azul, (psi-squared)


Gráfico das bandas de energia à direita:


- bandas de energias permitidas, a vermelho.


- energias permitidas para o caso do electrão livre, a azul, para comparação.

8.3.3 Realização Prática

Para se estudar o comportamento de uma função dependendo de vários parâmetros, fixe dois deles e varia o outro.


Seleccione o  potencial: square well (modelo de Kronig-Penney)


1. Comece por estudar as soluções quando


- constante de rede a+b=3,4 Å


- profundidade do potencial V0=-20eV


- largura do potencial a=3 Å


Note e registe as bandas permitidas e as proibidas e o meio da banda permitida. Seleccione a energia e veja a densidade e o potencial no gráfico da esquerda. 


2. varie os parâmetros.   Faça como em 1.


3. Que conclusões retira dos addos obtidos?

8.4 Simulação e sítios na internet


Vários sítios na internet oferecem simulações em applets. Um sítio útil paar esta disciplina é http://jas2.eng.buffalo.edu/ que possui um 

Device Simulation Laboratory
que contém entre outras applets:

- Estrutura cristalina; Banads de energia e portadores de carga; estatistiac de portadores de carga; díodo de junção pn; fafrico de dispositivos; MOSFET ...
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