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folha prática n.o 4 - Equações com derivadas parciais de
segunda ordem - equação de calor e equação de Laplace

1. Resolva (formalmente) os problemas

(a) ut = K uxx, o < x < L, t > 0

ux(o, t) = ux(L, t) = 0, t > 0

u(x, 0) = f(x), 0 < x < L;

(b) ut = K uxx, o < x < L, t > 0

ux(o, t) = u(L, t) = 0, t > 0

u(x, 0) = g(x), 0 < x < L.

Encontre as soluções exactas nos casos:

(a) L = π, f(x) = sin x sin 3x;

(b) L = 5π/2, g(x) = 2 cos x.

2. Transforme o problema com condições de fronteira não homogéneas

ut = K uxx, o < x < L, t > 0

u(o, t) = h0(t), u(L, t) = h1(t), t > 0

u(x, 0) = ϕ(x), 0 < x < L;

num outro em que as condições de fronteira sejam homogéneas, e
aplique a transformação nos casos:

(a) h0(t) = α, h1(t) = β;

(b) h0(t) = α1 + α2t, h1(t) = β1 + β2t;

(c) h0(t) = e−t, h1(t) = 0.

3. Resolva o problema

ut = uxx + sin(2πx), o < x < 2π, t > 0

u(o, t) = u(2π, t) = 0, t > 0

u(x, 0) = 0, 0 < x < L.
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4. Resolva, formalmente, o problema de Dirichlet para a equação de
Laplace, δu = 0, no rectângulo R =] − a, a[×] − b, b[ com condições
de fronteira:

u(x,−b) = u(x, b) = 0, x ∈ [−a, a],

u(−a, y) = g0(y), u(a, y) = −g0(y), y ∈ [−b, b],

onde g0(b) = g0(−b) = 0.

5. Encontre uma função harmónica que tomava valores

u(1, 1) = 3, u(−1,−1) = −1, u(1,−1) = u(−1, 1) = −1.

6. (a) Determine relações entre as constantes a, b, c, de modo que
u(x, y) = ax2 + bxy + cy2 seja harmónica.

(b) Mesma questão para a função u(x, y) = ax3 +3bx2y +3cxy2 +dy3.

7. Mostre que se u : R2 → R for harmónica, então as funções definidas a
seguir também são harmónicas:

v(x, y) = u(x− a, y − b); w(x, y) = u(λx,−λy);
z(x, y) = u(αx + βy, γx + δy),

onde
(

α β
γ δ

)
é uma matriz ortogonal.

8. Resolva o problema de Dirichlet para o rectângulo R =]0, a[×]0, b[
com dados de fronteira

u(x, 0) = 0, u(x, b) = b, u(0, y) = u(a, y) = y.

9. Resolva o problema de Dirichlet para o anel

D = {(r, ϕ) : r ∈]1, 2[, ϕ ∈ [−π, π[},
com dados de fronteira v(1, ϕ) = cos ϕ, v(2, ϕ) = cos 2ϕ.
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