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Abstract. Neste relatério demonstra-se que sobre o cone dos quadrados, ), de uma algebra
de Jordan euclidiana, V, com caracteristica r existe uma barreira r—normal, a saber F(z) =
— log det z. Prova-se ainda que o nimero de Caratheodory de @, k(Q), coincide com a carac-
teristica, r, da dlgebra de Jordan euclidiana, V. Como consequéncia, dado que todo o cone dos
quadrados de uma &lgebra de Jordan euclidiana é um cone simétrico e o parametro 6ptimo de
uma barreira normal sobre um cone simétrico é igual ao nimero de Caratheodory, conclui-se
que o pardmetro 6ptimo da barreira F'(x) é igual & caracteristica da dlgebra.
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1. Introducao

Ao longo deste relatério vamos considerar (V,|) como sendo um e.v. real eu-
clidiano de dimensao finita, n, e (V,0) como sendo uma &lgebra de Jordan
euclidiana associada com caracteristica, r = r(V'), e elemento unidade e. Esta
algebra de Jordan também se denotard, simplesmente, por V. Considerar-se-a
ainda que @ denota o cone dos quadrados de V, ie.,, @ = {22 : z € V}. O
interior deste cone, que denotaremos por int(Q), é um cone simétrico, i.e., é
um cone préprio (ou seja, tal que QN (—Q) = {0}, onde @ denota a aderéncia
de @), convexo, homdgeneo, autodual, aberto e com interior nao vazio.

Em vez do produto interno original utilizar-se-4 o produto interno definido
por < x,y >= tr(z o y), onde tr(z) denota a forma estudada em (Faraut
and Koranyi, 1994). Note-se que quando a &dlgebra de Jordan euclidiana é
irredutivel este produto interno, < x,y >= tr(z o y), é equivalente ao produto
interno definido no e.v., V, no sentido em que existe uma constante 7 € IR
tal que < z,y >= 7(x|y).

Este relatério divide-se em trés partes. Na primeira estudam-se as propriedades
da barreira F'(x) = — log(det(x)), definida no cone dos quadrados da algebra,
segundo uma via puramente algébrica. Na segunda parte relaciona-se a carac-
teristica da &dlgebra de Jordan com o nimero de Carathéodory do respectivo
cone dos quadrados e tiram-se conclusoes acerca do pardmetro 6ptimo (no
sentido de (Guler, 1995)) da barreira F. Finalmente, na tltima parte, que
designamos apéndice, faz-se um resumo dos principais conceitos e resultados
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sobre algebras de Jordan, dlgebras de Jordan euclidianas, cone dos quadrados
e sobre dlgebras de Jordan euclidianas redutiveis e irredutiveis.

2. Construcao de uma Barreira sobre um Cone Simétrico

Ao longo desta secgao vamos considerar a seguinte aplicagao:

F:int(Q) — R
r — Fla),

onde F(z) = —log(det(x)) e det(z) é a aplicacdo cléssica definida nas dlgebras
de Jordan, a qual pode ser consultada em (Vieira e Cardoso, 2000-(a)).

Com facilidade se verifica que esta funcao, F, admite derivadas de ordem
arbitaria. Com efeito, uma vez que det(x) é um polinémio de grau r, nas
coordenadas de x numa base fixa de V, entao F'(x) é uma funcao infinitamente
diferenciavel em todos os pontos z tais que det(z) > 0. Logo, uma vez que no
cone dos quadrados, @, Vz € int(Q) det(z) > 0, conclui-se o pretendido.

TEOREMA 2.1. Para a funcao, F, Vx € int(Q) verifica-se que

VF(z) = -z 1.
Proof. Tendo em conta que a aplicagdo © — det(z) é um polinémio nas
coordenadas de z, conclui-se que a aplicacao

int(Q) — IR
x — log(det(z)),

é diferencidavel no seu dominio e que o seu gradiente é

_ Vdet(x)
Viog(det(z)) = det(x)
Vamos comegar por provar que Vx € V'
det(he —z) = A" — a1 ()N "4+ (=1)"ap(x). (1)

Como o conjunto dos elementos regulares é denso em V, basta-nos provar (1)
para um elemento regular arbitrario z € V.

Seja x um elemento regular de V. Entao Ae — x é também regular, uma vez
que, sendo r a caracteristica de x, r é o menor numero natural tal que o
conjunto {e,x,---,z"} é linearmente dependente e o subespaco gerado por
S ={e,x,---,2" "'} coincide com o subespaco gerado por

B={e,de—z,---,(Ae—x2)"1}.

Logo se S é um conjunto linearmente independente entdao B é também lin-
earmente independente. Por outro lado, como (Ae — x)" é um elemento do
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subespaco gerado por S conclui-se que é também um elemento do subespaco
gerado por B, o que completa a prova de que a caracteristica de Ae — x € igual
ar.

Provemos agora que

detOe —z) = p(z,\) =X —ai ()N + -+ (=1)"a,(z), (2)

onde p(z,A) é o polinédmio caracteristico associado a z € V que pode ser
consultado em (Vieira e Cardoso, 2000-(a)). Considere-se o operador Ly(Ae—x)
que denota a restricio do operador L(\e — z) ! ao subespaco vectorial real
gerado por

B={ede—z, -, (de—z) '}

Tendo em conta que, conforme ja se referiu, o subespaco gerado por S é igual
ao subespaco gerado por B e ainda que o determinante do operador linear
Lo(Ae — z) nao depende da base, por facilidade de calculo, em vez de B vamos
considerar a base S = {e,z,---,2""1}. Por outro lado, uma vez que det(\e —
x) = Det(Lo(Ae — x)) 2, basta-nos calcular Det(Lg(\e — x)).

Procedendo-se ao célculo da matriz da aplicagao linear Lo(Ae — x) na base

2 r—1
{6,.%',:(},"',.% }
obtém-se
(Ne —z)zt = Aot — 2™ parai=0,---,r —2,

onde z¥ denota a unidade da &lgebra, e, e, para i = r — 1, tendo em conta que

2" é combinacdo linear de e, z,---, 2", vem
(Ae—z)z™t = A"t —a”
= o™t — (ay(2)2" " —ag(x)z" 24+ - — (=) an(2)e)

pelo que a matriz de Lo(Ae — x) relativa a base S vem dada por

A0 -+~ 0 (—=1)"ar(z)

-1 XA - 0 (=D lay_1(z)

0 -1 0 (=1)"2a,_2(x)
MLQ()\e—m) = : :

0 0 -+ A az(x)

0o 0 --- -1 A —ai(x)

! Dado = € V, o operador L(x) ¢é o operador linear de V em V qua a cada y € V associa
o vector L(z)y =z oy.

? Note-se que det(z) = Det(Lo(z)) = Det(Mr, (), onde M) denota a matriz do
operador linear, Lo(z), relativamente & base S, quando z é regular e o operador Lo(x)
representa a restrigdo do operador L(z) & subdlgebra real de V gerada por e e z. Ver prova
em (Vieira e Cardoso, 2000-(a)).
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Assim, a partir da multilinearidade do determinante, o determinante da matriz
Mpy(ze—e) vem dado por

A0 0 (=1)"ar(z) A0 - 0 0
-1 X -+ 0 (=D la,_1(x) -1 X -+ 0 0
0 -1 - 0 (=1)"2a,_2(x) 0 -1 .- 0 0
T : - : S
0 0 - A az(z) 0 0 -+ A O
0o 0 --- -1 A —ai(z) 0 0 =1 A
A0 0 (=D)"ar(z)
-1 X 0 (=D la._1(x)
0 -1 0 (—=1)"2a,_2(x)
+ | . : . :
0 0 - A az()
o 0 .- —1 —a1(x)
donde vem que
A0 -~ 0 (=D"ar(z)
1 A - 0 (=) lar_1(x)
0 -1 --- 0 (=)™ 3a,_2(x)
det(Ae — ) = Det(Lo(Ae — x)) = . .
6 O /\ agkaz)
0o 0 - -1 A —ai(z)

= AN+ (mar(@)AN T Faz@A T 4 (<1) an(2),
o que completa a prova de (2). Mas entdo, considerando A = 1 e x = —tu vem

det(e + tu) = det(e — (—tu))
= 1—ay(—tu) + ag(—tu) + - -+ (=1)"a, (—tu) (3)
= 1+ tay(u) + t2ag(u) + - - - + t"a,(u), (4)

tendo em conta que a passagem de (3) para (4) se deve ao facto dos coeficientes
a;(z), para i = 1,---,r, serem fungdes homogéneas de grau i nas coordenadas
de x numa base fixa de V (Vieira e Cardoso, 2000-(a)).

Logo a aplicacao t — det(e + tu) é derivavel e a sua derivada, em ¢ = 0, vem
dada por

%(det(e+tu))t:0 — ai(u) (5)
= tr(u) (6)
= tr(eowu) (7)
= <eu>, (8)

onde a passagem de (5) para (6) é obtida por defini¢ao.
Assim, conclui-se que

Vdete = e.
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Como para todo = € int(Q) Jy € V tal que = y? vem que

r = y?

— 9?2
= 2yoy—y’
= 2L(y)y —y’oe
= 2L(y)(yoe) — L(y*)e
= 2L(y)(L(y)e) — L(y*)e
= (2L(y)L(y) — L(y*))e
= P(y)e. (9)
Logo, uma vez que det(P(y)u) = (dety)?det(u), 3 e (dety)? = det(y?) (ver
(Faraut and Koranyi, 1994)) proposigao 11.2.2, pag. 30) vem que
det(P(y)u) = (dety)?det(u)
= det(y?) det(u)
= det(z) det(u).
Mas entao, como numa &lgebra de Jordan de dimensao finita com elemento

unidade, P(y) é invertivel sse y é invertivel e, nesse caso, P(y~!) = P~1(y)
(ver (Faraut and Korédnyi, 1994), proposigao 11.3.1, pag. 32), obtém-se

det(z +tu) = det(P(y)(e +tP~(y)u))

= det(P(y)(e + tP(y~")u))
= det(z) det(e + tP(y 1 )u).

Logo
d
< Vdet(z),u > = %(det(:c + tu))i=o
d
= det(az)d—(det(e +tP(y Mu)
= det(z) < e, P(y ')u) > (de acordo com (8))
= det(z) < P(y Y)e,u > (porque P(.) é autoadjunto)
= det(z) <y % u>
det(z) <z ' u>,
donde,

Vdet(z) = det(z)z

3 Este resultado, embora tenha sido obtido em (Faraut and Korédnyi, 1994), proposi¢ao
111.4.2, pag. 52, para as algebras de Jordan euclidianas simples, é também valido para qualquer
algebra de Jordan euclidiana, conforme se prova em (Vieira e Cardoso, 2000-(a)).
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Consequentemente

V det(x)
det(x)

= :L‘_l

Vlogdet(z) =

ou seja, VF(x) = —z~ L. ]

TEOREMA 2.2. A funcao, F, € estritamente conveza.
Proof. Vamos considerar como norma em V a norma, [|.||, definida por

[|z|| = +/tr(zox). Considere-se o conjunto J definido por J = {z € V :
det(xz) # 0}. Note-se que J é um aberto pois é o complementar da imagem
reciproca do conjunto fechado {0} pela fun¢ao polinomial nas cordenadas de
x, det(z), (que, naturalmente, é uma fungao continua).
Tendo em conta que Yz € J sdo validas as igualdades 4

rox ! = e, (10)

2ozl = g, (11)

entao Vx € J Vh € V, dado que J é aberto, para t suficientemente pequeno
x + th € J e, consequentemente,

(x+th)o(x+th)™t = e

1

Uma vez que xz oz~ = e, conclui-se que

(z+th)o(z+th)™ = zoax™!
e que
xo(az—i—th)*l—xox’l-i—tho(ac—i—th)’l = 0.

Logo, dividindo a equacao obtida por ¢, vem

ro(w+th)t—zoz™!
t

+ho(z+th)™" =0,

ou seja,

(x+th)~t —z7!

zo( )+ ho(x+th)™' = 0.

Mas entao

(x+th)~t -zt

lim x o ( )+ limho (z+th)™t = 0,
t—0 t—0

4 A igualdade (11) deve-se ao facto de 27! pertencer & subdlgebra real de V gerada por e
e , que é uma subalgebra de V associativa, pelo que 2% oz™! = (zox)ox™' = zo(zox™') =
roe=um.
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que e equivalente a

(x+th)~t—27!

x o lim( Y+ holim(z+th)™t =0
t—0 t—0
=
h -1 _ ,.—1
xo%intl)(($+t) * )+hox™t = 0.

Logo
zo(Dx ) +ztoh=0«< L(z)(Dz 'h])+ Lz " Hh =
donde, uma vez que h é um vector arbitrario de V, vem que
L(z)Dz™ ' + L(z™%) = 0.
Utilizando, agora, a igualdade (11) conclui-se que
(x+th)?o(z+th)™ = z+th=acx! +th
e ainda que
(x4 2txoh + t*h*) o (z +th)™' = 2?2 o™ +th.
Como consequéncia obtém-se

2o (x+th) P+ 2t(zoh)o (x+th) 1+
+(#2h®) o (x +th) ™ = 2®ox™l +th

=

o (x+th) L —2?oxl 4 2(xoh)o (x+th) 4

+(t*h*) o (x + th)™! = th.

Dividindo por ¢ vem

-1 -1
2% o ( +th) :E —|—2(:Coh)o(x+th)_1—|—

t
+(th?) o (z 4+ th)™! = h,

5 Note-se que ||z o y|| < M||y|| implica que a aplicacio

V -V

Yy — oy

seja continua.

(12)
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pelo que
7o (lim (@+th) " —a™ly lim 2(z 0 h) o (z + th) "+
+%i_I}(1)(th2) o(x+th)™t = h,
ou seja,
2o (Dxh) +2z o (zoh) = h
=
L(z*)(Dz ! [h]) + 2L(z ™) L(z)(h) = I(h),
pelo que

L(z*)D2z™ ' + 2L(z ") L(z) = I (13)

Mas entao multiplicando a equagao (12) por 2L(x) e subtraindo-lhe (13) obtém-
se

2L(z)L(z)Dx™' — L(z*) Dz~ + 2L(2)L(z™") — 2L(2 Y L(z) = —1.

Mas como L(z) e L(x~1) comutam (ver (Faraut and Koranyi, 1994), proposicao
I1.1.2, pag. 27), entao

(2L(x)L(z) — L(z*))Dz™! = —1I,
ou seja,
P(z)Dz™!' = —I.
Logo vem que
Dz™! = —P7Yx) = -P(z7).

Assim provamos que se x € J entdo Dz~! = —P(2~!), donde, em particular,
Vo € int(Q) Dz~! = —P~Y(x) = —P(z71).
Sabendo que, de acordo com o teorema 2.1, Va € int(Q)

DF(z)[h) = —<a ' h >,
o calculo de D2F(x)[h, h], para € int(Q), vem dado por
<(z+th)y L h>—-<az L h>

2 T
D F(z)[h,h] = —lim r
-1 _ -1
= —<lim($+th) v Jh >
t—0 t
= — < Dz '[h),h >

= —<-P Yx)h,h >
= <Pz YHh,h>.
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Resta provar que P(z~!) é um operador definido positivo. Para tal, tendo em
conta que Vz € int((Q)), existe um sistema de Jordan S = {c1,---, ¢} tal que
T = Z;Zl Ajcj, vamos dividir esta prova nas seguintes etapas:

3.1 Prova-se que
Vie{l,---,r} A >0. (14)

3.2 Prova-se que, quer quando os \’s sao todos iguais, quer quando existem
pelo menos dois distintos, P(z~1) é definido positivo, i.e., prova-se que

(3.2.1) se \y = --- = A, entdo P(z~!) é definido positivo;
3.2.2) se I\;, \; tais que i # j e \; # \; entdo P(x~!) é definido positivo.
( J J J

Prova de 3.1. Seja x € int(Q), pelo que, pelo teorema 4.11 em apéndice, L(x) é
um operador definido positivo de V em V. Sabendo que existe um sistema
de Jordan {ci,ca,- -, ¢, } e que existem numeros reais, A1, -+, A, tais que
x = Y., Nic;, devido & decomposi¢ao de Pierce de V associada a este
sistema de Jordan (ver teorema 4.10 em apéndice), podemos afirmar que

P ~ . . it
os valores préprios de L(z) sdo A;, para i = 1,---,r e ainda =5, para
i,j=1,---,r tais que i < j e V;; # {0}. ¢ Logo, sendo L(x) um operador

5 Observe-se, primeiramente, que (de acordo com a decomposigao de Pierce associada ao
sistema de Jordan S = {c1, -, o }) V =B, ., ;<, Vis-

Considerando os nimeros naturais 7, j tais que 1 < i < j < r, V;; # {0} e v € Vj; entao,
por defini¢ao dos subespacos Vij, L(ci)v = $v e L(c;)v = 2v. Por outro lado, pelo teorema
4.10 em apéndice, Vk ¢ {i,5} L(ck)v =0.

Logo Vv € V;; vem que

L(z)v = L(i: Aie)v

= Z )\ZL(CZ)U
=1

= )\iL(Ci)U + )\jL(C]‘)’U
1
= A

i + )\j

= U7

2
concluindo-se assim que a qualquer vector nao nulo do subespago invariante V;; de L(z) esta

. , . it
associado o valor préprio ~5=*.

1
v—l—)\JEU

Seja s um numero natural tal que 1 < s < r e seja v € V5. Entao, por definigdo de Vs,
vem que L(cs)v = v e, mais uma vez, pelo teorema 4.10, Vk # s L(ck)v = 0. Logo Vv € Vs
vem que

L(z)v = Z)\ZL(CZ)U
1=1
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definido positivo, entdao todos os seus valores préprios sao positivos e,
consequentemente, \; >0 Vi € {1,---r}.

Prova de 3.2.

(3.2.1) Considerando que A\ = --- = A\, = A, entdo

x:zr:/\jcj:)\zr:cj:)\e
j=1 J=1

e, consequentemente, !l = %e. Mas entao

<Pz Y h>= < 2L(z"YHL(z"Y) — L((z"1H?)h,h >
- % < 2L(e)L(e) — L(2)h, h >
= % < L(e)h,h >

1
= F<h,h>>OVh;«fé0

(3.2.2) Supondo que 3\, \; tais que i # j e A; # A, entdo, agrupando

0s ¢;8 com o mesmo \;, fazendo d; = 3. ¢;, obtém-se um sistema

completo de idempotentes ortogonais (ndo necessariamente primi-

tivos) {di,---,di}, para o qual x = Zle Aid;, com os \;’s todos

distintos.
Logo, conclui-se que d; € R[z] Vi € {1,---,k}, " onde R[x] é a
subalgebra real de V' gerada por e e x, pelo que

= Z?:l )\%di € IR[z], uma vez que
k 1 k
O i) e Q- Nid) =e
i=1"" i=1
= AsL(cs)v

= Asv,

concluindo-se que, a qualquer vector ndo nulo do subespago invariante Vi, de L(z) estd
associado o valor préprio As.

7 Para provar tal afirmacdo, seja T = {c1, -, cq} um sistema completo de idempotentes
ortogonais e seja z = ».7

j=1Aj¢; com os A;’s todos distintos. Entéo, dado um polinémio

arbitrario p, verifica-se que
p(x) = ZZ:I p(Aj)cj. Logo, considerando o polinémio particular pr(X) = IL;zpn1<i<q(X —

i), vem que

pr(r) = Zpk(/\i)ci = pr(Ak)ck,

uma vez que pi(A;) =0 Vi # k. Logo ¢, = p’;"&)): pelo que ¢ € R[z].
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e Zle /\%di € R[z].
Consequentemente, como (de acordo com (14)) /\% >0 Vie{l, -, k},
fazendo

k _
Y=, ﬁdi vem que !

=192 e que

—~
—_
ot

~—

P(z™") = Py’
= P(P(y)e) (
= P(y)P(e)P(y), (

ou seja, P(x~!) = P(y)P(y). & Logo, Vh # 0

~N O
NN

< P(z"Yh,h > = < P(y)P(y)h,h >
= < P(y)h,P(y)h > > 0. (18)

Observe-se que P(y)h # 0 VYh # 0. Com efeito, sendo x~1 invertivel,
P(z~!) é um operador invertivel e como

P(z™") = P(y)P(y),

conclui-se que P(y) é também invertivel o que, consequentemente,
implica o pretendido.
Completa-se assim a prova de que

Vz € int(Q)  D*F(x)[h,h] >0 VYh #0,

i.e., que F' é estritamente convexa em int(Q).

TEOREMA 2.3. A fung¢do F é uma barreira, i.e.,

lim F(z) = oo,
int(Q)3z—9(Q)

onde O(Q) denota a fronteira de Q.

Proof. Se & € 9(Q) entao L(Z) é um operador semidefinido positivo que
admite pelo menos um valor préprio nulo. Consequentemente, supondo z =
> i1 Aic; e sabendo que os valores préprios de L(Z) sdo \;, parai =1,---,re
/\i;Aj, parai,j=1,---,7 tais que i < j e Vj; # {0}, conclui-se que pelo menos
um dos A; é nulo. Logo, dada uma sucessao {z"}pen C int(Q), convergente
para x, vem que

lim (—logdetaz™) = oc.

" —T

8 Note-se que a passagem de (15) para (16) decorre de (9) e a passagem de (16) para (17)
decorre do teorema 4.4 em apéndice.
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TEOREMA 2.4. A funcdo F € uma fung¢do 1—-autoconcordante no sentido de
(Nesterov and Nemirovskii, 1994 ).

Proof. Seja V' uma &lgebra de Jordan euclidiana cujo produto interno é
definido por < x,y >= tr(z o y) e considere-se a fungao

F(x) = —log(det(x)).
Tendo em conta os teoremas 2.1 e 2.2 vem que

DF(z)[h] = < -2~ ', h >
D?F(z)[h,h] = < —(=P7Y(z))h,h >
= < P Ya)h,h >.

Assim, para z € int(Q) tem-se

D F(x)[hhh) = 2 < PY(w + thh,h >

ot
i S P~ Yz +th)h,h > — < P~Y(a)h,h >

t—0 t
-1 _ p—1
g PP @
t—0 t
1 1 1 _ p-1
_ <PI%P (P(x5)(e +tP~ t( w8 h)h = Pl @)h

Tendo em conta que em qualquer algebra de Jordan euclidiana, V, Vx,y € V
se verifica a igualdade

vem que

D3F(z)[h,h,h] = < lim P

= < lim Jh >

t—0 t

1 1 1 -1
(P(a:f)(P(e ¥ tP‘l(xf)h)P(aﬂ)) h— P~ (x)h

= < lim yh >

t—0 t

-1 —1 -1 -1 _ p—-1

_ - }irr(l) (x)P~ (e +tP (:;)h)P (x)h— P (m)h’h N

Desenvolvendo P(e + tu)v obtém-se
L

P(e+tu)v = (2L(e + tu)L(e + tu) — L(e + tu)*)v
2(L(e) + tL(w))((L(e) + tL(u))v) — L(e* 4 2tu + t*u?)v
(

2(L(e) + tL(u))(L(e)v 4 tL(u)v) — L(e?)v — 2tL(u)v — t*L(u?)v
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= 2AL(e)(L(e))) + 2AL(e)(L
—L(e*)v — 2tL(u)v — t2L(

= 2(L(e)(L(e)v)) + 2tL(e)(L

—L(e*)v — 2tL(u)v — t*L(

= 2I(Iv) + 2tI(L(u)v) + 2tL(u

—Iv — 2tL(u)v — t*L(u?)v

20 + 2t(L(u)v) + 2tL(u)v + 22 L(u) (L(u)v) —

— v —2tL(u)v — 2 L(u*)v

v 4 2t(L(u)v) 4+ t*(2L(u) L(u) — L(u?))v

(I +2tL(u) + t*(2L(u)L(u) — L(u?)))v,

v) + 2tL(uw)(L(e)v) + 2t*L(w)(L(u)v) —

(u)
u?)
(u)v) + 2t L(uw)(L(e)v) + 2t*L(u)(L(u)v) —
u?)
)

(Iv) + 2t*L(u)(L(u)v) —

donde vem que
P(e+tu) = I+ 2tL(u) + t*(2L(u) L(u) — L(u?)),
ou seja,
Ple+tu) = I —t(—2L(w) —t(---)).
Mas entao, para t suficientemente pequeno, vem

P le+tu) = I+ t(=2L(u) —t(---)) +3(---),

donde, considerando u = P~ 2 (z)h, se obtém

Pl e+tP 2(2x)h) = I+ t(—2L(P"2(x)h) + £3(---).
Assim, conclui-se que
P Ye+tP 2(z)h) = I —2AL(P 2(zx)h) +2(---)

e, consequentemente, que

P32 (z)PY(e+tP~2(x)h)P~2(x)h — P~ (a)h

3F(z)[h,h,h] = < lim - h >
_ oy P2 (z)(I — 2tL(P~2(x)h)P~2 (z)h 4+ t2P~2(z)(-- )P~ 2 (z)h
a tgl(l) t
-1
—<limP (x)h,h>
t—0
-3 ~5(z)h — P!
_ oy PR @@P (@) — P (x)h’h>
t—0 t
- < lim Pff(m)<2tL(P*t( JW)P7=(@)h

+ < lim
t—0
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I
A
5

I
A
E

t
- < P*%(x)(?L(P*%(x)h))P*%(x)h,h >
= —2 < (L(P~%(2)h))P~% (x)h, P~% (2)h > .

Logo, aplicando desigualdade de Cauchy-Schwartz, obtém-se

|D*F (2)[h, h, h]]
!

2/|(L(P~
2/|(L(P~

(L( h

(L(
2[[(L(P~

(L(

(L(

.
.
.
.
.

5

>

8

20/(L(P~
2/|(L(P~

>
—_— — — — —

[ N | N | N | L L
[ S e N N L

A/‘\/QA/-\
D D
>
— — — ' —

VAN VAN VANR VAN VAN

h

Majorando agora

|(P~3(2)h) o (P2 (x)h)]|
M||P=2 (2)R)|||| (P2 (2)h)]]
M||P~3(2)h)|?
MD?F(z)[h, h].

Segue-se a justificagdo do aparecimento da constante M.
Dado x € V, a aplicagao linear L(x) é uma aplicagdo continua de V em V pelo

h
—
A
VY]
—~
8
N~—
=
A
VY]
—
8
~—
=
IA

IN A

que a fungao g : V. — V tal que g(y) = ||L(z)y|| atinge um méaximo na bola
unitdria. Logo existe M, € IR tal que

1L (2 )|| T | <
Mas entao

[IL(z)yl| < Mzl[yll

e, em particular, para H%H’ existe MHmH
x

HL( Jyll < Mz |lyl|-
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Como consequéncia

= ([l )

|z H
= [IL (|| H)(IISCIIy)II

=Nl [y)l|
el > [yl

|z oyl

<
- H I

IN

donde vem que

[D*F()[h, b, h]| < 2M = D*F[h, i D*FIh, h]2
< 2MﬁD2F[h,h]g.

Analisemos agora esta constante M R

Sendo y € V tal que ||y|| = 1, uma vez que

&= maX{HL(

I Wl :y e VALl =1}

podemos majorar

HL( Jyll

procedendo conforme a seguir se indica

T2 i o (L(F—
o6l = < L) o (I >y>>

= <(°Ts ||” u)>
= x‘HQH (yoy) >
= <rox,yoy>
|\x||2
< Mlnzuasomn%uyoyué
< ,uj‘,gar«xox)o(xoxm%(tr((yoy)o<yoy>>>%

15
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Pelo teorema 4.8 em apéndice, existe um sistema de Jordan {cy,---,¢.} e r
numeros reais \;,¢ = 1,---,r tais que

T
= g AiCis
i—1

logo

rox = (zrj Aici) © (i Aici)
=1 =1
= ET:AZQCI
=1

e, por conseguinte,

(xox)o(rox) = Z Mei) o Z)‘zQCZ)

Mas entao

(tr((zoa)o(wow))z = (tr(D> Mei))?

i=1
= tr(zox)
= <z,x>
= |l

Procedendo do mesmo modo para y obtém-se

(tr((yoy)o(yoy)))2 < [yl
1,

[NIES
VAN
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donde vem

Il < ool
<1
e, portanto,
Miiu =L
ou seja,
M= <1

Logo, provamos que
\D3F(2)[h, h, h]| < 2(D*F(z)[h,h])2,

o que equivale a afirmar que F' é uma funcao l-autoconcordante no interior
do cone dos quadrados de uma algebra de Jordan euclidiana. [ |

TEOREMA 2.5. A func¢do F ¢é r-logaritmicamente homogénea no sentido em
que Vt > 0
F(tz) = F(x) — rlog(t).
Proof. A prova de que F' é uma barreira r—logaritmicamente homogénea
decorre, de modo imediato, das seguintes igualdades:
F(tz) = —log(det(tx))
= —log(a,(tx)) (19)
= —log(t"a,(z)) (20)
= —log(t" det(x))
= —log(det(x)) — log(t")
= —log(det z) — rlog(t)
= F(z) —rlogt.
Observe-se que a passagem de (19) para (20) se obtém devido ao facto de

ar(x) ser uma fungao polinomial homogénea de grau r nas coordenadas de x
relativamente a uma base fixa de V. [ |

TEOREMA 2.6. A func¢do F é uma barreira Y—autoconcordante no sentido de
(Nesterov and Nemirovskii, 1994) ?, i.e.,

Vz € int(Q) (DF(z)h)?> < 9D?F(z)[h,h] Yh eV,

com 9 <.

9 Observe-se que, de acordo com (Nesterov and Nemirovskii, 1994), F' é uma barreira
Y-autoconcordante se é uma funcdo 1-autoconcordante e se é uma barreira com parametro

9.
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Proof. Embora esta prova decorra imediatamente dos teoremas 2.4 e 2.5,
utilizando a proposi¢ao 2.3.4 e coroldrio 2.3.2 de (Nesterov and Nemirovskii,
1994), tendo em visto tornar este trabalho tanto quanto possivel autocontido
e com demonstragoes fundamentadas no contexto da teoria das Algebras de
Jordan euclidianas, vamos proceder a respectiva demonstracao por uma via

puramente algébrica.

Comecemos por minorar a segunda derivada

D?F(z)[h,h] = < (P~ *(2))h,h >
= < Pz YHh,h >
= < 2L(z"HL(z™Y = L((z™H?)h, h >
= < 2Lz YLz Y))h,h > - < L((z"H*)h,h >
= <2L(z" YLz Yh,h> - <Lz oz A, h >
= 2< Lz Y Liz"HYh> - < Lz oz Yh, h >
=2<zlohazltoh>—<(x *1oa:*1)oh h >
=2<azloha oh> —tr(((z7 ' o )oh)oh)
=2<ztohatoh>—tr(ho((z ox)oh))
=2<atohatoh>—tr((ho(z” ))oh)
:2<m_loh,x_loh>—tr(((ho:z: )o )oh)
:2<x_1oh,x_1oh>—tr((hox1)0( o h))
=2<aztohaztoh>—<hozlzloh>
= <z lohztoh>
= tr((z o h)o(z7 o h)).

Note-se que numa &algebra de Jordan euclidiana, V| se verifica que

tr(uowv) =tr(vou) A tr(uo(vow))=tr((uowv)o

Pelo teorema 4.8 existe um sistema de Jordan {cy,---

reais A;,7 = 1,---r tais que

Mas entao

w) Yu,v,w eV

,Cr} e existem numeros
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r
= Z A2
=1
(Cies A’

T

(tr(z=1 o h))?

v

>
>

Assim, no interior do cone dos quadrados de uma algebra de Jordan euclidiana
tem-se que F' é uma barreira ¥—autoconcordante, com ¥ < r, uma vez que

Vo € int(Q) eVh eV

|D*F(2)[h, h, h|
(DF(x)h)?

IN A

2(D2F(z)[h, h])2
rD?*F(z)[h, h)]

TEOREMA 2.7. A func¢do F € uma barreira r—autoconcordante no sentido de
(Nesterov and Nemirovskii, 1994 ).

Proof. Tendo em conta que anteriormente ja se provou que F' é uma barreira
(teorema 2.3) e que, de acordo com o teorema 2.6, o seu parametro é nao
superior a r (i.e., ¥ < r), resta provar que o parametro é também nao inferior
ar.

Denotanto o parametro da barreira F' por 19 e tendo em conta que a inequagao

|DF(z)h|> < 9D*F(z)[h, hl,
se verifica para todo o = € int(Q) e h € V, em particular para x = e vem que
<e L h>2 <9< Ple)thyh> YheV,

ou seja, que

tr(eoh)? < Otr(I(h)oh)Vh € V. (21)
Por outro lado, substituindo h por e em (21) obtém-se

(tr(e))? < dtr(eoe),

ou seja

(tr(e))? < dtr(e).
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Consequentemente, uma vez que tr(e) = r, vem que

r2 < 9rer <9

3. Caracteristica de uma Algebra de Jordan Euclidiana e Niimero
de Carathéodory do Cone dos Quadrados

Nesta seccao vamos mostrar que se V' é uma &lgebra de Jordan euclidiana
simples (i.e., irredutivel) e @ é o cone dos quadrados de V, entdo o nimero
de Carathéodory de @) coincide com a carateristica da algebra de Jordan V.
Antes, porém, vamos introduzir a definicao de direcao extrema e de nimero
de Caratheodory.

DEFINICAO 3.1. Sendo V wma dlgebra de Jordan euclidiana e Q o respectivo
cone dos quadrados, diz-se que x € Q \ {0} é uma direccio extrema de @ se

Jy,z € Q\ {0} tais que
r=y+z=>y=MNzx A z= [z,
com A\ >0e 1 >0.

DEFINICAO 3.2. Sendo V wma dlgebra de Jordan real euclidiana ,Q o cone
dos quadrados de V e E o conjunto das direcoes extremas de @, designa-se
por nimero de Carathéodory de Q e denota-se por k(Q) o menor nimero k de
direc¢oes extremas de Q) tal que Vo € Q

k
Jz1,--,x, €E A I - M\, € R tais que x:Z)\ixi.
=1

3.1. CAso I: ESTUDO DAS ALGEBRAS DE JORDAN SIMPLES

Considerando V' como sendo uma &lgebra de Jordan euclidiana simples, em
(Faraut and Korédnyi, 1994), na proposigao IV.3.2 da pag. 73, demonstra-se que
as direcoes extremas de () sao multiplos escalares positivos dos idempotentes
primitivos de V. Porém, como para cada x € @, pelo teorema 4.8 em apéndice,
existe um sistema de Jordan {cy, - -, ¢, } e existem nimeros reais A;, i = 1,---,r
tais que

T
Tr = E /\ici
i=1
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com \; > 0, para i = 1,---,r '© entdo podemos concluir imediatamente que

o nimero de Carathéodory de ) é nao superior a r. No que se segue vamos
provar que k(Q) = .

TEOREMA 3.1. Seja V uma dlgebra de Jordan euclidiana simples de di-
mensdo finita com elemento unidade e e caracteristica r(V'). Se QQ € o cone
dos quadrados de V, entao r(V) = k(Q).

Proof. Suponhamos que k(Q) = k < r = r(V). Entao, como as direcgoes
extremas nao sao mais que miiltiplos escalares positivos dos idempotentes prim-
itivos ! existem k idempotentes primitivos e k nimeros reais nao negativos
(a; >0, i=1,---,k) tais que '?

k
e = E Q;Cq.
i=1

Como consequéncia (multiplicando ambos os membros da igualdade anterior &
direita por ¢;) obtém-se

k
ci = Oéi(ci o Ci) + ZO&j(Cj o Ci),
JFi
donde se conclui que
k
tr(e;) = astr(c;oc) + Z ajtr(cj o ¢;)
J#i
=
k
tr(c;) = atr(e) + Z ajtr(cj o ¢;)
J#
g
k
1= o+ Zozjtr(cj o(c¢io¢))
J#
g
k
1= ozz-—i—Zaj <cj,coc >
JF
=
k
1= ozz-—i—Zaj <cjoci,c >
J#

10" Esta conclusdo decorre da observacio 4.5.
' Ver (Faraut and Koranyi, 1994) pag. 72 e 73.
12 Note-se que e pertence ao interior de Q.
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=
k

1 = o+ ZOZJ' < L(cj)cl-,cl- > (22)
J#

Porém, os valores préprios de cada operador linear L(c;), para j =1, -k,
pertencem ao conjunto {0, 5,1}, donde cada operador linear L(c;) é um oper-

HDR]
ador semidefinido positivo de V em V, pelo que 3

< L(¢j)ei,e) >> 0 Vi € {1, k}.

Consequentemente, uma vez que Vj € {1,---,k} «; > 0, obtém-se a desigual-
dade
k
ZOZJ' < L(cj)ci,ci > > 0.
J#i

Logo, tendo em conta a equacao (22), conclui-se que
Vie{l,---,k} 0<a; <1

13 Note-se que, de acordo com (Faraut and Koranyi, 1994), dada uma algebra de Jordan
euclidiana irredutivel (simples) com elemento unidade e e produto interno e|e, I\ € IR tal
que Yu,v € V

<wu,v> = dulv. (23)

Por outro lado, tendo em conta que os valores préprios do operador linear L(c;) de V em V/
pertencem ao conjunto {0, %, 1} e uma vez que L(c;) é um operador autoadjunto relativamente
ao produto interno e|e, podemos concluir que os subespagos invariantes associados aos valores
préprios deste operador linear sdo ortogonais. Como consequéncia, L(c;) é um operador
semidefinido positivo relativamente ao produto interno e| e .

Pode concluir-se ainda que em (23) a contante A é positiva. Com efeito, se em (23) con-
siderarmos © = v = ¢, com c idempotente primitivo e, consequentemente, ¢ # 0, vem

que
<ecc> = Ace
Logo, uma vez que tr(c) =< ¢, ¢ > obtém-se
tr(c) = Aclc,
ou seja,
1= Allel?.
Mas entéo, ¢ 0 = ||c|]|*> > 0= X > 0.
Por sua vez, tendo em conta que L(cj) é um operador semidefinido positivo relativa-

mente ao produto interno e|e, conclui-se que é também um operador semidefinido positivo
relativamente ao produto interno <, > .
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Mas entao tr(e) = Zle a;tr(c;) e, consequentemente, 4

< k,

o que contraria a hipdtese. Esta contradicao resultou de se ter admitido que
o nimero de Carathéodory do cone @, k(Q), seria estritamente inferior a
caracteristica da algebra, V, r(V). ]

3.2. CAsoO II: ESTUDO DAS ALGEBRAS DE JORDAN REDUTIVEIS

No que se segue prova-se um resultado idéntico ao enunciado no teorema 3.1,
mas no caso mais geral em que a &algebra de Jordan nao é necessariamente
irredutivel.

COROLARIO 3.1. Se V ¢ uma dlgebra de Jordan euclidiana e Q) o respec-
tivo cone dos quadrados, entao k(Q) = r(V), onde k(Q) denota o nimero de
Carathéodory de Q e r(V) denota a caracteristica da dlgebra.

Proof. Uma vez que ja se fez a prova para o caso em que V é irredutivel
(i.e., simples), vamos fazer a prova apenas no caso em que V é redutivel.
Considere-se entao que V' é uma éalgebra de Jordan euclidiana, pelo que existem
[ subélgebras de Jordan euclidianas, V;, irredutiveis, tais que V = @2:1 Vi e,
adicionalmente, V; @ V; = 0, para i # j, onde o operador e denota a operacao
da &lgebra, o, entre os diferentes vectores dos dois subespacos.

O facto de se ter V; @ V; = 0, para i # j, arrasta que o cone dos quadrados de
V, Q, se possa decompor da seguinte forma:

onde @; denota o cone dos quadrados de V;.
Mas entao, como (V) = Zi‘:l r( Vi) e ( ) = Zé:l k(Q;) e, por outro lado,
tendo em conta que Vi € {1,---,{} V; é uma &lgebra de Jordan euclidiana

irredutivel e, consequentemente, Vz e{1,---, } k(Qi) = (Vi) conclui-se que
l
BQ) =Y k(Qi) = _r(Vi) =r(V).
i=1 =1
|

14 Note-se que numa 4lgebra de Jordan euclidiana com elemento unidade e, tem-se que
tr(e) = r e tr(c) = 1 quando ¢ é um idempotente primitivo.
15 Ver (Faraut and Kordnyi, 1994), pag. 54.
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Para terminar, tendo em conta que dado um cone simétrico, C, de um
espago euclidiano real, V, i.e., um cone aberto, com interior nao vazio, convexo,
autodual, homogéneo e préprio, de acordo com (Faraut and Koranyi, 1994), C
coincide com o cone dos quadrados de uma &dlgebra de jordan euclidiana sobre
V' e caracteristica (V) e recordando que, conforme decorre deste estudo, a
fungao F(z) = —log(det(x)) constitui uma barreira normal com parametro
r(V)(= k(C)) sobre C, invocando o resultado obtido em (Guler, 1995), que
estabelece que o menor parametro vartheta tal que F' é uma barreira ¥-normal

sobre a aderéncia de C, verifica a igualdade

9 = k(C),

podemos concluir que a barreira F, referida anteriormente, tem parametro
optimo no sentido em que verifica a igualdade anterior.

4. Apéndice

4.1. ALGEBRAS DE JORDAN

Designa-se por algebra, um espaco vectorial, V, onde estd definida uma aplicagao
bilinear, o, (z,y) — xoy de V x V em V. Uma &lgebra, V, diz-se uma &lgebra
de Jordan se Vx,y € V

Toy = yox

zo(z?oy) = 2’0 (zoy)
Exemplos de dlgebras de Jordan reais com elemento unidade.

1) V = IR, zoy = xy onde xy é o produto usual de nimeros reais e o elemento
unidade é e = 1.

2) V.= R" e (z1,22,- ,2n) © (Y1,Y2,  *,Yn) = (T1Y1, 2292, *, TnYn) € O
elemento unidade é e = (1,1,---,1).

3) V =5, onde S,, é o conjunto das matrizes simétricas reais n x n,

XY +YX
2

XoY =

e o elemento unidade é e = I.
4) V = R = {(a,0) : « € R,0 € R"},
(o, @) o (B,0) = (af + 01D, at + B0)

e o elemento unidade é e = (1,0).
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5) Seja W um espago vectorial sobre IR e B uma forma bilinear simétrica em
W, V=RxW (a,i)o(8,0) = (af + B(,?),ad + Bi). Entao (V,0) é
uma &algebra de Jordan real com elemento unidade e = (1,0)

OBSERVACAO 4.1. Numa dlgebra, V, define-se recursivamente
" =xzoz" ln>2.
DEFINICAO 4.1. Uma dlgebra V diz-se associativa em poténcia se

VeeV Vr,se N " ozx® = g'**
Verifica-se, facilmente, que toda a dlgebra de Jordan é associativa em poténcia.

DEFINICAO 4.2. Considere-se a Algebra de Jordan (V,o), com elemento
unidade e e dimensao finita e, para cada x € V, seja kr o menor inteiro
positivo, tal que o conjunto:

{e,a:,x2, e 7xkz}

€ linearmente dependente. Designa-se por caracteristica da dlgebra de Jordan
V' o numero r tal que
r=max{ky :x € V}.

Os elementos x € V para os quais se tem k, = r designam-se por elementos
requlares.

Note-se que, na definicao anterior, o facto da algebra ter dimensao finita,
n, obriga que se tenha r < n.

OBSERVACAO 4.2. O conjunto dos elementos requlares de V' é um conjunto
denso em V.

A prova desta observacao pode ser consultada em (Vieira e Cardoso, 2000-(a)).

TEOREMA 4.1. Seja V uma dlgebra de Jordan real com elemento unidade, e
e caracteristica r. Se x € V € um elemento reqular, entdo existem os numeros
Teals

al(aj)’ QQ(CC)? T ,CLT(JJ)
que determinam o polindmio minimo ¢ de x
p(z,\) = N —ay (@) N+ 4 (=D a(z). (24)

Considerando x como sendo um vector reqular gemérico, verifica-se que 0S
coeficientes a;(x) sdo tinicos e sao fungoes polinomiais homdgeneas de grau
j nas coordenadas de x numa base fixa de V.

16 Designa-se por polinémio miinimo de um vector, z, o polinémio ménico com coefi-

cientes reais de grau minimo que se anula quando se subtstitui a incégnita por = e o termo
independente pelo produto desse mesmo termo independente pela unidade da algebra.
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Proof. Ver (Vieira e Cardoso, 2000-(a)). ]
Nos casos em que o vector x € V nao é regular, o polindmio moénico de grau

p(a,A) = X = ar (@)X 7+ 4 (=1) ar(2),

referido no teorema anterior, é determinado, de modo tnico, por intermédio
de uma sucessdo de vectores regulares, {z¥}rcy, convergente para x, fazendo
a;(x) = limg_ o a;(2¥), onde os coeficientes a;(2¥) sdo os coeficientes do polinémio
p(zh, ).

DEFINICAO 4.3. Dado wm vector arbitrdrio © € V e o polindmio associado
p(z,\) =N —ar(@)N -+ (1) a,(z),

o coeficiente a1 (x) designa-se por trago de x e denota-se por tr(x) e o coeficiente
ar(z) designa-se por determinante de x e denota-se por det(z).

As designagoes de traco e determinante advém do facto de ai(x) e a,(x)

coincidirem, respectivamente, com o trago e com o determinante de uma certa
aplicagao linear, quando x é regular.
Com efeito, sendo x € V um elemento regular e sendo IR[x] a subélgebra de
V gerada por e e z, vem que B = {e,z, 22, ---, 2"~} é uma base do espaco
vectorial IR[z]. Consequentemente, considerando a aplicagao linear Lo(x) de
R[x] em IR[z] tal que Lo(x)y = = oy, obtém-se:

Lo(z)(e) = =
Lo(z)z = 2?

Lo(x)xr—Q — xr—l
Lo(z)z™ 1 = 2"

= ay(x)z" !

—ag(z)a" 2+ — (1) a,(v)e.

Mas entao a matriz da aplicac@o linear Lo(x) na base B é a matriz

00---0 (=) a.(z

10 -0 (=) 2a,_1(x)
Mpy = |01 0 (—D)"Par_s(z) |

00---1 ay(x)

donde vem que Det(Mp () = a(z) e Tr(Mp () = a1().
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EXEMPLO 4.1. Seja V = IR™ entdo

n n n n
(l’l,.’I]Q,"',fEn) = (11717.1’2,"',[1}”)
e os elementos regulares de V' sao os elementos (x1, 2, -, xy,) tais que
2 .3 n—1
1z .T}% m% S Xy .
e
1 20 @5 @y -+ oy 40
2 .3 n—1
1 xp x5, x;, - ]
Logo (x1,x2, -, xy) € reqular se e s6 se x; # x; Yi,j € {1,---,n} com

i # j. Como consequéncia verifica-se que a caracteristica da dlgebra de Jordan
R™ én.

Tendo em vista a determinacdao do polinémio p(x, \), com x € IR"™, considere-se
o elemento reqular © = (x1,x2, -+, Ty) € 0 polinomio p(\) tal que

p(N) = I, (A — ).

Desenvolvendo p(\) obtém-se

p()‘) = An""Z(_l)i Z Ljy "'sz)‘nii
i=1

1<j1<<gi<n

Tendo em conta que Vi € {1,---,n}, p(z;) =0 fazendo
ai(z) = Z Tj o Ty, t=1,---m,
1<j1<+<gi<r
0

e convencionando-se que x° = e, com e denotando o elemento unidade da
dalgebra (i.e., com todas as componentes unitarias) vem que

0= af + ¥o(=Diai(z)ay !
0= a3 + 35 (=1 'ai(z)zy™
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2" = ay(x)z" !t —ag(x)z" 2+ - — (=1 "a,(x)e.

Logo, neste caso, conclui-se que p(x,\) = A" — a1 (2)\" "1 +ag(x) A2 — - +
(=1)"ap(z).

Adicionalmente, como o conjunto dos elementos requlares de V' € um conjunto
denso em IR"™, no caso em que x € ponto arbitrdrio de IR™ obtém-se também o
polinomio

p(x,A) = X" — ay ()N + ag(2) A2 — s + (—1)"an(z).
OBSERVACAO 4.3. Na dlgebra V = IR™ tem-se

n
det(zy,z2, -+, xn) = I 2y

n
t’f’(l‘l,xQ, o ,Jjn) = Zx’b
i=1

DEFINICAO 4.4. Seja V uma dlgebra de Jordan com elemento unidade e.

Diz-se que x € invertivel se existe um elemento y de IR[x] tal que xoy = e e

o elemento y designa-se por x 1.

Daqui em diante V denotard uma &lgebra de Jordan de dimensao finita
sobre IR com elemento unidade e.

TEOREMA 4.2. Sendo x € V, x € invertivel se e s se det(z) # 0.
Proof. Suponha-se que det(z) # 0.
Entao, considerando o polinémio caracteristico de x,

p(a,A) =N = a1 (@)X 4+ (1) e (2)A + (1) ar (@)
e, tendo em conta que
pr,z) =0 2" —a(z)z" L+ + (=1)"La_(z)z = (=1)"a, (x)e
e ay(z) # 0, conclui-se que

1 1) la,_
zo e a1 () 22t (=D ar(x)

(=1)*a,(x) (=1)*a,(x) (=1)*a,(x)

e) =e.

Suponha-se que x é invertivel.
Entdo, zoz~! = e,comx~! € R[z] e 1 = det(e) = det(zox~!) = det(x) det(z~1),
pelo que det(x) # 0. [

Como det(z) = a,(x) é um polinémio homdgeneo de grau r, onde r é a car-
acteristica de V 17, podemos concluir que o conjunto dos elementos invertiveis
de V é denso e aberto em V.

17" A prova desta afirmacio pode ser consultada em (Vieira e Cardoso, 2000-(b)).
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DEFINICAO 4.5. Seja x € V e considere-se o operador linear P(z) de V em
V' tal que
P(z) = 2L(z)L(z) — L(2?).

A aplicacdo

V — End(V)
x — P(x)

designa-se por representacdo quadrdtica de V.
EXEMPLO 4.2.
(a) Para V = IR", dado & € IR"™ vem que P(z) = diag(z?).

(b) Para V=S, onde S,, denota a dlgebra de Jordan das matrizes simétricas
reais de ordem n, dado X € V vem que

P(X)Y =XYX VY € V.

TEOREMA 4.3. Um elemento x € V € invertivel se e sé se P(x) é invertivel,
verificando-se, nesse caso que

Pz ==z A P~ Y(z)=P(x).
Proof. Ver (Koecher, 1999), teorema 12, pag. 67 8 [

TEOREMA 4.4. Sendo z,y € V, P(z)y € invertivel se e s6 se x e y sdo
mvertiveis e, nesse caso, tem-se

Verifica-se ainda que

P(P(y)z) = P(y)P(z)P(y) Yo,y eV
Proof. Ver (Vieira e Cardoso, 2000-(b)) ]

Como consequéncia do teorema anterior vem que Vn € IN P"(x) = P(a™)
e, se x ¢é invertivel, entao Vm € IN

P(z™™) = P~ (x).

DEFINICAO 4.6. Sendo ¢ € V, diz-se que ¢ é um idempotente de V se ¢ = c.

18 Observe-se que P~!(x) denota [P(z)] ™ .
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TEOREMA 4.5. Se ¢ é um idempotente de V, entdo qualquer valor préprio
do operador L(c) pertence ao conjunto {0, %,1}.
Proof. Ver (Vieira e Cardoso, 2000-(a)) [ ]

DEFINICAO 4.7. Sendo ¢ um idempotente de V, os subespacos

5

Ve, 1),V(e,0), Ve, 5

definem-se como sendo os subespagos invariantes de L(c) associados aos valores
proprios 1, 0 e %, i.e.,

V(e,1) = {z €V :L(c)x =z}
V(e,0) = {x € V: L(c)xr =0}

1 1
V (e, 5) ={zxeV:L(c)x = §x}
Como consequéncia, no caso de L(c) ser autoadjunto (pelo que, todos os

valores proprios sao reais com multiplicidade algébrica igual & multiplicidade
geométrica dos vectores préprios) da definigdo anterior decorre que

V=V oV %) ® V(e,0).

4.2. ALGEBRAS DE JORDAN EUCLIDIANAS

DEFINICAO 4.8. Uma dlgebra de Jordan (V,0) diz-se uma dlgebra de Jordan
euclidiana se existe um produto interno, <,>, tal que

Yu,v,w eV <uov,w>=<u,vow > .

Numa algebra de jordan euclidiana V, dado x € V verifica-se que a aplicagao
linear de V em V tal que L(x)y = z oy é uma aplicacdo autoadjunta. Com
efeito, tendo em conta que

<uov,w>=< u,vow >,
conclui-se que
< L(x)y,z >=<zoy,z>=<yox,z>=<y,xoz>=<y,L(x)z >,
ou seja, que L(z) = L(z)*.
EXEMPLO 4.3.

(a) A dlgebra de Jordan V = S, é euclidiana, uma vez que o produto
interno < X|Y >= tr(X oY) ¢é associativo relativamente d operagdo o
(recorde-se que X oY = W)
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(b) A dlgebra de Jordan V = IR"™ onde estd definido o produto interno
<(x1,,2n), (Y1, Yn) >=T1Y1+ - - +Xpyn € euclidiana, uma vez que
(1, ,xn) o (Y1, Yn) = (T1Y1, -+, TnYn) €, consequentemente,

VZ,y5,Z€ R" <Zoy,Z>=<Z,§JoZ>.

Ao longo desta seccao a algebra de Jordan V' denotard uma algebra de
Jordan euclidiana onde estd definido o produto interno <, > .

DEFINICAO 4.9. Sendo z,y € V, se xzoy = 0 entdo x e y dizem-se ortogonais.
Note-se que se z,y € Ve x oy =0, entao < z,y >= 0. Com efeito,
<z,y>=<zx,yoe>=<zoy,e>=<0,e >=0.

TEOREMA 4.6. Se z,y € V entdo det(P(z)y) = (det x)%dety.
Proof. Ver (Vieira e Cardoso, 2000-(a)). [ ]

DEFINICAO 4.10. Um conjunto de vectores de V, S = {c1, -+, ¢k}, diz-se um
ststema completo de idempotentes ortogonais se

(a) 2 =c; Vie{l, - k};
(b) cioc; =0 se Vi j;
(C) cp+--+cp=ce.

DEFINIQAO 4.11. Um idempotente de V diz-se um idempotente primitivo se
€ nao nulo e se nao se pode decompor como soma de dois idempotentes nao
nulos ortogonais de V.

DEFINIQAO 4.12. Um conjunto de idempotentes {c1,---,c} designa-se por
sistema de Jordan se é um sistema completo de idempotentes ortogonais prim-
1t1v0S.

Note-se que, conforme se prova em (Vieira e Cardoso, 2000-(a)), supondo
que a caracteristica de V' é r, se {c1, -, ¢} é um sistema de Jordan entao
k=r.

TEOREMA 4.7. Para cada x € V existem escalares unicos A1, -+ - Ax € IR, to-
dos distintos, e um inico sistema completo de idempotentes ortogonais {cy,-- -, ck},
tais que

k
r = Z >\zCz
=1

Adicionalmente, pode concluir-se que cj € IR[x] Vj € {1,---k}.
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Proof. Ver (Vieira e Cardoso, 2000-(a)). ]

No teorema anterior, os nimeros \;, com i € {1,---,k} designam-se por
7 . ;. k . .~
valores préprios de x e o somatério ) ; Aic; designa-se por decomposicao
espectral de x.

TEOREMA 4.8. Supondo que a caracteristica de V € r, para cada v € V
existe um sistema de Jordan {ci,---,c.} e numeros reais \1,- -+, A\, tais que
x = Y. Nci, onde os Ns (juntamente com as suas multiplicidades) sao
unicamente determinados por x.

Adicionalmente pode afirmar-se que

ap(x) =Ii_\j =detz e ai(x) = Z i = tr(z)
i=1

ou, mais geralmente, que

ak(az) = Z >‘i1 )\2'2 s )\ik,

1<i <<, <r

onde ag(x) (1 <k <r) sao os coeficientes do polinémio

p(z,\) = \"+ Z (=1 a;(z)N".
j=1
Proof. Ver (Vieira e Cardoso, 2000-(a)). ]

Este ultimo teorema permite-nos concluir que se x € V, entao existe um
sistema de Jordan de V, {¢1,---, ¢, }, tal que

T
xr = E /\icz-
=1

onde os \;’s sdo as raizes do polinémio p(x, A) definido no teorema 4.1.

No somatério anterior, pondo em evidéncia cada \; com multiplicidade k; e
denotando o vector obtido pela soma dos idempotentes associados a cada um
destes valores proprios distintos, A;, por d;, obtemos a decomposicao

k
Tr = Z /\idi7
i=1

com os \;’s todos distintos, tal que {dy, - - -, dj} constitui um sistema completo
de idempotentes ortogonais de V.

Como consequéncia conclui-se que na decomposicao espectral de =, dado pelo
teorema 4.7, os \;’s ndo sdo mais que as raizes distintas do polinémio p(z, \).
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Seja x € V um elemento invertivel ¥ e considere-se a decomposicio espec-
tral de z

k
=1

Se u é tal que u = Zle %ci, como pelo teorema 4.7 ¢; € R[z] e zou = e,

entdo u = x~! (tendo em conta que o inverso de x é o tnico elemento de IR[z]
nestas condigoes).

TEOREMA 4.9. A forma tr(.,.) : VxV — IR define um produto interno (i.e.,
é bilinear, simétrica e definida positiva) em V e € tal que

tr(zo(yoz)) =tr((zoy)oz) Vo,y,z € V.
Proof. Ver (Faraut and Koranyi, 1994), proposicoes 11.4.3 (pag. 37) e I11.1.5
(pag. 46). ]

DEFINICAO 4.13. Se a caracteristica de V ér e {c1,---,¢r} € um sistema de
Jordan de V, entdo definem-se em V' os subespacgos V;j, Vi do sequinte modo:

1

1
‘/:Lj = V(Ci7 5) N V(Cj7 5

Vie = Ve, 1), i=1,---,r

), paral <i<j<r,

TEOREMA 4.10. (Decomposicao de Pierce).

Se a caracteristica de V € r e se {c1,-+,c,} € um sistema de Jordan de V,
entdo V decompoe-se na soma directa

V= D v
1<i<j<r
Adicionalmente, verifica-se que
VijoVij C Vii+Vj;
VijoVik C Vig, t £ k
VijoViu = {0}, se{i,j} n{k,1} = 0.

Proof. Ver (Faraut and Korényi, 1994), proposicao IV.2.1, pag. 68 [ |
OBSERVACAO 4.4. Supondo que {c1,--+,¢} € um sistema de Jordan de V e
sendo x =Y ;1 \i¢;, verifica-se que o0s valores prdprios de L(x) sdo A\1,- -, A
e ’\’;”\j, para i,j =1,---7, comi<j e Vi # {0}

19 Note-se que det(z) = TT{_1 \; e 2 é invertivel se e s6 se det(x) # 0. Logo \; # 0,Vi =
1’ ey
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4.3. CONE DOS QUADRADOS

Tal como anteriormente, nesta seccao, V denota uma algebra de Jordan eu-
clidiana.

DEFINICAO 4.14. Seja E um espaco euclidiano real e Q uwm cone de E. Este
cone, ), diz-se simétrico se € um cone aberto com interior ndo vazio, convero,
proprio, autodual e homogéneo.

DEFINICAO 4.15. Designa-se por cone dos quadrados de V' o cone, Q, tal
que Q ={2?: 2 €V},

TEOREMA 4.11. Sendo Q o cone dos quadrados de V, verifica-se que int(Q)
€ um cone simétrico que coincide com o conjunto dos elementos x € V tais que
L(x) é um operador definido positivo de V- em V. Por outro lado, verifica-se
ainda que Q é o conjunto dos x € V tais que L(z) é um operador semidefinido
positivo de V em V.

Proof. Ver (Faraut and Korédnyi, 1994), teorema III.2.1, pag. 46 [

TEOREMA 4.12. Sex € V € um elemento invertivel, entao P(x) é um auto-
morfismo de int(Q). Adicionalmente, se x € int(Q) entao P(x) é um operador
definido positivo de V em V.

Proof. Ver (Faraut and Koranyi, 1994), proposicao II11.2.2, pag. 48 [

DEFINICAO 4.16. Seja x € V e considere-se a sua decomposicio espectral,
T = Z?Zl Aic;. Diz-se que x € semidefinido positivo se

A >0,Vie {1, -k}

Se x € semidefinido positivo define-se a poténcia z3 como sendo o elemento de
V tal que

N

X

oo
= Z )\1-2 C;.
i=1
Por outro lado, se \; >0 Vi€ {1,---k}, diz-se que x € definido positivo.

OBSERVACAO 4.5. Devido d decomposi¢io de Pierce, associada a um sis-
tema de Jordan, podemos afirmar que x € definido positivo se e s se L(x)
€ definido positivo. Logo, tendo em conta o teorema 4.11, o interior do cone
dos quadrados de uma dlgebra de Jordan euclidiana pode ser definido como o
conjunto dos elementos de V, x, tais que x € definido positivo. Por outro lado,
o cone dos quadrados, Q, pode ser definido como o conjunto dos elementos de
V, x, tais que x € semidefinido positivo.
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TEOREMA 4.13. Se z € definido positivo entdo

P(z2) = P2 (x).
Proof. Ver (Vieira e Cardoso, 2000-(b)). ]

o=

Observe-se que, de acordo com a notagao utilizada, P%(a)) = (P(x))
E. Entao existe uma &lgebra de Jordan euclidiana sobre E

4.4. ALGEBRAS DE JORDAN EUCLIDIANAS REDUTIVEIS E IRREDUTIVEIS

DEFINIQAO 4.17. Seja V uma dlgebra de Jordan euclidiana . Diz-se que V
€ 1rredutivel ou simples se V' ndo contém nenhum ideal nao trivial.

OBSERVACAO 4.6. Note-se que uma dlgebra de Jordan euclidiana que nao
€ irredutivel diz-se redutivel.

TEOREMA 4.14. Uma dlgebra de Jordan euclidiana V' é irredutivel se e sé
se

Vie.5) # {0}

para todo o idempotente ndo trivial c € V.
Proof. Ver (Faraut and Koranyi, 1994), proposicao IV.1.2, pag. 65 [

EXEMPLO 4.4. A dlgebra V =S, € irredutivel. Com efeito se ¢ é um idem-
potente nao trivial de V entdo ¢ = [Iéj 8} e

1
V@?):{AE&pA:[CTO

0 C], com C € Mpxq ep+q=n}
%o
Ver (Faraut and Kordnyi, 1994) pdgina 63.
OBSERVACAO 4.7. Na dlgebra de Jordan euclidiana V = IR™ tem-se
V=VieWhe -V,
onde V; = {(0,---,0,2;,0,---,0): x; € R} parait =1,---,n e

(07”'707xi707"'70)0(07'”707:%707”'70):(07"'707$iyi707"‘70)'

TEOREMA 4.15. Se V ¢ uma dlgebra de Jordan euclidiana redutivel entao
V €, de wm modo unico, a soma de ideais que sao subdlgebras de V simples.
Neste caso pode dizer-se ainda que

V=VieVe oV

onde cada V; € um ideal que é uma subdlgebra euclidiana irredutivel e, além
disso, Vi # j VioV; = {0}.
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Proof. Ver (Faraut and Koranyi, 1994) proposicao I11.4.4, pag. 54 [

DEFINIQAO 4.18. Um cone simétrico, 2, num espaco euclidiano, V, diz-se
irredutivel se ndo existem subespacos nao triviais, Vi, Vo, nem cones simétricos
Q CVp eQy C Vs tais que

V="V,
Q= Q0.

TEOREMA 4.16. Se V' € um espaco euclidiano real e Q) um cone simétrico de
V., podem concluir-se as sequintes afirmagoes:

(a) Existe uma dlgebra de Jordan euclidiana, (V,o), tal que

Q={zox:xeV} e =1imntQ).

(b) Se ) € irredutivel entdo a algebra de Jordan euclidiana, (V,o), € também
irredutivel.
Proof.

(a) Ver (Faraut and Koranyi, 1994) teorema II1.3.1, pag. 49 [ ]
(b) Seja (V,o0) uma algebra de Jordan euclidiana com caracteristica r tal que

Q = int(Q), onde @ é o cone dos quadrados de V. Suponhamos que V é
redutivel, ou seja, que

V=VieVhhe eV

com V;oV; = {0} Vi # jeondecadaV;, parai = 1,---,léuma subélgebra
de Jordan euclidiana irredutivel. Entao

Q=0Q19Q2---DQ,

onde cada @Q; é o cone dos quadrados de V;. Uma vez que as subalgebras V;,
parai =1,---1[, sao algebras de Jordan euclidianas irredutiveis, conclui-se

que
l I
QO =int(Q) = Pint(Q:) = P .
i=1 i=1
Nestas condic¢bes, como cada €2;, para ¢ = 1,---,[, é um cone simétrico
da subalgebra de Jordan euclidiana irredutivel V;, conclui-se que € é
redutivel, o que contraria a hipdtese. [ |

TEOREMA 4.17. Seja V uma dlgebra de Jordan euclidiana redutivel, pelo que
V=VieVed- ---@®V, onde os Vyig sao subalgebras de Jordan euclidianas de
V' irredutiveis que sao ideais de V tais que V;oV; = {0} Vi # j. Entdo, tendo
em conta que, sendo Q) e Q;, comi=1,---,1, 0os cones dos quadrados de V e
Vi, respectivamente, se verifica que QQ = Q1 ® Q2 P - -- B Qq, pode concluir-se
que
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(¢) r(V) =r(Vi) +r(Va) +---+7(Vi) e

(b) se x = Z,li:lxi, comx; € V; Vie{l,--- 1}, entao

l
tr(z) = Z tr(z;) e det(z) = I_, det(z;).

Proof. Ver (Vieira e Cardoso, 2000-(a)). n
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