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Resumo. Apresenta-se um resumo dos principais resultados associados as algebras de Jordan
e as algebras de Jordan euclidianas, com demonstracoes detalhadas, quer nos casos em que
néao se conhecem publicagbes que as apresentem, quer nos casos em que, embora se conhegam
tais publicagbes, a abordagem seguida ou é demasiado sucinta ou afasta-se do contexto deste
relatorio.
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1. Algebras reais associativas em poténcia.

Seja V' um espago vectorial real de dimensdo n munido de uma aplicacao
bilinear:

VxV -V
(:U’y)_)xoy’

Se paratodo z € V (zox)ox =x o (zox) entao diz-se que V é uma algebra
associativa em poténcia.

Numa algebra associativa em poténcia, V, para todo o x € V' e quaisquer que
sejam p, q € IN, verifica-se a igualdade

2P o x4 = P14,

Se e € V é tal que
VreV zoe=eox=ux,

entao e designa-se por elemento unidade de V.
Seja V uma algebra associativa em poténcia com elemento unidade e. Para
cada x € V seja k o menor inteiro tal que

{e,x,mQ,...,xk}

é linearmente dependente. Entao k& designa-se por caracteristica de = e es-
crevemos rank(x) = k. Define-se caracteristica de V' como sendo o ntimero r
tal que

r = rank(V') = max{rank(z) : z € V}}.
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Um elemento x € V diz-se regular se a sua caracteristica é igual & caracteristica

da &lgebra V.

Dado um elemento regular, z, numa &lgebra asssociativa em poténcia V, com

elemento unidade, e, e caracteristica r, uma vez que o conjunto {e, z, v° z"}

é linearmente dependente e o conjunto {e,x,z2 ..., 2" "1} ¢ hnearmente 1nde—

pendente, podemos concluir que existem 7 nﬁmeros reais unicos, aj(x), as(z),
, ar(x), tais que

" —ay ()" .+ (=1)"a(z)e =0,

onde 0 é o vector nulo de V.
O polinémio

p(z,\) =N —a ()N .+ (—D)"a(2) (1)
designa-se por polinémio caracteristico de x, onde, como se provara de seguida,
os coeficientes a;(z) sdo fungdes multinomiais nas coordenadas de x numa base
fixa de V. A definicao de polinémio caracteristico pode ser estendida a qualquer
elemento de V, uma vez que o conjunto dos elementos regulares de uma algebra
associativa em poténcia, V, é um conjunto denso de V, pelo que se x € V e
V' é uma &lgebra real associativa em poténcia com elemento unidade e, entao
existe uma sucessao {z, }nen, de elementos regulares de V, convergindo para
x. Assim, definindo

ai(z) = lim a;(x,) = a;( im z,) = a;(x),
n—oo n—oo

obtém-se o polinémio caracteristico de um elemento nao regular como sendo o
polinémio

p(z, ) = N —ay ()N 4 (=) a,(x).
A justificacdo da utilizagdo do termo ”polinémio caracteristico”, advém da
seguinte propriedade dos elementos regulares: sendo x um elemento regular de

V, se considerarmos a subdlgebra real de V, IR[z], gerado por {e,z,..., 2" "'},
entao a aplicagao linear, Lo(z), tal que Lo(x)y = = oy, restringida a IR[z] tem
uma matriz na base B = {e,r,...,2" !} dada por
00...0 (=) 'a.(z)
10...0 (=1)" ar 1(z)
Mpy) = 01 ...0 (=1)"3a,_2(x) ’
00...1 a1 (z)

cujo polindémio caracteristico coincide como o polinémio (1). Com efeito, cal-
culando o determinante de A\ — My, (), obtém-se

A0 ... 0 —(=D"la.(z)
-1 A ... 0 —(=1)"2a,_1(z)
‘)\ I — MLQ(I)| _ 0O -1 ... 0 7(71)7‘73(%_2(1')
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-1 X ... 0
0o —-1. 0
= (Da)| . ¥
0 0 ...-1
SR i s it o
+A :
0 ... =1 A—ai(x)
ST
= (1) (1) (@) + A |
0 ... -1  A—ai(x)
SR g
— (Ve @ +A| . |
0 ... -1 A—a)

= (-D"a (@) + AM=D)"ta,_y + ...+ N
= N —a ()N Fax(@)A2 4+ (=) a(2).

De agora em diante, sempre que nos referirmos ao polinémio caracteristico de
um elemento x de uma algebra associativa em poténcia com elemento unidade,
utilizaremos a notagao p(z, \).

Prova-se, facilmente, que quando z é regular, a,(z) coincide com o determi-
nante da matriz My, (,) e a1(x) coincide com o trago da matriz My (. Por
esta razao, numa algebra real associativa em poténcia com elemento unidade, V,
define-se para cada elemento x de V' o traco e o determinante de x e denota-se,
respectivamente, por tr(z) e det(x), como sendo, respectivamente, os coeficien-
tes ai(x) e a,y(x) do polindmio caracteristico de x. Muitas vezes, quando x é
regular, o polindémio caracteristico também se designa por polinémio minimo
de x.

Note-se que, sendo x um elemento regular, se

p(x, ) = N —ay ()N +ag ()N 24+ (D) an ()

entdo 2" —ay(z)z" ' Haz(x)x" 2 +.. . +(—1)"a(z)e = 0, e p(z, \) é o polinémio
ménico de menor grau tal que p(x,z) = 0.

1.1. A ALGEBRA ASSOCIATIVA EM POTENCIA IR"

Como exemplo dos conceitos definidos anteriormente vamos considerar a algebra
associativa V' = (IR", o), tal que

(1,22, .-, Tn) 0 (Y1,Y2, -« -y Yn) = (T1Y1,T2Y2, - -+, TnYn)-
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Facilmente se prova que V' é uma &lgebra onde se verifica que
V€ R" (ZoZ)oZ = To(Tox).

Ou seja, V' é uma algebra associativa em poténcia onde (1,...,1) é o elemento
unidade. Como IR" tem dimensao n, a carateristica de IR é menor ou igual a
n. Por outro lado, como o conjunto

{(1,1,...,1), (z1, 22, ..., @), (a2, 25,...,22),.. ., (x?il,xb*l, 2z}
¢é linearmente independente se e s6 se
S F ) (2)
i a:'n $,ZL xﬁ'_l
conclui-se que (z1,z2,...,Ty,) tem caracteristica n se e sé se a desigualdade

(2) se verifica. Porém, como

2 n—1
1 x x% cee Iy .
h—
1 o x5 ... x4 I
.| = sz — z5),
2 n—1
1z z, T,
conclui-se que (z1,2,...,2,) tem caracteristica n sse x; # x; Vi # j. Logo,
se as componentes de © = (z1,x3,...,T,) sao todas distintas, entdo o menor
k € IN tal que o conjunto
2 2 k k
{(A,..., ), (x1, ..y ), (], oy xy)y ooy (2], 2p)}
¢ linearmente dependente é k = n, pelo que rank(z,...,z,) = n. Como

consequéncia, uma vez que
rank(zy,...,z,) <n, V(z1,...,2,) € R"

conclui-se que a caracteristica de IR™ é n. ! Assim, os elementos regulares de
o~ . P

IR™ sao os vectores (x1,...,xy) tais que x; # x; Vi # j.

Determinemos, agora, o polinémio caracteristico de um elemento regular de
n 5 —

R™ & = (x1,22,...,2Tp).

Como o conjunto

{(1,..., ), (z1,- oy @), -, (x?_l,...,xz_l)}

7

! Note-se que, por definicdo, a caracteristica de IR™ é

rank(IR") = max{rank(z1,...,2,) : (1,...,7,) € R"}.
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¢é linearmente independente e

{(1,...,1),(z1,- -y xn), oy (21, 20)}

é linearmente dependente, entdo existem n numeros reais a;(Z), parai =
1,...,n, tais que

@7, .. 2" =a (@)@ e 4 (—D)" ey (2) (1,1, 1),

Consequentemente vem que

xy 1z 22 ... xqf_i (—1)”+1an(:?)
xh _ 1 ao 23 ... 2y~ (=1)"ap—1(z) @
Ty 1 a, 22 ... 2ttt (—1)2a1(z)
Como Z = (x1,x2,...,%,) é regular, entdo
1 2 xz x?_i
1 29 25 ... x4
| #0,
1 z, :1:% xﬁ_l

e (3) admite uma tnica solugao

(=) an(2), (~1)"an-1(2),. ... (~1)%a1(z)).

Assim, as varidveis a;(Z) ficam determinadas, de maneira tnica, através da
igualdade:

J 1
2 n—
1 2 = ] ) .
2 n n—
1 22 x5 5 T4
j 1 x; 2 " "1
7 J J
2 n n—1
(71)n*j+2 . (—) — L an 2y - Xy Tn =1 n
An—j+1\T) = 1 p) n—1 ) =1 ’
1 z% R 4 X
h—
1 zo 25 ... x5
2 n—1
1 z, z; ... x}

Para se determinarem os coeficientes a;(Z) de um modo mais simples, note-se
que

A=z1)...(A=zp) = 0
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T
A — (@ 4 ) AT L (1) > I _ 2, A"+
1<i1<ie<...<i;<n

+ ...+ 2 =0
Mas entao, fazendo A = x;, paral =1,...,n vem que

o — (x4 2o 4 @) L (1) > 0 2, )z 7 +
1< < <...<1;<n

+ ... +(—-1)" 2 =0,

ou seja,
ol = (214w — L (=1 > 0w )2 —
1< < <...<;<n
— o = (=D)L .
Logo
(2,2, 2l) = (x4 x) (@ e L+
+H(=1)7( > Iy ) (@) 2y e ) +
1<i1<i2<...<1;<<n
o (=) ) (1,1, 1), (4)
Assim, quando (z1,. .., zy) é regular o polinémio caracteristico p((z1, ..., xn), A)

vem dado por
p((z1,. .. 2n),A) = NV — (@1 + ...+ 2,) AL+
+ .+ (=1)( > I _ 2, )NV +

1<i1<ie<...<i;<n
+.. 4+ (=D)L .

Logo, para j = 1,...,n, vem que

aj(z1...,zn) = Z Hi:lxikv

1<d1<ia <. <5 <n
donde det(z) =" ,z; e tr(z) = > | ;.

Para verificar que o conjunto dos elementos regulares é um conjunto denso de
IR™, considere-se um elemento nao regular (z1,...,z,) € IR". Entao (z1,...,2,)
tem pelo menos duas coordenadas iguais. Consideremos o conjunto J tal que J
é um subconjunto maximal do conjunto de idices {1,...,n} com a propriedade
Vie J\{j} xi# xj, ouseja, J C{l,...,n} étal queVi,j e J

i#j=> (xiFx) N(Ale{l,....n}\J:x #xp Yk e J).
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Seja 0 = min{|x; — x;|,i,7 € J Ai # j} e escolha-se s € IN tal que % < 0.
Entao

a?’“—(:c+71 Tyt g )
T U T s k42" T s k40

com k € IN, possui todas as coordenadas distintas e, por conseguinte, é um
ponto regular de IR™. Por outro lado, é evidente que a sucessao {Ek }ren con-
verge para (T1,x2,...,Tn).

Determinemos, agora, o polinémio caracteristico de um elemento nao regular

de IR"™.

Sendo {(z%, 2%, ...,25)}rev uma sucessido de elementos regulares de IR" con-
vergindo para (z1,x2,...,T,), sabe-se que
ok ok ky _ J ok
aj(zy,xs,...,x,) = Z I_z;

1< <ia<...<i;<n
logo, definindo

aj(x1,22,...,2,) = klingoaj(xlf,x’;,...,xfl)

—dm Y Tt

k—oo . . )
1<i1<i2<...<i;<n

— 7o k
= Z I, lim ;)

L . T Tk—oo
1<i1<i2<...<i;<n

— E J
- Hl:lxll ?

1<d1<ia<...<i;<n
obtém-se o polindémio caracteristico no ponto nao regular (z1,za,...,x,),

p((z1,22, ..., xn), A) = N — (21 + 22+ ...+ :J:n))\”_l +
4+t (—1) > T _ 2, )NV +

1<d1 <ia<... <4 <n
+. o (=DM

Desta forma, provamos que o traco e o determinante de um elemento arbitrario
(z1,...,2y) € IR™ ficam definidos pelas igualdades

n
tr(xy,...,zn) = Zaz,
i=1
det(zy1,...,zp) = I 2

e que na algebra associativa em poténcia, IR", se constroi o polinémio carac-
teristico de um elemento nao regular a custa dos polinémios caracteristicos
dos elementos regulares. Uma tal construcao, baseia-se no facto dos elementos



8 Domingos M. Cardoso e Luis A. Vieira

regulares constituirem um conjunto denso de IR"™ e no facto dos coeficientes
a;j(xz) do polindmio caracteristico de um elemento regular = serem fungoes
polinomiais homodgeneas de grau j, nas coordenadas de x numa base fixa de
R™.

2. Polinémio caracteristico de um elemento regular de uma
algebra associativa em poténcia real com elemento unidade

Nesta seccao, prova-se que as conclusoes obtidas anteriormente, sobre o po-
linémio caracteristico de um elemento arbitrario de IR™ se estendem aos po-
linémios caracteristicos dos elementos de qualquer algebra associativa em poténcia
com elemento unidade.

TEOREMA 2.1. Seja V uma dlgebra real associativa em poténcia de dimensao
finita com caracteristica v e elemento unidade e, e x um elemento regular de V.
Entao existem polindmios ai(x),...,ar(z) em V que determinam o polinémio
caracteristico associado a T

p(z, ) = N —ay (@) N Fag ()N 2+ 4 (D) an (),

onde os polinomios ai(x),as(x),...,a,(x) sdo unicos e tais que cada aj(x),
para j = 1,...,7r, é um polindmio homdogeneo de grau j nas coordenadas de x
numa base fixa de V.

Demonstragao. Suponhamos que a dimensao de V' é n, a caracteristica é r e que =
é um elemento regular de V. Como a caracteristica de V' é r entao existem nimeros
reais Unicos, aj(:v)7 com j=1,...,r, tais que

T

2" = ai(x)x" ! —ag(x)" 2 — ... — (=D)"a(z)e.

Esta unicidade dos coeficientes a;(z) decorre da prépria definigdo de elemento regular
de uma algebra associativa em poténcia com elemento unidade V.

Fixe-se uma base de V, B =< u1,us,...,u, >, e considere-se que as coordenadas de
e e de x, na base B, sao dadas por

e = fiur + PBaug + ...+ Bpuy
T = U1 + Uy + ...+ Qply.

Exprimindo os produtos u; o u; na base B, da forma

n
U; O U; = E YijkUk,
k=1

obtém-se
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n
= X O Z OéjUj
j=1
n n
= O aiu) o (O ajuy)
i=1 j=1
n
= Z a0 (2u; o uy) + Z afui ouy

1<i<j<n i=1
n n
2
= E (aiaj(2 E 'yijkuk)) + E ;Ui O UG
1<i<j<n k=1 i=1
= E (oo (2 E VijkUk) +E E of i Yiik Uk
1<7,'<j<n i=1 k=1

= Z Z 2azaj71]k + Z Oll 712]@

k=1 1<i<j<n

Assim, provamos que

Zp2k(a170‘23 ey an)uka

onde
pok(oa, o, ..., o) = E 20,0055k + E ik
1<i<j<n
é um polinémio homoégeneo de grau dois nas varaveis ag, o, ..., Q.

Procedendo de modo andlogo, chegariamos & conclusao que

n
E pjk(ala ag,. .. ;an)uk;
k=1

onde p; é um polindmio homdgeneo de grau j nas varidveis oy, ..., oy,.
Mas entao, se = é regular, existem constantes tnicas, a1(z), ..., a.(x), tais que

" = ay(x)x" " —ag(z)" 4 ... — (—=1)"ar(2)e. (5)
Como consequéncia, substituindo em (5) 27 por >, _; pjk(o1, aa, ..., o )ug, para j =

1,...7, e substituindo e por Z _1 Bius, obtém-se

E prr(on, o, .. apn)up = ai(x) E Pir—1) k@1, a2, ..o )ug, —
k=1
n
- E Pir—2) k@1, 2, ..., an)ug + -5 +
k=1

+ (=) a, Zﬁkuk
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Utilizando uma notagio menos pesada, denotando (a4, ..., a,) por «, obtém-se

> per(@ue = a1(2) Y pr—ry k(@)ur +
k=1 k=1
+ (=1Pa2(2) Y oy k(@u + ...+
k=1

) ap () B
k=1

pri(c) Pir—1)1(a) pr—2yi(a) ... pula) B a1 (x)
Pr2(01) _ P(r—1)2(0¢) P(r—z)Q(Oé) P12(a) B2 —az(ﬂﬁ)
prn'(a) p(r—l;n(a) p(7‘—2')n(04) pln.(a) ﬂn _(_]—)'Tar(x)

Mas como as colunas sao linearmente independentes (uma vez que z é regular), entéo
existem 7 linhas linearmente independentes, a saber, ji,ja,...,Jj,. Assim, os a;(x)
ficam univocamente determinados pelo sistema de equacoes

Pr i (@) Per—1) 1 (@) Pr—2yjy (@) - p1j(a) By ai(z)
Pr gy (@) p(r‘*l)jz(co p(rf2)j2(a) p1j2(a) Bja —ag(z)

. = . . . . : : (6)
prj. (@) p(rfl)jr(a) p(r72)jr(a) v prj(a) By, —(=D"a,(z)

Logo, utilizando a regra de Cramer, vem

Pir-1) 1 (@) Per—2)ji (@) . prj(@) ... pj (@) Bj
p(r—l)p(@) p(r—2)j2(a) e prjp(@) o prgy(a) B,
—(—1)'](1 — p(’r*]-)]'r(a) p(T‘f2)]r<a> pr,]r(a) pl]r(a) /8.71"
’ Pr—1) 1 (@) Pr—2) i (@) . p—1yj, (@) .. pij () B |
Pr—1) o (@) Pr—2)jo(@) oo Pii—1) o) oo prjp(@) By

Per—1) 4, (@) Per—2)j. (@) - pGi—1)4. (@) .. prj. (@) By,

pelo que, os coeficientes do polinémio caracteristico de x, p(z, A) (que, uma vez
que x é regular, coincide com o polinémio minimo de x), pertencem ao corpo
dos quocientes de polindmios de R[a, ag, .. ., ap).

Segue-se a prova que o polinémio minimo de um elemento regular x, p(x, \),
divide o polinémio caracteristico do operador linear

L(z):V =V
y = L(x)y=zoy,
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o qual vamos denotar por p(\). Antes, porém, vamos considerar a restri¢ao de
L(x) ao espago vectorial real gerado por

{e,z, 2% ... 2"},

que passamos a designar por Lo(z), devendo ter-se em conta que os polinémios
moénicos de grau minimo de x e Lo(z) coincidem. Tal facto decorre da élgebra
V' ser uma algebra associativa em poténcia com elemento unidade o que, por
sua vez, implica que se tenha

Lo(z")u = (Lo(x))"v  Yu € R[x]. (7)

Com efeito, sendo
s—1
=X+ b
i=1

o polinémio ménico de grau minimo que se anula para Lg(z) (i.e., tal que
po(Lo(z)) = 0), vem que

po(Lo(.CC))e— L() €+Zb Lo 8+ZbLl

donde, tendo em conta (7), se obtém

s—1
e—i—ZbLo Je=0< Lo(x® +be Je = 0.
1=1

Da 1ultima igualdade decorre que

s—1
z° + Z bﬂ?i =0
=1

e que grau(p(z,\)) =r < s.
Para a conclusao da prova da coincidéncia dos polinémios p(z, ) e po(A), resta
demonstrar que s < r. Assim, dado que p(z,x) = 0, entdo Yu € ]R[a:]

(" —al( )z ag(x)a" 2 L+ (=) aq(z)e) ou
= Lo(z" —ar(z)z" ' +ag(x)z" 2 + ...+ (=1)"aq(z)e)u
= Lo(z")u — ay(x)Lo(z" u + ag(x)Lo(z" Hu+ ... 4+ (=1)"a,(z)L(e)u
= (Lo(2))"u — a1 (2)(Lo(x))""u + az(z)(Lo(2))" u+ ... + (=1)"a,(2)Iu.

Oou = pla,a)ou=

Logo
(Lo(x))" — a1(x)(Lo(x))" ™" + az(z)(Lo(x)) 7 + ... + (1) ap(z)I = 0,

pelo que, o grau do polinémio minimo de Lo(z), s, é nao superior a r (i.e.,
s<r).
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Assim provamos que r = s e, consequentemente, como o polinémio mdnico
de grau minimo de x é dnico, provamos que os polindmios minimos de x e
de Lo(x) coincidem. Porém, uma vez que o polinémio minimo de Lg(z) é um
divisor do polinémio caracteristico de Lo(x), que por sua vez é um divisor do
polinémio caracteristico de L(z), p(A) = det(A — L(z)), podemos concluir
que o polinémio p(z,A) divide p(A). Para completar a prova deste teorema,
vamos demonstrar que p(A) é um polinémio homégeneo de grau n nas variaveis
A, a1, 0, ..., ap. Para tal, a partir das imagens dos elementos u;, pelo operador
linear L(x),

L(z)u; = (Z Qi) O U
i=1

n

= Z(aiui o uj)

i=1
n n
= (0> vijeur)
i=1 k=1
n n
= (Z Vi) Uk
k=1 i=1
determina-se
A= ;?:1 Yt - Z?:}Lai%jl - 22:1 QYin1

Zi: Q74512 e A Zi: Qi%Yig2 ... 24: QYin2
I\ — L(z)| = g S .

n n n
Dot QiYiln - Piq QiYign - A= D1 QiYinn
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Desenvolvendo o determinante, chegamos & conclusao que o polinémio p(\) =
Det(A — L(x)) é um polinémio homogéneo de grau n nas variaveis (A, aq, az,
., ap). Por outro lado, conclui-se ainda que p é um polindmio ménico com
coeficientes no anel de factorizacio IR[a1, ag, .. ., ay]. 2 Mas entdo, como p(z, \)
é um polinémio ménico de grau r, com coeficientes no corpo K dos quocientes
do anel de factorizagdo, C' = Ry, ag, ..., o], p(A) é um polindmio ménico
também de K e p(x,\) divide p(\). Logo, pelo teorema de Gauss (Van Der
Waerden, 1966), como os coeficientes de p(\) pertencem a Ry, ag, ..., anl,
conclui-se que os coeficientes de p(z, A) pertencem a IR[av, ava, . . . , o). 3 Porém,
como todo o polinémio que divide um polinémio homoégeneo é homogéneo,
conclui-se que p(x, A) é um polinémio homdégeneo de grau r e, por conseguinte,
tal que os coeficientes a;j(x) sao fungdes hémogeneas de grau j em oy, ..., ap.
[

OBSERVACAO 2.1. A demonstracio deste teorema permite-nos concluir que
o conjunto dos elementos requlares de V' é um aberto de V.

Com efeito, dado um elemento reqular, x, eriste um determinante nao nulo,
idéntico ao da matriz dos coeficientes do sistema de equagoes (6), ou seja,

Pr—1j1 (@) pro2ji(@) ... pj_1j(a) ... p1j () By

Az) = pr—lljz(a) pr—Q‘J'Q(OZ) pj_l.jQ(a) pljg‘(a) ﬁ]z

P13, (@) Proas (@) . pj1(@) ... prjla) By,

e, como A(x) € Rlaq,...,an], entdo existe uma bola centrada em x tal que
A(zx) # 0, para todo o x nessa bola.

De igual modo se pode concluir que o conjunto dos elementos requlares ¢ denso
em V, dado que A(x) € um polinomio em R[ay,...,an] e se A(z) =0, entao
existe um ponto y € V, tdo prérimo de x quanto se queira, tal que A(y) # 0,
0 que equivale a afirmar que y € um elemento reqular.

A densidade do conjuntos dos elementos requlares em V permite estender a
definicao de polindmio caracteristico a elementos ndo regulares.

2 Trata-se do anel de polinémios nas varidveis o, com coeficientes em IR, que é um dominio
de factorizagao tinico devido ao facto de IR ser um corpo (Spindler, 1994).

3 0O teorema de Gauss afirma que dado o anel de factorizacio Rlai,az,...,ay] e dado o
corpo dos quocientes de R[a1, az, .. ., an], K, supondo que f e g sdo dois polinémios ménicos
de K[z] e que os coeficientes de g pertencem IR[aq, ;.. ., ay], se f é um factor de g, entao
os coeficientes de f estdo em R[ai,aq,. .., an] (Van Der Waerden, 1966).
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3. Algebras de Jordan reais de dimensao finita com elemento
unidade

Como exemplo de dlgebras reais associativas em poténcia com elemento un-
idade podem referir-se as algebras de Jordan reais de dimensao finita com
elemento unidade que passamos a descrever.

Seja V' um espago vectorial real com dimensao finita, onde estd definida a
operagao de multiplicacao de vectores o, determinada pela aplicacao bilinear
(z,y) — x oy. Diz-se que V' é uma algebra de Jordan se

i)
Toy=youx
ii)
2 .2
zo(z®oy)=a"o(zoy),

onde 2 =zozx

A propriedade ii) pode ser escrita na forma
[L(x), L(z*)] = 0,
onde [,] denota o parénteses de Lie.

TEOREMA 3.1. SeV € uma dlgebra de Jordan, entdo Vx,y,z € V wverificam-
se as sequintes igualdades:

(i) [L(x), L(y*)] + 2[L(y), L(zy)] = 0
(ii) [L(x), L(yz)] + [L(2), L(zy)] + [L(y), L(zx)] = 0
(iii) L(x*y) — L(2*)L(y) = 2(L(xy) — L(z)L(y))L(x)

Demonstracgao. Ver (Faraut and Koranyi, 1994). n

Daqui em diante, sempre que nos referirmos a uma algebra de Jordan V,
supomos que V' é uma algebra de Jordan real de dimensao finita com elemento
unidade e. Logo, uma vez que se V é uma &lgebra de Jordan entao V é uma
algebra associativa em poténcia (Koecher, 1999), a cada elemento z € V pode-
mos associar o respectivo polinémio caracteristico. Assim, se r é a caracteristica
de V, entao o polinémio caracteristico de x é o polinémio

p(,\) = A" —ay ()N "+ (1) e (),

onde aj(z) para j =1,...,r, é um polinémio homogéneo de grau j nas coorde-
nadas de x relativas a uma base fixa de V. A partir deste polinémio define-se
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determinante e traco de x e denota-se, respectivamente, det(x) e tr(x), por
intermédio das seguintes igualdades

tr(x)
det(x)

I

e Q

= =

8 8
S—

3.1. NOGAO DE INVERTIBILIDADE DE UM ELEMENTO DE V
Numa éalgebra de Jordan real diz-se que um elemento x é invertivel se existe
y € IR[z] * tal que
rxoy = e.
Netas condicoes, y designa-se por inverso de x e denota-se por z'.

OBSERVACAO 3.1. Note-se que como a dlgebra IR[z] € associativa, o inverso

21 é unico.

Seguem-se alguns resultados de grande utilidade para as restantes secgoes.

TEOREMA 3.2. Seja V' uma dlgebra de Jordan real com elemento unidade.
EntioYu € V e Vz,y € R[u]

det(z o y) = det(x) det(y).
Demonstragao. Ver (Faraut and Kordnyi, 1994) ]

TEOREMA 3.3. Seja V uma dlgebra de Jordan real com elemento unidade e.
Se L(x) ¢ invertivel entio ! = L™ (x)e.

Demonstragao. Uma vez que L(z) é invertivel, podemos concluir que a sua restrigao
a IR[z], Lo(x), é também invertivel, pelo que o operador linear

Lo(z) : R[z] — R[]
¢ injectivo e, como a dimensao de IR[x] é finita, entéo
dim(R[z]) = dim(Ker(Lo(x))) + dim(Im(Lo(x))) = 0 + dim(Im(Lg(x))).

Consequentemente, Lo(z) é um operador sobrejectivo (i.e., trata-se de um isomor-
fismo) e, uma vez que e € IR[x], existe um tnico elemento x~! € IR[z] tal que
Lo(z)z™! =e s xox™! =e. Logo, vem que

e=zor =Lzt L (se=a""

|

Da demonstracao deste teorema decorre que x € V é invertivel sse Lo(z) é

invertivel e, sendo z invertivel, z =1 = Ly (z)e. O teorema a seguir fornece um

critério de verificacdo da invertibilidade (ou nao) de um elemento z de uma
algebra Jordan com elemento unidade.

4 Subdlgebra de V gerada por e e .
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TEOREMA 3.4. Um elemento de uma dlgebra de Jordan com elemento uni-
dade € invertivel se e so se det(x) # 0.

Demonstragdo. Se z é invertivel, uma vez que x~! € IR[z], a conclusio que
det(z) # 0 decorre, de modo imediato, do teorema 3.2. Reciprocamente, se det(z) # 0,
utilizando o polinémio caracteristico de x, com facilidade se conclui que x é invertivel.

|

Antes de prosseguirmos convém introduzir a definicdo de idempotente.

DEFINIQAO 3.1. Sendo V wuma dlgebra de Jordan, diz-se que ¢ € V € um

idempotente se ¢® = c.

Como consequéncia do teorema 3.1 - (iii) decorre o seguinte resultado.

TEOREMA 3.5. Se ¢ é um idempotente de uma dlgebra de Jordan V, entdo
0s valores proprios do operador linear L(c) de V em V pertencem ao conjunto

{031}
Demonstragao. Com efeito, se considerarmos em (3.1 — (ii4)), x = y = ¢, obtém-se
L(e) = L()L(e) = 2AL(e2) - (L)) L(e),
ou seja,
L(e) = 3(L(e))? - 2(L())".
Logo, se A é um valor préprio de L(c), entdo A é raiz do polinémio
223 —3X2 4\ = 0,

ouseja,)\:O\/)\:%\/)\zl. [ |

4. Algebras de Jordan euclidianas

DEFINIQAO 4.1. Uma dlgebra de Jordan real V' com elemento unidade diz-
se uma dlgebra de Jordan euclidiana se existe uma forma bilinear simétrica,
associativa, defenida positiva em V, ou seja, se existe em V um produto interno
< u,v > tal que

<uov,w>=<u,vow >.

OBSERVACAO 4.1. Desta definicdo decorre que Vu € V L(u) é um operador
autoadjunto.

Conforme j4 se referiu anteriormente, se ¢ € um idempotente de uma algebra
de Jordan real, V, entao o operador linear L(c) de V em V s6 admite valores
préprios A = 0, A = % ou A = 1. Vejamos agora como se comporta o operador

linear L(c) quando ¢ é um idempotente de uma algebra de Jordan euclidiana.
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Sendo (V, o) uma &lgebra de Jordan euclidiana, considerem-se os subespagos
invariantes do operador L(c) relativamente a cada um dos seus valores préprios,
ie.,

V(c,0) = {x € V:L(c)xr =0}
Vie,1) = {z €V : L(c)x =z}

V (e, %) = {zxeV:Lc)x= %:L’}

Como L(c) é um operador autoadjunto relativamente ao produto interno de
V' entao os subespacos invariantes associados a valores préprios distintos sao
ortogonais e tais que

V= V(e,0) & Ve, %) & V(e).
Os subespagos invaraiantes V (¢, 0),V (¢, 1), V (e, %), pelo facto de V' ser uma
algebra de Jordan euclidiana, verificam ainda as seguintes propriedades:
i) V(c,0) e V(c, 1) sdo subélgebras de V.
ii) V(c,0)0V(e,1)={0}
i) (V(c,0)®V(c,1))oV(c,3) C Ve, 3).
iv) (V{(e, %) o V(e, %)) C V(e,1) ®V{(e0).

As provas destas propriedades podem ser encontrada em (Faraut and Koranyi,
1994).

4.1. SISTEMA DE JORDAN DE UMA ALGEBRA DE JORDAN EUCLIDIANA

Convém, nesta altura, introduzir o conceito de ortogonalidade relativamente a
operagao da algebra.

DEFINICAO 4.2. Sendo V uma dlgebra de Jordan euclidiana, dois elementos
c,d € V sao ortogonais, relativamente a algebra, se cod = 0.

De acordo com esta defininicao, é claro que se dois idempotentes ¢, d € V sao
ortogonais relativamente a algebra, entao também sao ortogonais relativamente
ao produto interno. Com efeito

<c,d>= <c,doe>
= <cod,e>
= <0,e>
= 0.
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DEFINICAO 4.3. Dizse que {c1,¢9,...,ck} € um sistema de idempotentes
ortogonais completo se verifica as propriedades:

(i) ¢ =¢ Vic{l,... k},
(17) cjoc; =0 Vi#j,
(ZZZ) c1+co+...+cp=e

DEFINIQAO 4.4. Um idempotente ¢ € primitivo se € um idempotente nao
nulo e ndo se pode escrever como soma de dois idempotentes ortogonais (rela-
tivamente a dlgebra) nao nulos.

Note-se que a soma de idempotentes ortogonais, relativamente a algebra, é
também um idempotente.

DEFINICAO 4.5. Diz-se que {c1,¢a,...,c,} € um sistema de idempotentes
primitivos ortogonais completo ou um sistema de Jordan, se {ci,ca,...,ck}
€ um sistema de idempotentes ortogonais completo onde cada idempotente €
primitivo.

Embora em (Faraut and Kordnyi, 1994) se demonstrem os resultados sobre
a decomposicao espectral de um elemento de uma algebra de Jordan euclidiana,
que a seguir se descrevem, dada a sua especial importancia para a compreensao
das algebras de Jordan euclidianas, no que se segue, optamos por incluir as
respectivas provas devidamente detalhadas.

TEOREMA 4.1. Seja V uma dlgebra de Jordan euclidiana e x € V tal que
Lo(x) (restri¢ao do operador L(zx) a IR[x]) tem pelo menos dois valores proprios
distintos. Se A\j € um valor préprio do operador autoadjunto Lo(x) e Pj € a
projeccao sobre o subespaco invariante V; associado ao valor proprio \;, entao
existe p; € IR[X], tal que pj(Lo(x)) = P;.

Demonstragao. Considerando o polinémio

Mot (X — Ak)

pi(X) = —F———~/
"= M, Oy — )
onde \j, para j = 1,...,p, s@o os valores préprios distintos de Lg(z), obtém-se

1 se k=3
pi(dn) = jk:{O se k#£j.

Para se provar que P; = p;(Lo(x)), basta provar que Pju = p;(Lo(z))u, (a) Yu € V;
e (b) Yu € V5 com s # j.
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(a) Seja u € Vj, entao

i (Lo(x) — M)
ez (Aj — Ak)
Myt (3 M Piw) — Agu)
Wriezi (Aj — Ak)
Myt (A Bju — Apw)
Wrikzi (Aj — Ak)
My pt (A1 = Apu)
ekt (A — Ak)
Wriezi (Aj — Ax)
—_— U
et (A = A)
= Uu
= Pju.

(b) Seja u € Vi, s # j entéo

Mgz (Lo(z) — Akl)
Mz (A — M)

Wyt (311 APiu — Agu)

Mz (Aj — Ak)

Hk:k#(/\spsu — /\ku)
Mk (Aj — k)

Hk:k¢j(Asu — )\ku)

ez (Aj — k)

Wiz (Xs = Ak)

ki (A5 — Ak)

=0

= Pju.

pi(Lo(2))u =

Tendo em conta (a) e (b), conclui-se que P; = p;(Lo(x)). |
|

TEOREMA 4.2. Seja V uma dlgebra de Jordan euclidiana com elemento un-
idade e e x € V. Entdo existem k numeros reais, A, Aa, ..., Ak, Unicos, todos
distintos e um Unico sistema de idempotentes ortogonais completo, {ci,ca, ..., cx},
(nao necessariamente primitivos) tais que

T = AcC1+ Aoco + ...+ Apc. (8)
Adicionalmente, tem-se que c; € IR[x] para j =1,...,k. 5

.~ , . 2 . k
® Dada a decomposigdo (8), os niimeros \; dizem-se os valores préprios de z e > | Aic;
diz-se a decomposicao espectral de x.
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Demonstragao. Seja IR[z] a subdlgebra real de V' gerado por e e x € V e considere-
se Lo(z) a restricdo do operador L(z) a IR[z]. Como a &lgebra de Jordan, V, é uma
dlgebra de Jordan euclidiana, entdo Lo(z) é um operador autoadjunto relativamente
ao produto interno <, > . Com efeito, se y, z € IR[z], entdo

< Lo(z)y,z> = <zoy,z>
= <yom,z>
= <y,xoz>
= <y, Lo(x)z >.

Assim, uma vez que Lo(z) é autoadjunto, os subespacos invariantes associados a
valores proprios distintos sao ortogonais.

Sejam A1, Ag,..., A\; os valores préprios reais distintos de Lo(x) e Vi, Va,..., Vi os
correspondentes subespacos invariantes. Nesta altura vamos dividir a prova em duas
partes, considerando £ =1 e k > 1, respectivamente.

1. Suponha-se k=1, pelo que Lo(x)y = My Yy € IR[z]. Nestas condigoes, temos dois
casos (1.1) Ay =0 ou (1.2) Ay #0.

(1.1) Se Ay =0, entao Lo(x)y = 0 Vy € IR[x] e, consequentemente, xoy =0 Yy €
IR[z]. Em particular, x o e = 0, onde e é o elemento unidade de V, pelo que
x =0< z = 0e, com {e} definindo um sistema de idempotentes ortogonais
completo de V.

(1.2) Se Ay # 0, entdo Lo(z)e = Are, uma vez que e pertence ao respectivo
subespago invariante. Por outro lado, Ly(z)e = 2 o e = x, pelo que = = Aje
e {e} é um sistema de idempotentes ortgonais completo de V.

2. Suponhamos k£ > 1. Entao

k
i=1
onde P; é a projeccao no subespago préprio V; Vi € {1,...,k} e, consequente-
mente,
k
L
i=1
P,oP, = P ViE{l,...,k},
Tendo em conta o teorema 4.1, donde se conclui que Vj € {1,...,k} P; =
pj(Lo(x)), com p;(X) = %, vamos definir os 1demp0tenteb c; para j =
J
., k, por
Hl l75] /\16
c; =pj < bz’
J ]( ) Hl l;éj )\ 7)\[ ;
A prova deste teorema completa-se (2.1) demonstrando que S = {c1,...,cx} é
um sistema de idempotentes ortogonais completo, (2.2) que =z = Zle Aici e,

finalmente, (2.3) com a prova da unicidade desta decomposicéo.
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(2.1) Uma vez que a subdlgebra IR[z] é associativa, convém observar que

Lo(cj) = Lo(pj(x))
k-1

= Z bi(Lo(z))! (10)

= pj(Lo(2)).

Nas igualdades anteriores, a passagem de (9) para (10) é obtida tendo em
conta que Yv € Rz], v = Zé:o axt, com oy € R Vi € {0,...,1} e,
consequentemente,

l

!
Lo(z7)v = Lo(xj)(z ') =7 o (Z i)
i=0 =0
1

= Zai(xj ozt

1=0
1
— Z(ai((zoxox...ox)oxi))

=0
l
= > (ai(wo(zo(x... (xoa)))))
=0
l
= > (ai(Lo(@)(Lo(@)(Lo(x) - .. (Lo(x)(x")))))
=0

= (Lo())'v,

pelo que Lo(a7) = (Lo(a))’.

Tendo em conta que Ly é um operador linear de V' no conjunto dos operadores
lineares de V em V| que a cada x € V associa o operador linear Lo(z), pelo
que Lo é um operador injectivo (note-se que Lo(y)e = 0 < yoe =0 < y = 0),
para demonstrar que o conjunto S é um sistema de idempotentes ortogonais
completo vamos provar que
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(2.1.1) os elementos de S sao idempotentes, i.e.,
Vie{l,...,k} ¢ =¢,
(2.1.2) os elementos de S sao ortogonais, i.e.,
Vi#j cioc; =0,

(2.1.3) e EJ 16 = e.
Seguem-se as demonstragoes de cada uma destas afirmacgoes.

(2.1.1) Dado que Vi € {1,...,k}

Lo(C?) = LQ(CiOCi)

= Lo (Ci)a
pela injectividade de Ly, conclui-se que Vi € {1,...,k} ¢ = ¢;.
(2.1.2) Supondo ¢; = Zf;ol a;z’ e cj = Zf;ol b;z’, com i # j, vem que

2k—2

c;o0c; = Z ( Z (alﬂbkz)xl)

=0 ki+ko=l,k1,k2ENy

e, consequentemente,

k—1 k
Lo(ciocj) = Lo((D_aa')(Y_ biz'))
1=0

i=0

2k—2

= Lo() >, (ak, br,)z")

i=0 ki-+ko=i,k1,k2a€No
2k—2

= > > (ak, br,) Lo(z")

i=0 kq+ko=ik1,ka€Ng
2k—2

= Z Z (ak1bk2)(L0(x))i
i=0 ky+ko=i,k1,k2aENo
k—1
= (Zaz Lo Zb Lo
=0
—1
= ZalLo ZbLO

= Lo(i aimi)Lo(i bixi))
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= Lo(ci)Lo(c;)
= pi(Lo(@))p;(Lo(z))
— P,P;
= 0.
Tal como anteriormente, tendo em conta a injectividade de Lg, vem que
Vi#j cioc; =0.
(2.1.3) Dado que

LO(Z ¢5)

j=1 j=1

I

g
s

S

= LO(e)7

k

mais uma vez, pela injectividade de Ly, conclui-se que > j=1Cj =e.

(2.2) Parase provar que z = Zle Aici, basta mostrar que Lo(z:f:1 Aici) = Lo(x),
o que decorre, de modo imediato, de

k k
LO(Z Aici) = Z)\il@(Ci)
k
= Z)\ipi(Lo(l"))

k
= Y AP,
=1

(2.3) Finalmente, resta provar a unicidade da decomposicao de = em

k
xr = E )\ici~
i=1

Suponhamos que

1
v =) ayd;, (11)
j=1
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com os a;s (para j = 1,...,1) todos distintos e que {di,d2,...,d;} é um

sistema de idempotentes ortogonais completo. Mas entao, para qualquer
polinémio p € R[X], vem que

p(x) = Z a; z’

Para j =1,...,[, definindo

pi(X) = ILigj(X — ay),
onbtém-se

pj(@) = Ilizi(a; — ai)d;.

Mas entao, uma vez que os «;s sao todos distintos,

o pj(z) .
b= izj(aj — ) € Rl

1 .
e, dado que x = )., a;d;, entdo

l
L()(ZL‘) = Z OéiL()(di).

Por outro lado, como {dy,ds,...,d;} é um sistema de idempotentes ortogo-
nais completo, entao e = 22:1 d; e, consequentemente,

1
I = ZLO(di)

Uma vez que d; o d; = 0, entao

Lo(d;)Lo(d;) = Lo(d; od;) = Lo(0)

L3(di) = Lo(di)Lo(d;)
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Logo, os «; sdo os valores préprios de Lo(z), pois Lo(d;),7 = 1,...,1 sao

projegoes mutuamente ortogonais tais que Lo(z) = 22:1 a;Lo(d;) e 22:1 Lo(d;) =
I. Mas entdo os djs ficam determinados de uma maneira tnica, pois

dj = Lo(dj)@
= djoe

e, por conseguinte, cada d; é a projecao ortogonal de e no subespaco préprio
de Lo(x) associado ao valor préprio «;. Assim realmente a decomposicao em
(11) é tnica.

|

Convém observar que os \;s, referidos neste teorema, nao sao mais que

as raizes distintas do polinémio caracteristico de x. A prova desta afirmacao
decorre, directamente, do resultado que se segue.

TEOREMA 4.3. Se V' é uma dlgebra de Jordan euclidiana com caracteristica
r e elemento unidade e, entdo, para cada x € V, existe um sistema de Jordan
{c1,¢c2,...,¢r} € existem numeros reais A, Ag, ..., \r tais que

r
r = E )\jcj.
j=1

Os \;s, juntamente com as suas multiplicidades, sao univocamente determina-
dos por x. Adicionalmente, verifica-se que

det(r) = II7_1 \;

tr(z) = Z)\j
J=1
ak(:v) = Z )‘il /\i2 Ce Aik,

1< <<, . <1 <r

onde os coeficiente ax(x) (1 < k < r) sdo os coeficientes do polinémio carac-
teristico de x.

Demonstragao. Pelo teorema 4.2, se x € V, entao

k
x = E Aici,
i=1

onde {cy,...,c,} constitul um sistema de idempotentes ortogonais completo, e, para
p € R(X),
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Consequentemente, o polindémio caracteristico de x vem dado por
p(z,A) = TP (A= \).

Com efeito, todo o polinémio que se anule em z tem de ter, necessariamente, os
Ais como raizes e, como o polindmio moénico de menor grau que admite os A;, para
i=1,...,k, como raizes é o polinémio

Iy (A= M),

conclui-se que este polinémio coincide com o polinémio caracteristico de = (que é o
polinémio ménico de menor grau que se anula em x).

Como estamos a supor que V' é uma algebra de Jordan euclidiana com caracteristica
r, conclui-se que k < r, com k = r quando z é regular °. Porém, quando z é regular
os idempotentes ¢;, para i = 1,...,r, sdo primitivos 7. Adicionalmente, no caso de z
ser regular, entao x é combinagao linear de idempotentes primitivos, i.e.,

T
r = E /\ici
i=1

onde {c1,ca,...,c.} é um sistema de Jordan e os ;s s@o todos distintos 8. Como con-
sequéncia, os coeficientes do polindmio minimo de x, quando x é regular, determinam-
se facilmente, uma vez que o polinémio minimo de = é p(xz, \) = II/_; (A — ;).
Analisemos agora o caso em que x nao é regular.

Seja x um elemento nao regular de V. Como o conjunto de elementos regulares é
denso em V, existe uma sucessdo {z"},c de elementos regulares de V' tendendo
para x. Entao, para cada elemento desta sucessao, x", existe um sistema de Jordan
{c},...,c"} e existem escalares AT, ..., A", todos distintos tais que

T

n __ n.n
" = E Ajc

i=1
e verifica-se que

det(z") = II_ A"
tr(z") = Y A7
j=1

ap(z") = > AL AR

1<i1<i2<...<ip <r

5 Com efeito, nestas circunstincias, o polinémio caracteristico de  tem de ter grau r.

7 Caso os idempotentes nio fossem primitivos, seria possivel construir um sistema de
Jordan com mais do que r elementos, o que nos permitiria exibir elementos da &dlgebra de
Jordan euclidiana com caracteristica maior que r o que é contraditério.

8 Caso existam dois \s iguais, associando convenientemente os respectivos idempotentes,
x vem como combinacao linear de menos do que r idempotentes ortogonais, o que implica a
existéncia de um polinémio de grau inferior a r que se anula em z, contrariando a defini¢ao
de elemento regular.
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Por outro lado, como e = ¢} + ¢§ + ... + ¢, determinando os produtos internos
<c',e>, parai=1,...,r, obtém-se

<cle>=<clcl> Vie{l,...r}
Aplicando a desigualdade de Cauchy—Schwartz vem

llei(lllell = | < ci'le > |

> <l >
= [},
donde decorre que
lei el = llei el
T
llell = [Ic?*]]-

7

Assim, conclui-se que a sucessdo {c'},ecn é uma sucessdo limitada e todos os seus
termos pertencem & bola fechada B(0, ||e||). Consequentemente, {c!'},en admite uma

subsucessao convergente para z € B(0, ||e]]).
Analisando, agora, a sucessao {A]},en, uma vez que z" — =z, existe p € IN tal que
para Vn > p ||z™ — z|| < 1. Mas entdo, para n > p

laal| = lan — 2 +all
< lfan — || + 2]
< 1+ fell

n . n
i Ci»

Por outro lado, tendo em conta que ™ = Z:Zl A vem que

r

n no__ n.n n
xtoc = g Ajcioc

Jj=1

Aj (e o cf),

e, consequentemente, que

il

[|z™ o ¢} il

= |[Ncioc;

= (APl

Tendo em conta que nas algebras de Jordan euclidianas o operador L(x) é um operador
continuo de V em V, pelo que IM > 0 tal que

[|lz" o cit[| < Mz ||.[[¢i'[l;
para n > p, conclui-se que
(AL | < M+ [[=]]]ei]] < [N < M1+ [[a]]),

o que implica que a sucessdo {AI'},cn tenha uma subsucessdo convergente. Logo,
sem perda de generalidade, podemos concluir que existe uma subsucessao de indices,
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definida no conjunto Ny C IV, tal que {A} }nen, € {c} }nen, sdo sucessdes convergentes
para A; e cp, respectivamente. De igual modo se conclui que existe uma subsucessao
de indices, definida no conjunto Ny C Ny, tal que {A}}nen, € {5 }nen, S80 sucessoes
convergentes para Ay e o, respectivamente. Admitindo » > 3, procedendo tal como
anteriormente para j = 3,...,r, conclui-se que existe um subsucessao de indices,
definida no conjunto N; € N;_4, tal que {)\?}neNj e {c?}neNj SA0 sucessoes con-
vergentes para A; e c¢j, respectivamente. Como consequéncia, podemos concluir que a
P ieees ta n — r n.n

sucessao de decomposu;oebrespectralb {2 bnen, = {221 AP} bnen, , converge para a
decomposigao espectral ) . | Aic; = .

Tendo em conta que

det(z") = IIj_ A},
tr(z™) = Z/\?,
j=1

") = 3 NALAL Ve {2 -1,

1< < <...<i; <r

conclui-se que

lim det(z") = lim II}_; A7
N,3>n—o0 N,.>n—o0
T
lim  tr(z") = lim A?
N,5n—oo N,.>5n—o00 < J
Jj=1
lim a;(z") = lim E AP A Vie{2,...,r—1
N, 3n—o0 ]( ) N, 3n—o0 1172 15 j { ) 9 }7
1<i1 <ia<...<i;<r
ou seja,
det( lim z") = IIj_; lim A}
N, On—o0 N, 5n—oo

T

tr( lim z") = Z lim A

J

N,3n—oo c N,>n—oo
Jj=1
a;( lim 2") = E lim AR AT Vje{2,...,r—1
](Nrsnﬁoo ) N,.>n—o0 72 v J { ’ ’ }’

1<i1<i2<...<i;<r

Logo, vem que

det(z) = TI7_; \;
T
tr(z) = Z)\j
j=1
aj(x) = Z >\i1)‘i2---)‘ij VjE{Q,...,T—l}.
1< <2 <... <0 <1
Finalmente, segue-se a prova de que o conjunto {cy,...,c.} constitui um sistema de

Jordan, i.e., que os seus elementos (i) sdo ortogonais, (ii) idempotentes (iii) a sua soma
é igual & unidade da algebra e (iv) sdo primitivos.
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(i) Uma vez que Vn € N, Vi#j <cj,c} >=0, conclui-se que Vi # j

0= lim <cc>
N,>n—o0 J
lim ¢ >

=< lim ¢! g
N, 5n—oo

1)
N, 5n—oo

= <G, C5 > .

(ii) Tendo em conta que Vn € N, Vi € {1,...,r} (c?)? = c? entdo

¢ = lim (¢

n)2
N,.>n—oo

(3
lim ¢!

N, 5n—oo

= Cj.

(iii) Dado que Vn € N, e =>""_, ¢, vem que

(2

T
J— 3 TL
o (e
i=1
T

E lim ¢}
N,.35n—oo

i=
r

E C;.
i=1

(iv) A prova que os idempotentes {ci,...,c.} sdo idempotentes primitivos decorre,
de modo imediato, do facto da algebra ter caracteristica 7.

Uma das consequéncias deste teorema é que as raizes do polinémio
p(z,\) =N —ar(@) N+ 4+ (=D a(2).

880 0S numeros reais A, ..., Ap.

Note-se que quer no teorema 4.2, quer no teorema 4.3, os \;S nao sao mais
do que as raizes do polindmio caracteristico p(x, \). Porém, no teorema 4.3
entramos com as multiplicidades das raizes de p(x, \), enquanto no teorema
4.2 os A;s s@o as raizes distintas de p(z, \).

Uma propriedade fundamental de uma algebra de Jordan euclidianas, V,
consiste em que qualquer sistema de Jordan, .S, tem o mesmo nimero de
elementos. O teorema que se segue estabelece, precisamente, este resultado.

TEOREMA 4.4. Seja V. uma dlgebra de Jordan euclidiana com caracteristica
r. Se {c1,ca,...,ct} € um sistema de Jordan de V, entdo t = r.

Demonstracao. Seja V uma &dlgebra de Jordan euclidiana com caracteristica r e
{c1,¢a,...,¢t} um sistema de Jordan de V. E evidente que t é ndo superior a r. Caso
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contrario, existiriam elementos com polinémio minimo de grau superior a r, o que é
absurdo, concluindo-se assim, que t < 7.

Provemos agora que ¢t nao pode ser inferior a r. Para tal, suponhamos que t < 7 e seja
r €V tal que

t
T = g Aici,
im1

com os \;s todos distintos. Entao, pelo teorema 4.3, existem escalares «;, para i =

1,...,r, e um sistema de Jordan {d;,ds,...d,}, tais que
T
xr = Z Ozidi.
i=1
Logo, pelo teorema 4.2, uma vez que {di,da,...,d.} é um sistema de idempotentes

ortogonais completo, o numero de « s distintos é precisamente igual a k e os seus
valores devem coincidir com os valores dos A s. Assim, vem que

t
T = § Aicia
=1

onde cada ¢;, parai=1,...,t, é tal que ¢; = Z{il d;,. Mas entao, existe pelo menos
um somatorio, leil d;,, com mais do que um elemento, pelo facto de se ter ¢ < r.
Sendo este somatorio, por exemplo ZZKZJI dj,, entao c¢; = Z{i]l dj,, o que é absurdo,
uma vez que por hipétese ¢; é um idempotente primitivo. O absurdo resultou de ter
suposto que o sistema de Jordan {c1,ca,...,ct} tinha um nimero de elementos, t,
inferior a 7.
Tendo conta que ja haviamos concluido a desigualdade t < r, fica completa a prova de
quet =r. |
Uma das questoes que se podem colocar sobre as algebras de Jordan eucli-
dianas, consiste em saber se, dado um idempotente primitivo c, é possivel
construir um sistema de Jordan que o inclua, e a resposta a esta questao
¢ afirmativa. Porém, antes de a provarmos, torna-se necessario introduzir o
resultado que o teorema a seguir estabelece.

TEOREMA 4.5. Seja V' uma dlgebra de Jordan euclidiana com elemento uni-
dade e e seja ¢ um seu idempotente nao trivial. Entdo V (c,1) 10 tem dimensdo
um se e so se ¢ € um idempotente primitivo de V.

Demonstracgao. Seja ¢ um idempotente nao trivial de V.

9 Note-se que se t > 7, sendo y = 22:1(%(:,-), o polinémio minimo de y vem dado por
p(y, \) = I (A — %) Tal implica que a caracteristica de y seja t > r, o que constitui uma
contradicao, uma vez que V tem caracterfistica r.

10 Note-se que V(c,1) = {z € V : L(c)z = z}.
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Supondo que dim(V'(¢,1)) > 1, uma vez que V(c,1) é uma subdlgebra de V,
(Faraut and Koranyi, 1994), cujo elemento unidade é ¢, e como dim(V (¢, 1)) > 1
implica a existéncia de z € V(¢ 1) tal que {¢,2} é um conjunto linearmente
independente, entao a caracteristica de V (e, 1) é r; > 1. Logo existe um sistema
de idempotentes {cy, ..., ¢, } de (V(e, 1) tal que

pelo que ¢ nao é um idempotente primitivo.
Deste modo provou-se que se ¢ é um idempotente primitivo entao

dim(V(c, 1)) = 1.

Reciprocamente, suponha-se que dim(V(e,1)) = 1 (pelo que a caracteristica
de V(c,1) é 1 = 1) e admita-se que ¢ nao é primitivo. Entdo existem dois
idempotentes nao nulos, di,ds € V, tais que ¢ = d; +ds e dy ody = 0, verificando-
se que (d; +dg) ody = dy e (dy + da) ody = da, ou seja, que dy,ds € V(c,1).
Uma vez que dy o dy = 0, entao dy e dy sao ortogonais em relacao ao produto
interno da &lgebra euclidiana V. Consequentemente, estes vectores (dy e dg) sao
linearmente independentes, o que contraria a hipétese de se ter dim(V'(c,1)) = 1.
Esta contradigao decorre de se ter admitido que ¢ nao seria primitivo.

Estamos agora em condigoes de demonstrar o seguinte resultado.

TEOREMA 4.6. Seja V uma dlgebra de Jordan euclidiana com caracteristica
r e ¢ um idempotente primitivo de V. Entdo a subdlgebra V(c,0) ! de V tem
caracteristica r — 1.

1 Note-se que V(c,0) = {z € V : L(c)z = 0}
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Demonstragao. Tendo em conta que V(c¢,0) é uma subdlgebra de V, (Faraut and
Koranyi, 1994), suponhamos que a sua caracteristica é k # r—1eseja S = {c1,ca,...,ck}
um sistema de Jordan de V(c, 0).

Uma vez que V(¢,0)oV (c,1) = {0}, c € V(c,1) e e—c é 0 elemento unidade de V (¢, 0),
12 entdo S; = {c,c1,¢,...,ck} é um sistema de jordan de V. Com efeito, todos os
elementos de S s@o idempotentes primitivos e é evidente que qualquer dois destes
idempotentes distintos sdo ortogonais. ' Por outro lado, como e — ¢ é o elemento
unidade de V' (c,0) e {c1,ca,...,c;} é um sistema de Jordan de V (¢, 0), conclui-se que
e—c=)._,¢ e, por conseguinte, que e =c+ (e —c) =c+ Zle ¢;. Assim, prova-se
que S7 é um sistema de Jordan de V' com um numero de elementos diferente de r, o
que é absurdo, uma vez que, por hipdtese, V é uma &lgebra de Jordan euclidiana com
caracteristica r e, pelo teorema 4.4, todo o sistema de Jordan de V' tem r elementos.
|

[©N

Como consequéncia imediata dos teoremas 4.5 e 4.6 decorre que, se V
uma &lgebra de Jordan euclidiana com caracteristica r e dc € V' tal que c
um idempotente primitivo, entdo r + dim(V (¢, 3)) < dim(V).

[©N

TEOREMA 4.7. SeV é uma dlgebra de Jordan euclidiana com caracteristica
r e ¢ € um idempotente primitivo de V, entao tr(c) = 1.

Demonstragao. Pelo teorema 4.6, V (¢, 0) tem caracteristica r — 1, pelo que, sendo Sy
um sistema de Jordan de V(¢,0), So = {c1,¢a,...,¢r—1}. Entdo S = {c,c1,...,¢021}
¢ um sistema de Jordan de V' e, considerando a sucessao de elementos regulares de V,
{2"}n>1nen, definida por

S c+101+ : 02+-~-+¥Cr*17
n n+1 n+r—2
vem que p(z”, A) = (A = DI} (A = oi=y), ou scja,
r—1 1
p@™ \) = A" — (1 + ; m))\r_l + dots + (_1)TH::_11m'
Mas entao tr(c) = ai(c) = lim, o (1 + 22;11 ﬁ) 1 u

Deste teorema decorre imediatamente que tr(e) = r.

12

(e—c)ox = eoxr—cox
x— L(c)x
z—0

= z Yz € V(c0)

13 Note-se que ¢ € V(c, 1), ¢; € V(e,0) parai=1,...r—1eV(c,1)oV(c,0) = {0} (podendo
consultar-se a demonstracio desta tltima igualdade em (Faraut and Kordnyi, 1994), pagina
63.
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4.2. ALGEBRAS DE JORDAN EUCLIDIANAS IRREDUTIVEIS E REDUTIVEIS

DEFINICAO 4.6. Uma dlgebra de Jordan euclidiana diz-se irredutivel se nio
contiver nenhum ideal nao trivial.

E de grande utilidade poder contar-se com um critério que permita verificar
se uma dada algebra de Jordan euclidiana é ou nao irredutivel. O préximo
teorema fornece-nos um tal critério.

TEOREMA 4.8. Uma dlgebra de Jordan euclidiana, V, € irredutivel se e s6 se
Ve, %) # {0}, para todo idempotente nao trivial c € V.

Demonstragao. Ver (Faraut and Koranyi, 1994). ]

Este resultado permite-nos concluir que as algebras de Jordan euclidianas
irredutiveis cujo conjunto dos idempotentes primitivos nao triviais é nao vazio,
tém, necessariamente, caracteristica inferior & sua dimensao. Como exemplo de
aplicac@o desta conclusao, uma vez que (1,0, ...,0) é um idempotente primitivo
nao trivial, para a algebra de Jordan euclidiana IR"™ e a caracteristica desta
algebra é igual a sua dimensao, podemos concluir que se trata de uma algebra
de Jordan euclidiana redutivel (i. e., nao ¢ irredutivel).

Para i € {1,...,n}, a subdlgebra de V, V; = {(0,0,...,x;,...,0) : ; € R},
com a operagao

(0,0,...,24...,0)0(0,0,...,9;,...,0) = (0,0,...,2y;,...,0)
é uma algebra de Jordan euclidiana irredutivel, cujo elemento unidade é
(0,0,...,1,...,0).

Com efeito, uma vez que os unicos idempotentes de V; sdo os idempotentes
triviais (0,0,...,0,...,0) e (0,0,---,1,...,0), podemos afirmar que nao existe
nenhum idempotente nao trivial tal que V;(c, %) = {0}, ou seja, podemos
afirmar que V; é uma algebra de Jordan euclidiana irredutivel.

Deve observar-se ainda que a algebra de Jordan euclidiana, V = IR", é soma
directa das subdlgebras de Jordan euclidianas irredutiveis, V;, parai =1,...,n,
i. e.,

V=VieWhe...eV,.

Verifica-se ainda que estas algebras de Jordan euclidianas, V;, sao ideais de V,
pelo que sdo duas a duas ortogonais ', i. e., V; o Vi =0 Vi#j.

Esta propriedade da algebra de Jordan euclidiana, V = IR", é partilhada
por qualquer algebra de Jordan euclidiana nao irredutivel, conforme estabelece
o teorema a seguir.

14 Note-se que Vi # j, uma vez que V; e V; sdo ideais de V, tem-se que Vo V; C V; e
VioV; CV;. Logo V; o V; CV;NV; = {0}.
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TEOREMA 4.9. Se V € uma dlgebra de Jordan euclidiana, entdo V' é de um
modo unico a soma directa de l subdlgebras de Jordan euclidianas irredutiveis

Vi de V' que sdo ideais de V.

Demonstragao. Ver (Faraut and Koranyi, 1994). |
Considere-se, novamente, a algebra de Jordan euclidiana V = IR", seja
i€{l,...,n} e V; a subdlgebra euclidiana irredutivel de V. Entao o conjunto

{(0,...,1,...,0),(0,0,...,z;,...,0)} é linearmente dependente Vz; € IR e,
consequentemente, rank(V;) = 1.
Se (0,...,%,...,0) é um elemento regular de V;, entao

p((0,..., 2 ...,0),A) = A — ;.

e, consequentemente,

det(O,...,xi,...,O):xi

tr(0, ..., 2. ..,0) = ;.
Adicionalmente, verifica-se que
p((z1, 22, ..., 24),A) = p((£1,0,...,0),A) ...p((0,...,2,), ),

det(xy1,z2,...,2,) = det(z1,0,...,0)det(0,z2,...,0)...det(0,0,...,x,),
xn) = tr(z1,0,...,0) +tr(0,22,...,0) +--- +tr(0,0,...,2y).

O teorema a seguir estende estas propriedades associadas a &dlgebra de
Jordan euclidiana, IR", a todas as dlgebras de Jordan euclidianas redutiveis.

tr(xy, xa,. ..,

TEOREMA 4.10. Seja V uma dlgebra de Jordan euclidiana com caracteristica
r e suponhamos que
V=WeWre..aV,

onde cada Vi, para v = 1,...,1, com | > 2, € uma subdlgebra de Jordan
euclidiana irredutivel de V que é um ideal de V 1. Se x € V, entdo

(a) VioV; =0 Vi #j.
(b) rank(V) = St rank(V;).

(¢) p(z, A) = p(x1, A\)p(x2, A) . .. P21, A).
(d) tr(z) = St tr(ay).

(e) det(z) = IIL_, det(;).

1 . ,
5 Deve observar-se que, de acordo com o teorema 4.9, qualquer que seja a &lgebra de
Jordan euclidiana redutivel, estas hipdteses verificam-se.
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Demonstragao. As provas dos itens (b) — (e), serao feitas apenas no caso em que V'

se de

compoe como soma de duas algebras de Jordan euclidianas irredutiveis, que sao

ideais de V, uma vez que, no caso geral, a prova é analoga.

(a)
(b)

O item (a) decorre imediatamente de se verificar que i # j = V;oV; C VNV, =
{0}
Suponhamos que V = V; @ V5, que V; o Vo = 0, que a caracteristica de Vi é r1 e
que a caracteristica de V5 é ro.
Esta prova pode fazer-se demonstrando que se S7 é um sistema de Jordan de V;
e Sy é um sistema de Jordan de V5, entao S; U Sy é um sistema de Jordan de V.
Sejam S7 = {c1,co,...,¢r } € So = {dy,ds,...,d.,} sistemas de Jordan de V; e
V4, respectivamente. Provemos entao que

S={ci,co,...,¢r,d1,da, ... dr}
é um sistema de Jordan de V, pelo que 7 + 7o =1 16,

Uma vez que é evidente que os elementos de S sao idempotentes primitivos
ortogonais 7 de V, resta provar que

™1 T2
E C; + E dl = e,
i=1 i=1

onde e é o elemento unidade de V.
Como V =V @ Vo, entao e = e1 + ez, onde e; e ey sao as unidades das algebras
de Jordan V; e V5 18 e verifica-se que

e = e1+eg
(c1+ca+...4+¢c)+(d1+da+...+dy,)

Consequentemente,
{e1,¢0,. . ¢ryydr,da, ... dp,}

é um sistema de Jordan de V, pelo que rank(V) = r; +r9 = rank(V}) 4 rank(V%2),
o que completa a prova de (2) para | = 2.

16 Note-se que os sistemas de Jordan, numa &lgebra de Jordan euclidiana irredutivel, tém

todos

0 mesmo numero de elementos.

17 Observe-se que Vi o Va = {0}.
8 Com efeito, se 1 € Vi e x5 € Va, entédo

Por o

entao

Logo

(z1 +x2) o (e1 +e2) =x10e1 +x20es.

utro lado, como
(x1 4+ x2)0(e1 +e2) =x1 + 22

1+ T2 =x10€1 + X2 0e9.

r1 =x10€e1 ATy = Tz 0e2.

Ou seja, e1 e ez sao os elementos unidade de Vi e Vs, respectivamente.
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(¢c) Se x € V, entdo sabe-se que © = x1 + x2, com x1 € V] e 2 € V. Logo, tudo se
resume a provar a igualdade p(z, \) = p(z1, A\)p(x2, A), no caso em que (c-1) = é
regular e no caso em que (c¢-2) x néo é regular.

(c-1)

(c-2)

Sendo x um elemento regular de V, como V = V; & V5, entao x = x1 + x2,
com x1 € V1 e x5 € V. Consequentemente, x1 e x5 sao elementos regulares
de Vi e Vh, respectivamente.

Com efeito, uma vez que V; e V5 sao algebras de Jordan euclidianas, vem
que

r1+72
xl*ZAcz N Ty = Z Ad] 719
J=ri+1
onde {c1,co,...,¢r } € {d1,da,...,d,,} sdo sistemas de Jordan de V; e Vs,

respectivamente. Por outro lado, como
S=A{c1,... ¢, dr, .. dry}
é um sistema de Jordan de V| e x é um elemento regular tal que

r1+r2

.T—ZACZ+ Z /\dj —r1

j=ri+1

Podemos concluir que todos os A\;s sao distintos. Mas entdao, obtém-se as

decomposigoes
T1+7T2

$1—Z)\0z€$2— Z Ajdj—r,

j=ri+1

onde, tanto para x; como para Ts, os escalares sao todos distintos, pelo que
r1 € o sao elementos regulares de Vi e Vs, respectivamente.

Assim, uma vez que x, 1 e xs sdo regulares, conclui-se que os respectivos
polinémios caracteristicos vém dados por

pla,A) = I (0 =)

p(ml,)\) = Hrl ()\ — )\1)

plaz,A) = T (A= A).

Desta forma, podemos concluir que
p(z,A) = p(z1, A)p(z2, A). (12)

Seja z um elemento nao regular de V' tal que z = x; + x5 e considerem-se os
polinémios caracteristicos de x, x1 e xa, ou seja, p(z, A), p(z1, A) e p(xa, A),
os quais podemos escrever na forma

r1+r2

plz,\) = AT Z >\T1+T2 i

pz1,)) = A”+Z ) ai(w1)AT
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T2
p(.’lﬁg, )\) = \"2 4+ Z(—l)zﬁi(l'g))\w_z.
=1

Mas entao

r1+ra

plar, Mp(z, A) = A2 4 Y Amtrek
k=1

COMm iy = D (i Hep, (—1)"* T a;(21)B;(x2) para k = 1,...71 + 72, onde
Ey={(i,j) e Nox No:i+j=k, 0<i<r; A 0<j<r}

€ 040(1'1) = ,60(1’2) =1.
Nestas condigoes, provar que

p(z,\) = p(z1, \)p(w2, A)

é equivalente a mostrar que up = (—1)¥v;(z), para k = 1,...,r; + 9, ou
seja, que

(*Dk%(x): Z (*1)i+j04¢(11)5j(1?2) (13)

(1,J)EEk

parak=1,...,r1 + ro.

Deve observar-se que a igualdade (13) é verificada quando z é um elemento
regular de V, facto que serd utilizado, mais adiante, para a conclusao desta
prova.

Seja {"} e uma sucessdo de elementos regulares de V' convergindo para
z, pelo que Vn € IN

n __ n n
T = I + Lo
com z € Vi exy € Va.
Vamos mostrar que as sucessoes {z7 }nenv € {25 }nenw s80 sucessoes conver-
gentes em Vj e V5, respectivamente.

Considere-se em V' o produto interno .|. definido por z|y = tr(zoy) e a
norma [|.|| definida por ||z|| = \/tr(z o x). Designando-se a norma de V;
por ||.|lv; e a norma de Vs por ||.||v,. Se y = y1 +y2 € V, com y; € V3
e ya € Vi, dada a ortogonalidade (relativamente & operacdo da &lgebra)
existente entre V7 e V5 vem que

vl = /Il + ly=ll3,- (14)

Uma vez que a sucessdo {z"},en é convergente, entdo é uma sucessao
de Cauchy e, tendo em conta a igualdade (14), as sucessoes {z7}nemn €
{z5 }new s@o também sucessoes de Cauchy de Vi e de V4, respectivamente.
Por outro lado, como V; e V; sao subespagos normadas de dimensao fi-
nita, entao sao espacos de Banach e, consequentemente, completos. Logo,
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as sucessoes {27 nenw € {25} nen sdo sucessoes de V; e Va convergentes,
respectivamente, para x1 € Vi e x5 € V5, pelo que

x = lim z" = lim (2] + %) = hm 2t + lim zf =21 + s.

n—oo n—oo n—oo

Tendo em conta que Vn € IN, 2™, 27 e zi sao elementos regulares, sabe-se
que p(z™, A) = p(al, \)p(ah, \) e, consequentemente, que

wa™) = (=18 Y (1) au(at)p(a})
(i,5) €Lk

parak =1,...,71+ 719, com B = {(i,j) e Ng x INg: i+ j =k, 0<i<
rr A 0§]§7’2}
Mas entao

w(r) = lm y(a")
= (=DF D dim (=1)ay(a])Bi(a})

GEBL

= (-D" > (-D)ai( lim 7)6;( lim a3)
(i,)€EK

= (*1)’C Z (*1)i+jai($1)ﬂj($2)v
(4,J)EEK

parak=1,...,r1 + ro.
Logo
(_1)k7k = Mk, para k= 1,..,m + e,

0 que permite concluir que
p(xv )‘) = p(xla )\)p(l'g, A)

(d) Dados os polindmios caracteristicos de x € V, 1 € V] e 22 € V3

ri+r2

pla,A) = A2 3 (=g (a) AR,
k=1

p(xlv = )\T1+Z )\Tl Z

plrs ) = X +z A,

sabe-se que tr(z) = v1(z), tr(x1) = a1(x1), e tr(za) = B1(x2). Porém, do item (c)
decorre que 1 (z) = a1 (x1)+F1(x2), donde se conclui que tr(z) = tr(zy)+tr(xs).

(e) Deum modo semelhante ao seguido na prova do item (d) se conclui que ¥y, 1, () =
oy, (21)Br, (2) €, consequentemente, que

det(z) = det(z;) det(z2).



Conceitos e Resultados sobre Algebras de Jordan 39

]

O facto de uma &algebra de Jordan euclidiana se decompor como soma

de &lgebras de Jordan euclidianas irredutiveis tem a vantagem de permitir

obter resultados sobre dlgebras de Jordan redutiveis a custa dos obtidos nas
irredutiveis.

Em (Faraut and Kordnyi, 1994) demostra-se que numa algebra de Jordan
euclidiana irredutivel (ou seja, simples) se verifica que
Va,y € V det(P(z)y) = (det(z))? det(y),
onde P(x) é o operador linear definido por
Plz):V—V
y~ P(a)y = (2L x) — L(a?))y.

O teorema que se segue estende este resultado as algebras de Jordan euclidianas
redutiveis.

TEOREMA 4.11. Se V' é uma dlgebra de Jordan euclidiana redutivel, entdo
Va,y € V det(P(x)y) = det(z)? det(y).

Demonstracao. Suponha-se que V = @i;l Vi e que V; o V; = {0} Vi # j, onde os
subespacos V;, parai =1, ..., k, sao subalgebras de Jordan euclidianas irredutiveis de
V. Entao, dados z,y € V,

r = 1 +2x2+ ...+ Tk

Y=Yy +ty2+...+ Yk,

com x;,y; € V; parai=1,..., k, pode concluir-se que
P(z)y = 2L(x)(L(z)y) — L(z*)(y)
— 2r0(woy)—(woa)oy
k k k k k k
= 2(2%) o (sz o Zyz) - (Z% ° Z%) ° Zyz
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

k k

k k
=200 2)o (D wioy) = (O D)o ui
i=1 i=1 i=1 i=1
k

k
=2 (wio(zioy) — Y (aFoy)
=1

i=1

k
= 2(2% o (z;0yi) — a7} oY)

=1

= Y Plai)y:. (15)
=1

x>
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Uma vez que, dados dois quaisquer elementos u e v de um algebra de Jordan euclidiana
irredutivel, se verifica que det(P(u)v) = (det(u))? det(v), (Faraut and Kordnyi, 1994),
e como, para i = 1,...,k, V; é uma algebra de Jordan euclidiana irredutivel, tendo
em conta (15), por aplica¢do do teorema 4.10 vem que

det(P(z)y) = T, det(P(z:)y;)

= T, ((det(x;))? det(y,))
(T (det(x;))?) (TTE det(y;))
= (H§:1 det(; )2H§:1 det(y;)
(det(z))? det(y)

]

Segue-se uma propriedade importante dos idempotentes ortogonais (relati-

vamente & operacao da dlgebra), com aplicagao na determinagao da decompo-

soicao de Pierce (a descrever na secgao seguinte) de uma algebra de Jordan
euclidiana associada a um sistema de Jordan, .S.

TEOREMA 4.12. Seja V uma dlgebra de Jordan euclidiana. Se a e b sdo dois
idempotentes ortogonais de V, entdo

Demonstragao. Sejam a e b dois idempotentes ortogonais da algebra de Jordan
euclidiana V. Entao, de acordo com o teorema 3.1, Vx,y € V, verifica-se

[L(x), L(y*)] + 2[L(y), L(z 0 y)] = 0. (16)
Considerarando em (16) z = a e y = b obtém-se

[L(a), L(b*)] + 2[L(a), L(a o b)] = 0.
Logo, como a e b sao dois idempotentes ortogonais de V| pelo que aob = 0, vem que

[L(a), L(b)] =0 & L(a)L(b) = L(b)L(a).

4.3. DECOMPOSICAO DE PIERCE DE UMA ALGEBRA DE JORDAN
EUCLIDIANA

Seja V' uma &lgebra de Jordan euclidiana com caracteristica r e elemento
unidade e e seja S = {c1,¢2,...,¢} um sistema de Jordan de V. Como os
idempotentes de S sdao ortogonais dois a dois, do teorema 4.12 decorre que os
operadores L(c;) e L(c;) comutam, para ¢ # j. Por outro lado, uma vez que os
operadores L(c;), com ¢ € {1,...,r}, sdo autoadjuntos relativamente ao pro-
duto interno de V' e dois a dois comutativos, entao L(Ci){z’e{l,...,r}} constitui uma
familia de operadores lineares de V em V, simultaneamente diagonalizaveis, ou
seja, tais que os L(c¢;)s, para i = 1,...,r, admitem subespacos invariantes
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comuns.
Vamos provar, agora, que esses subespacos invariantes nao sao mais do que os
subespacos de V/

Vii = V(ci, 1), parai =1,...,r,
1 1
f)ﬂV(cj,i), coml<i<j<r.

‘/;' = V(Cia 2

Com efeito, como e =Y\, ¢;, L(e) =>"._; L(¢;), i.e.,

I=> L(c).
=1

Logo, sendo U um subespago invariante comum a todos os operadores L(c;),
parai=1,...,r,dadou € U, Vi € {1,...,7} L(c;)u = \ju, com \; € {0,%,1}
19 Mas entdo, u = "I, L(¢;)u, ou seja, u = Y i, \u, pelo que, > i_; A; = 1.

Uma vez que cada A;, para ¢ = 1,...,7, s6 pode assumir os valores 0, % ou 1,
entao
T
Y=
i=1
se e s se existe um tnico j € {1,...,r} tal que \; = 1 ou existem apenas dois
indices distintos p,q € {1,...,r} tais que A\, = \; = 1 Consequentemente,

5.
vem que U = V(¢j,1) = Vjj ou U = V(cp,%) N V(cq,%) = Vpq com p < g.
Assim obtém-se a decomposicao

V=V,

1<j

a qual se designa por decomposicao de Pierce de V associada ao sistema
de Jordan {c1,ca,...,c }. Sobre estes subespagos podem concluir-se ainda as
propiedades estabelecidas no teorema que se segue.

TEOREMA 4.13. Sendo V uma dgebra de Jordan euclidiana, S = {c1,... ¢}
um sistema de Jordam e considerando os subespacos Vi, para i = 1,...,1 e
Vij, com 1 < i < j < r, referidos anteriormente, verificam-se as seguintes
propriedades:

VijoVij C Vig+Vjj, paral <i<j<r,
VijoVik C Vig, para i # k,
Vij o Viu = {0} se {i,j} n{k,1} = 0.

19 Note-se que, de acordo com o teorema 3.5, sendo ¢ um idempotente da dlgebra de Jordan
euclidiana V, o operador linear L(c) tem os seus valores préprios no conjunto {0, 1, %}
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Demonstragao. Ver prova em (Faraut and Kordnyi, 1994). [ |

5. Caracterizagao do cone dos quadrados de uma algebra de
Jordan euclidiana

Em (Faraut and Kordnyi, 1994) demonstra-se que o cone dos quadrados de V,
Q = {2% : © € V}, pode ser definido como o conjunto dos elementos z € V
tais que L(z) é um operador de V em V, semidefinido positivo. Por outro
lado, na mesma publicacdo, demonstra-se que int(Q)) pode ser definido como o
conjunto dos pontos x € V tais que L(x) é definido positivo. No que se segue,
vamos provar que int(Q)) nao é mais do que o conjunto dos elementos x €
V' cuja decomposicao espectral apresenta todos os valores préprios positivos.
Por sua vez, prova-se ainda, que o cone () nao é mais do que o conjunto dos
elementos x € V cuja decomposigao espectral apresenta todos valores proprios
nao negativos.

TEOREMA 5.1. Seja V uma dlgebra de Jordan euclidiana com caracteristica
r e Q o seu cone dos quadrados. Se x € V € tal que x = Y. | Ni¢;, onde
{c1,¢c2,...,¢} € um sistema de Jordan de V, entao

(i) \i >0 parai=1,...,r, sse sex € Q.
(i) \i >0 parai=1,...,r, ssex € int(Q).

Demonstracgao.

(i) Se x € V, pelo teorema 4.3, existe um sistema de Jordan {cy,¢a,..., ¢} tal que
T = 2;1 Aic; e obtém-se a decomposigao de Pierce de V

v= P Vi

1<i<j<r
onde V;j 0 Vi =0, se {i,5} N{k, 1} =0.
Sejam i,j € {1,...,r}, dois indices tais que 1 < i < j < r e suponhamos que

Vi; # {0}. Tendo em conta a defini¢do do subespaco V;;, se v € V;; \ {0}, entéo
L(c;)v = 2v, L(¢j)v = 2v e L(ck)v = 0 Vk & {i, j} 2°. Mas entdo

L(Z /\ng)U
=1

Z()\lL(Cl>U)
=1
= )\iL(Ci)U + )\jL(Cj)U
1
= A3
i —‘; )\j’l}.

20 Note-se que ¢, € Vik = {z € V: L(cx)z =z} e {(k, )} N {(5,5)} =0, se k #1i A k # j.

L(x)v

1
v+)\j§v



Conceitos e Resultados sobre Algebras de Jordan 43

Logo, o os vectores nao nulos do subespaco V;; sao vectores préprios do operador
L(z), associados ao valor préprio ’\"';Aj .

Por outro lado, sendo s um ntimero natural tal que 1 < s < r, se v € Vs, \ {0},
entdo, devido & definigdo de Vs, L(cs)v = v, e L(c;)v = 0 Vi # s. Consequente-
mente, vem que

L(z)v = Y NL(a)v
=1

= AsL(cs)v

= >\SU7

donde se pode concluir que qualquer vector nao nulo do subespago Vis; é um
vector préprio do operador L(x) associado ao valor préprio As. Em concluséo, a
decomposicao V = ®1§71<j§r Vi; implica que os valores préprios de L(z) sejam

) NitA; . .
os escalares \;, para ¢ = 1,...,r e os escalares =5~%,1 < j, para todos os 1, j,

com 1 <i<j<r,tais que V;; # {0}.

Por outro lado, sabendo-se que @ é o conjunto dos elementos « € V tais que L(x)
é semidefinido positivo, uma vez que L(x) é semidefinido positivo se e s6 se os
seus valores proprios sao nao negativos, podemos concluir que = € @ se e sé se
Ai>0,parat=1,...,7.

(ii) A prova é idéntica & anterior.

[

Este teorema permite-nos obter uma caracterizagao alternativa, quer do

cone dos quadrados @, quer do cone int(Q). Antes porém, vamos introduzir os

conceitos de elemento definido positivo e de elemento semidefinido positivo de
uma algebra de Jordan euclidiana.

DEFINICAO 5.1. SeV € wma dlgebra de Jordan euclidiana com caracteristica
r ex € V admite a decomposicao espectral x = Zle Aic;, entdo x diz-se
definido positivo se ¥i € {1,...,k} X\ > 0 e diz-se semidefinido positivo se
Vie{l,...,k} N >0.

OBSERVACAO 5.1. Note-se que a consisténcia desta defini¢io decorre da
unicitdade da decomposicao espectral de qualquer elemento x de uma dlgebra de
Jordan.

Assim, de acordo com o teorema 5.1, podemos redefinir @ e int(Q) do modo
que a seguir se indica.

Q = {x € V: x é semidefinido positivo}
int(Q) = {x € V: z é definido positivo}.

Sendo V' uma algebra de Jordan euclidiana com elemento unidade e e @ o
seu cone dos quadrados, como consequéncia do teorema 4.2, conforme se prova
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a seguir, podemos concluir que se z € int(Q) entdo (i) = é invertivel e (i7)
r~! € int(Q). Com efeito, seja € int(Q).

(i) Se z € int(Q), entdo = é definido positivo e, consequentemente, sendo
x =Y., Aic; onde, {c1,¢c2,...,¢} é um sistema de Jordan de V, entéo
Ai >0, parai=1,...,r. Logo, det(z) = II/_; \; > 0 e, de acordo com o
teorema 3.4, x é invertivel.

(ii) Se x é definido positivo, pelo teorema 4.2, vem que

k
r = Z )\idiv
i=1
onde A\; > 0, parai = 1,...,k, com os A;s todos distintos e onde {dy, ..., dy}

é um sistema de idempotentes ortogonais completo de V, tal que d; € IR[z],
paraj=1,...,k.Logoz™! = Zle )\%di, uma vez que Zle /\%di € Rjz] e,
tendo em conta que {dy,...,d;} é um sistema de idempotentes ortogonais
completo, vem que

k k k
1
i=1"" i=1 i=1
Assim, conclui-se que 7! = Zle )\%di, com /\% >0, parai=1,...,k, ou
seja, z71 € int(Q).
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