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Grafos

1.1 Conceitos basicos

Um grafo G & um par de conjuntos (V, E), tal que V =V (G) = {v1,...,v,} &
o conjunto dos vértices e E = E(G) é o conjunto das arestas, a cada uma das
quais corresponde um subconjunto de V(G) de cardinalidade 2, i.e., F(G) =
{e1,...,em}, com ey = {vk,, vk, }, para k € {1,...,m}. Por simplicidade de
notagao, uma aresta entre os vértices = e y sera representada por xy. Um grafo
diz-se simples se ndo existem arestas paralelas (mais do que uma aresta entre os
mesmos dois vértices) nem lacetes (arestas com ambos os extremos no mesmo
vértice), caso contrario diz-se um multigrafo.

O numero de vértices e arestas de um grafo designa-se, respectivamente, por
ordem e dimensdo do grafo.

Os grafos sao muitas vezes representado por figuras planas constituidas por
linhas e pontos, as primeiras representando arestas e os segundos vértices. Como
exemplo, na Figura 1.1 representa-se um grafo de ordem 6 e dimensao 7.

2 4

Figura 1.1: Exemplos de grafo.

Dado um grafo GG, uma aresta diz-se incidente no vértice v, se v € um dos seus
extremos e dois vértices, z e y, dizem-se adjacentes se zy € E(G).
Dados dois grafos G e G’, diz-se que G’ é um subgrafo de G e que G é um
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supergrafo de G’ quando V(G') C V(G) e E(G') C E(G). Por sua vez, designa-
-se por subgrafo de G induzido pelo subconjunto de vértices V’ e denota-se por
G[V’] o subgrafo obtido de G ignorando o subconjunto de vértices V(G) \ V' e,
consequentemente, as arestas que lhe sao incidentes. Por exemplo, na Figura 1.2
representa-se o subgrafo do grafo G de ordem 6, representado na Figura 1.1,
induzido pelo subconjunto de vértices {3,4, 5,6}, ou seja, G[{3,4,5,6}].

4
Figura 1.2: Subgrafo G[{3,4,5,6}] do grafo representado na Figura 1.1.

Designa-se por grafo completo (nulo) de ordem n e denota-se por K, (N,) um
grafo com n vértices dois a dois adjacentes (ndo adjacentes, ou seja, sem qual-
quer aresta). Por sua vez, designa-se por grafo complementar de um grafo G e
denota-se por G um grafo com o mesmo conjunto de vértices de G no qual dois
vértices sao adjacentes se e s6 se nao sao adjacentes em G.

Denotando por G,, o conjunto de todos os grafos de ordem n e por Cg a relagao
binaria definida em G,, tal que G; Cg G2 se e s6 se G; é um subgrafo de G,
é imediato concluir que G = (G,,,Cg) é um conjunto parcialmente ordenado.
Neste conjunto parcialmente ordenado, K,, é o tinico elemento maximal e N,, o
tnico elemento minimal. Adicionalmente, dado G € G, \ { Ny, K, }, é claro que
G e G nido sdo comparaveis.

Dado um grafo G e um vértice v € V(G) designa-se por grau ou valéncia de v e
denota-se por dg(v) o ntimero de arestas de G incidentes em v. O maximo grau
dos vértices de G denota-se por A(G) e o minimo grau por §(G).

Existem vérios problemas reais que podem ser facilemente modelados por
grafos, conforme o exemplo a seguir ilustra.

Exemplo 1.1. O Sr. e a Sra Silva convidaram quatro casais para jantar em
casa. Alguns sao amigos do Sr. Silva e outros amigos da Sra Silva. Uma vez em
casa do casal Silva os convidados que jd se conheciam cumprimentaram-se com
um aperto de mao e os restantes apenas se saudaram. Depois de todos terem
chegado o Sr. Silva observou o sequinte: se me excluir a mim todos deram um
numero diferente de apertos de mao. Quantos apertos de mao deu o Sr. Silva?

Demonstracao. E claro que os membros de um mesmo casal nao se cumpri-
mentaram um ao outro, pelo que o niimero de cumprimentos variou entre 0 e 8.
Por outro lado, uma vez que excluindo o Sr. Silva todos as restantes 9 pessoas
deram um namero diferente de apertos de mao, podemos atribuir a cada uma
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delas exactamente um dos nameros entre 0 e 8 (ou seja, podemos identificar
cada um deles por n;, com j = 0,1,...,8). Assim, uma vez que o ng deu 8
apertos de mao, conclui-se que apertou a mao a toda a gente, com excepc¢ao
dele proprio e da mulher. Logo, o ng e o ng sao casados. Por sua vez, o n; s6
nao apertou a mao a ele proprio, ao ng e ao n1 (uma vez que este tultimo s6 deu
um aperto de mao e foi ao ng. Logo, ny e ny sdo casados. Por sua vez, o ng so6
ndo deu apertos de méao a si proprio ao ng, ny e ny (note-se que este tltimo deu
um aperto de mao ao ng e ny. Logo, ny e ng sao casados. O ny apertou a mao
de ng, nr7, ng ng e do Sr. Silva e, consequentemente, é casado com ngz. Assim,
a nyg € a Sra Silva (que naturalmente nao deu um aperto de mao ao Sr. Silva)
e ficam determinados todos os apertos de mao, pelo que o Sr. Silva apertou a
mao a 4 convidados (o ng, nz, ng € ns). O

Um grafo diz-se p-regular se todos os seus vértices tém grau p (no caso de
p = 3 estes grafos também se designam por cibicos).

Tendo em conta que ao adicionarmos os graus de todos os vértices de um
grafo arbitrario, G, cada aresta conta duas vezes, com facilidade se conclui que

S de) = 2E@) (1)

veV(G)

e, consequentemente, que } -, .y () da(v) = 0 (mod 2). Da igualdade (1.1) de-
corre ainda que

2|E(G)|

n

I(G) < | | < A(G). (1.2)
O conjunto de vértices adjacentes a um vértice v designa-se por vizinhanga

de v (ou conjunto de vizinhos de v) e denota-se por Ng(v). Como consequéncia,

é claro que dg(v) = |Ng(v)|.

Dados dois grafos G e H, a unido de G com H denota-se por GUH e corresponde

ao grafo GUH = (V(G)UV(H),E(G) U E(H)) e a intersecgao de G com H

denota-se por GN H e corresponde ao grafo

GNH=(V(G)NV(H),E(G)NE(H).

Com base nesta defini¢ao de uniao e intersecgao, podemos afirmar que um grafo
G se parte nos grafos Gy = (V4,E1),...,Gr = (Vi, Eg) se G = Ulgjgk Gj e
Gp, NGy =@ Vp # ¢, onde @ denota o grafo definido pelo par (@, @).

Um grafo G diz-se conexo se nao admite qualquer particao para além da trivial
(i.e, G = GU ). Caso contrario diz-se nao conexo (ou desconexo). Por sua vez,
dado um grafo nao conexo G, um seu subgrafo diz-se uma componente coneza
(ou simplesmente componente) de G, se é um subgrafo conexo maximal, no sen-
tido em que sendo induzido pelo subcojunto de vértices V', Vo € V(G)\ V', o
subgrafo G[V’ U {z}] ndo é conexo.
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Designa-se por passeio num grafo G, entre os vértices x e y, toda a sequéncia
de vértices e arestas da forma

r = V1,0102,02,y...,Vk—1,Vk—-1Vk,Vp = Y,

com eventual repeticao de vértices e arestas. Neste caso, os vértices = e y
designam-se por vértices extremos do passeio (sendo x o vértice inicial e y o
vértice final). Um trajecto num grafo G entre os vértices x e y ¢ um passeio
entre x e y sem arestas repetidas (podendo, no entanto, existir vértices repeti-
dos). Um caminho entre os vértices = e y é um trajecto entre x e y sem vértices
repetidos. Os trajectos fechados (onde o vértice final coincide com o inicial)
designam-se por circuitos e os trajectos fechados, onde os vértices inicial e final
sao os tnicos que coincidem, designam-se por ciclos. Geralmente, os caminhos,
trajectos, passeios, circuitos e ciclos representam-se pela respectiva sequéncia de
vértices.

Dado um caminho P (ciclo C') de um grafo G designa-se por comprimento de P
(C) e denota-se por comp(P) (comp(C)) o namero de arestas que o constitui.
Por exemplo, uma aresta é um caminho de comprimento 1 e um vértice um
caminho de comprimento 0. Por outro lado, um tridngulo é um ciclo de compri-
mento 3.

Dado um grafo G de ordem n e dois vértices z,y € V(G), denotando por Pg(z, y)
o conjunto de todos os caminhos de G entre z e y, designa-se por distdncia entre
vértices de G a fungao

dg:V(G)xV(G) ~ {0,...,n—1}U{oco} (1.3)
(z,y) ~ dglz,y) = { g:n{comp(P) 1P ePg(zy)} " ﬁgézg% 7:& gj

Embora as notagoes utilizadas para grau de um vértice e para distancia entre
dois vértices sejam idénticas, é facil distingui-las de acordo com o contexto.

A partir das definigoes dadas de grafo conexo e de componente conexa, po-

demos concluir que um grafo é conexo se e s6 se tem uma Gnica componente
ou, em alternativa, se e s se existe um caminho entre quaisquer dois dos seus
vértices.
A maior distancia entre vértices de um grafo G designa-se por didmetro de G
e denota-se por diam(G), por sua vez, designa-se por cintura de G e denota-se
por g(G) o comprimento do ciclo de menor comprimento contido em G. Quando
G nao é conexo, diz-se que tem didmetro infinito e escreve-se diam(G) = oo e
quando é aciclico (i.e, ndo tem ciclos) diz-se que tem cintura infinita e escreve-se
9(G) = co. Como exemplo, na Figura 1.3, representa-se um grafo G ciibico, ou
seja, 3-regular, com didAmetro dima(G) = 3 e cintura g(G) = 5.

6 4 3 ) 8
5 9
7 2 12 11 10

Figura 1.3: Grafo cibico G tal que g(G) =5 e diam(G) = 3.
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1.2 Grafos bipartidos

Um grafo G diz-se bipartido se existe uma partigao do seu conjunto de vértices
em V'’ e V" tal que nao existem arestas entre qualquer par de vértices de V'’
nem entre qualquer par de vértices de V”. Um tal grafo bipartido é usualmente
representado por G = (V/, V" E), onde E denota o respectivo conjunto de
arestas. Quando |[V'| =m, |V =neVz e V' Vy e V", xy € E(G) este grafo
denota-se por K,,, e designa-se por grafo bipartido completo.

Teorema 1.1. Um grafo admite uma biparticao se e sd se nao tem circuitos de
comprimento impar.

Demonstragao. Se G = (V',V” E(G)) é um grafo bipartido, entao é claro
que todos os circuitos tém comprimento par. Com efeito, uma vez que tanto
em V’ como em V"nao existem vértices adjacentes, partindo-se, por exemplo,
de um vértice em V’, de cada vez que se passa para V", para se obter um
circuito, tem de se voltar a V' na aresta seguinte, pelo que qualquer circuito tem
comprimento par. Suponhamos que G nao tem circuitos de comprimento impar.
Uma vez que um grafo é bipartido sse cada uma das suas componentes constitui
um subgrafo bipartido, podemos supor, sem perda de generalidade, que G é
conexo. Considere-se um vértice arbitrario z € V(G) e seja V! = {w € V(QG) :
de(z,w) é impar}. Nestas condigdes ndo existem arestas que liguem vértices
de V' (caso contrario existiriam circuitos de comprimento impar). Por outro
lado, como todos os vértices de V(G) \ V' estao a uma distancia par de z (em
particular z esta a uma distancia 0 dele proprio), ndo existem vértices adjacentes
em V(G)\ V' (uma vez que, por razoes idénticas as anteriores, em tais condigoes,
existiriam circuitos de comprimento fmpar). Logo, fazendo V7 = V(G) \ V'
obtém-se uma biparti¢ao para G, dada por G = (V',V”, E(G)). O

Os grafos conexos aciclicos (i.e, sem ciclos) designam-se por drvores e cons-
tituem uma classe especial de grafos bipartidos. Por sua vez, designa-se por
floresta todo o grafo aciclico, pelo que uma floresta é um grafo cujas componentes
sao arvores.

Teorema 1.2. Sendo G um grafo, sao equivalentes as sequintes afirmagoes:
1. G é uma drvore.
2. G € conexo e tem |V(G)| — 1 arestas.

3. G nao tem circuitos, mas acrescentando-se uma aresta a G resulta um
unico circuito.

Demonstragao. Para provar a implicagao 1 = 2, dado que uma arvore é um
grafo conexo, basta provar que se G = (V(G), E(G)) é uma arvore, entao tem
|V (G)| —1 arestas, para o que vamos utilizar indug@o sobre o ntimero de arestas
de grafos que definem arvores. Seja Gy = (V(Gy), E(Gk) uma arvore com k
arestas. Para k = 1 vem |V (G1)| = 2, pelo que o resultado se verifica. Suponha-
se que o resultado é verdadeiro para k tal que 1 < &k < n — 1 e considere-se
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a arvore G,,. Dado que GG, nao tem circuitos, existe pelo menos um vértice,
v, com grau 1. Considerando o subgrafo obtido de G,,, retirando-se o vértice
v (e consequentemente a aresta que lhe é incidente), determina-se G,_1 que
continua a ser uma arvore (uma vez que permanece conexo e sem circuitos), logo,
por hipotese de indugdo, F(G,-1) = (|[V(Gn)| — 1) — 1. Dado que |V(G,)| =
|[V(Gr-1)|+1 conclui-se que G,, tem |V (G,,)| — 1 arestas, completando-se assim
a prova da implicacao 1 = 2. A prova das implicagoes 2 = 3 e 3 = 1, fica como
exercicio. O

Como consequéncia deste teorema, podemos concluir, também, que elimi-
nando uma aresta a uma arvore se obtém um grafo desconexo com duas com-
ponentes, cada uma das quais é uma arvore.

Teorema 1.3. Um grafo G € uma floresta se e sé se
[E(G)| = [V(G)] +¢(G) =0,
onde ¢(G) denota o nimero de componentes de G.

Demonstragao. = A prova da condigao necessaria vai ser feita por indugao

sobre o nimero de arestas de GG, tendo em conta que o resultado se verifica
trivialmente para |E(G)| = 0.
Suponha-se |[E(G)| > 0 e que o resultado se verifica para todas as florestas
com menos do que |E(G)| arestas. Seja G’ um subgrafo de G obtido por
eliminacao de uma aresta arbitraria. Logo G’ é uma floresta com |E(G)|—1
arestas, V(G)| vértices e ¢(G) + 1 componentes. Por hipotese de indugao,
aplicada a G/,

0= |B(G)|=[V(G)|+¢(G) = |E(G)|=1=|V(G)|[+c(G)+1 = | E(G)|=[V(G)|+¢(G).

< Suponha-se que G tem p componentes, Gi,...,G,, pelo que |E(G)| —
V(&) +p =3 (IE(G))| — [V(Gj)| +1). Entéo

@) =V(@)+p=0 & Y (BG) ~V(Gj)+1)=0

j=1
e, uma vez que Vj € {1,...,p} |E(G;)| —|V(G;)|+ 1> 0, conclui-se que
Vie{l,....,p} |E(G))|-IV(Gj)|+1=0.

Consequentemente, de acordo com o Teorema 1.2, todos os grafos G, com
j€{1,...,p}, sdo arvores.
O

Deste teorema decorre que todo o grafo G tal que |E(G)| > |V(G)| contém
pelo menos um circuito.

Dado um grafo conexo G, designa-se por arvore abrangente ou de suporte de
G todo o subgrafo de G que é uma &arvore e contém todos os vértices de G.
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Teorema 1.4. Todo o grafo conexo admite uma drvore abrangente.

Demonstragao. Seja G um grafo conexo. Se G nao tem circuitos entao, por
definicao, é uma Aarvore e o resultado verifica-se. Suponha-se que G tem um
circuito. Entao retirando uma aresta a esse circuito o grafo mantém-se conexo
(porqué?). Repetindo este processo, ao fim de um ntimero finito de arestas eli-
minadas, obtém-se uma arvore abrangente (uma vez que o conjunto de vértices
nao foi alterado). O

1.3 Grafos de Euler e grafos de Hamilton

Um trajecto designa-se por trajecto de Euler se contém todos as arestas (logo
também todos os vértices) do grafo ou multigrafo a que se refere. Por sua vez,
designa-se por circuito de Fuler, todo o circuito que contenha todas as arestas
do grafo.

Teorema 1.5. Um grafo (ou multigrafo) conexo G admite um circuito de Euler
se e sd se todos os seus vértices tém grau par.

Demonstragao. Uma vez que é imediato verificar que a condi¢ao é necesséarias,
vamos apenas provar que é suficientes, utilizando inducao sobre o nimero de
arestas do grafo (ou multigrafo) G.

Para um grafo (ou multigrafo) com uma tnica aresta o resultado é trivial (se a
aresta é um lacete, ou seja, existe um tnico vértice com grau dois, entao o grafo
admite um circuito de Euler). Assuma-se que todos os vértices de G tém grau par
e que todos os grafos (ou multigrafos) em tais condi¢oes com menos arestas do
que as de G admitem circuitos de Euler. Escolha-se um vértice v € V(G) e inicie-
se um trajecto segundo as arestas de G, sem se passar pela mesma aresta duas
vezes, até se encontrar v novamente (note-se que, dada a paridade dos graus,
este trajecto fechado existe). Posteriormente, retirando-se as arestas relativas ao
trajecto percorrido obtém-se um certo nimero de subgrafos (ou submultigrafos)
conexos que cujos vértices continuam a ter grau par. Consequentemente, (por
hipotese de indugdo) admitem circuitos de Euler. Nestas condigbes, podemos
criar um circuito de Euler para G, acrescentando ao circuito inicial os circuitos
de Euler de cada um dos subgrafos (ou submultigrafos) obtidos. O

Os tunicos grafos nao conexos, cujos vértices tém grau par, que admitem
circuitos de Euler sao os que tém uma tnica componente com um numero de
arestas superior a zero (i. e, as demais componentes sdo constituidas por vértices
isolados). Com base neste teorema fica claro que a pretengao dos habitantes de
Konigsberg era impossivel de satisfazer.

A prova construtiva do Teorema 1.5 sugere um algoritmo recursivo para
a determinacao de circuitos de Euler em grafos ou multigrafos conexos, onde
todos os vértices tém grau par. Assim, denotando por Euler(G,v1) o algoritmo
recursivo para a determinacao de um circuito de Euler num grafo ou multigrafo,
G, a partir de um vértice v; € V(G), podemos formaliza-lo do seguinte modo :
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e Algoritmo Euler(G,v1);

Se dg(v1) =0
— entao Euler(G,v1) := vy;
— senao faz
1. construir um circuito, C' = (v1,va,..., vk, v1), em G

2. fazer G := (V(Q), E(G) \ E(C));
3. devolver (Euler(G,v1), Euler(G,v2), ..., Euler(G, v));

fim faz.
Fim do algoritmo.

O corolario que se segue estabelece as condigOes necessarias e suficientes para
a existéncia de um trajecto de Euler nos grafos que nao admitem circuitos de
Euler (uma vez que um circuito de Euler ¢ também um trajecto de Euler).

Corolario 1.6. Um grafo (ou multigrafo) conexo G admite um trajecto de Fu-
ler, mas nao um circuito de Fuler, se e somente se tem exactamente dois vértices
de grau impar.

Demonstragao. Se G admite um trajecto de Euler que nao é um circuito,
entao, uma vez que os vértices de partida e chegada sao distintos, apenas estes
tém grau impar. Relativamente aos demais, em cada visita, foi utilizado uma
aresta para atingir o vértice e outra para o abandonar, pelo que tém grau par.
Suponha-se que em G todos os vértices tém grau, com excepcao de dois deles.
Entao, pelo Teorema 1.5, é claro que nao existe um circuito de Euler, pelo
que resta provar a existéncia de um trajecto de Euler. Suponha-se que u e v
sao os veértices de grau impar em G e considere-se o grafo (ou multigrafo) G,
E(G") = E(G) U {uv} (note-se que no caso da aresta uv ja existir em E(G),
obtém-se um multigrafo, pelo que, nesse caso, F(G’) é um multiconjunto com
arestas repetidas). E claro que G’ satisfaz as hipoteses do Teorema 1.5, pelo que
admite um circuito de Euler. Se a este circuito retirarmos a aresta uv obtém-se
um trajecto de Euler em G. O

Os grafos (ou multigrafos) que admitem circuitos de Euler designam-se por
grafos de Euler ou eulerianos. Existem varias caracterizagoes de grafos (ou mul-
tigrafos) eulerianos, alternativas ao Teorema 1.5, das quais apenas vamos referir
a que se relaciona com a particao do conjunto de arestas em ciclos.

Teorema 1.7 (Veblen, 1912). Um grafo ou multigrafo conexo G ndo nulo (ou
seja, com pelo menos uma aresta) € euleriano sse E(G) admite uma particao
em ciclos.

Demonstragao. Supondo que G é euleriano, vamos provar, por indugao sobre
o numero de arestas, que entdao G admite uma particdo em ciclos, tendo em
conta que o resultado é trivialmente verdadeiro para |E(G)| = 1 (lacete). Com
efeito, suponha que o resultado é verdadeiro para grafos ou multigrafos conexos
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com um namero de arestas, m, tal que 1 < m < |E(G)|. Uma vez que para
todo o vértice v € V(G) dg(v) > 2, é claro que G contém um ciclo C. Logo,
G- E(C) = (V(G),E(G) \ E(C)), é um grafo (ou multigrafo), possivelmente
desconexo, cujas vértices das componentes G4, . .., G, tém todos grau par. Con-
sequentemente, cada componente é euleriana e, por hipotese de indugao, cada
uma delas é a unifo disjunta de um conjunto, possivelmente vazio (no caso da
componente ser constituida por um vértice isolado) de ciclos. Se & unido destes
conjuntos de ciclos (que constituem uma partigdo para cada uma das compo-
nentes) adicionarmos o ciclo C, obtém-se a particao desejada para G.

Reciprocamente, suponha-se que E(G) é a unido disjunta dos ciclos Ci, ..., Cj.
Logo, para todo o vértice v € V(G), v pertence & intersec¢ao de k, (k, € N)
ciclos do conjunto {C4y,...,C,}, donde vem que dg(v) = 2k, e, consequente-
mente, todos os vértices tém grau par. [l

Um exemplo de aplicacao (ladico) deste corolario, estéa relacionado com pas-
satempos em jornais e revistas onde se convida o leitor a testar se uma dada
figura pode ser decalcada sem se levantar a caneta e sem se repetir qualquer dos
segmentos e/ou curvas que o constituem.

Um ciclo que contém todos os vértices de um grafo, designa-se ciclo de Ha-
milton (ou hamiltoniano). Por sua vez, um caminho que contém todos os vértices
do grafo diz-se um caminho de Hamilton (ou hamiltoniano). Um grafo que ad-
mite um ciclo de Hamilton diz-se um grafo hamiltoniano. Conforme ja se referiu
na introducéo, a associacdo do nome do matematico irlandés Hamilton ' a es-
tes grafos, deve-se ao facto de ter sido ele a propor e a resolver (em 1857) um
problema que designou por viagem & volta do mundo que consiste em percorrer
todos os vértices de um dodecaedro passando uma tnica vez em cada um, com
partida e chegada no mesmo vértice. De acordo com (Berge, 1991) Hamilton re-
solveu este problema observando que quando o viajante chega a um dado vértice,
percorrendo uma certa aresta, tem trés opgoes: ou (L) continua pela aresta da
esquerda, ou (R) continua pela aresta da direita, (ou) (1) fica no vértice (o que
acontece quando percorre um ciclo). A partir desta observagao, definiu certos
procedimentos a custa de operagoes com L e R, representando, por exemplo, por
L?R o procedimento de voltar duas vezes seguidas & esquerda e posteriormente
a direita. Adicionalmente, considerou que duas sequéncias de operacoes tém o
mesmo resultado se, a partir de um mesmo vértice, ambas conduzem a esse vér-
tice. Este produto, embora nao seja comutativo (uma vez que LR # RL) é um
produto associativo (por exemplo, (LL)R = L(LR)). Devido ao facto das faces
serem pentagonais é claro que R® = L? = 1 e, por outro lado, com facilidade se
verifica que LR3>L = R?. Com base nestas conclusdes obtém-se

1 = R°=R?R®=(LR}L)R® = (LR*)* = (L(LR’L)R)* = (L?R?LR)?
(L*(LR?L)RLR)® = (L*R}*LRLR)® = LLLRRRLRLRLLLRRRLRLR.

1Sir William Rowan Hamilton nasceu em Dublin na Irlanda em 1805 e faleceu em 1865.
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A sequéncia obtida contém 20 operagoes e nenhuma subsequéncia dé resul-
tado 1 (pelo que ndo determina subciclos), logo representa um ciclo de Hamilton.
Note-se ainda que este ciclo se pode iniciar em qualquer dos 20 vértices do do-
decaedro.

Com facilidade se conclui que também os restantes 4 poliedros convexos re-
gulares, ou seja, o tetraedro, hexaedro, octaedro e icosaedro (que, conjuntamente
com o dodecaedro constituem os designados solidos platénicos), admitem ciclos
de Hamilton. Outro exemplo de grafo hamiltoniano é o que se obtém, a partir
de um tabuleiro de xadrez, associando a cada um dos seus 64 quadrados um
vértice de um grafo G cujas arestas ligam os vértices associados a quadrados
entre as quais é possivel efectuar um movimento de cavalo. Neste grafo, os ci-
clos de Hamilton correspondem a movimentos sucessivos de um cavalo de forma
a que todos os quadrados (brancos e pretos) sdo visitados uma tnica vez. Na
Figura 1.4 representa-se um dos ciclos de Hamilton possiveis para o referido
grafo.

Figura 1.4: Ciclo de Hamilton.

Encontrar um ciclo de Hamilton num grafo de pequena dimensao que o
admita é relativamente facil. Porém, quando a dimensao cresce, provar que nao
existe qualquer ciclo de Hamilton pode tornar-se muito dificil. Na tentativa de
obtencao de ciclos de Hamilton deve ter-se em conta as seguintes trés regras
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bésicas:

1. Se um vértice tem grau 2, entao ambas as arestas incidentes no vértice
devem fazer parte do ciclo.

2. Néo se deve obter qualquer subciclo (ou seja, ndo se deve percorrer um
ciclo que nao contém todos os vértices).

3. Uma vez que se visite um dado vértice, todas as arestas incidentes nesse
vértice que nao foram utilizadas podem ser eliminadas.

E claro que os grafos completos sao hamiltonianos, pelo que, dado um grafo G
nao hamiltoniano, adicionando arestas a (G, necessariamente se obtém um grafo
hamiltoniano. O teorema a seguir, da-nos uma condigao suficiente para que um
grafo admita um ciclo de Hamilton.

Teorema 1.8 (Ore, 1960). Seja G um grafo de ordem n. Se para quaisquer dois
vértices nao adjacentes a soma dos respectivos graus € nao inferior a n, entdo
G € hamiltoniano.

Demonstragao. Suponha que G é um grafo que satisfaz a hipotese mas nao é
hamiltoniano. Suponha-se ainda que G é um grafo maximal (relativamente ao
namero de arestas) com esta propriedade, ou seja, é tal que acrescentando uma
aresta se obtém um ciclo de Hamilton?. Uma vez que G nio é completo (caso
contrario admitiria um ciclo de Hamilton), existem dois vértices nao adjacentes,
x,y € V(G) e dado que G é maximal (ndo hamiltoniano), por adi¢do da aresta
xy obtém-se um ciclo de Hamilton que contém zy. Logo, G' contém um caminho,
entre x e y, que percorre todos os restantes vértices de G, i.e., (ap0s, eventual,
reordenacao dos vértices) contém o caminho (x = v1,ve,...,Vn—1,v, = y). Seja
Q(y) = {vi : vi-1 € Ng(y)} (uma vez que o vértice y ndo é adjacente a ele
proprio, i.e., y ¢ Ng(y), o conjunto Q(y) esta bem definido e |Q(y)| = |Na(v)|)-
Por hipétese, |Ng(z)] + |Q(y)| > n e, dado que v1 = z ¢ Ng(z) e v1 &
Q(y), entdo |Ng(z) U Q(y)] < n — 1 e, consequentemente, |[Na(z) N Q(y)| >
1. Seja v; € Ng(z) N Q(y) e, a partir de © = v; , considere-se o caminho
(v1,...,vi—1), 0 qual (uma vez que v;—1 € Ng(y)) se pode estender ao ca-
minho P; = (v1,...,v;-1,0,). A partir de y = v,, pode obter-se o caminho
(Un, Un—1,-..,0;) que, por sua vez (dado que v; € Ng(x)) se pode estender ao
caminho P, = (v, vp—1,...,0;,v1). A partir dos caminhos P; e P> podemos
construir um ciclo de Hamilton, o que contraria a hipotese. O

Note-se que qualquer grafo que satisfaga as hipéteses do Teorema 1.8 é um
grafo conexo. Com efeito, supondo que G é um grafo de ordem n com k compo-
nentes, G;, para j = 1,...,k, dados dois vértices pertencentes a componentes
distintas, z € V(G,) e y € V(Gy) (com p,q € {1,...,k}), vem que z e y ndo

2Note-se que uma tal situacio pode sempre ser atingida sem se alterarem as hipéteses (com
efeito, ao acrescentarem-se arestas, unindo vértices previamente nao adjacentes, ndo s6 nao
se faz decrescer o grau de nenhum vértice, como nao se criam novos pares de vértices nao
adjacentes).
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sdo adjacentes e, adicionalmente, dg(z) < |V(G,)| e da(y) < |V(Gy)|. Logo,
da(z) +da(y) < |[V(Gp)| + [V(Gy)| — 2 < |[V(G)], o que contraria a hipotese
do Teorema 1.8. Como corolario do Teorema 1.8, pode concluir-se o resultado
obtido por Dirac, oito anos antes do teorema de Ore ter sido provado.

Teorema 1.9 (Dirac, 1952). Seja G um grafo tal que |V(G)| > 3. Se 6(G) >

@, entao G € hamiltoniano.

Deve observar-se, porém, que a hipétese do teorema de Dirac nao pode ser

relaxada para §(G) > LLQG)‘J Com efeito, o grafo da Figura 1.5 satisfaz esta

iltima condigao e, no entanto, nao é hamiltoniano.

1 6

2 4

vV |

Figura 1.5: Grafo G ndo hamiltoniano tal que 6(G) > |[*—;

1.4 Representacao matricial de grafos

Dado um grafo G, tal que V(G) = {v1,...,v,}, designa-se por matriz de adja-
céncia de G e denota-se por Ag, a matrix quadrada n x n, tal que

|1 seww; € E(G),
(Aa)ij = { 0 caso contrario.

Sendo G um grafo de ordem n, uma vez que Ag é uma matriz simétrica,
tem n valores proéprios reais os quais vamos denotar por Ai,...,A,. Por sua
vez, o espectro de Ag, que corresponde ao conjunto dos valores proprios com
eventuais repeti¢oes, denotar-se-a por o(Ag). Assim, supondo que Ag tem
r valores proprios distintos, o polinomio caracteristico de Ag é p(Ag,z) =
(x—=A)™ (= A)" ed(Ag) = {[M]™, ..., [As]""}, onde n; denota a multi-
plicidade do valor préprio A;, pelo que Z;Zl n; = n. Sendo G um grafo simples,
as entradas ao longo da diagonal principal de Ag sao todas nulas e, consequen-
temente, tr(Ag) = 0. Por outro lado, se G tem pelo menos uma arestas en-
tao Ag tem valores proprios positivos e negativos tais que Apin(Ag) < —1 e
1 < Mnaz(Ag), sabendo-se que A\pin(Ag) = —1 se e s6 se todas as componentes
de G sao subgrafos completos.

De agora em diante, para um grafo G arbitrario, vamos considerar o valores
proprios de G como sendo os da sua matriz de adjacéncia e segundo a ordem

)\mzn(AG) = An S )\nfl S e S )\2 S A1 = Amam(AAG)-
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Para além da matriz de adjacéncia, tém sido estudadas outras matrizes represen-
tativas de grafos, as quais tém revelado propriedades interessantes. Uma destas
matrizes é a matriz de Seidel que tem zeros ao longo da diagonal principal, —1
nas entradas correspondentes e vértices adjacentes e 1 nas restantes. Uma outra
matriz muito estudada tem sido a matriz laplaciana de G que se denota por Lg
e se define pela igualdade:

Le =D - Ag,

onde D denota uma matriz diagonal, D = diag(dg(v1),...,dg(vn)). Por sua
vez designa-se por matriz laplaciana sem sinal de G a matriz |Lg| = D + Ag.
No caso de grafos regulares, todas estas matrizes sao casos particulares de uma
matriz que se designa por matriz de adjacéncia generalizada, designando-se por
matriz de adjacéncia generalizada de um grafo G, toda a combinagao linear das
matrizes Ag, J e I,

aAg + BJ +~1,

com « #* 0, onde J denota a matriz com entradas todas iguais a unidade e I
denota a matriz identidade. Com efeito, sendo G um grafo p-regular, fazendo
a=-2,0=1evy=—1 obtém-se a matriz de Seidel e, adicionalmente, fazendo
a=—1,0=0ey=pobtém-se a matriz laplaciana.

Teorema 1.10. Seja G um grafo p-reqular de ordem n cujos valores proprios
840 A, < ... < Ao < A1 = p. Entdo a matriz de adjacéncia generalizada aAg +
BJ + ~I tem valores proprios an + Op + gamma e aX; + 7y, para i = 2,...,n.

Demonstragdo. O primeiro valor proprio é obtido tendo em conta que é (o
vector de componentes todas unitarias) é o vector proprio de A¢ associado a p
e os restantes valores proprios decorrem do facto dos vectores proprios de Ag
associados a Ag, ..., \, serem ortogonais a é e, consequentemente, pertencerem
ao nicleo de J. O

O maior valor préprio de um grafo designa-se por dominante e qualquer dos
restantes por subdominante.

Teorema 1.11. Seja G um grafo A um valor préprio subdominante com multi-
plicidade my. Entao a matriz de adjacéncia generalizada, aAg + BJ + I tem
a4+~ como valor prdprio com multiplicidade m tal que my —1 < m < my+1.

Demonstragao. Seja H o hiperplano ortogonal ao vector é e seja E) o subes-
paco invariante associado ao valor préoprio A. Entao

dim(H + E\) + dim(H N Ey) = dim(H) + dim(E)).

Se E) C H, entao dim(H + E)) =n —1 e dim(H N E)) = m,. Tal significa
que o argumento utilizado na prova do Teorema 1.10 (caso em que G é regular)
continua valido e, consequentemente, conclui-se que m = m,. Caso contrario,
dim(H + E)) = n e dim(H N Ey\) = my — 1. O argumento utilizado na prova
do Teorema 1.10 implica que se tenha m > my — 1. Se C' = aAgBJ + 71, entao

Ag=—a '8 +a 10 —ahI.
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Aplicando os argumentos utilizados no paragrafo anterior & nova matriz, vem
que my >m — 1. Logo, my — 1 <m <my + 1. O

Este resultado pode aplicar-se directamente ao grafo complementar e a4 ma-
triz de Seidel. Porém, nao se pode aplicar directamente matriz laplaciana.

A matriz de incidéncia aresta vértice de um grafo de ordem n e dimensao m
é uma matriz n X m, Bg, tal que

(Be)s; = { 1  seej =vvg, para algum v, € V(G),
J 0 caso contrario.

Um grafo linha (ou, grafo representativo das arestas) de G que se denota
por L(G), obtém-se de G, considerando como vértices as arestas de G e como
relagao de adjacéncia entre os seus vértices a respectiva relagao de adjacéncia
entre arestas. Assim, dois vértices de L(G) sdo adjacentes se e s se as cor-
respondentes arestas em G sdo adjacentes (ou seja, tém um vértice comum).
Como consequéncia, com facilidade se conclui que, dado um grafo arbitrario G
de ordem n,

BgBe =21, + Apc),

onde I,, denota a matriz identidade de ordem n (deve observar-se que BaBE =
D + Ag). Ao longo deste texto vamos denotar os valores proprios da matriz
laplaciana de um grafo de ordem n por #; < 6y < ... < 6,. E claro que
tr(Lg) = 2|E(G)| e 61 = 0 (uma vez que Vi € V(GQ) (Lgé); = (Dé — Agé); =
de (i) —dg (i) = 0). O estudo de valores e vectores proprios de um grafos refere-
se, usualmente, ao estudo de valores e vectores proprios da respectiva matriz
de adjacéncia (generalizada ou ndo) ou laplacina (com ou sem sinal). A matriz
laplaciana é um caso particular da familia de combinagoes lineares da matriz de
adjacéncia generalizada com a matriz D. Assim, a matriz laplaciana (com ou
sem sinal) é uma caso particular da familia de matrizes:

aAg + BJ +~4I+ 6D,

onde «, 3, v e § sdo escalares e D denota a matriz diagonal diag(dg(v1), . .., da(vy).
Porém, quando falamos de espectros de grafos em geral falamos de valores pro-
prios das matrizes de adjacéncia as quais, sendo simétricas com a mesma ordem

n dos grafos, tém n valores proprios reais, contando eventuais repetigoes. Por
outro lado, uma vez que as entradas da diagonal principal destas matrizes sao
nulas e, consequentemente, os respectivos tragos sao nulos, podemos concluir
que a soma dos valores proprios é também nula.
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djacéncia

2.1 Espectro e estrutura combinatéria de grafos

O préximo teorema estabelece uma relagao entre o nimero de passeios fechados
de comprimento k£ de um grafo GG e o trago da poténcia de ordem k da respectiva
matriz de adjacéncia.

Teorema 2.1. Dado um grafo G e a sua matriz de adjacéncia Ag, denotando
as entradas da matriz AG por a e por p;j(k) o numero de passeios de compri-
mento k entre os vértices i e j de G, podemos concluir que afj = p;j(k) (nestas
condigdes, note-se que as entradas da diagonal principal de a¥. correspondem ao
numero de passeios fechados de comprimento k que comegam e terminam no
vértice i, pii(k)).

Demonstracao. Dado que o resultado é trivialmente verdadeiro para k = 0
(admitindo que A% = I) e para k = 1, vamos fazer a prova por inducio sobre
k. Assim, suponha que o resultado se verifica para k, com k > 1, e considere a

matriz Ag'H = Ak Ag. Entdo, qualquer que seja ij € E(G), vem que

agtt = Z afar; =Y pir(k)ar; =pij(k+1).
r=1

- . -1
Corolario 2.2. Um grafo G de ordem n € conexo se e somente se Y, _, A’é >
J, onde J denota a matriz quadrada de ordem n com entradas unitdrias.

Demonstragio. Supondo que G é conexo, entdo existe um caminho (de com-
primento néo superior a n — 1) entre quaisquer pares de vértices, pelo que

Vij € E(G) existe k < n — 1 tal que afj > 1. Consequentemente, podemos
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concluir a desigualdade Z;é A’é > J. Reciprocamente, suponha-se que a desi-
gualdade Z;& A%, > J se verifica. Entao, Vij € E(G) existe k < n — 1 tal que
afj > 1 e, uma vez que pfj = afj, podemos concluir que existe pelo menos um
passeio de comprimento nao superior a n — 1 entre i e j. O

Denotando por ¢ o nimero de tridngulos, Ci o conjunto de ciclos de compri-
mento k e por >— o conjunto de tridngulos com uma aresta pendente, com base
Teorema 2.1, podemos tirar ainda as seguintes conclusoes:

1. tr(A

Il
wo

2. tr(A

o~

[E(G)].

r

A

~—  ~— ~— ~—

(4G
(4%
3. tr(A%
tr(Ag) = 8|Ca| = 2|E(G)| + 232 v () 46 (v)- Note-se que

tr(Ag)

2|E(G)| + 8|C4| + Z (da(i) +da(j) —2) +2 Z (

ijEE(G) veV(Q)
= 20BE@)|+8Cil+ > dg)-20E@G)+2 Y

vEV(G) veEV(G)
= 8lCa —2(E(G)|+2 > d&(v),

veV(G)

donde se conclui que [Cy| = §(tr(AL) + tr(AZ) — 2 2 vev(G) dé(v))
5. tr(A%) = 10(| > —| + |C5|), donde se g(G) > 3, entdo |C5| = t5tr(A).
Lema 2.3. Qualquer que seja o valor préprio A da matriz de adjacéncia Ag,
—A(GQ) < A< A(G).

Demonstragao. Seja @ o vector proprio (que vamos supor de norma unitaria)
associado ao valor proprio A e @; a componente de 4 com maior valor absoluto,

entdo vem que ||| = [ii| = | e Bl © 1N = Sjeng 1] Logo,
ﬁ.

Al < Z Iﬁ—J_ISA(G)- (2.1)
JENG()

O

Teorema 2.4 (Collatz, Sinogowitz, 1957). Seja d o valor médio dos graus dos
vértices de um grafo G. Entao

d < Amae(Ag), (2.2)

e esta desigualdade verifica-se na forma de igualdade se e so se G € reqular.
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Demonstragao. Como se sabe, uma vez que a matriz de adjacéncia de G é
simétrica, o problema da determinagao do maior valor do quociente de Rayleigh

Dic1 Z =1 4igTiTy
R= s (2.3)
D1 T

(com ; tomando valores reais arbitrarios nao todos nulos) tem uma solugao real.
Fazendo z; = 1, parai =1,...,n,vemque R = d = % Yo de(v;), uma vez que
da(v;) = Z?:l aij. Logo, d é um valor particular para R e, consequentemente,
verifica a desigualdade (2.2).
Se G é regular entao a desigualdade (2.2) verifica-se na forma de igualdade, uma
vez que d < A\paz(Ag) < A(G) e A(G) = d. Reciprocamente, supondo que a
desigualdade (2.2) se verifica na forma de igualdade, considerando o vector é
(de componentes todas unitarias) no quociente (2.3), obtém-se R = d. Logo,
sendo U1, ... 4, uma base ortonormal de R™ formada por vectores proprios de
Ag, existem escalares 1, ..., u, tais que é = Z?Zl W;4; e, consequentemente,

(o gty T A (o) i)

A1 - -
(i k)T (30— i)
O ) Y pwy)
23}71 /‘?
Z ZJ -
donde, supondo que A; tem multiplicidade &k (ou seja, Ay = Ay = -+- = A\ >
. k 2 2
Ak+1), se conclui que A\ = (3°7_, Zn ALY I D Zn 2)\]; ou seja, Ay
é combinacao linear convexa de Al,Ak+1, ooy Ap. Assim, uma vez que Aj >
k ,2 %

M1 = ... > Ay, vem que A = (ZJ B ))\1 e ZJ LT = 1. Logo,
Wit1 = -+ = Wy = 0, pelo que o vector é pertence ao subespago invariante
associado a Ap, ou seja, é vector proprio de Ag e, como consequéncia, G é
regular. O

Combinando a desigualdade §(G) < d com o Lema 2.3 e o Teorema 2.4,
obtém-se
5(G) < )\maw(AG) < A(G) (24)

Outra consequéncia do Teorema 2.4 é a desigualdade 2tr(A%) < Anaz(Ag) que
se verifica na forma de igualdade se e s6 se G é regular (com efeito, Ltr(AZ) = d).

Teorema 2.5. Dado um grafo conexo G, se a matriz de adjacéncia de G tem
r valores proprios distintos, entdo diam(G) <r—1.

Demonstragao. Suponha que diam(G) =d >r esejam u,v € V(G) tais que
dc(u,v) = diam(G). Sendo A* = [a k)] vem que
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1a) =0, parak=0,1,...,d— 1,
2 m%)>0.

Porém, sendo Aq,...,\., os valores proprios distintos de Ag, o seu polinémio
caracteristico tem a forma p(Ag,x) = (A — )™ --- (A, — )™ e, consequen-
temente, escolhendo um conjunto de inteiros myq, ..., m,, tais que 1 < my <
ni,...,1 <m, <n,.emi+---+m, =d, podemos concluir que

qag(@) =AM —2)™ (A —2)™ =qo+ @z + -+ qg12’ " + 2

Em tais condigbes, o polindomio minimo de Ag divide ga. (z) e, consequente-
mente,
Gac(Ac) = @l + @Ac + -+ + a1 A% " + A,

donde, em particular,
0+qal) +- +afy™) +aff) =0,
0 que contraria 1 e 2. O

Antes do proximo teorema, convém lembrar que um grafo é bipartido se e
86 se nao tem circuitos de comprimento fmpar.

Teorema 2.6. Um grafo com pelo menos uma aresta € bipartido se e somente
se o espectro da sua matriz de adjacéncia é simetricamente distribuido relativa-
mente ao zero.

Demonstragao. Seja G um grafo bipartido e, sem perda de generalidade, su-

ponha que a sua matriz de adjacéncia tem a forma Ag = ( /(1) /(1)1 ) Seja A
2

. N U L . ~
um valor proprio de Ag e seja @ = < al > um vector proprio associado. Entao,
2

Reciprocamente, suponha-se que o espectro de Ag é simetricamente distribuido

- ~ 2k+1 _ xon o y2k+1 _ —
relativamente ao zero. Entao, vem que tr(Ag _.ijl A = 0, para k'_
0,1,2,.... Logo, pelo Teorema 2.1, podemos concluir que o nimero de passeios
fechados de comprimento impar em G é zero e, em particular, o nimero de ciclos
de comprimento impar em G é também zero, pelo que G é bipartido. o
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Dada uma matriz arbitraria A, com entradas reais ou complexas, quadrada,
de ordem n (logo com n valores proprios) designa-se por raio espectral de A
e denota-se por p(A), o modulo do valor proprio de A de maior moédulo, ou
seja, p(A) = max{|A| : A € 6(A4)}. No caso da matriz de adjacéncia de um grafo,
podemos concluir um resultado que relaciona o raio espectral e o correspondente
vector proprio com a conexidade do grafo. Antes, porém, convém introduzir o
conceito irredutibilidade e o teorema de Perron-Frobenius.

Uma matriz quadrada A = [a;;] com indices linha e coluna indexados por um
conjunto K diz-se irredutivel quando nao é possivel encontrar um subconjunto
proprio S C K tal que a;; = 0, para i € S e j € K\ S. Caso contrario, a
matriz A diz-se redutivel. De um modo equivalente, diz-se que A é irredutivel se
e s6 se nao é possivel permutar, simultaneamente, linhas e colunas de modo a
transformar A numa matriz da forma

B 0

c D)’
onde B e D sdo matrizes quadradas. E claro que se A é a matriz de adjacéncia
de um grafo G entdo A é irredutivel se e s6 se G é conexo.

Teorema 2.7 (Perron-Frobenius). Seja A uma matriz quadrada, irredutivel,
de ordem n com entradas nao negativas. Entdo existe um vector proprio G de
componentes todas positivas e o correspondente valor proprio p € simples e tal
que para qualquer valor proprio A de A, || < p.

Agora, estamos em condigoes de introduzir o seguinte resultado:

Teorema 2.8. Um grafo € conexo se e sd se o seu raio espectral € um valor
proprio simples cujo vector proprio associado tem as suas componentes todas
positivas.

Demonstragao. Se G é um grafo conexo entao Ag é irredutivel e, consequen-
temente, pelo teorema de Frobenius, tem um valor préoprio p > 0, simples, cujo
vector préprio associado tem as suas componentes todas positivas e é tal que
[A] < p qualquer que seja A € o(Ag)\ {p}. Suponha-se que G néo é conexo e que
G1,Ga,...,G, sao as suas componentes conexas cujas respectivas matrizes de
adjacéncia sao Ag,, Ag,,...,Ag,. Entao, uma vez que o(Ag) = Ule a(Ag;)
e os vectores proprios de Ag,, com zeros nas entradas associadas aos vértices
fora de V(G;), para j =1,...,p, sdo vectores proprios de Ag, se

p=maxo(Ag,) = maxo(Ag),
entdo o vector proprio de Ag, associado ao valor proprio p, com zeros nas

entradas associadas aos vértices fora de V(Gy,), é vector proprio de Ag associado
a p. O
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2.2 Formula de Newton-Girard

Um polinémio p(x1,x3,...,x,), nas variaveis x1,xs, ..., z, designa-se por po-
linomio simétrico ou polindmio totalmente simétrico se é invariante relativa-
mente a qualquer permutacao de indices das varidveis. Um conjunto especial
de polinémios simétricos é o conjunto IT dos polinémios simétricos elementares

(relativamente ao conjunto de variaveis {x1, za, ...,z }):

HO(Ila"'vxn) = 15

n
Hl(,fl,...,l'n) = in,
i=1

n
HQ(Il,...,In) = ZIin,

i<j
i (21,...,00) = E iy Tiy *** Tiy
11 <t2<...<ig
n
I, (z1,...,2n) = Iz,
Otj(x1, ... zn) = 0, para, j =1,2,....

Este conjunto II constitui uma base para os polindmios simétricos que, natural-
mente se podem exprimir como funcao dos polindémios simétricos elementares
do conjunto II. Uma outra base para os polinémios simétricos é o conjunto de
polinémios simétricos elementares de poténcias S:

n
Sl(acl,...,xn) = Zl‘i,
i=1

n

So(1, ..., xn) = fo,
i=1

_ k

Sk(xla-"axn) - ina

Sp(X1,. . Tn) = fo

Por exemplo, expandindo o polinémio [}, (z — z;) (cujas raizes sdo x1, T2, . . .

obtém-se:

[[@-=2) = 2" —Ma" '+ a2+ + (1), (2.5)
=1

7x’n«)5
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onde II; =11 (x1, x2, ..., ).
O lema a seguir estabelece uma relagao entre estes conjuntos de polinémios,
através de uma formula conhecida por formula de Newton-Girard.

Lema 2.9 (Formula de Newton-Girard). Denotando os polindmios simétricos

elementares IL;(z1, x2, . .., 2y) porIL;, para j = 0,1,... e S;j(z1, 22, ..., 2y) por
S;, para j =1,2,..., é vdlida a sequinte formula que relaciona estes polinomios:
(_1)k+1 k ok
My = ——— > ()78, (2.6)
j=1

Demonstragao. Vamos fazer esta prova com recurso as séries formais de po-
téncias. Assim, considere-se o polinomio na variavel z

flz) = H(l—wz‘Z) (2.7)

=1
= 1 -1z + 2% —M32% + - + (=1)"IL,,2".

Aplicando logaritmos a ambos os membros da igualdade (2.7) e derivando em
ordem a z, obtém-se

onde f’(z) denota a derivada de f(z) em ordem a z, ou seja,
f'(2) = =TI + 2oz — 3M32% 4 - - - + (=1)"nIl, 2" L. (2.9)

Logo, da igualdade (2.8), vem que

f/(z) = —f(Z)(S1 +S22+S322+ )
= —(1 -T2+ 2% 4+ - 4 (=1)" M, 2")(Sy + Soz + S322 +--)
= =-S5+ (—52 + Hlsl)z + (—53 + 11155 — H2H1)Z2 4+ (210)

Finalmente, tendo em conta (2.9) e (2.10), igualando os coeficientes associados
4 mesma poténcias em cada um dos membros da igualdade

—H1+2H22—3H322+' . .+(_1)nanzn—1 = —S1+(51H1—52)Z+(—51H2+H152—53)22-‘1-' -

(2.11)

)
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obtém-se
I, = 5,
I, = _71(—311_114-52),
My = (ST~ Sl +55),
(—1)k+L k _
e = TZ(_l)HijHk—j,

j=1

O

Tendo em conta o conhecimento que j& temos relativamente aos valores de
S;, paraj=1,2,3,4e5, vem

I, = (—=1)280, =0,
-1 -1
I, = 7((—1)3;911_[1 + (—1)4821_10) = TSQ = —|E(G)|,
1 4 5 6 1
s = g((—l) Silly + (=1)°SoIl + (—1)°S51lo) = gSB =2t,
-1
o, = T((—1)551113 + (=1)88,My + (—1)7S5I1; + (—1)88,11))
-1 -1
= (Sallo + Sall) = (=2 E(G)]* +8[Cs| = 2E(G)[ +2 Y d&(v))
veV(G)
1 1
= SIE@GEG)|+1) -+ dg,(v) = 2|Cal,
2 2
veV(G)
1
I; = g((—1)651114 + (=1)7 855 + (—1)883TTy + (—1)28,11; + (—1)1°8511p)
1
= g(—52H3 + S3Ils + 55)
1
= g(—2|E(G)|2t — 6t|E(G)| + 10| > —| + 10|C5])

= 2(—|E(G)| +| > —| +Cs)).

Assim, podemos concluir que |[E(G)| = —1Ily, t = 3113, |C4| = $(I2 (113 — 1) —
%ZUEV(G) d%(v)) e se g(G) > 3 entdo |Cs5| = $1I5 — 111,.

Tendo em conta que duas matrizes sao co-espectrais quando tém os mesmos
valores proprios, com recurso & formula de Newton-Girard, com facilidade se
conclui o resultado que se segue.

Lema 2.10. Dadas duas matrizes quadradas de ordem n, A e B, sdo equiva-
lentes as sequintes afirmagoes:
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1. A e B sao co-espectrais;
2. A e B tém o mesmo polinomios caracteristico;
3. tr(AY) =tr(BY), parai=1,...,n.

Demonstragao. Uma vez que a equivaléncia entre 1 e 2 é evidente, apenas
vamos provar a equivaléncia entre 2 e 3. Se A e B tém o mesmo polinémios ca-

racteristico, entao tém os mesmo valores proprios A, As, ..., A, €, consequente-
mente, obtém-se 3 (uma vez que tr(A’) =377 A} = tr(B'), parai = 1,...,n).

Reciprocamente, suponha-se que 3 se verifica e, de acordo com (2.5), sejam

pa(A) = N TSN e ()T
pe(\) = A" —IPAHHIZAY 2 4 (<1

os polinomios caracteristicos das matrizes A e B, respectivamente. Entao, de
acordo com a féormula (2.6) e tendo em conta a hipétese (ou seja, tr(A?) = S; =
tr(B"), parai=1,...,n), vem que

I = tr(A) =8, =tr(B) =17
2
HA . (_1)3 Z(_l)J+QSHA
2 = 5 jt2—j
j=1
1 A A
1
= (Sl = SI17)
= 1P
I _ ns.
Logo, A e B tém o mesmo polindémio caracteristico. O

Se A & a matriz de adjacéncia de um grafo G, entdo tr(A*) é igual ao ntimero
de passeios fechados de comprimento i. Consequentemente, grafos co-espectrais
tém o mesmo numero de passeios fechados de comprimento i. Em particular,
tém o mesmo nimero de arestas (que se obtém para ¢ = 2), 0 mesmo numero
de tridngulos (que se obtém para ¢ = 3), o mesmo ntmero determinado pela
formula 8|Cs| — 237, v () d&(v) (que se obtém para i = 4), etc.

2.3 Valores e vectores proprios
Se N é um grafo nulo, isto é, sem arestas, entdo VA € o(Ay) A = 0, onde

o(An) denota o espectro de Ay, ou seja, o conjunto dos seus valores proprios.
Mais geralmente, qualquer que seja o grafo G, é claro que tr(Ag) = > ;A =
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0. No caso do grafo completo de ordem n, K,, denotando o seu polinémio
caracteristico (ou seja, o polinémio caracteristico da sua matriz de adjacéncia)
por p(K,, ), vem que

p(Kn, A) = det(Ag, — AI) = det( : : : -
1 )
Logo, ¢ claro que —1 € o(Ag, ). Por outro lado, Ak, é = (n — 1)é, onde é
denota o vector de componentes unitarias, pelo que n — 1 € o(Ag,). Com
facilidade se conclui que os n — 1 vectores, é; — é3,é1 — €3,...,61 — €,, SA0
vectores proprios de Ak, associados ao valor proprio —1, pelo que podemos
concluir que o subespaco invariante associado ao valor proprio —1 tem dimensao
n — 1 e, consequentemente, este valor proprio tem multiplicidade n — 1. Assim,

podemos concluir que K,, tem apenas dois valores proprios distintos (n—1) com
multiplicidade 1 e —1 com multiplicidade n — 1.

Teorema 2.11 (do entrelacamento). Seja A uma matriz quadrada, simétrica
de ordem n, com valores préprios A\ > Xo > -+ > \,. Entao os valores proprios
1 > fh2 > -l de uma submatriz principal de A verificam as desigualdades:

)\'L' > Hi > An*er’L') para 1= 15' <oy M.

Como consequéncia imediata deste teorema, denotando por Ayin (C) € Az (C)
os valores proprios minimos e maximos da matriz C, respectivamente, podemos
concluir que, sendo H um subgrafo induzido G, vem que

)\mzn(AG) S Amln(AAH) S v S Amax (AH) S Amax(AAG)- (212)

Assim, supondo que G tem pelo menos uma aresta, ou seja, contém K5 como
subgrafo induzido, vem que

)\mzn(AG) S —-1= )\mzn(AKg) S )\maz(AKQ) =1 S Amax(AAG)-
Adicionalmente, se G contém K o como subgrafo induzido, uma vez que
-2 1 1
p(Kio,\)=det| 1 =X 0 |=AX-\+2)
1 0 -
e, consequentemente, o(Ag, ,) = {—v/2,0,v/2}, podemos concluir que

Amin(Ac) < —V2 < V2 < Mpaz(Ac).

Teorema 2.12. Dado um grafo G, supondo que existem dois vértices x,y €
V(G) tais que Ng(z) \ {y} = Na(y) \ {z}, podemos concluir o sequinte:
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1. Se zy € E(GQ), entio —1 € 0(Ag);
2. Se xzy ¢ E(G), entio 0 € 0(Ag).

Demonstragao. Suponha-se, sem perda de generalidade, que x = vy, y = v9 €
Ne(z) \ {y} = {v1,..., v}, entdo

U1 V2 U3 N VEk Vk+1 N Un
U1 -z 1 ... 1 0 ... 0
Vg z =X 1 ... 1 0 ... 0
V3 1 1 —-A
Ao =M= 1 1 )
Vk+1 O O —/\
U, 0 0 —A

Assim, podemos tirar as seguintes conclusoes:

1. Se zy € E(G), entdo z = 1 e, consequentemente, para A = —1, as duas
primeiras linhas de Ag — AI, sdo iguais. Logo, det(Ag + I) = 0, pelo que
—1e U(Ag).

2. Se zy ¢ E(G), entdo z = 0 e, consequentemente, para A = 0, as duas
primeiras linhas de Ag — AI, sdo iguais. Logo, det(Ag) = 0, pelo que
0e€ O'(Ag).

O

Como corolario deste teorema, para os grafos bipartidos completos K, 4, vem
que 0 € 0(Ag, ). Por outro lado, dado um grafo G, se existem dois vértices
z,y € V(G) tais que Ng(z) = Ng(y), sendo & um vector proprio de Ag,
associado a um valor préprio A, vem que

Nig = (Agi)y = > = > ;= (Agi)y = i,

JENG(z) i€ENG(y)

Logo, A(fy — ty) = 0, pelo que A # 0 = Gy = Uy.
Voltando aos grafos bipartidos completos, podemos concluir o resultado a
seguir.

Teorema 2.13. o(Axk, ) = {—/Pq,0, /pq}.

Demonstragao. Dado que a matriz de adjacéncia de K, 4 tem caracteristica 2,
podemos concluir que existem apenas dois valores proprios nao nulos de sinais
contrarios, A1 e A,, tais que Ay = —\,,, com n = p+q. Adicionalmente, qualquer
vector proprio u, associado a um valor préprio nao nulo A, é tal que para todo
o indice i, @; € {y, z}. Como consequéncia, vem que Ay = ¢z e Az = py, donde
Nzy = (pg)zy = N = pqg. O
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Teorema 2.14. Dado um grafo arbitrdrio G e o seu grafo-linha L(G), entdo
Amin(AL(a)) > =2 e esta desiguladade verifica-se na forma de igualdade se e so
se G contém um ciclo de comprimento par ou dois ciclos de comprimento impar
na mesma componente conexa.

Demonstragao. Sendo Bg a matriz de incidéncia aresta vértice, vem
B¢ Be =21+ Ap).

Dado que Vz € R™ 2”7 BLBga = ||Bga||* > 0, podemos concluir que 21 + A ()
¢ semidefinida positiva e, consequentemente que Apin(Ar(g)) > —2. Supondo
que G tem um ciclo comprimento par formado pelas arestas aq, as, ..., as., aos
quais correspondem as colunas de Bg, 131,132, e 627«7 considerando o vector
definido por 4 = —é,, + (—1)%€4, + -+ (—=1)*""Lé4,,_, + (=1)?"é,,., obtém-se

Note-se que sendo a; = xy e a;j4+1 = Yz,

(_1)j5j 4 (_1)j+15j+1 _ { ém/\"i_ éyA— éyA— éz/\:_ém —Aéz, A se j é par; B
—éy — €y t+éy+¢é, =—€;+¢€,, casocontrario.

Logo, 4 € Ker(2I — Apq)) e, consequentemente, que é vector proprio de Ay q)
associado ao valor proprio —2. Idéntica conclusao se obtém na presenca de dois
ciclos de comprimento impar, considerando o vector definido por um passeio
fechado de comprimento par obtido percorrendo cada um dos ciclos no caso de
terem um vertice comum ou cada um dos ciclos mais duas vezes uma caminho
que os ligue no caso contrario. O

Dado um grafo G designa-se por colora¢ao dos vértices de G com k cores,
uma funcdo sobrejectiva ¢ @ V(G) — {1,...,k} tal que ij € E(G) = c(i) #
¢(j). A fungdo ¢ designa-se por fungao de coloragao de vértices. Designa-se por
nimero cromdtico de G e denota-se por x(G) o menor k para o qual existe uma
fungao de coloracao de vértices cx. Antes de prosseguirmos convém introduzir o
seguinte conceito: um grafo G diz-se k-critico se x(G) = k e para todo o subgrafo
induzido H # G, x(H) < k.

Lema 2.15. Dado um grafo arbitririo G com nimero cromdtico x(G) = k,
existe um subgrafo induzido H que € k-critico e §(H) > k — 1.

Demonstragao. Seja I' um subgrafo induzido de G com ntmero cromatico
X(T') = x(G) = k e que é um subgrafo minimal com estas propriedades, relati-
vamente ao nimero de vértices. E claro que T' é k-critico e se v € V(I'), entdo
X(GIV(I)\ {v}]) = k—1. Se dr(v) < k — 1, entdo podemos estender qualquer
coloragao de G[V(I")\ {v}] aT', o que contraria o facto de se ter x(I") = k. Logo,
dp (1)) Z k—1. O
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Teorema 2.16. [/1] Dado um grafo arbitrdrio G, verifica-se a desigualdade
X(G) <14+ Az (4c).

Demonstragao. Tendo em conta o Lemma 2.15, existe um subgrafo induzido

de G, H, talq ue x(H) = x(G) e 6(H) > x(H) — 1. Logo, tendo em conta (2.4)

e (2.12),
X(H) S 1+6(H) S 1+ Amam(AH) S 1+ )\maz(AG)-

Lema 2.17. Dada wma matriz simétrica
X Y
=( )
onde X eY sao submatrizes quadradas simétricas, verifica-se a desigualdade
)\maz (A) + )\mzn (A) S Amam (X) + )\maz(Z)

Demonstragio. Seja A = \pin(A) e seja e > 0. Entao A* = A— (A —¢€)l é
uma matriz simétrica definida positiva, tal que

. [ X Y
A_<Y*T Z*>7

com X*=X-A—e,Y*=Y eZ"=Z7Z—(\—e)l. Seja [aT,9T] um vector
proprio de A* associado a ez (A*). Entao, Apmaz(A*) = Anax(A) — (A —€) e

/\mam (A*)

[a®, o7 A* { f‘ }

)
Tx*a 407 Zo +20TY*o
mam(X*) + /\maﬁ(Z*)
maw(X) - (/\ - 5) + )‘maw(y) —(A—¢)

IA
> >

donde se obtém Apaz(A) + A — € < Mpaw(X) + Anaz(Y). Uma vez que esta
desigualdade é valida para todo o € > 0, podemos concluir a desigualdade pre-
tendida. [l

Corolario 2.18. Seja A uma matriz real simétrica partida em t?> submatrizes
Aij, de tal modo que cada submatriz Ay, parai=1,...,t, é quadrada. Entao,

)\maz (A) + (t - 1))\mzn (A) S Z Amam (Au)
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Demonstragao. Vamos fazer a prova por indugao sobre t, sabendo que, de
acordo com o Lema 2.17, o resultado é verdadeiro para t = 2. Suponha que é
o resultado se verifica para t tal que 2 < t < T — 1 e admita-se uma partigao
de A em T? submatrizes A4;; tais que A;;, para i = 1,...,T, sdo submatrizes
quadradas. Seja B a submatriz que se obtém de A eliminando a ultima linha e
a ultima coluna de submatrizes. Pelo Lema 2.17,

)\mam (A) + )\mzn (A) S )\ma;ﬂ (B) + )\ma;ﬂ (ATT) (213)

e, por hipotese de inducao, Apaz (B)+ (T —2) Amin(B) < E;sz_ll Amaz(Ai). Uma
vez que Amin(A4) < Apmin(B), adicionando (T — 2) A (A) ao lado esquerdo de
(2.13) e (T — 2) Anin(B) ao lado direito, vem

)\mam (A) + (T - 1))\mzn (A) S )\ma;ﬂ (B) + (T - 2))\mzn(B) + )\mam (ATT)

T-1
S Z )\ma;ﬂ (Au) + )\mam (ATT)
=1

T
- Z )\maz (Au)
=1

O

Teorema 2.19 (Hoffman, [26]). Dado um grafo G com pelo menos uma aresta,
verifica-se a desigualdade

Amax(félG)
MO =S ey

Demonstragao. Sendo x(G) = ¢, sem perda de generalidade, podemos reor-
denar os vértices de G de tal forma que Ag tem ¢ submatrizes nulas quadra-

das A;;, para i = 1,...,t, ao longo da sua diagonal principal. Uma vez que
Amaz(Ag) + (& — DAmin(4g) < 22:1 Amaz (Aii), podemos concluir que
Amaz(Ag) + (t — DAmin(Ag) < 0. (2.14)
Consequentemente, dado que Ayin(Ag) < 0, tendo em conta (2.14), obtém-se
1> _)\maz(AG)
)\mzn(AG)

O

Como consequéncia deste resultado, tendo em conta que o teorema das 4
cores implica que os grafos planares, ou seja, os grafos que se podem representar
num plano sem que as arestas se cruzem, tém um numero cromético nao superior
a 4, podemos concluir que se G é um grafo planar, entao

1— )\ma;ﬂ (AG)

— = <4 )\mam A < _3)\min Ag).
i (Ac) =4 (Ae) (Aa)



Extensoes da
abordagem de

Motzkin-Straus

3.1 A formulacao quadratica do nimero de clique

Dado um grafo arbitrario G, Motzkin e Straus em [30] formularam o programa
quadréatico

f(G) = max{%xTAGx cx € A}, (3.1)

onde A = {z > 0: éTz = 1}, cujo valor 6ptimo esta directamente relacionado
com o nimero de clique w(G). O teorema a seguir estabelece, precisamente, esta
relagao.

Teorema 3.1. [30] Dado um grafo G, cujo nimero de clique é w(G),

1 1
G ==-(1-——).
1(6)= 30~ ;)
Demonstragao. Seja G um grafo de ordem n e, sem perda de generalidade,
suponha que os indices 1,2,...,k se referem a vértices que constituem uma
clique méaxima. Se z* € A é tal que ] = ... =z} = + exp, =...=x, =0,
entao
k1 1
*T *x * ok _
21‘ Aga” = Z T J_<2)ﬁ _(1_E)7
iJEE(G)
onde 5 = ji, ou seja,
1 1
G)>=-(1-——— 3.2
(6) 2 50~ Sz) (32)
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A prova da desigualdade reciproca de (3.2) vai ser feita por indugao sobre n,
tendo em conta que, para n = 1, se obtém k = 1 e f(G) = 0. Supondo que a
desigualdade

(3.3)

é valida para grafos com menos do que n vértices, com n > 1, fazendo F(x) =
%xTAGx, vamos considerar dois casos:

1. Se 0 maxgzea F(x) € atingido num ponto x* da fronteira do simplex A,
entdo Jj tal que x7 = 0 e, consequentemente, f(G) = f(G — {j}). Logo,
por hipotese de indugao,

1 1 1

f(G)=f(G-{j}) < —m)<

(1

1
3 _5(1_TG))7

uma vez que w(G — {j}) < w(G).
2. Se 0 maxzea F(x) é atingido no interior relativo do simplex A, ou seja,

num ponto :C cujas componentes sao todas positivas, entao a fungao
olx) = (Z" yz atinge também o seu méximo no interior do ortante
nao negatlvo mais particularmente em z*, pelo que Vo(z*) = 0. Nestas
condigoes, vamos considerar dois subcasos:

(a) Suponha que o grafo G nao é completo e considere-se a equacio
Vp(z) =0, a partir da qual, cada uma das derivadas parciais em

ordem a x;, para i = 1,...,n, determina as equagoes

) . aF . OF (x 2F (x
o(x _ Z% Z% 0 < (z) _ n( ) '
8% Ox; Zj:l L

Consequentemente, agggf) |g=px = 2F (z*), parai=1,...,n.

Suponha, sem perda de generalidade, que a aresta 12 nao pertence a
E(G). Logo, qualquer que seja a constante c,

OF(z) OF (z)
0xq fa=ae = Oxo

F(zi—c,ai+c,xy, ... x)) = F(z™)—c( lo=ar ) = F(2¥).
Em particular, para ¢ = %, F(0,2% + a%,2%,...,2%) = F(z*), ou

seja, o maximo é também atingido na fronteira, pelo que, tal como

se provou anteriormente, a desigualdade (3.3) verifica-se.

1Uma vez que Vz € A ¢(z) = F(z), podemos concluir que maxzea F(z) < max,>o ().
_ F(\) _ A2 F (x) _
Por outro lado, dado que VA > 0 ¢(Az) = T e T NS e p(z), se
max,>o @(z) = ('), entdo existe A’ > 0 tal que Nz’ € A e

F(Na!) = p(Xa') = p(a') > max (o).

Consequentemente, podemos considerar z* = X\ z’.
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(b) Se o grafo G & completo, entao

Fz') = $IQ_ 2=«
= 51— l="]1*)

llz11*)

—~~
—_
|

min
|z |4 +|zn|=n

N — NI~ N~ N

—~
—
I
|
~—

3

Considerando um grafo de ordem n e dimensao m, no programa quadratico

do Teorema 3.1, e fazendo x; = 1/n, para i = 1,...,n, obtém-se
1 1 2m
w(G@) = n?’

donde, no caso particular de grafos sem tridngulos, se obtém a desigualdade
determinada pelo Teorema de Turan, m < "TZ. Alternativamente, dado um grafo
G de ordem n, sendo @ o vector proprio de Ag associado a Az (Ag) (logo,
com componentes nao negativas) que se supoe de norma unitaria, considerando
T = ﬁﬁ no programa quadréatico de Motzkin-Straus (note-se que & € A)

podemos concluir a desigualdade de Wilf [42]

(o )

w(G@) > — ) (3.4)
(Zj:l j)? = Amax(Ac)
. ~ A ~ -~ )\mam A
Com efeito, %xTAGx = WUTAGu = ﬁ < %(1 — ﬁ), donde

decorre (3.4). Adicionalmente, tendo em conta que (357_, ;) < n (dado que

(eTa)? < lé]|?||ul|* = n), obtém-se (’\27”3”(‘2%)2 > )‘m”n(AG) e, consequentemente,
j=1Y%j

1_ﬁ > Amoel6) oy (@) > T (Ag) - Assim, uma vez que x(G) > w(G)),

n

obtém-se a desigualdade de Cvetkovic [13],

n

X(G) Z n— Amax (AG) '

(3.5)

Tendo em conta a formulagao quadrética de Motzkin-Straus, deve observar-
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-se que
1 1 1
“(1-—) = —zTA
AaresR wea ot fet
= max Z T
ijEE(G)
= max Z T — s
ijEE(Kn) rs€E(G)
1 n
= ma () el - Y wa
Jj=1 rs€E(Q)
1
= max L(1— Jlaf* ~ 2" Aga)
1 1
= 5—1—1111&)(—5% (I+ Ag)x
1
= i—géirAl—x I+ Ag)z
Logo,
inaT(Ag+ Do = —— o mina”(Ag + Dz = —
minz* (A T=——r minz* (A T =——
z€A ¢ w(G) zeA ¢ a(G)

Nesta condigoes, podemos concluir que a formulacao quadratica de Motzkin-
-Straus para a determinacdo do ntmero de clique do complementar G de um
grafo G & equivalente & formulacao quadrética para a determinagao do nimero
de estabilidade de G, ou seja,

1

G = min 2T (Ag + . (3.6)

No que segue, vamos abordar uma familia de formulagoes quadraticas, re-

lativamente & qual, como veremos mais tarde, a formulagdo (3.6) é um caso
particular. Assim, considere-se o programa quadratico

(Pa(1)) va(r) = max{2¢Tz — xT(%AG + L)z : x> 0},

com 7 > 0. Entao podemos concluir o seguinte resultado que também decorre
do Teorema 5 publicado em [9].

Teorema 3.2 ([12]). Considere-se o programa quadrdtico
. T AG AT
(Qa(1)) ve(r) =min{z' (— + I,,)z: é' 2z =1,z > 0},
T

com T > 0, e sejam z* e z* solugdes dptimas para P (1) e Qa(T), respectiva-
mente. Entao % e ) s@o solugdes optimas para Pg(1) e Qa(T), respec-

G
tivamente, e ve(T) =
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Demonstragio. Da optimalidade de 2* para Pg(7), pelas condigoes de Karush-
Khun-Tucker, 3y* > 0 tal que

Agx™ = 1(é—2")+y", (3.7)
Ty = 0. (3.8)

Entdo 2*7(4¢ + I,))2* = éTa* = vg(T) e, consequentemente,

X

Por outro lado, tendo em atencao que W é admissivel para (Qg(7)), da

optimalidade de z* para (Q¢ (7)), vem que

A T A x*
*T G * G
— +1n)z" < — +1,
(T 12" < oS (G )
Logo, N ,
ve(7) *T(—TG + I)va(r)z* < *T(—TG + I,)a*

va(r) = 2éT:C*—:v*T(T+In):E* < QéT(Ug(T)Z*)—(’Ug(T)Z*)T(%—l—ln)(vg(T)Z*),

T AT %

uma vez que é'a* = vg(r) e é1z* = 1. Consequentemente, vg(7)z* € uma
solucdo optima para (Pg(7)) e va(r) = (va(1))22*T (48 + I,)2* & va(r) =
ﬁ(ﬂ. é uma solugao
optima para (Pg(7)). Por outro lado, a optimalidade de z* para (Pg (7)) implica

A partir da ultima igualdade, também concluimos que

IJG(T)

va(r) = QéTZC*—ZC*T(%—l—In)x* > QéT(Ug(T)Z*)—(’Ug(T)Z*)T(%—l—ln)(vg(T)Z*).

Uma vez que éT2* = éT (vg(7)2*), vem que

ez (2 + L) wo(r)e") 2 27 (22 4+ L)et = va(r)

)

A T A x* 1
*T G * G
= — 4+ 1)z > — +1,)— =
va(T) ( T +1n)e" 2 Ug(T)( T * )UG va(T)
O
Tendo em conta a igualdade (3.6), sabe-se que
1
a(Q). (3.9)

min{zT(Ag + I,)z : €Tz =1,z > 0} -
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Logo, combinando este resultado com o Teorema 3.2, obtém-se a igualdade

Se z* é uma solugao O6ptima para (Pg(7)), com 7 > 1, entdo
26T — T (Ag + I)2* < ve(l) = a(G) < va(r)

e, uma vez que vg (1) = eTz* e 2*T Agz* = 7(vg(7) — ||z]|?), obtém-se também

um minorante para o numero de estabilidade de G, ou seja,

T—1

va(T) — 2T Agz™ < a(G) < vg(T).

T

3.2 Resultados adicionais

Dada uma matriz quadrada simétrica A com pelo menos um valor proprio ne-
gativo, vamos considerar a funcao quadratica f4,, : R™ — R definida por

far(z) = 2&Tx— xT(é + 1z (3.10)

que é uma funcdo concava para 7 > —Apin(A), uma vez que a matriz hessiana de
far(x), —(é +1I), é semidefinida negativa para 7 > —A\,in(A). Adicionalmente,
dado que, sendo x o vector caracteristico de um estavel maximo de G, fa..-(x) =
a(G) V1 > 0, podemos concluir que V7 > 0

0(G) < max fagir () (3.11)
< max fagr (). (3.12)

Teorema 3.3. Dada uma matriz quadrada simétrica A com pelo menos um
valor proprio nao nulo \, o sistema

(=4 DNz=eé (3.13)

tem solugdo se e somente se o subespaco proprio de A associado a A € ortogonal
aé.

Demonstragao. Suponha que o sistema de equagoes (3.13) tem uma solugéo
Z. Se @ pertence ao subespaco proprio de A associado a A, entdo 47 é = aT(% +
Iz = 0. Logo, o subespago proprio de A associado a A é ortogonal a é.

Reciprocamente, suponha que o subespago proprio de A associado a A é ortogo-

nalaé,que Ay < ... <Ak = ... = M (kgp-1) < A (kgp) < --- S A1 520080
valores proprios de A (onde, L <k+p<n—led=Xr=...= X\_(hgp-1))
e, adicionalmente, suponha que tn, ..., Un—k; - Up—(ktp—1)s Gn—(ktp)s - - - U1

sao os correspondentes vectores proprios. E claro que estes vectores proprios
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sao também vectores proprios de (% + I), aos quais correspondem os valores

préoprios
An An—k . )\n—(k-l-p—l) )\n—(k-l-p) +1 A1

2r1<...< 1=...= 1 <. < —+1
ottsees Tt 5 W — .

Tendo em conta que estes vectores proprios geram R"™, existem escalares 1, . .., Yn,
. A n A~ A A ~
tais que & = > v;1; e, dado que os vectores n—, . . . , Up— (k+p—1) SA0 Ort0goO-

o N k
nais a €, Yn—k = ... = Yn—(ktp-1) =0, € = Z?:( +P) Vit —l—ZJ e S”yjuj, com
s = max{0, k — 1}. Logo, fazendo T = Z?;l(kﬂ’) ﬁ%uj s mvju],

vem

—(k+p) n
A A A —-A A
Z iDnz = + D = +Da
kJr;D) n
A A=A A A=A
= Z A —A’YJ —A u]+jznz_s AJ_)\’YJ —A J
—(k+p)
= Z vty + Z V5l

j=n-—s

O

Assim, no caso particular da matriz de adjacéncia de um grafo, Ag, podemos
afirmar que o subespago proprio associado a A € o(Ag) é ortogonal a é se e
somente se o sistema (A + Iz = é tem solugao.

Corolario 3.4. Seja G um grafo tal que A, = A\nin(Ag) tem multimplicidade

p e sejam Uj;, para j =1,...,n, os vectores proprios de Ag associados, respec-
tivamente, aos valores proprios Aj, para j =1,...,n. Se e(Ag, A\n) € ortogonal
a e, entao
- AT~ \2
a(G) < —— (e 1)

- j=1 _)\n + )\j

Demonstragao. Tendo em conta que uma solucao do sistema

Ag

+Dx = ¢ (3.14)

¢ um ponto critico da funcdo quadratica concava fa.,—x, () e que o maximo
desta fun¢do é um majorante para «(G), podemos concluir que sendo x uma

solugao do sistema (3.14),
a(G) < éTx.

Sendo é = Y | vil;, uma vez que £(Ag, \,) é ortogonal a é e A, tem mul-
tiplicidade p, Yn—p+1 = Yn—pt2 = ... = Yn = 0 e, consequentemente, é =
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ZZ 1Vt & e=Uy 4= UTé, onde 4 é o vector de componentes ~;, para

it =1,...,n e U é a a matriz cujas colunas sdo os vectores proprios ;, para
1 =1,...,n, 0s quais vamos supor ortonormais. Fazendo
- _)\n ~
=1
Udiag(———= AR 0)4
= i
g—A—f—)\l, 7_A+An—p, ) » V)Y
— -
= Udi L L 0,...,00U"e
la’g( _A + )\1 3 ) —A _"_ An_p, ) ) ) e,
vem
A — A\ A
I = ; I
7 "Z‘f’ e N Y
— —Ant A D\ I
n—p
= V5
j=1
= é,
Logo, x = Udiag(%ﬁ\, cee ﬁ, 0,...,0)UTé & solucao do sistema (3.14)
n—p
e eT'y = eTUdiag(— A+>\ e, 7A1§27p,0,...,0)UTé = Z;’ r 7)\_)‘”\ (eTa;)?,
donde
n—p Y
G) <y — 2 (eTa,)?
Oé( ) = pt _/\n'i‘/\j (6 UJ)

O

De agora em diante, dado um grafo arbitrario G, G denota o grafo comple-
mentar de G e, sendo A um valor proprio de Ag, ¢(Ag, A) denota o correspon-
dente subespago proprio.

Teorema 3.5. Seja G um grafo de ordem n e A\ um valor préprio da sua matriz
de adjacéncia, Ag, com multiplicidade m(X). Se m(\) > 1, entdao existe um
vector proprio U € e(Ag, \) tal que éT4 = 0.

Demonstragao. Uma vez que dim(Ker(Ag — AI)) + dim(Im(Ag — M) =ne
dim(Ker(Ag—AI)) > 2, podemos concluir que rank(Ag —AI) < n—2, ou seja,
Ag — A tem no maxmimo n — 2 linhas (colunas) linearmente independentes.
Logo, a matriz [Ag — A1, é] tem no méaximo n — 1 linhas (colunas) linearmente
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indepemdentes. Consequentemente, existe y # 0 tal que y?[Ag — A, é] = 0,
donde se obtém:
yTAc =Myt e yTée =0,

ou seja, o vector y € (G, \) é ortogonal a é. O

Com base neste teorema, podemos concluir que se e(Ag, /\)ﬂéL = @, entao A
é um valor proprio simples e, consequentemente, o respectivo subespago proprio
¢ unidimensional.

Seja G um grafo de ordem n e J = Ag + Ag + 1. Os vectores proprios de J
sdo €1 — €, para j = 2,...,n e é. Sendo ¢ um vector proprio de Ag associado
ao valor proprio A # —1, existem escalares 1, ..., 3, tais que

i=pe+ > Biler—eé)=me+ (O Ber— Y Bies,
Jj=2 j=2 j=2

donde decorrem as igualdades:

ﬁn = ﬁl - ’&n
Bn-1 = P1—ln_1
B = [1—12
fr = - Z Bj
=2

e, consequentemente, 31 = 41 — (n — 1)f1 + Z?:z i; < np = éla. Logo,
supondo (7 # 0,

A . nB

()\+G1 )”:A+11

Aa A+1 .
& Gy DGy =e

Teorema 3.6. Dado um grafo G, se A € o(Ag), entao sio verdadeiras as
sequintes proposigoes:
1. Se A # —1 e 3a € e(Ag,\) \ &, entdo %ﬁ € ponto critico da funcao
quadrdtica fasa+1 (ou seja, € solugao do sistema Vfap1(x) =0 &
(L8 + D)z = é).
2. Se E(G,\)Nét # @, entdo —(A+ 1) € 0(Ag).
Demonstracao. Uma vez que a primeira parte decorre directamente da analise
anterior, apena vamos provar a segunda. Assim, sendo £(Ag, \)Nét # @, existe
b €e(Ag, ) tal que eT9=0e
(Ag+Aa+1o=0 & Aztv=—(Ag+I1)0 (3.15)
& At =—(A+1)0. (3.16)



38 Extensoes da abordagem de Motzkin-Straus

O

Como consequéncia do Teorema 3.6, podemos concluir que se G é um grafo
k-regular de ordem n cujos valores proprios da matriz de adjacéncia, Ag, sdo
k=X > X >... > )\, entdo, denotando os valores proprios da matriz de
adjacéncia do grafo complementar Gporn—1—Fk= M>A>. .. > /_\n,

Ni=—(A\ngo_i+1), parai=2,...,n.
Adicionalmente, e(Ag, k) = e(4g,n—1—k) e
e(Ag, i) =e(Ag,—(\i +1)), parai=2,...,n.
Assim, podemos concluir o seguinte corolario:

Corolario 3.7. Um grafo G de ordem n tal que o(Ag) = {1, A2,..., \n} €
A1-reqular se e sO se

U(AG) = { 1:n—()\l-‘rl),;\Q:—()\n—f—l),...,;\n:—()\g-i-l)},
(G, N) = e(Gn— (M +1)),
e(G,N) = e(G,—(\i+1)), parai=2,...,n.

Como consequéncia do Teorema 3.6 temos ainda o seguinte corolario:

Corolario 3.8. Dado um grafo G e A € 0(Ag) tal que A > —Apin(Aa) — 1, se
E(G,)\) contém um vector i tal que €71 # 0, entdo

w(G) < A+1. (3.17)

Demonstragdo. Com efeito, uma vez que A € 0(Ag), A > —Apin(Ag)—1>0

logo, A —1) e & € E(G,\) \ é*, pelo Teorema 3.6, T = 2#L4 é solucio

(logo, ; . P ; e ¢

do sistema V fa.a41(x) = 0, ou seja, é ponto critico da fungao quadratica

‘A~:a+1. Por outro lado, tendo em conta que fa..nyr1 € uma funcido concava
G JF ) q G + (;

(note-se que A+ 1 > —X\in(Ag)) que atinge o seu maximo no ponto critico Z,

fagn1(z) =2¢Tz — gET(;;fl + 1z =¢éT2 =\ +1 e, de acordo com (3.12),

w(G) = a(G) < fagine1(F) = A+ 1.
O

Definido-se um conjunto (k, 7)-regular como sendo um subconjunto de vér-
tices S C V(G) que induz um subgrafo k-regular tal que

Yo e V(G)\S  |Ng(w)NnS|=r,

ainda podemos concluir que o majorante (3.17) é atingido se e s6 se G tem um
conjunto (0, A + 1)-regular ou, de um modo equivalente, se G tem um conjunto
(w—=1,w — (A + 1))-regular. Com efeito, este majorante é atingido se e s6 se
o vector caracteristico de um estavel maximo de G' é um ponto de méaximo da
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funcao quadratica fa,;x+1, ou seja, se e s6 se é solugao do sistema de equagoes
(/{4;_51 + Iz = é, donde decorre a concluséo pretendida.

Note-se que, dado um grafo GG, se todos os subespagos proprios associados
a valores proprios A < Apa.(Ag) sdo ortogonais a é, é claro que é é o vector
proprio associado a Amaq(Ag) e, consequentemente, G € Ayqq(Ag)-regular. Em
qualquer caso, porém, o vector proprio associado a Apmez(Ag) ndo s6 ndo é
ortogonal a é, como verifica a desiguladade A\ > —\in(Ag) — 1 (conforme o
lema a seguir estabelece).

Lema 3.9. Dado um grafo arbitrdrio G, verifica-se a desiguladade
Amax(AAG) +1 Z _Amln(AG')

Adicionalmente, se G € k-reqular, entio \yin(Ag) >k —n.

Demonstracgao.
Amin(Ag) = thin ol Agt
al|=1
= Hrr‘l‘in Wl (J—1— Ag)i
al|=1

= ”an (@’ Jiu—1—aT Agt)
ul|l=1

>  min @Ja+ min (—aT Aga — 1)
|la]|=1 llall=1

= —1- max T Aqii
[lal|=1

— 1= Aee(4Q). (3.18)

Logo, tendo em conta (3.18), Mnaz(Ac) + 1 > —Amin(Ag). Adicionalmente,
suponde que G é um grafo k-regular e, consequentemente, Ay (Ag) = n—k—1,
obtém-se Amin(Az) > k — n. O

Segue-se um novo corolario do Teorema 3.6.

Corolario 3.10. Dado um grafo G e sendo Amaz(Ag) o maior valor prdprio
de Ag, w(G) < /\maac(AG) + 1.

Demonstragio. Tendo em conta o Lema 3.9, é claro que A\jq.(Ag) verifica as
condigoes do Corolario 3.8. Logo,

w(G) < Mnaz(Ac) + 1.

O

Esta desiguladade pode ser obtida a partir da desigualdade classica x(G) <
Amaz(Ag) 4+ 1, tendo em conta que para um grafo arbitrario G, w(G) < x(G).
Adicionalmente, com base neste resultado e tendo em conta o Teorema 2.19,
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se G é perfeito (logo x(G) = w(G)) e tem pelo menos uma aresta, podemos
concluir as desigualdades:

1— /\ma;ﬂ (AG)

7SWG §1+/\ma;ﬂA ’
i (Ac) = <G (Ac)

as quais se verificam na forma de igualdade se e s6 se |F(G)| > 0 e todas
as componentes sao subgrafos completos. Por outro lado, sendo G perfeito,
V(G)| < a(G)w(G) e, consequentemente, LA < w(G) < 1+ Anae(Aa),
donde podemos concluir a desigualdade

VGl
m S OC(G) (319)

O proximo corolario estabelece um majorante mais apertado para o nimero
de clique.

Teorema 3.11. Dado um grafo arbitrdrio G, verifica-se a desigualdade
w(G) <1+ 27,
onde \* =min{\ € 0(Ag) : A+ 1> —Apin(Aa) A E(G, \) L é}.

Demonstragao. Tendo em conta o Lemma 3.9 e o facto do subespago pro-
prio E(G, Az (Ag)) néo ser ortogonal a é (uma vez que contém um vector de
componentes ndo negativas), é claro que

Amaz(Ac) € I\ € 0(AG) : A > —Amin(Ag) — LA E(G, ) L é}.

Logo, o minimo do conjunto {A € 0(Ag) : A > —Amin(Aa) — 1A E(G,\) L é}
existe e, de acordo com o Corolario 3.8, a desigualdade verifica-se. o

Tendo em conta este teorema e a desigualdade (3.19), sendo G um grafo

perfeito e A* = min{\ € 0(4g) : A+ 1 > —Anin(Aa) A E(G, \) L é}, obtém-se

V(&)
14+ A* < oG).




Digrafos e
Espacos Vectoriais

Um digrafo ou grafo orientado G ¢um par de conjuntos (V; A), tal que V =
V(@) ={z1,...,2,} é o0 conjunto dos vérticese A = A(@) C V' xV éo conjunto
dos arcos, ou seja, pares ordenados de vértices zy os quais, por simplicidade,
denotaremos da mesma forma que as arestas. Neste caso porém, x designa-se por
cauda do arco zy e y designa-se por cabeca. Um digrafo diz-se simples se nao tem
nem arcos multiplos (mais do que um arco entre o mesmo par de vértices) nem
arcos com ambos os extremos no mesmo vértice. Identicamente ao que acontece
com os grafos, neste texto, os digrafos simples sao designados apenas digrafos e
digrafos com lacetes orientados e/ou arcos paralelos por multidigrafos.

Com algumas excepgoes que oportunamente se abordarao, a grande maioria
dos conceitos associados aos grafos permanecem validos para os digrafos. Como
exemplo, na Figura 6.1 representa-se um digrafo de ordem 5 e dimensao 6.

f

b d

Figura 4.1: Exemplo de digrafo.

No caso de um digrafo, E'), podemos separar o grau de um vértice v € V(@)
— —
em semi-grau incidente d— (v) = |{(z,v) € A(G) : x € V(G)}| e semi-grau
—

emergente d%(v) = |{(v,z) € A(a) :x € V(G)}, pelo que d@(v) = dé(v) +
+ . » . . . + . —
dff (v), sendo também imediato concluir que Zvev(ﬁ) dff (v) = Zvev(ﬁ) dff (v).
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Como exemplo, o vértice ¢ do digrafo G representado na Figura 6.1 é tal que
dé(c) =1le d%(c) =2.

_
A matriz de adjacéncia de um digrafo G de ordem n é uma matriz quadrada
nxn, Aff’ tal que
_

(As)ij = { 1 sewvw; € A(G),

0 nos outros casos.

A matriz de incidéncia arco vértice de um digrafo de ordem n e dimensdao m é
uma matriz n x m, By, tal que

)a
)7

1 se aj =wvvg, paraalgum v, € V(a)
it
(Bg)z‘j = -1 se a; =wvgv;, paraalgum v, € V(G

se  aj =vpvy, ev; & {vp, g}

ai a2 as a4 as

as ag

3
N
G
Figura 4.2: Exemplo de um digrafo de ordem 6 e dimensao 9.

Considerando o digrafo 5), representados na Figura 6.4, obtém-se:

1 2 3 4 5 6 ay a2 a3 a4 a5 ag ay ag ag

1,0 0 01 0O 1 /-1 0 0 0 0 1 0 0 0

211 0 1 1 0 O 2 1 1 0 0 0 0 0 1 0

Ao — 310 0 0 0 0 O e B — 3 0 0o -1 0 0 0 0o -1 -1
G 410 0 1 0 0 O G 4 o -1 1 -1 0 -1 -1 0 0
51{0 0 1 1 0 1 5 0 0 0 1 1 0 0 0 1

6 \0 0 01 0 O 6 0 0 0 0O -1 0 1 0 0

4.1 Espaco dos vértices e espaco dos arcos

— —
Dado um digrafo G, designa-se por espaco dos vértices de G o espago vectorial
sobre o corpo K (onde K denota, usualmente, um dos conjunto R ou C) e
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denota-se por KV(E)), o espago vectorial de todas as fungoes de V(a) em K.
De modo anélogo, designa-se por espaco dos arcos de 5} sobre K e denota-
se por KA(B), o espago vectorial de todas as fungoes de A(@) em K. Se o
digrafo G e tal que V(a)) = {v1,v2,...,0,} € A(a)) = {a1,az,...,an}, entao
dim(Kv(a)) =ne dim(KA(a)) = m. Os elementos = € KV(%) sdo usualmente

escritos na forma z = Z?Zl a;v; e, neste somatorio, devemos interpretar cada v;
—
como sendo uma fungao de V(G) em K que é nula em todo os pontos a excepgao

de v;, para o qual toma o valgr 1. Nestas condigoes, o conjunto {v1,ve,...,v,}
constitui uma base para KV (&) e o somatorio anterior pode interpretar-se como
uma representagao de x nesta base. Analogamente, um elemento arbitrario y €
A(@) pode representar-se por y = >_.*, f;a;. Designamos < vy,v,...,v, > €
< a1,a,...,a, > COMO sendo as bases candnicas, respectivamente, de K V(@)
e KA4(G) Podemos munir estes espacos vectoriais do produto interno usual
< u,w >= 22:1 urpwg, onde p corresponde a n ou m, consoante se trate de
K V(@) ou K A(a). Considerando a norma induzida por este produto interno e
tendo em conta a definigao usual de ortogonalidade, com facilidade se conclui
que as bases anteriormente referidas sao ortonormais.

Neste contexto, dado um digrafo 5} de ordem n e dimensao m, a matriz de

incidéncia arco vértice B ¢ uma aplicagao linear que transforma vectores do
espago dos arcos em vectores do espago dos vértices,

Bg : KAG) 1 gV(©)

)

tal que, admitindo que cada coluna b; de B corresponde a um arco vj,vjs,

para j = 1,...,m, considerando & € K4(¢),
m m
Bga =y bja; = (&, — &)
=1 j=1

4.2 Subespacos de circuitos e cocircuitos

Antes de prosseguirmos convém introduzir o conceito orientagdo em circuitos e
trajectos e o conceito de cocircuito (ou corte), no contexto dos grafos orientados.

Dado um digrafo G e um seu circuito C (trajecto T'), definido pela sequéncia
de arcos aq,...,a, vamos considerar como orienta¢io positiva a que é deter-
minada pela ordem segundo a qual percorremos os vértices de V(C) e como
orientagdo negativa a orientacdo oposta. Assim, fixada uma orientacdo positiva
num circuito ou num trajecto que contém um arco a, esse arco diz-se positivo
se é favoravel a orientacao e negativo no caso contrario. Os conjuntos de arcos
positivos de C' (T') denota-se por C* (T1) e o conjunto de arcos negativos por
C~ (T7).
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Exemplo 4.1. Considerando o digrafo representado na Figura 6.4, o circuito
X = (a1, a6, a7,a5,a9,as) e o trajecto T = (az, ag,as), com a orientagdo positiva
definida, respectivamente, pela sequéncia de vértices 1,4,6,5,3,2,1 no caso de
X e 2,4,5,6 no caso de T, podemos concluir que X+ = {aj,a¢,a9}, X~ =
{as,a7,as}, TT ={az,as} e T~ = {aq}.

—
Dado um grafo orientado conexo G, designa-se por cocircuito (ou corte) de

— —

G e denota-se por (V1) o subconjunto de arcos de G com um tnico extremo

no subconjunto de vértices Vi, onde @ # V; # V(a) Neste caso, podemos
partir (V1) nos subconjuntos 81 (V;) e 7 (V1), onde o primeiro subconjunto
corresponde aos arcos com cauda em Vj e cabega no complementar de V; e o
segundo conjunto corresponde aos arcos com cauda no complementar de V; e
cabega em V;. Também se diz que 87 (V1) é o subconjunto dos arcos para a
frente e (V1) é o subconjunto dos arcos para tras do cocircuito 9(V;).

Dados dois vértices z,y € V(@) de um grafo conexo G, designa-se por z-y-
corte, todo o cocircuito (V) de G tal que z € Vi e y € V(G) \ V1.

Exemplo 4.2. Voltando ao digrafo Zf representado na Figura 6.4, considerando
o cocircuito definido pelo subconjunto de vértices S = {1,3,6} e destacando os
vértices 1 e b, podemos concluir que 9(S) € um 1 — b-corte e

a(S) = {a17a37a67a57a77a87a9}7
ot(S) = {as,ar},
0 (8) = {ai,a3,a5,as,a9}.

Dado um circuito C de um digrafo G designa-se por vector do circuito C' o
—
vector @ do espago dos arcos que define a aplicagdo de G em {1,0,—1}:

1, se aj€AC) e a;€CT,
u(a;) =< -1, se a; €A(C) e a;€C,
0, se a; € A(C).

De acordo com esta defini¢ao, o vector do circuito X do Exemplo 4.1 é o vector
a’ =[1,0,0,0,—1,1,-1,-1,1].

A partir dos vectores de circuitos, estamos em condi¢oes de definir o subespago
de KA(a) gerado por estes vectores, o qual se designa por subespaco de circuitos
e se denota por Circuitos(G).

Por sua vez, tal como para os circuitos, associado a qualquer cocircuito 9(V1),
existe um vector © € K4() que se designa por vector de cocircuito (ou corte),
—
o qual define a aplicacao de A(G) em {1,0,—1}:

1, se a; € 9t(W1),
v(aj) =4 -1, se a; €9 (V1),
0, se a; €0(V1).
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De acordo com esta defini¢do, o vector do cocircuito 9(S) do Exemplo 4.2 é o
vector ¥ = [-1,0,-1,0,—-1,1,1,—1,—1].
O subespaco de K4(&) gerado pelos vectores de cocircuitos designa-se por sub-

i
espago de cocircuitos e denota-se por Cocircuitos(G).

4.3 Lema de Farkas para grafos

Seguem-se alguns resultados que estabelecem condigoes de existéncia mutua-

mente exclusivas para caminhos orientados, circuitos e cocircuitos.

Teorema 4.1 (Lema de Farkas para digrafos ou multidigrafos). Dado um di-
— —

grafo (ou multidigrafo) G conezo, se x,y € V(G), entdo

— —
1. existe um caminho orientado P entre x ey, ou seja, tal que P~ = @&, ou
2. existe um x-y-corte (V1) com x € V4, tal que 0T (V1) = @,

mas nao ambos.

Demonstragao. A prova é construtiva. Vamos construindo o subconjunto V7,
formado pelos vértices que podem ser alcancados a partir de x por um caminho
orientado, por intermédio do algoritmo que se segue.

e Algoritmo

1. Iniciar V3 = {z};

2. Enquanto 07(V}) £ @ ey ¢ Vi faz
(a) escolher a = st € 97 (V1);
(b) fazer Vi = V4 U {t};
(c) fazer predecessor(t) = s;

fim faz;
e Fim do algoritmo.

E claro que o algoritmo termina no maximo em |V(5)| passos. Se termina
com y € V1, entao existe um caminho orientado entre x e y e este caminho pode
ser obtido por intermédio da funcao predecessor do algoritmo. Se o algoritmo
termina com y ¢ Vi, entdo 9(Vy) = 0~ (V1) € um corte que esta de acordo com
2. O

Este resultado constitui o principal teorema da dualidade no contexto dos
grafos e, apesar da sua simplicidade, tem implicagbes muito interessantes. O
corolério a seguir apresenta una nova versao do lema de Farkas para grafos, na
qual se estabelecem condi¢oes de existéncia, mutuamente exclusivas, de circuitos
e cortes com determinadas caracteristicas.

Corolario 4.2 (do Lema de Farkas para digrafos ou multidigrafos). Seja G um

digrafo (ou multidigrafo) conexo. Entao, para todo o arco a € A(a), ou



46 Digrafos e Espagos Vectoriais

1. Eziste um circuito X C E(E')) tal quea € X e X~ =0, ou

2. Existe um corte Y C E(a) tal quea €Y eYT =2
mas nao ambos.

Demonstragao. Seja a = yz e aplique-se o Teorema 4.1 ao digrafo (ou mul-
—
tidigrafo) G — a. A existéncia de um caminho orientado entre x e y no grafo

=
G — a garante a existéncia de um circuito X em G que contém o arco a e para o
qual se verifica X~ = @. Por sua vez, a nao existéncia de um caminho orientado
entre z e i implica a existéncia de um z-y-corte Y, talquea € Y e YT = 2. O

4.4 Relacoes entre os subespacos de circuitos e
cocircuitos

Nesta secgao vamos provar que os subespagos de circuitos e de ccircuitos de um
digrafo formam um par de subespacos complementares L e L.

Lema 4.3. Os espagos de circuitos e cocircuitos de um digrafo (ou multidigrafo)

N .
G sao ortogonais.

Demonstragao. Seja X um circuito que se parte em Xt e X~ esejaY um
cocircuito que desconexa G nos subdigrafos G1 e G 2. Suponha se que YT ¢
o subconjunto de arcos de Y com cauda em G1 e cabe(;a em Gg e seja Y™
o subconjunto de arcos com cauda em G2 e cabeca em Gl. Sejam T e ¥ os
vectores de K A(G) associados, respectivamente, a X e a Y. E facil ver que o
produto interno 74 é o ntimero de vezes que vamos de 61 para 52 menos

o numero de vezes que vamos de 5}2 para 5)1, quando se percorre o circuito
X, pelo que se obtém £74 = 0. Logo, @ e ¥ sdo ortogonais, o que completa a
prova, uma vez que estes espacos sao gerados, respectivamente, pelos vectores
de circuitos e cocircuitos. O

Para se provar que os espagos de circuitos e cocircuitos sao complementares,
teremos de investigar as respectivas dimensoes.

Dado um digrafo (ou multidigrafo) 5}, um subconjunto de arcos A’ C A(a))
—

diz-se um conjunto independente de arcos de G, se nao contém circuitos. Um
conjunto independente maximal (no sentido da inclusdo) designa-se por base de

=
G. Quando um grafo é conexo, uma base coincide com uma arvore abrangente e
quando uma base tem varias componentes coincide com uma floresta abrangente.

Lema 4.4. Seja G um digrafo (ou multidigrafo) com k componentes. Entao,

qualquer base de G tem precisamente |V(G)| — k elementos.

— —

Demonstragao. Suponha que G tem k componentes conexas e sejam G ;, para
—

1 =1,...,k, os correspondentes subdigrafos. Uma vez que em G; uma base é
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uma arvore abrangente, sendo E; uma base para Gl, |E;| = |V( i)| — 1. Logo,

dado que qualquer base de G corresponde & uniao dos arcos que, em cada
componente, formam uma arvore abrangente, podemos concluir que uma base

=,
E de G étal que E = Ule FE; e, consequentemente,

k k

Bl =Y (V(G) - 1) =Y IV(Gy)| — k= |V(C)| -k

i=1 i=1
O

Lema 4.5. Seja 5 um digrafo (ou multidigrado) com k componentes. Entio a
— — —
dimensao de Circuitos(G) € pelo menos |A(G)|— |V(G)|+k e a dimensdo de
— —
Cocircuitos(G) € pelo menos |[V(G)| —k

Demonstragao. Suponha que 5} é conexo, ou seja, k = 1. Seja F uma base
— —
para G, pelo que |E| = |V(G)| — 1.

e Pela maximalidade de E, qualquer arco de A( ) \ E adicionado a
produz um circuito. Para um arco arbitrario a € A(—>) \ E seja X(a)
circuito de G constituido pelo tnico caminho do subdigrafo (V(G), E)
que liga os dois vértices de a mais o proprio a. Sendo i(a) e KA
) respectivo Vector de circuito, obtém-se um conjunto de |A( Y\ E| =
|A( )| — |V( )| + 1 vectores linearmente independentes do espago dos

circuitos. Com efeito, note-se que para cada arco particular a € A(G ) \ E,
Z(a) tem a a-ésima componente nao nula, enquanto os restantes a tém igual

=
a Zero. Como consequénma, a dimensao de Circuitos(G) é nao inferior a

A(G)] = V(G| +1.

e Vamos considerar agora os cocircuitos de G.Sea € E, entao o subdigrafo
(V(@),E \ {a}) é constituido por duas componentes, a saber, 61((1) e
62(@. Para cada a € E seja Y(a) o cocircuito de G constituido pelos
arcos que ligam 5’1(a) a 62 (a) em G. Todos estes cocircuitos Y'(a), com

a € E, dao origem a um conjunto de |E| = |V( )| — 1 vectores de co-
circuitos ¢(a) linearmente independentes. Com efeito, para cada a € E,
7(a) tem a a-ésima componente nao nula, enquanto os vectores represen-
tativos dos restantes cocircuitos a tém igual a zero. Logo, a dimensao de

— —
Cocircuitos(G) é nao inferior a |[V(G)| — 1.

_
No caso de G ter mais componentes, o resultado obtém-se, facilmente, escolhen-
do circuitos e cocircuitos independentes em cada componente. O

Teorema 4.6. Os subespacos de circuitos e cocircuitos de um digrafo (mul-
—
tidigrafo) G, formam um par de subespagos complementares e ortogonais de
— — -
KA ou seja, se Circuitos(G) = L, entdo Cocircuitos(G) = L*.
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Demonstragao. A prova decorre de modo imediato, combinando o Lema 4.3
com o Lema 4.5. O

Lema 4.7. Denotando por Ker(Ba) o subespaco nulo da matriz Bz, podemos
concluir que

C’ircuitos(a) C Ker(Bg).

N
Demonstragao. Seja X um circuito de G que, sem perda de generalidade, se

supode definido pela sequéncia de vértices (vg, vy, . . ., Uk, vg). Considere o trajecto
S
P = (vg,...,v;) eseja A(P) ={a1,..., ax} o conjunto dos arcos deste trajecto.

=
Seja p € KA(E) o vector do espago dos arcos que representa P, pelo que cada
componente de p é igual a +1 se o arco que lhe corresponde pertence a P+, ¢
igual a —1 se pertence a P~ e igual a zero se nao pertence ao trajecto. Nestas
condigoes, denotando por b,; a coluna de By associado ao arco a;, para j =
1,...,k, vem

k k
AZE ﬁa § 1_63 = €g — &k.
=1 j=1
Deve observar-se que dada a sequéncia ..., v,._1, v, Vr41,..., embora existam
X [ SRE] ) ) +1 )
quatro possibilidades para pq, ba, + Pa, 1 ba,,,, Obtém-se sempre o mesmo resul-

tado, ou seja,

(1) (Er—1 — &) + (+1)(Er — rs1) = éro1 — érpa (4.1)
(_1)(ér - érfl) + (+1)(ér - ér+1) = r—1— €r41 (4 2)
(1)1 — &) + (=1)(ér —ér41) = &1 —ér (4.3)
(=D& —ér1) + (=1)(&r — éry1) = ér—1—ér11 (4.4)

uma vez que em (4.1) os arcos a, e a1 Sa0 positivos, em (4.2) a, é negativo e
ar41 € positivo, em (4.3) a, é positivo e a,11 é negativo e, finalmente, em (4.4)
a, € ar41 sdo arcos negativos. Como consequéncia, adicionando ao trajecto 1—D>
0 arco ap4+1 que liga os vértice vg e vg (ou vy e vg), determina-se o circuito X

para o qual, sendo & o vector do espaco de circuitos que o representa, se obtém
Bzi =0. O

Lema 4.8. Denotando por Im(BZ:») o subespago imagem da matriz B, pode-
mos concluir que

_
Cocircuitos(G) C Im(B%)a

N

Demonstragao. Seja Y = 9(V1) um cocircuito de G (pelo que @ # V; #
— —

V(@)). Seja @ € KV(S) o vector caracteristico de V3, ou seja, a i-ésima compo-

nente de @ € igual a 1 se ¢« € V] e igual a zero no caso contrario. Logo, a a-ésima

componente do vector do espaco dos arcos §7 = {LTBE> é determinada pelo
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somatorio das componentes da a-ésima coluna da matriz B (que representa o
arco a) associadas aos vértices de V;. Assim, temos quatro casos:

Jo = (+1)+ (-1) =0, se a liga dois vértices de Vi, (4.5)

Jo =0, se a liga dois vértices de V(Zﬁ) \Vi, (4.6)

Ja =1, se a € 0t (W), (4.7)

Ja = —1, se a € 0~ (V). (4.8)

Logo, 4 é vector do cocircuito (V1) e § € Im(B%). O

Teorema 4.9. Se 5) é um digrafo (ou multidigrafo) entao os espagos de cir-

Z
cuitos e cocircuitos de G sio Ker(Bg) e Im(B%), respectivamente.

Demonstragao. A prova é consequéncia imediata do Teorema 4.6, combinado
com os Lemas 4.7 e 4.8. [l






Matriz Laplaciana

5.1 Propriedades da matriz laplaciana

Dado um grafo G, atribuindo uma orientagéo (arbitraria) as suas arestas, obtendo-
—
se (G, é facil concluir a igualdade

T _
BgBL = Le,

onde Lg é a matriz laplaciana de G (ou seja, Lg = Dg — Ag, com Dg =
diag(dG(Ul)a s adG(Un)))'
Observe-se que tr(Lg) = 3, cv(q) da(v) = 2|E(G)| e, adicionalmente, se G ¢ k-
regulare A € 0(Ag), entdo k—\ € o(L¢) (com efeito, sendo 4 um vector proprio
de Aq pertencente ao subespago proprio associado a A, Lgtu = (kI — Ag)u =
(k—N)a).
E claro que Lg é semidefinida positiva e, uma vez que Lgé = 0, podemos or-
denar os valores proprios do seguinte modo: 0 = 61(Lg) < 62(Lg) < ... <
0n-1(Lc) < 0,(Lg). Adicionalmente, tendo em conta que Lg admite um con-
junto ortonormal de vectores proprios que é uma base para R"™, podemos concluir
que
. a'Lgt

alba) =l Tra
Teorema 5.1. Dado um grafo arbitrdrio G, se 6 é um valor préprio nao nulo
da matriz laplaciana Lo e 1 € um vector proprio associado a 6, entdo 4 é um
vector proprio de L associado ao valor proprio n — 6.

Demonstragao. Sendo 4 um vector préprio de L associado a um valor proprio
nao nulo ¢, obtém-se

04+ Lat = (Lg-i-L@)ﬁ: (Dg —Ag+Dg — Ag)u = (nI—J)ﬁ:nﬁ7

uma vez que 4 € ortogonal a € e, consequentemente, J4 = 0. Logo, vem Lzt =
(n — 0)a. O
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Como consequéncia imediata deste teorema, Lo e L tém os mesmos vecto-
res proprios e, uma vez que os valores proprios das matrizes laplacianas de grafos
sdo todos ndo negativos, segue-se que qualquer valor proprio 6 € o(Lg) \ {0} é
tal que 0 < n. Adicionalmente, podemos concluir o resultado que se segue.

Lema 5.2. Dado um grafo G de ordem n, se 0,(Lg) € o maior valor préprio
da matriz laplaciana Lg, entao

A(G) +1 < 0,(L) < 2A(G). (5.1)

Demonstragao. Em primeiro lugar vamos provar a desigualdade da esquerda
e s6 depois a desigualdade da direita.

1. Seja j € V(G) tal que dg(j) = A(G) e seja & € RV(S) tal que

A(G), sei=j
& = -1, seie Nag(j);
0, nos restantes casos.

Logo, atribuindo-se uma orientagao as arestas de GG, obtendo-se 5, de tal
forma que d% =0, vem que (A(G) + 1)t = :%TBg, onde ¢ € o vector do
corte 0({i}). Logo,
T Lot
0, (L =
(La) i aTa
2T La#
2Tz
/\T T A
z BaBax
A(G)? + A(G)

9"y

A(G)(A(G) +1)
(A +1)2A(G)
AG)(A(G) + 1)
= AG)+1.

2. Para provar a desigualdade da direita, considere-se a matriz A(G)I — Lg
que é uma matriz de entradas nao negativas. Logo, sendo Apaz € Amin 0S
valores proprios maximo e minimo da matriz A(G)I — L¢, por aplicagao
do teorema de Frobenius, Anaz > | Aminl|- Porém, Apae = A(G) € Apin =
A(G) — 01(Lg). Logo, tendo em conta o item anterior,

A(G) 2 |A(G) = n(La)| = —A(G) + 61(La),

donde se obtém, 2A(G) > 6,(Lg).
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O segundo valor proprio 62 da matriz laplaciana de um grafo G é espe-
cialmente importante no contexto do espectro de Lg, uma vez que nos dé
informacao sobre a conexidade do grafo e também esta ligado as designadas
desigualdades de Cheeger que representam a versao discreta da anélise continua
do operador laplaciano definido em variedades riemanianas.

Lema 5.3. Dado um grafo G e dois vértices nio adjacentes u,v € V(G),
verifica-se a desigualdade

dg(u) +dg(v) .

02(Lg) < 5

N
Demonstragao. Seja G o grafo G munido de uma orientagao arbitraria e seja
i€ RV(E) tal que

1, set=u;
Ti = -1, sei=w;
0, nos restantes casos.

Fazendo 37 = :Z:TB—> para cada uma da colunas b, de B, obtém-se

. seacdt({u})
R -1, sea€d ({u});
Jo = 2Thy ={ —1, sea€dt({v});
1, sea€d ({v});
0, nos restantes casos.

Logo, 479 = dg(u) + dg(v) e, uma vez que & é ortogonal a é, podemos concluir

2T [LAd 2T B=BL 3 AT
ba(Le) < Lot _ T PG gy de() +do(v)

2Tz 2Tz 2 2

O

Dado um subconjunto arbitrario de vértices S C V(G), sendo & = z(S) um
vector de componentes |V (G) \ S| e —|S| tais que &; = |[V(G)\ S| se i € S
e & = —|S| no caso contrario, obtém-se |V (G)|g" = 2" Bz, onde § denota o
vector do corte definido pelo subconjunto de vértices S. Com efeito, sendo b, a
coluna de B associada ao arco a = ij,

VIG)\S|=|V(G)\ 5] =0, se ijes;

. (IS = (=IS) =0, se i, S:
PTETHT) VOSSN =IVIO), s ieS V@S
(IS = V(&) \ S| = =V (G)]. se ieV(G)\S,jeS.

Uma vez que

=Y V@\SI= > ISI=ISIV(G)\ S| = [V(G)\ SIIS| =0,

€S 1€V(G)\S
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e #Ta = [S|(|V(G) \ S| + [SPIV(G) \ S| = [SIIV(G)IV(G) \ S|, é claro que

& = x(5) é ortogonal a é e
&' Lai 9"y 10(5)]
02 < —5—— =|V(G)]? =V(&@lamrrman
fT T IS[IVGIIV(G)\ S| IS[IV(G)\ S|
donde vem que
V(G)\ S| 0(5)]
0o(Lg) < : (5.2)
vier = sl
Logo, tendo em conta a definigdo a seguir,
a(S V(G
D(G) = min{% S CV(G),0< |5 < | (2 )|},

da anélise anterior decorre o seguinte resultado:

Teorema 5.4. Dado um grafo arbitrdrio G, verifica-se a desigualdade

0s(Lc)
(@) > 22G.

Demonstragio. Tendo em conta que a condigao |S| < m implica

V@) _ V(G

V(G)\ S| = V(@) - 15| > [V(G) -]

Gl _
2 2

a partir da desigualdade (5.2), obtém-se ‘8‘(5” > \\I/‘(/C(:g;\)‘s|92 > %2 e, consequen-
temente,

92(Lg)'

®(@) =z —5

O

Também se conhecem majorantes para ®(G) em fungio de 63, nomeada-
mente para grafos regulares. Com efeito, sendo G um grafo k-regular e Ay o se-
gundo valor proprio da matriz de adjacéncia, prova-se que ®(G) < 1/2k(k — \2),
pelo que se obtém as desigualdades £222 < &(G) < /2k(k — \2) (deve observar-
-se que sendo G um grafo k-regular, se A € o(Ag) e @ pertence ao correspondente
subespago proprio, entdo Lgt = (kI —Ag)t = (k— )4, ouseja, k— A € o(Lg)).

No caso mais geral de um grafo G eventualmente nao regular, prova-se a
desigualdade ®(G) < /2A(G)b3(Le). Como consequéncia, combinando esta
desigualdade com a desigualdade obtida no Teorema 5.4, vem

%2 < ®(G) < \/2AG)0a(Lo). (5.3)

Mais recentemente, o majorante de ®(G) que aparece em (5.3) foi melhorado
por Mohar [29].
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Teorema 5.5. [29] Se G € um grafo de ordem n (> 3), entdo

9(G) < /2A(G) — 0:(L))b.

Com recurso as desigualdades (5.3), estamos em condigoes de demonstrar o
teorema a seguir.

Teorema 5.6. Um grafo G € conexo se e sé se 02(La) # 0.

Demonstragao. A prova decorre directamente do facto de, de acordo com a
definicao de ®, G ser desconexo se e s6 se ®(G) = 0 e das desigualdades (5.3).
Com efeito, se G é conexo, entao ®(G) > 0 e, pela desigualdade da direita em
(5.3), 82(Lg) > 0. Reciprocamente, tendo em conta a desigualdade da esquerda
m (5.3), 62(Lg) > 0 implica ®(G) > 0. O

Verifica-se assim que a conexidade de um grafo G esté directamente relaci-
onada com o segundo valor proprio de matriz laplaciana L, o qual se designa,
precisamente, por coneridade algébrica de G e se denota por 02(L¢).

Teorema 5.7. Dado um grafo arbitrdrio G e um seu subconjuto de vértices

S C V(G), verifica-se a desigualdade

02(La) < 02(Laps)) + [V(G) \ S|

G[S]

Demonstracao. Seja @ € RV(ES) um vector proprio de Lgs) associado ao

valor proprio 0a(Lg) = 02(Lg[S]) com norma unitaria e seja @ € RV () tal que

R { 0, seicV(G)\S;

U; = _ L.
U;, 1O caso contrario.
Nestas condigoes,
02(G) < aTLgu
= a'BgBLa
= Y (1)’
ijEA(G)
= Y (@-4)’+ ) ailNe(k)nV(G)\ S|
ijeA(G[S)) kes
- aTBa[S]B%[S]ﬂ + ) afINa(k)NV(G)\ S|
kesS
< Oy(Lg) + Z az|V(G)\ S| (uma vez que |[Ng(k) NV (G)\ S| < |[V(G)\ S|)
kes
< O2(Le) +|V(G)\ S| (uma vez que Zﬁi =1).

keS
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Definig¢ao 5.1. Uma matriz quadrada B, com entradas inteiras designa-se por
unimodular se det(B) = +1. Por sua vez, uma matriz arbitrdria A com entra-
das inteiras, designa-se por totalmente unimodular se toda a submatriz de A,
quadrada e nao singular, € unimodular.

De acordo com esta definigao, dado o sistema Bz = b, ond B ¢ unimodular e
b tem componentes inteiras, supondo B = [b1,...,by], onde b; denota a j-ésima
coluna de B, para j = 1,...,n, aplicando a regra de Cramer obtém-se

- det([lA)l, ey Bi—lu b, l;i+1, ey bn])
B det(B)

T; €Z, para ,i=1,...,n,

pelo que o sistema tem solugao inteira.

Teorema 5.8. Uma matriz B cujas entradas b;; € {0,+1,—1} € totalmente
unimodular se nao mais do que duas componentes em cada coluna sao nao nulas
e podemos partir o conjunto de indices linha de B em dois subconjuntos I e Iy
de tal modo que

1. se uma coluna tem duas componentes nao nulas com o mesmo sinal, entao
as linhas correspondentes tém os seus indices em subconjuntos diferentes;

2. se uma coluna tem duas componentes nao nulas de sinal diferente, entdo
as linhas correspondentes tém os seus indices no mesmo subconjunto.

Demonstragao. A prova vai ser feita por indugao sobre a ordem das submatri-
zes quadradas de B, tendo em conta que qualquer submatriz nao nula com um
unico elemento é unimodular. Assim, seja C' uma submatriz quadrada de B de
ordem k. Se C tem uma coluna de zeros entao é singular. Se C' tem uma coluna
com uma Unica componente nao nula, entao podemos expandir o respectivo de-
terminante ao longo dessa coluna, pelo que o resultado decorre da hipotes de
indugao. No ultimo caso, quando C' tem duas componentes nao nulas, em cada
uma das suas colunas, as as condigoes 1. e 2. implicam que, para qualquer indice
coluna de C, j, se verifique a igualdade

Z bij = Z bij,

i€l i€ls

pelo que as linhas de C' sao linearmente dependentes e, consequentemente, C' é
singular. O

Com base neste teorema podemos concluir que as matrizes de incidéncia

arco vértice de digrafos sao totalmente unimodulares. Com efeito, no caso de
—

um digrafo GG, podemos partir os indices linha de Bz nos subconjuntos I} = &

el = V(@), os quais verificam as condigoes exigidas pelo Teorema 5.8.

Teorema 5.9. Seja Zf um digrafo de ordem n e dimensao m > 1 e seja B

-
a correspondente matriz de incidéncia arco-vértice. Se G tem k componentes,
entao B@ tem carcateristica n — k.
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— — —
Demonstragao. Sejam G1,..., G as k componentes de G que se supoem
tais que |E( Il=m;e|V(G;| =n;,paraj=1,...,k, esejam Bg ,....Bg,
as correspondentes submatrizes de B. E claro que cada componente B = tem

J
N
uma arvore abrangente T'; com n; — 1 arcos, cuja matriz de incidéncia arco-
vértice B tem n; linhas e n; — 1 colunas. Tendo em conta que em T existe
J

pelo menos um vértice de grau 1, o qual vamos denotar por vy, e (sem perda de
generalidade) escolher para mdlce da primeira linha de Ba podemos escrever

esta matriz de incidencia arco-vértice de T j na seguinte forma:

1 0o
Bz, =\ & By _

V1 .
1

Repetindo este procedimento para a subarvore que se obtém eliminando o vértice
—
v1; de T'; bem como para as restantes subarvores, obtém-se:

+1 0 ... 0 O
* 1 ... 0 O

el A (5.4)
* * ... ok =£1

donde se conclui que B—> tem caracteristica nao inferior n; —1 e, uma vez que a
soma das linhas de Ba d4 o vector nulo, a caracteristica é precisamente n; — 1.
Uma vez que qualquer submatrlz de B—» que contenha as colunas de B define
um subgrafo com pelo menos um c1rcu1t0, podemos concluir que Baj riao tem

mais do n; — 1 colunas linearmente independentes. Adicionalmente, tendo em
conta que Bz se pode escrever como uma sequéncia dos blocos B—»1 .. 735’ ,
0S quais determmam a caracetristica (n1—1)+(no—1)+- -+ (ng—1) =n—k. O
Corolario 5.10. Dada uma drvore T de ordem n com pelo menos uma aresta,
sendo ? o digrafo obtido de T depois de atribuida uma orientacdo as arestas,
Bz tem caracteristica n — 1 e qualquer submatriz de Bz quadrada de ordem
n—1 é nao singular.

Demonstragao. A primeira parte decorre directamente do Teorema 5.9, pelo
que apenas vamos provar a segunda. Suponha que as linhas de Bz estao ordena-
das tal como em (5.4). Uma vez que se eliminarmos a n-ésima linha é imediato
concluir que as colunas continuam linearmente independentes, vamos supor que
se elimina a i-ésima linha, com ¢ < n, e que a caracteristica da matriz passou a
ser n — 2. Entao, a i-ésima coluna da submatriz obtida passou a ter uma tdnica
entrada nao nula e a ser combinagao linear das restantes. Porém, uma vez que
cada coluna desta submatriz tem no maximo duas entradas nao nulas com valor
+1, esta combinagao linear obriga a utilizar exclusivamente coeficentes nulos ou
com valor +1, o que é equivalente & obtencao de um circuito em T' e constitui
uma contradigao. O
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Teorema 5.11 (Matrix-tree theorem). Dado um grafo arbitrdrio G de ordem
n, denotando por t(G) o nimero de drvores abrangentes de G,

t(G) = det(Lealj]),

onde j denota um vértice de G arbitrariamente escolhido e Lg[j] denota a sub-
matriz da matriz laplaciana Lg obtida depois de se eliminar a j-ésima linha e
a j-ésima coluna.

Demonstragao. Vamos comecar por atribuir uma orientagao as arestas de G,
—
obtendo-se um digrafo G, donde Lg = BE:»B%.

Suponha que o ntmero de arestas de G ¢ inferior a n — 1 e, sem perda de
generalidade, que j = n. Sendo b} a i-ésima linha de B, podemos concluir que

IA){, ...,bL | sdo vectores linearmente dependentes, pelo que existem escalares

Y1,---,Yn—1 na0 todos nulos tais que Z;:ll ”yzf)lT = 0. Adicionalmente, a k-
bl

ésima coluna de Lg[n] vem dada por [ = by, para k=1,...,n—1
b

e, consequentemente,
T
n—1 bl n—1
E le = : E Vibr
k=1 T k=1
bn—l

Logo, as colunas de Lg[n] sdo linearmente dependentes, pelo que o seu deter-
minante ¢ zero e coincide com o namero de arvores abrangentes de G (uma vez
que, tendo menos do que n — 1 arestas, é necessariamente desconexo).

Resta considerar o caso em que o numero de arestas de G é nao inferior a n — 1.
Nestas condigoes, dado um subconjunto X C E(G) de n—1 arestas, temos duas
possibilidades:

1. O subconjunto X contém pelo menos um circuito e, consequentemente,
determina n — 1 colunas de Bg linearmente dependentes (note-se que

_
Circuitos(G') = Ker(Bg)), pelo que a correspondente submatriz qua-
drada de ordem n — 1 tem determinante nulo.

2. O subconjunto X nao contém circuitos, pelo que (uma vez que | X| =n—1)
define uma arvore abrangente. Logo, as correpondentes colunas de B= sao
linearmente independentes e definem uma matrix n x (n — 1) onde, tendo
em conta o Corolario 5.10, qualquer submatriz quadrada de ordem n — 1
é nao singular.

Como consequeéncia, denotando por B¢ [7] a submatriz que se obtém de B— eli-
minando a linha associada ao vértice j, por Bx a submatriz de Bg/[j] determi-

nada pelas colunas associadas a X C E(Zﬁ) e sabendo que Lg[j] = By [j]B% [



5.2 Relacoes entre valores proprios das matrizes laplaciana e de
adjacéncia 59

por aplicacao da formula de Binet-Cauchy (ver, por exemplo, [31], pag. 10) ao
célculo do determinante de By [j]B% [7], obtém-se
det(Lglj]) = det(Bglj]BE[i])

= > det(BxBY)
XCE(G) A |X|=n—1
= > (det(Bx))>.

_
XCE(G) A |X|=n—1

Finalmente, uma vez que a matriz Bz ¢ totalmente unimodular e, pelo Teore-
oma 5.8, todas as suas submatrizes quadradas nao sigulares tém determinante
+1, obtém-se o resultado pretendido. O

Teorema 5.12 (desigualdades de Courant-Weyl). Denotando por v1(Z), v2(Z),
.y "(Z) os wvalores proprios da matriz quadrada real e simétrica Z que se

supoem ordenados de tal forma que v1(A) < v2(A) < ... <7,(A), se A e B sao
duas matrizes quadradas reais e simétricas de ordem n e C = A+ B, entdo

Yirj+1(C) < yig1(A) +  v(B),
Yn—i—i(C) > An—i(A) 4+ Fn—j(B),

onde, 0 <i,jei+75+1<n.

Como consequéncia imediata do Teorema 5.12, dado um grafo arbitrario de
ordem n, G, e considerando G + e o grafo obtido de G depois de se adicionar
uma aresta e, obtém-se as desigualdades:

0="01(Lc) =01(La+e) < 02(Lg) < Oa(Late) <o < 0n(La) < On(Lge).
Logo, uma vez que tr(Lg) = 2|E(GQ)| e tr(Lgt+e) = 2(|E(G)| 4+ 1), podemos
concluir que Z?:l (0;(Late) — 0;(La)) = 2, pelo menos uma das desigualdades

0;(La) < 0;(Lgye) € estrita e

0;(Late) —0j(Le) <2, paraj=1,...,n.

5.2 Relagoes entre valores préoprios das matrizes
laplaciana e de adjacéncia

Teorema 5.13. Dado um grafo arbitrario G, verificam-se as desigualdades
0(G) < 0,(Le) + Amin(Ag) < A(G).

Demonstracao. Vamos provar primeiro a desigualdade da esquerda e depois
a desigualdade da direita. Assim, seja G um grafo de ordem n.
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1. Se A é um valor proprio de Ag e © € um vector de norma unitaria do
correspondente subespaco proprio, entdo 97 Lgt = 9T (Dg — Ag)d =
0" Det — 0" Agt = 37 da(§)0 — X = YT, J(dg( /) — A). Logo, no
caso de A = A\pin(Ag), obtém-se 97 Lot = Z? L 03 92(da(5) — Amin(Ag)),
pelo que en(LG) > Zg 1 ](dG( )_ )‘min(AG)) = 6(G) - )‘min(AG) €,
consequentemente,

2. Se # é um vector proprio de Lg e @4 é um vector de norma unitaria
pertencente ao correspondente subespaco préprio, entdo § = 47 Lot =
QT(DG — Ag)ﬁ = ﬁTDg’lAL — ﬁTAgﬁ = E dg( )u — uTAGu donde
T Agt = P @3 (dg(j) — 0). Logo, no caso de 6§ = 6,(L¢), obtém-se
T Agt = > @3(da(j) — 0n(Lg)) e, consequentemente, Apmin(Ag) <

Yj=15(da () = 6n(La)) < A(G) = 0n(Lg), pelo que
Amin(Ac) < A(G) = 0,(Lc). (5.6)

o
Verifica-se assim que

e que A(G) — Apin(Ag) € um majorante para 6, (L) mais forte do que o obtido
no Lema 5.2 (uma vez que A(G) — Anin(Ag) < 2A(G) e esta desigualdade s6
se verifica na forma de igualdade no caso de grafos bipartidos regulares).

Teorema 5.14. Dado um grafo G tal que V(G) = {v1,...,vn} e dg(v1) <
da(v2) < ... <dg(vyn), € vdlida a sequinte desigualdades

dg(v1) +dG(U2).

(5.7)

Demonstragao. Tendo em conta que Dg = Lg + Ag, considerando o vector

de norma unitaria a4 = %(él — é2) que é ortogonal a é, ul Dgu = w
e, consequentemente,
AT ~
dg(v1) +da (’Ug) . U Dgu
—_— Z min e
2 O#ale u'tu
. wTLgw . 0T Agd
> min ————— min ————
ozwle wTw 0£ole 0T0
AT ~
v Ag
> 02(Lg) + min ——
v#£0 VTV
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Considerando um grafo bipartido G com a biparticao V(G) = X UY e o

i,
digrafo GG obtido de G orientando as arestas de X para Y, uma vez que as
entradas nao nulas de cada linha da matriz Bff tém todas o mesmo sinal,

BZBg = B&Be =21, + Apq)-

Em [34], com base na constatagao que B%B@ e Bz B% tém os mesmos valores
proprios nao nulos, conclui-se o o seguinte resultado:

Teorema 5.15. Se G é um grafo bipartido, entdo (> 0) € um valor prdprio
da matriz laplaciana Lg se e somente se § — 2(> —2) € valor préprio da matriz
de adjacéncia Ay do correspondente grafo linha.

5.3 Representacao espectral da matriz laplaciana

Seja Lg a matriz laplaciana do grafo G de ordem n, pelo que os seus valores
proprios sao nao negativos. Seja U uma matriz cujas colunas sao os vectores
proprios de Lg que, sem perda de generalidade, vamos considerar ortonormais.
Consequentemente, U é unitaria e, sendo © a matriz diagonal dos correspon-
dentes valores proprios de L¢, ou seja, © = diag(1,0s,...,0,),

LeU=U6 &  Le=U0UT = Ue:z)©e:U").

Logo, sendo ® = [\/Ol(Lg)ﬁl, \/92(Lg)ﬁ2,...,\/Hn(Lg)ﬁn], Lo = o907, ou
seja,

Lo = (V6:i(La)in,0,...,0]+[0,/B2(La)is, . ..,0]+[0,0,...,v/0n(La)in))

n

= Y 0;(Le)iyi) .

Jj=1

Nestas condigoes,

> % =0;(La) Y ul = 0;(La)
=1

i=1

e, consequentemente, sendo P uma matriz de permutacao, podemos concluir
que os valores proprios da matriz ® = P®PT se mantém invariantes (a me-
nos de eventual troca da respectiva ordem, determinada pelos indices). Pode-
mos concluir entao que grafos isomorfos sao co-espectrais, quer relativamente
as matrizes de adjacéncia generalizadas (onde se inclui a matriz de adjacéncia),
quer relativamente as respectivas laplacianas (com e sem sinal). Na verdade,
0;(Lg) =i, ®7; ¢ um polindmio simétrico.
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Utilizando outro ponto de vista, assumindo que os valores proprios repe-
tidos ocorrem consecutivamente ao longo da diagonal principal de © e k; =
dime(Lg,0;(Lg)), parai=1,...,m, onde m denota o ntimero de valores pro-
prios distintos e £(Lq,0;) denota o subespago invariante de L¢g associado ao
valor proprio 6;, obtém-se

UTLqU = 61(Le)E1 + ... + 0, (Lg) B,

onde

Iy, 0 -+ 0 0 0 - 0 0 0 0

0 o --- 0 0 I, 0 0 0 0
E, = . . . . , By = . . . . R

0 0 - 0 0 0 o 0 00 - I,
Nestas condigoes,

Lg = 6(Lg)UEBWUT +0y(La)UEUT +--- 4+ 6,,(Le)UE,, UT
= 01(Lg)P1+02(La)Pe+ - + 0 (Lg) P,

com P, = UE;UT, parai=1,...,m, o que constitui a decomposicio espectral

de Lg. Note-se que se ¢ # j P,P; = 0, Pf =P = PZ-T e P,Lg = LgP;, para
cada i, entao
L = 05(Lg)Py + - + 6% (Lg) Py

Por outro lado, P; é a projeccao ortogonal de R™ no subespago invariante (6;),
parat=1,...,m.

Estas conclusbes também se aplicam as matrizes de adjacéncia dos grafos
e, nesse contexto, as projecgoes dos vectores da base canénica é; em &(6;),

Piéy, ... Pé,, constituem o que alguns autores designam por eutatic star em
e(0;(Lg)). E possivel determinar uma partigdo do conjunto de vértices V(G) =
{1,...,n} nos subconjuntos Xj, ..., X, tais que o conjunto de vectores {P;é; :

j € X;} constitui uma base para £(L¢g,0;(L¢g)). Esta partigdo designa-se por
particao estrela de G nas células X1, ..., X,,. Prova-se que |J*, {Pé; : j € X;}
é uma base para R™ que se designa por base estrela.

Teorema 5.16. As sequintes afirmagdes sao equivalentes para cada i.
1. {Pé; :j € X;} € uma base para €(6;);
2. R" =¢(0;) © (&5 :j & Xu);

3. |X;| = ki e 0; nao € valor proprio de G\ X;.



Apéndice

6.1 Grafos Planares e Generalizacoes

Os exemplos mais naturais de grafos sdo os que se referem & representagao de
mapas de estradas. Em muitos casos, na auséncia de viadutos, trata-se de gra-
fos que apresentam a particularidade de se poderem representar numa folha de
papel sem que as arestas se cruzem, uma vez que aos cruzamentos e entronca-
mentos correspondem vértices. Quando um grafo, G, admite uma representagao
numa superficie, S, sem que existam arestas que se intersectem, diz-se que G
é realizdvel em S. Um grafo diz-se planar se é realizavel no plano. Note-se que,
apesar de um dado grafo admitir uma representacao com arestas cruzadas, isso
nao significa que esse grafo nao seja planar. Com efeito, pode existir outro modo
de o representar onde nao ocorram arestas cruzadas.

6.1.1 Formula de Euler e aplicagoes

Dada uma representagao plana de um grafo planar, a qual pode ser obtida pela
projeccao estereografica de uma realizagao do grafo na esfera, para além das
regides ou faces limitadas, existe uma regido ou face exterior ao grafo (i. e, a
porcao de espago que o envolve) que se designa por regido ou face ilimitada.
Neste texto, Fo(G) denota o conjunto de faces de uma realizagdo plana de um
grafo G.

O teorema que se segue consta (sem prova) numa carta enviada por Euler, em
1750, a Goldbach. De acordo com (Beineke, 1997), as primeiras demonstragoes
da formula de Euler para grafos planares, foram obtidas por Legendre (em 1794),
I'Huilier em (1811 e 1812) e Cauchy em (1813).

Teorema 6.1 (da Formula de Euler, 1750). Se G é um grafo conezxo e planar
entdo, para uma sua realizacao plana, verifica-se a igualdade

[Fo(G)| = [E(G)] = [V(G)] + 2.

Demonstragao. Vamos fazer a prova por indugao sobre o nimero de arestas,
tendo em conta que o resultado é verdadeiro para grafos conexos planares nao
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nulos com zero (0 — 14 2 = 1) ou uma aresta. No segundo caso se |E(G)| =1
entdo |V(G)| =2 e |Fy(G)| =1 e obtém-se a igualdade 1 — 242 = 1.

Seja G, um grafo obtido apds a representacao de n arestas. Em geral, para
n > 1, o grafo G,, obtém-se a partir de G,,_1 acrescentando a F(G,—_1) uma
aresta, de uma das seguintes formas:

1. A nova aresta incide em vértices de G,,—1 (ou seja, liga dois vértices z,y €
V(Gn-1) = V(Gp)).

2. A nova aresta liga um vértice de G,,—1 a um novo vértice (pelo que x €

V(Gn1) = V(Gn) \ {y}):

Seja n > 1 e, por hipotese de indugdo, vamos supor que a formula de Euler é
verdadeira para grafos conexos planares com menos do que n arestas.

Em 1, a nova arestas vai provocar o aparecimento de um novo ciclo, consequen-
temente, uma nova face, pelo que |Fo(Gp)| = |Fo(Gn—-1)| + 1. Assim, dado que
|E(Gr)| = |E(Gn-1)| +1 e V(G,) = V(G,—1), conclui-se que a formula de
Euler continua valida para G,,.

Em 2, a nova aresta nao provoca o aparecimento de nenhuma face, pelo que
[Fo(Gn)| = |Fo(Gror)]. Uma vez que [B(Ga)| = [B(Gno1)| + 1 ¢ [V(Ga)| =
|V (Gr—1)|+1, conclui-se que a formula de Euler também se verifica para G,,. O

6.1.2 Duais de grafos e digrafos planos

Dado um grafo planar, G, designa-se por grafo dual' de G e denota-se por G*
o grafo (multigrafo) obtido de G por aplicagdo do seguinte procedimento:

1. A cada face de G faz-se corresponder um vértice de G*.

2. A cada aresta e € E(G) faz-se corresponder uma aresta e* € E(G*) que
liga duas faces (vértices de V(G*)) vizinhas, cruzando a aresta e.

N
No caso de grafos orientados, G/, com excepgao dos lacetes, cujo sentido é arbi-

=
trario, o sentido de cada um dos arcos, a* € A(G*), é determinado dividindo o
ciclo orientado C que limita a face correspondente ao vértice incidente v* em C'™
e C~ (consoante os arcos estejam no sentido positivo ou negativo). Se a € C'7,

iy
entdo o arco de A(G*) que o intersecta tem cauda em v*, caso contrario esse
arco tem cabega em v*.

Teorema 6.2 (*). Sendo G um grafo planar e G* o correspondente dual, po-
demos concluir o seguinte:

1. G* € conexo;

2. se G € conexo, entdo (G*)* = G.

L Alguns autores designam este dual por dual geométrico para o distinguir do dual abs-
tracto, do dual algébrico e do dual combinatorio, tendo sido o primeiro proposto por Whitney
(Whitney, 1932) e por Lovasz (Lovasz, 1979), o segundo por Wilson (Wilson, 1972) e o terceiro
por Harary (Harary, 1969).
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Demonstracgao.

1. Uma vez que podemos passar de uma face f; para qualquer outra face f;
de G ao longo das arestas de G*, conclui-se que existe um caminho entre
quaisquer dois vértices, v} e v}, de V(G¥).

2. Por construgao de G*, sabe-se que |V (G*)| = |Fy(G)] e |E(G*)| = |E(G)|.
Uma vez que cada aresta da fronteira de cada elemento de F(G*) é atra-
vessada por uma aresta de G, é claro que cada face de G* contém, pelo me-
nos, um vértice de G. Adicionalmente, tendo em conta que G é conexo, por
aplicagdo da formula de Euler, pode concluir-se que |Fy(G*)| = |V(G)|,
pelo que cada elemento de Fy(G*) contém, exactamente, um vértice de
G. Consequentemente, partindo-se de G* e aplicando o procedimento de
construgio do dual de G*, obtém-se a construgao inicial, i.e., (G*)* = G.

O

6.1.3 Condicoes necessarias para grafos planares

Embora o Teorema 6.1 seja vilido para multigrafos, tal nao acontece para o
corolario que se segue.

Corolario 6.3 (do teorema que estabelece a formula de Euler). Se G € um
grafo conezo e planar, com |E(G)| > 1, entao |E(G)| < 3|[V(G)| — 6.

Demonstragao. Defina-se o grau de uma regiao como sendo o nimero de ares-
tas da sua fronteira considerando-se que se uma aresta ocorre duas vezes ao longo
da fronteira de uma dada regido (como acontece, por exemplo, com as arestas
incidentes em vértices de grau 1), entao conta também duas vezes para a deter-
minagao do respectivo grau. Uma vez que cada regido de um grafo planar G (com
|E(G)| > 1) tem grau nao inferior a 3, podemos concluir que a soma dos graus
de todas as regioes r é nao inferior a 3r. Por outro lado, esta soma dos graus
de todas as regides ¢ igual a 2|E(G)| (dado que cada aresta conta duas vezes
para esta soma). Como consequéncia, obtém-se a desigualdade 3r < 2|E(G)|.

Combinando esta desigualdade com a férmula de Euler vem que
3(E(G) = V(G)| +2) < 2[E(G)| < |E(G)] < 3|V(G)| - 6.
O

Como consequéncia imediata deste corolario, podemos concluir que o grafo
completo de ordem 5 (que usualmente se denota por K5) nao é um grafo planar.
Com efeito, |E(K5)| =10 > 9 = 3|V(K5)| — 6.

Note-se, porém, que existem grafos nao planares, GG, que satisfazem a desigual-
dade |E(G)| < 3|[V(G)| — 6, conforme a figura a seguir ilustra.

Um outro modo de utilizar o Corolario 6.3 para se concluir se um grafo é
ou ndo planar, consiste em produzir alteragoes no grafo (as quais ndo devem
destruir a eventual propriedade de ser planar) e mostrar que o grafo obtido néo
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2 4

Figura 6.1: Exemplo de um grafo G nao planar que satisfaz a desigualdade
|E(G)| < 3[V(G)| - 6.

satisfaz o corolario. Uma das alteragoes mais usuais, utiliza a contracgao de uma
das arestas do grafo G em estudo, a qual faz decrescer o niimero de aresta de
uma unidade e o namero 3|V(G)| — 6 de 3 unidades, pelo que a desigualdade do
Corolario 6.3 podera passar a ser nao satisfeita. Com o recurso a estas contrac-
¢oes, porém, deve ter-se o cuidado de nao se produzirem lacetes nem arestas
paralelas, uma vez que o corolério nao é valido para multigrafos.

O corolério a seguir vai permitir a conclusao de que o grafo bipartido com-
pleto K33 nao ¢é planar. Tal como o Corolério 6.3, este corolario também s6 é
valido para grafos.

Corolario 6.4 (do teorema que estabelece a formula de Euler). Se G é um
grafo conexo bipartido planar com |E(G)| > 1, entdo |E(G)| < 2|V (G)| — 4.

Demonstragao. Esta prova é idéntica & do Corolario 6.3, tendo em conta que,
desta vez, (de acordo com o Teorema 1.1) qualquer circuito de um grafo bipartido
tem comprimento par. Logo, cada regido (ou face) de um grafo conexo bipartido
planar tem grau nao inferior a 4. Como consequéncia, sendo r o numero de
regides do grafo conexo bipartido planar GG, vem que

dr <2[E(G)| < A(|E(G)] - V(G| +2) < 2[E(G)] & [E(G)] < 2[V(G)| - 4.

O

Deste corolario decorre imediatamente que K33 é nao planar. Com efeito,
|[E(K33) =9 > 8 = 2|V(K33)| — 4. Como consequéncia, podemos afirmar
que dos Corolérios 6.3 e 6.4 decorre a suficiéncia das condigoes de Kuratowski
para que um grafo nao seja planar. A prova de que a condigao de Kuratowski
(ver Teorema 6.6) é também necessaria para que um grafo seja planar pode ser
encontrada em (Diestel, 1997).

Teorema 6.5. Todo o grafo conexo planar tem, pelo menos, um vértice de grau
nao superior a 5.

Demonstragao. Sendo G um grafo conexo planar e n; o nimero de vértices
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de grau i (com §(G) < i < A(G)), obtém-se as equagoes:

A(G)

Z 1 X ny,
1=6(G)

A(G)

Vel = 3 m

i=8(Q)

2|E(G)]

Fazendo as respectivas substitui¢coes na desigualdade obtida no Corolario 6.3,
vem que

1 A(G) A(G) 1 A(G)
E}Z ixn1§3‘z ni—6 < 5}2 ni (6 —i) > 6.
1=6(G) 1=6(G) 1=6(G)
Logo, existe pelo menos um vértice com grau inferior a 6. [l

Particularizando o resultado anterior para os grafos bipartidos planares, com
facilidade se conclui a existéncia, nestes grafos, de pelo menos um vértice de grau
nao superior a 3.

6.1.4 Condigoes necessarias e suficientes para grafos pla-
nares

Teorema 6.6 (Kuratowski, 1930). Se G é um grafo, entdo sao equivalentes as
sequintes afirmagoes:

1. G € planar;
2. G nao contém Ks nem K33 como menores combinatorios;
3. G nao contém Ks nem K33 como menores topologicos.

Demonstraga¢l = 2) Se G é um grafo planar, entdo qualquer dos seus meno-
res, G', é um grafo planar e, pelo Corolario 6.3, |[E(G’)| < 3|V (G")| — 6.
Logo, uma vez que K5 nao é planar (10 = |E(K5)| > 3|V(K5)| — 6 = 9),
conclui-se que K5 nao é um menor de G. Identicamente, no caso de G
admitir como menor um grafo bipartido, G’, do Corolario 6.4 decorre a
desigualdade |E(G")| < 2|V(G’)| — 4 e, uma vez que K33 nao a satisfaz
(9 =|E(Ks3)| > 2|[V(K33)| —4 = 8), conclui-se que ndo é um menor de
G.

(2 = 3) Dado que qualquer menor topoléogico de um grafo G é também um menor
combinatério, se G ndo admite K5 nem K3 3 como menores combinatdrios,
entao também nao admite K5 nem K33 como menores topologicos, uma
vez que estes também sao combinatorios.
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(3 = 1) Esta provapode ser consultada, por exemplo, em (Distel, 1995) ou (Partha-
sarathy, 1994).
(]

Dado um grafo conexo G, designa-se por corte (ou cocircuito) de G todo o
conjunto de arestas que desconexa G. Assim, dada uma partigdo de V(G) nos
subconjuntos nao vazios Vi e Va, o subconjunto de aresta com um extremo em
V1 e outro em V4 é um corte (ou cocircuito) de G que se denota por E(V1, Va).
Neste caso, usualmente, o corte E(V;, V) também se denota por 9(V1) ou 9(Va)
que corresponde ao conjunto de arestas de G com um unico extrema em V; ou
com um unico extremo em V5, consoante o caso.

Tendo em conta que G* é um dual algébrico de G se existe uma fungao
¢ : E(G) — E(G*) tal que C é um ciclo de G se e somente se ¢(C) é um
corte (cocircuito) de G*, Whitney introduziu a seguinte condi¢do necesséria e
suficiente para um grafo ser planar:

Teorema 6.7 (Whitney, 1932). Um grafo € planar se e somente se admite um
dual algébrico.

Demonstragado. Ver [38] e [39). O

6.1.5 Grafos platénicos

Um grafo diz-se platdnico se é constituido por um tnico vértice, ou se é um grafo
com mais do que uma aresta, conexo, planar, regular, no qual todas as faces
tém o mesmo grau. Sao grafos platoénicos, o grafo constituido por um vértice
isolado (K1), os grafos ciclicos (que correspondem aos poligonos regulares), e os
grafos formados pelas arestas dos 5 poliedros convexos regulares: o tetraedro, o
hexaedro (ou cubo), o octaedro, o dodecaedro e o icosaedro. Um poligono regular
é uma figura poligonal fechada limitada por um ntmero finito de segmentos
(arestas) com igual comprimento e com os mesmos angulos. Existe um namero
infinito de poligonos regulares, aos quais correspondem grafos ciclicos.

O teorema a seguir estabelece a existéncia de apenas 5 poliedros regulares
distintos com mais do que duas faces (aos quais correspondem cinco grafos
platonicos).

Teorema 6.8. Ezistem somente 5 grafos platonicos distintos de Ky e dos grafos
ciclicos.

Demonstragao. Seja G um grafo d-regular (i.e., qualquer que sejav € V(G) dg(v) =
d), onde cada face tem grau f. Uma vez que G # K1, podemos concluir que

d > 0 e, dado que |E(G)| > 1, podemos concluir ainda que d > 1. Adicional-
mente, dado que G nao é um grafo ciclico, conclui-se que d > 2, ou seja, d > 3

e é claro que f > 3,

FIFo(Q)| = 2|E(G)| = dV(GQ)| = |BE(G)| = M’
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e |Fo(GQ)| = m Como consequéncia, uma vez que G é planar, por aplicacao
da férmula de Euler, vem que

AB@) _ VOl iy va o AVEI_dVOL 1y g
7 2 f ?
d d
& V@G +1-3)=2

< |V(G)|(2d+2f — fd)=4f (6.1)
Da igualdade (6.1) decorre a inequagéo
2d+2f—fd>0e -2d-2f+ fd+4 <4< (f-2)(d—-2) <4,

a qual, para f > 3 e d > 3, apresenta como possiveis solu¢oes apenas os pares
de valores (d, f): (3,3), (3,4), (3,5), (4, 3) e (5,3) que correspondem, respectiva-
mente, ao tetraedro, ao hexaedro, ao dodecaedro, ao octaedro e ao icosaedro. [

Utilizando a igualdade (6.1), da qual se conclui que |V(G)| = 2f+;l7§7fd,
podemos obter a tabela a seguir, onde se apresentam os graus dos vértices (d),
os graus das faces (f), o namero de vértices, o nimero de arestas e o ntumero de
faces, para cada um dos poliedros convexos regulares associados aos diferentes
grafos platonicos.

d f V(@) |E(G)| |Fo(G)| | Designagao
3 3 4 6 4 Tetraedro
3 4 8 12 6 Hexaedro
3 5 20 30 12 Dodecaedro
4 3 6 12 8 Octaedro
5 3 12 30 20 Icosaedro

Na Figura 6.2 representam-se os 5 grafos platonicos. Na primeira linha o
tetraedro, o hexaedro e o octaedro e na segunda linha o dodecaedro e o icosaedro.

6.1.6 Grafos em variedades compactas orientaveis

Uma vez que a projeccao estereografica converte figuras do planar em figuras
da esfera e reciprocamente, podemos afirmar que um grafo é planar se e sé se é
realizavel na esfera. Nesta secgo, excepgao feita ao plano (que ndo é compacto),
vamos considerar unicamente realizagoes de grafos em variedades compactas de
dimensao 2 orientaveis. Uma variedade compacta de dimensao 2 é uma superficie
S com as seguintes propriedades:

1. cada ponto de S tem uma vizinhanc¢a homeomorfa a uma bola aberta;
2. toda a cobertura de S, com bolas abertas, tem uma subcobertura finita.

Adicionalmente, dizemos que esta superficie S é orientdvel se é possivel definir
um referencial tridimensional (com dois eixos no plano tangente a superficie)
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Figura 6.2: Grafos platonicos.

que se desloque ao longo de qualquer curva fechada representada em S, sem
alterar o sentido dos eixos quando regressa ao ponto inicial.

Mais particularmente, nesta secgao, apenas vamos considerar a esfera (Sp), torus
(S1), duplo torus (S2), triplo torus (Ss3), etec., ou superficies topologicamente
equivalentes a estas. Tais superficies serao denotadas, genericamente, de agora
em diante, por Sy, onde g denota o genus da superficie. A realizacao de um
grafo G' numa superficie Sy, implica que cada vértice de G corresponda a um
ponto de S, e cada aresta corresponda a uma curva simples (ver definicdo mais
adiante), ligando dois vértices e que nenhum par de curvas se intersecte em
nenhum ponto com excepgao dos respectivos pontos extremos (vértices). Assim,
do ponto de vista topologico, um grafo G é um par (V(G), E(G)), onde E(G)
denota um conjunto finito de curvas simples de S, (que também se designam por
arestas), tais que duas quaisquer delas ou tém intersecgao vazia ou se intersectam
numa das suas extremidades, e V(@) denota o conjunto de vértices, os quais
correspondem as extremidades das curvas. Neste contexto, diz-se que um grafo,
G, é conexo, se quaisquer dois vértices se podem ligar por uma curva ou por
concatenacio de varias curvas (arestas) de E(G). Uma curva em E? (espago
euclidiano de dimensao 2) ¢ um subconjunto de E2, C, para o qual existe uma
aplicagio continua injectiva c : [0,1] — E? tal que ¢([0,1]) = C. Se ¢ é apenas
injectiva em [0,1] e ¢(0) = ¢(1), diz-se que C é uma curva fechada de Jordan.
Nestas condicdes, uma curva é um subconjunto de E? homeomorfo ao intervalo
[0,1] e uma curva fechada de Jordan é um subconjunto de E? homeomorfo &
circunferéncia. Qualquer destas curvas, C, se designa por curva simples e a
respectiva aplicacao, ¢, por parametrizac¢ao de C.

Tendo em conta que um subconjunto C' de um espago E separa esse espaco, se
E\ C tem mais do que uma componente conexa, Camille Jordan (1838-1922)
provou, nos anos de 1887-1893, o teorema de separacdo para E? que a seguir se
apresenta.

Teorema 6.9 (da curva fechada de Jordan). Se C' € uma curva fechada de
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Jordan em E2, entio C separa E2.
Demonstragao. Ver, por exemplo, (Armstrong, 1997), pag. 112-113. O

Deste teorema decorre que sendo C' uma curva fechada de Jordan em E?2,

entdo E? \ C ¢ a unido disjunta de dois conjuntos abertos, dint(C) (dominio
interior a C) e dext(C) (dominio exterior a C), tais que dint(C) é limitado,
dext(C) & ilimitado e tanto dint(C) como dext(C) sdo conexos por caminhos?.
Por outro lado, toda a curva que liga um ponto de dint(C') a um ponto de
dext(C) tem pelo menos um ponto comum com C. A realizagdo de um grafo
(ou multigrafo) numa superficie S, proporciona a partigdo dessa superficie nas
componentes conexas de S, \ C' que se designam por regides, algumas das quais
celulares, no sentido em que sdo homeomorfas a uma bola aberta de E?.
Sendo (V(G), E(G)) uma realizagio de um grafo em S, designa-se por célula ou
face toda a componente conexa do complementar de F(G) em E? homeomorfa
a uma bola aberta. Uma realizacao diz-se celular se todas as regioes criadas
por essa realizacao sao células ou faces. O conjunto das faces criadas por uma
realizac@o celular de G em S; denota-se por F,(G). Como regra prética para
a deteccao de faces (ou células) de um grafo, G, realizado numa superficie S,
pode adoptar-se a seguinte:

Uma regiago de G é uma face (ou célula) se e s6 se a sua fronteira
é contractivel a um ponto, ou seja, se e so se é possivel "reduzi-la",
continuamente, até a transformar num ponto.

Note-se que de entre as representagoes de Ky, apresentadas na Figura 6.3,
apenas a primeira é uma representacao celular.

] o o

Figura 6.3: Trés representacoes de K4 no torus, onde s6 a primeira é celular.

6.1.7 Menores combinatérios e menores topolégicos

Existem algumas operagoes sobre grafos que é conveniente destacar nesta altura,
a saber:

1. a eliminac¢do de arestas,

2. a eliminac¢ao de vértices,

2Note-se que todo o espago topologico conexo por caminhos é conexo (o reciproco, porém,
em geral, ndo é verdadeiro).
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3. a contracgao de arestas,
4. e a subdivisdo de arestas.
Seja G um grafo, e € E(G) e E' = {ey,...,ex} C E(G).

1. Denota-se por G \ e a operagao de eliminagdo da aresta e, obtendo-se o
grafo tal que V(G \e) =V (G) e E(G\ e) = E(G) \ {e}. Mais geralmente,
considerando o subconjunto de arestas E’, G\ E’ corresponde ao grafo
obtido de G por eliminagio sucessiva (independentemente da ordem) das
arestas eq, ..., eg.

2. De um modo semelhante se define a operagao de eliminagao de vértices,
tendo em conta que, neste caso, ao eliminar-se um vértice (ou conjunto de
vértices) também se eliminam (automaticamente) as arestas que lhe(s) é
(sao) incidente(s).

3. A operacao de contracgao de e em G denotanse por G/e e corresponde
ao grafo obtido pela sobreposicao dos vértices extremos de e e pela eli-
minagao dos lacetes e arestas repetidas, eventualmente produzidas. Mais
geralmente, dado um subconjunto de arestas, E', G/E’ corresponde ao
grafo obtido apos a contraccao sucessiva (independentemente da ordem)
das arestas eq,...,¢ek.

4. Designa-se por subdivisao de G a adigao de um vértice de grau dois a uma
aresta e. Esta operagao também se designa por expansao de G.

Verifica-se que as operagoes de eliminacao e contraccao de arestas comutam, i.
e, se B’ e E” sao dois subconjuntos disjuntos de arestas de um grafo GG, entao
verifica-se a igualdade

(G\E")/E" = (G/E")\ E'.

(a) (b) ()
Figura 6.4: Grafos (a) G, (b) G/23 e (c) G\ 14.

Quando um grafo H é obtido de GG por sucessivas contracgoes de arestas
diz-se que G é contractivel a H ou que H é uma contrac¢ao de G.
Um grafo obtido, a partir de um subgrafo de G, por sucessivas operagoes de
eliminagao e/ou contraccao de arestas diz-se um menor de G ou menor combi-
natorio de G. Note-se que, de acordo com esta definigao, todo o subgrafo de um
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grafo é também um seu menor.
Se H é uma expansao de G e se H é um subgrafo de um grafo Y, entao diz-se
que G é um menor topoldgico de Y. Nestas condi¢oes, G é um menor topolégico
de um grafo Y se existe um subgrafo de Y que é uma expansao de G.

A figura a seguir exemplifica a subdivisdo de varias arestas do grafo G da
Figura 6.4, obtendo-se um grafo H que corresponde a uma expansao de G.

3
»/VI\
le 4

7

l/ﬁ'/

2

Figura 6.5: Expansdo do grafo G da Figura 6.1 (a).

Se H é uma expansao de G e um subgrafo de um grafo Y, entao diz-se
que G & um menor topoldgico de Y (e dado que todo o grafo é subgrafo de si
proprio, G é também um menor topologico do grafo H). De um modo equivalente
diz-se que G é um menor topolégico de um grafo Y se existe um subgrafo
de Y que é uma expansao de G. Das defini¢oes de menor topoldgico e menor
combinatoério decorre que todo o menor topolégico de um grafo Y é também um
menor combinatério de Y. O reciproco, porém, em geral, nao é verdadeiro.

Dados dois grafos X e Y, se X € um menor de Y, denota-se esse facto por
X <Y e com facilidade se prova que esta relacao, <, é uma relagdo de ordem
parcial no conjunto dos grafos.

Um critério muito utilizado na verificagao se um grafo é planar ou nao,
consiste na utilizagao dos seguinte resultado de Kuratowski:

Um grafo é nao planar se e s6 se contém pelo menos uma das confi-
guracOes nao planas béasicas, a saber, K5 e/ou K3 3, como menores
ou como menores topoldgicos.

Mais adiante, far-se-a a prova da suficiéncia das condi¢oes de Kuratowski. Antes,
porém, vamos introduzir a formula de Euler para grafos planares.

6.1.8 Genus de um grafo e férmula de Euler generalizada

Designa-se por genus de um grafo G e denota-se por gg (néao confundir com a
cintura de G que se denota por g(G)) o menor indice da sucessao de superficies
S0, 51,52, ..., em que G é realizavel e onde o indice de S; denota o genus da
superficie S;. Como consequéncia, pode concluir-se que para os grafos planares
G, agG = 0.

Teorema 6.10. Todo o grafo tem genus.
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Demonstragao. Seja G um grafo. Se GG é planar, entao go = 0. Suponha-se
que G nao é planar e, mesmo assim, desenhe-se esse grafo no plano e transfira-se,
por projecgdo estereografica, esse desenho para a esfera (superficie Sp). Segui-
damente, adicionem-se tantas ancas tubulares quantas as necessarias para que,
fazendo passar as arestas que intersectam outras arestas através dessas angas
tubulares (uma em cada), ndo existam arestas cruzadas (i.e. ndo existam ares-
tas que se intersectem em pontos distintos dos vértices). Sendo p o nimero de
angas tubulares adicionadas, é claro que p < |E(G)|. Deformando, continua-
mente, a superficie obtida é possivel produzir um torus com p buracos, S,, onde
G se realiza. Consequentemente, tendo em conta que S, pertence & sequéncia
S0,51,--+,5p, Sp+1, - .., conclui-se que G tem genus gg < p. O

Deve observar-se que uma esfera com p anc¢as tubulares é topologicamente
equivalente (i.e., homeomorfa) a um torus com p buracos. E claro que se um
grafo, G, tem genus gg, entao G pode realizar-se em qualquer superficie S;, com
J 2 ga- No que se segue, sem perda de generalidade, assumiremos que se G é
um grafo conexo de genus g, entdo G ¢é realizavel em S, de tal forma que através
de cada buraco de S; passa pelo menos um anel, formado por vértices e arestas
de G, que nao é contractivel em S;. Com efeito, se G tem genus g, entao G nao
admite qualquer realizacdo em nenhuma das superficies Sy, S1,...,Sg—1. Con-
sequentemente, cada buraco de S, é essencial para a realizacao de G. Logo, cada
buraco deve ser atravessado por, pelo menos, uma aresta de G, de tal forma que
ligada a outras arestas forme um anel nas condigoes referidas. Em alternativa,
poder-se-ao obter aneis nao contractiveis que contornem buracos. Esta situagao,
porém, é topologicamente equivalente & anterior no sentido em que conduz aos
mesmos resultados, com a metodologia a adoptar na prova do teorema a seguir,
onde se estabelece a generalizagao da féormula de Euler, para a um grafo, G,
com realizacao numa superficie Sy, . Note-se que cortar uma superficie, Sy, ao
longo de um anel nao contractivel que atravessa um buraco ou que contorna um
buraco produz, em ambos os casos, uma superficie topologicamente equivalente
a uma superficie esférica a qual faltam dois circulos.

Teorema 6.11 (I'Huilier, 1812/1813). 3 Se G ¢ um grafo conexo com genus g,
entio |V(G)| + |Fy(G)| — |E(G)] = 2(1 — g).

Demonstracgao. Seja G um grafo conexo de genus g. Entao G é realizavel
em S, de tal forma que para cada buraco de S, existe um anel, nao con-
tractivel, formado pela concatenagao de arestas. Corte-se o torus ao longo de
cada um desses g aneis, dupliquem-se os aneis e, consequentemente, as arestas
e vértices que definem as fronteiras das regides circulares que se formaram e
colem-se circulos, de modo a tapar todos essas regioes. Por deformacao con-
tinua da superficie deste modo obtida, pode construir-se uma superficie esfé-
rica, Sp, que lhe é topologicamente equivalente, onde o grafo conexo produzido,
H, se realiza. Consequentemente, aplicando a férmula de Euler a H, vem que

3Embora muitas publicacdes designem este resultado por férmula de Heawood ou por
segunda férmula de Euler, de acordo com (Biggs et al, 1986), ele foi publicado pela primeira
vez por 'Huilier em 1812/1813.
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|V (H)|+|Fo(H)|—|E(H)| = 2. Tendo em conta que os novos vértices, que agora
aparecem em H, V(H)\V(G), sdo os que se produziram com a duplica¢ao de ci-
clos provocada pelos cortes efectuados em cada um dos g aneis e tendo em conta
que nos ciclos o nimero de arestas é igual ao nimero de vértices, conclui-se que
|[V(H)|—|V(G)| = |[E(H)|— |E(G)|. Por outro lado, dado que as novas faces em
H sao as limitadas pelos 2g aneis, conclui-se que |Fy(H)| = |Fy(G)| + 2g. Logo,
fazendo z = |V(H)| — |V(G)| = |E(H)| — |E(G)|, vem que

V(G| + [Fy(G)] - [E(G)] (IV(H)| =) + (|[Fo(H)| - 29) — (|E(H) — x)
= |[V(H)| + [Fo(H)| = |E(H)| - 2g

= 2-2g.

A Figura 6.6 ilustra a demonstragao do Teorema 6.11.

Figura 6.6: Transformacao do duplo torus numa superficie homeomorfa & super-
ficie esférica.

Supondo que G é um grafo conexo tal que |V (G)| > 3, entéo
3|Fy6 (G)| < 2|E(G)

e, por aplicagdo do Teorema 6.11 g > +|E(G)| — 1(|V(G)| — 2). Consequente-
mente, tendo em conta que gg € inteiro, conclui-se que

4 = [5G - 5(V(©G)] - 2)]. (62)

Teorema 6.12 (Heawood, 1890). Se n > 3, entdo gk, > |'("—3ign—4)'|.
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Demonstracao. Uma vez que n > 3 e K, é conexo, tendo em conta a desi-
gualdade (6.2), vem que

g, > TgIB(E)] — 2 (VK| - 2)

_nn—=1 n-2
= P
_ ((n—?)i;n—él)}'

O

A desigualdade reciproca gg, < [%] e, consequentemente, a igual-

dade, embora tenha sido conjecturada por Heawood em 1890, apenas foi provada
em 1968 em (Ringel e Youngs, 1968).

Como corolario do Teorema 6.12, tendo em conta a desigualdade (6.2) e que se
H é um supergrafo de um grafo conexo G, entao gy > gg e ainda que, sendo
n = |V(G)|, K, é um supergrafo de G, para n > 4, concluem-se as desigualdades

1 1 (n—3)(n—4)
—|E(G)|—=z(n—-2)] < < [——"].
[SIB(G)] - 5(n —2)] < go < [0 =]
Embora nem sempre estes minorante e majorante sejam boas aproximacoes para
ga, existem grafos para os quais eles coincidem. Por exemplo, sendo G um grafo
conexo de ordem 52 e dimensao 1.321, 1.322, 1.323, 1.324, 1.325 ou 1.326 vem
que

n=3)m=1) _ 4
12

196 — (%|E(G>| _ %(n— 2)] < go < ¢

6.1.9 Grafos g-platénicos

Um grafo G diz-se g-platonico se tem genus g, é conexo, regular e na sua reali-
zacao em Sy, toda a aresta esta na fronteira de duas faces e todas as faces tém o
mesmo grau. Nestas condigoes, os grafos platonicos sao grafos 0-platonicos. De-
notando por d o grau dos vértices e por f o grau das faces de um grafo G, da de-
fini¢ao de grafo g-platonico vem que, se G é g-platonico, entdo |E(G)| = m
e |Fy(G)| = m. Por outro lado, se g > 0, entdo d > 3 e f > 3.

Teorema 6.13. ¢ Sendo d o grau dos vértices e f o grau das faces de um grafo
1-platonico, verifica-se que o par (d, f) € igual a (3,6) ou (4,4) ou (6, 3)

dV(G)|

Demonstragao. Seja G um grafo 1-platonico, d > 3, f > 3, |[E(G)| = =5,

1F1(G)] = PG e V()| + | F1(G)| - | E(G)| = 2(1 — g). Entdo,

dV(G)| _ dV(G)]
Ly

4Embora s6 existam grafos 1-platénicos com os pares (d, f) indicados, o seu namero nao é
finito.

V(&) =2(1-9) =0 [V(G)[(2f +2d - df) = 0.
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Uma vez que a ordem de G é positiva, conclui-se que
2f+2d—df =0df —2d—2f+4=4<(f —2)(d-2)=4

e, consequentemente, que apenas os pares (d, f): (3,6), (4,4) e (6, 3) satisfazem
esta igualdade, com d >3 e f > 3. (|

Teorema 6.14. Se existe um grafo g-platénico, G, tal que g > 1, entdo |V (G)| =

%, onde d denota o grau dos vértices e f o grau das faces.

Demonstragao. Seja G um grafo g-platénico, com g > 1, entao

s = 5, m @ = T e @+ 1m0 - 1B = 20-9)
pelo que
v+ PN _oi—g) o Wialer+2a- ) = 450 -g)

__4fg-1

=

O

Como corolério imediato deste teorema, conclui-se que, para cada g > 1,
existe um namero finito de grafos g-platénicos. Com efeito, sendo g > 1, se nao
existem grafos g-platonicos, entao o resultado é verdadeiro para g. Supondo que
existe um grafo g-platonico G, cujo grau dos vértices é d e cujo grau das faces
é f,umavezqueg>1,d>3e f >3,

4f(g—1)
d(f —2)-2f

ou seja, conclui-se que (d—2)(f —2) > 4. Como consequéncia, o estudo reduz-se
aos seguintes casos:

V(G)] >0= >0&df —2d—2f >0 df —2d—2f+4> 4,

1. Se f =3, entdo (d—2)(3-2) >4 =d > 7= |[V(G)| = 2 <12(g-1).

2. Se f =4, entdo (d—2)(4—2) >4 =d > 5= |V(G) = 8= <g(5-1).

3. Se f =5, entdo (d—2)(5-2) >4 = d > 4= |V(G)| = 2 < 10(g-1).

e~

. Se f =6, entdo (d—2)(6—2) >4 = d >4 = |V(G)| = 2D < 6(g—1).

ot

.Se f>T7 entao (d—2)(f—2)>4=d>3=

_ Af(g-1) 4f(g—1) 4f(g—1)
MO a2 =50 -2-27 = "1

<28(g—1).

Logo, todos os grafos g-platonicos (com g > 1) tém ordem néo superior a
28(g — 1), pelo que o seu numero ¢ finito.
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6.2 Coloracgoes de vértices e arestas

Um dos mais velhos problemas relacionados com a Teoria dos Grafos diz res-
peito a coloracao de mapas. Com este problema, pretende-se saber qual o menor
ntmero de cores necesséarias para pintar um mapa de modo que nao existam pai-
ses, com fronteira comum, pintados da mesma cor. Uma forma de modelar este
problema (ignorando situagoes particulares em que os paises se distribuem por
diferentes componentes conexas e ainda a possibilidade de consideragao de fron-
teiras pontuais) consiste na construgio de um grafo com tantos vértices quantos
os paises do mapa a colorir e ligar (com uma aresta) todos os pares de vértices
aos quais correspondam paises com fronteira comum. Nestas condigoes, teremos
que atribuir cores aos vértices de modo que nao existam vértices adjacentes com
a mesma Cor.

Mais geralmente, dado um grafo arbitrario, G, designa-se por coloragao dos
vértices de G, a determinacao de uma fungao

¢:V(G) = C,

onde C' denota um conjunto finito de cores, sobrejectiva tal que ¢(u) # ¢(v) se
uwv € E(G). Se |C| = k, entao diz-se que G ¢é k-coloravel, ou que o seu nimero
cromatico que se denota por x(G) e se define como sendo

X(G) = min{|C|, ¢ : V(G) — C é uma coloragéo de vértices em G}

é uma coloracao dos vértices de G, é nao superior a k, i.e., x(G) < k. Em tais
condigoes V(@) admite uma partigdo nos subconjuntos Vi, ..., Vi tal que para
todooi € {1,...,k}, se z,y € V;, entdo ay ¢ E(G).

Analogamente a coloragao de vértices, definem-se coloracoes de arestas e de fa-
ces, embora, no caso destas ultimas, apenas para grafos planares. Sendo X o
conjunto das arestas (faces) de um grafo (grafo planar), G, dizemos que dois ele-
mentos de X, x e y, sdo adjacentes se incidem no mesmo vértice (se as fronteiras
de ambos tém uma aresta em comum). A partir deste conceito de adjacéncia, a
fungao 6 : X — C, onde C denota um conjunto finito de cores, diz-se uma colo-
ragao de arestas (faces) de G, com |C| cores, se 6 & sobrejectiva e x,y € X séo
duas arestas adjacentes (i.e., com um vértice comum), entdo 6(z) # 6(y). De um
modo equivalente, podemos dizer que G admite uma coloragao das arestas (fa-
ces), com k = |C| cores se, sendo X o conjunto das suas arestas (faces), X admite
uma parti¢do nos subconjuntos X1, ..., Xy tal que para todo o ¢ € {1,...,k},
X, ndo tem vértices adjacentes. Em tais condigoes, diz-se que G é |C|-coloravel
nas arestas (faces). O menor |C| para o qual G é |C|-coloravel nas arestas (faces)
designa-se por indice cromdtico (nimero cromdtico das faces) e denotayse por
d(GQ) (¢’(@)). E claro que se G é nao nulo, entdo ¢'(G) = ¢(L(G)), onde L(G)
denota o grafo linha de G. Por outro lado, se G é planar, entdo ¢(G) = ¢’ (G*) e
¢(G*) = (@), onde G* denota o respectivo dual. Um resultado publicado em
(Vizing, 1964) estabelece limites muito apertados para a coloracao das arestas
de grafos arbitrarios. Com efeito, de acordo com o teorema de Vizing, dado um
grafo, G,

AG) £Y(G) S AG) +1.
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Desde muito cedo se conjecturou que 4 cores bastariam para resolver o pro-
blema da coloragao dos vértices de grafos planares. O cartégrafo inglés Francis
Guthrie, ja em 1852, reclamava a suficiéncia de 4 cores para distinguir os paises
num mapa plano e foi precisamente nesse ano (1852) que A. de Morgan, numa
carta que enviou a W. R. Hamilton, afirmou ter tomado conhecimento deste
problema, que designou por problema das 4 cores, através de um seu aluno,
Frederick Guthrie (irmao de Francis Guthrie). Em 1878, numa comunicagio
apresentada na "London athematical Society", Cayley referiu-se ao problema
das 4 cores como sendo um problema em aberto. Em 1879, Kempe propos uma
pretensa solucao que s6 em 1890 foi refutada por Heawood, no seu primeiro
trabalho escrito onde provou a suficiéncia de cinco cores para a coloragao dos
vértices de grafos planares. O teorema que se segue estabelece, precisamente,
o resultado obtido por Heawood, com base no método utilizado por Kempe 11
anos antes.

Teorema 6.15 (Heawood, 1890). Todo o grafo planar admite uma coloragao
dos vértices com 5 cores.

Demonstragao. A prova sera feita por indugdo sobre o numero de vértices
do grafo. Suponhanse que G é um grafo planar nao nulo e que o resultado é
valido para grafos planares com menor ntumero de vértices do que |V(G)|. Pelo
Teorema 6.5, existe v € V(G) tal que dg(v) < 5 e, por hipotese de indugdo,
G[V(G) \ {v}] admite uma colora¢ao com 5 cores. Se nem todas as 5 cores sdo
utilizadas nos vértices adjacentes a v, entao uma das que ficam livres pode ser
utilizada em v e, consequentemente, G admite uma coloracao de vértices com 5
cores. Suponhanse que todos os vértices adjacentes a v, vy , v2, v3, v4 € U5 tém
cores distintas (as quais vamos identificar por 1,2,3,4 e 5 e supor distribuidas
segundo uma ordem contraria aos ponteiro do relogio).

Seja V1,3 o conjunto de vértices que podem ser alcangados a partir de v; por
um caminho que utiliza unicamente vértices com as cores 1 e 3. Entao, podemos
trocar estas duas cores, entre si, em Vi3 U {v1}, sem que vértices adjacentes
deixem de ter cores distintas. Se vz ¢ V4.3 entdo, apds a troca de cores, nenhum
dos vértices adjacentes a v tem a cor 1, pelo que a podemos utilizar para v.
Suponhanyse que vz € Vi3 e seja (v, u1,. .., U, v3) um caminho (entre vy e vs )
com cores, alternadamente, 1 e 3. Acrescentando v a este caminho obtémrse um
ciclo, C'1;3 homeomorfo a uma curva de Jordan fechada que, consequentemente,
divide o plano em duas componentes conexas por caminhos e, de acordo com
esta construcao, fica claro que v e vy pertencem a componentes distintas.

Seja V2.4 o conjunto dos vértices alcangados, a partir de vy, por trajectos que
utilizam, unicamente, as cores 2 e 4. Entao, nenhum destes trajectos cruza o
ciclo Cy.3, pelo que V2,4 estd na componente que contém vo, cuja fronteira é
Ch.3 e v4 ¢ Vau. Logo, trocando as cores 2 e 4, entre si, em Va,u U {2}, a cor 2
fica livre para o vértice v. [l

Um grafo G diz-se k-conezo (k € NU{0}) se a ordem de G é superior a k e
G — X & conexo para todo o X C V(G), com |X| < k. Por outras palavras, G é
k-conexo se nao existem dois vértices de G separaveis por menos do que k outros
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vértices. Todo o grafo nao vazio é 0-conexo e todos os grafos conexos nao triviais
sao 1-conexos. O maior inteiro k tal que G é k-conexo designa-se por conexidade
de G e denota-se por k(G). Consequentemente, k(G) = 0 se e s6 se G é desconexo
ou G = K;. E claro que, para todo o n € N k(K,) = n — 1. Designa-se por
triangulagao do plano (ou planar) todo o grafo conexo planar cujas faces tém
como fronteira K3 (ou seja, tridngulos). Uma triangulac¢do do plano também se
designa por grafo conexo planar maximal. Esta designagao deve-se ao facto de
um tal grafo, G, apresentar a particularidade de ter um namero de arestas igual
a 3|V(G)| — 6. Com efeito, de acordo com o Corolério 6.3, para qualquer grafo
conexo planar H, |E(H)| < 3|V(H)| — 6 e, por outro lado, se todas as faces
de H tém K3 como fronteira, entdo 3|Fo(H)| = 2|E(H)|, pelo que, tendo em
conta a propria formula de Euler, |E(H)| = 3|V (H)| — 6. Verifica-se ainda que
qualquer triangulagdo planar, G, tal que |V(G)| > 4, é um grafo, pelo menos,
3-conexo. Tendo em conta que um grafo ctubico é um grafo regular com vértices
de grau 3, pode concluir-se que se G é um grafo 2-conexo planar, entao GG é uma
triangulagao planar se e so se o seu dual, G*, é um grafo ctbico e G é um grafo
cubico planar se e s6 se G* é uma triangulagao.

Para se provar o teorema das quatro cores é suficiente provar que qualquer
grafo planar maximal (triangulacdo do plano) tem ntimero cromatico nao supe-
rior a 4.

Teorema 6.16. Se G é um grafo cibico que admite um ciclo de Hamilton,
entao G admite uma coloragao das arestas com 3 cores (i.e X'(G) < 3).

Demonstragao. Dado que, de acordo com a hipoétese, todos o vértices tém grau
3, podemos concluir que a ordem de G é par (i.e., |[V(G)| = 2k). Logo, sendo
C = (z1,22,. .., T2k, x1) um ciclo de Hamilton para G, entao |V (G)| = |V(C)| =
|E(C)], pelo que |E(C)| é também par. Como consequéncia, atribuindo-se a cor
1 as arestas x9;_122;, para j = 1,...,k, a cor 2 a aresta o, 21 e as arestas
T2;T241, para j =1,...,k —1 e a cor 3 as restantes, obtém-se uma coloragao
das arestas de G sem que existam arestas incidentes no mesmo vértice com a
mesma Cor. o

Uma outra tentativa falhada para a resolugao do problema das quatro cores
(a adicionar & de Kempe) foi apresentada em 1880 por Tait que, por essa altura,
estava convencido que qualquer grafo ciibico 2-conexo planar admitiria um ciclo
de Hamilton e, consequentemente, pelo Teorema-6.16, admitiria uma coloragao
de arestas com trés cores. Esta pretensa majoragao para o indice cromético dos
grafos cubicos planares, veio a ser refutada, em 1946, por Tutte que, entao,
exibiu um grafo cubico 2-conexo planar nao hamitoniano com 69 arestas, 46
vértices e 25 faces), (Tutte, 1946).

Relativamente aos grafos ciibicos 2-conexos nao hamiltonianos, deve observar-
-se ainda que ja em 1891 Peterson tinha encontrado um grafo ctubico 2-conexo
(o famoso grafo de Peterson®, representado na capa) com um indice cromatico

50 grafo de Peterson, K(5,2), é um caso particular dos grafos de Kneser, K(nk), que se
definem, para n > 2k, pelos vértices correspondentes a subconjuntos de k elementos de um
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superior a 3 (logo, ndo hamiltoniano). No entanto, trata-se de um grafo nao
planar.

Ambas as tentativas de resolucdo do problema das quatro cores, porém,
tiveram contributos positivos. Kempe introduziu o conceito, que actualmente
se designa por cadeia de Kempe (que corresponde a uma componente conexa
induzida pelos vértices coloridos, unicamente, com duas cores, e que é utilizada
na redutibilidade de configuragdes a que se recorre na prova, até ao momento
obtida, para o teorema das quatro cores) e Tait mostrou (com o teorema que
se segue) que o problema da coloragao dos vértices de triangulagdes do plano
com quatro cores é equivalente a coloragao das arestas do correspondente grafo
dual com apenas com 3 cores. Note-se que colorir as arestas do grafo dual de
uma triangulagao do plano com trés cores, é equivalente a etiquetar as arestas
que constituem as fronteiras triangulares de cada face com as cores das arestas
duais que as cruzam, de tal forma que cada tridngulo contenha as trés cores.

Teorema 6.17 (Tait,1878-80). Sendo G uma triangulagio do plano, x(G) < 4
se e so se as arestas de G podem ser etiquetadas com trés etiquetas distintas de
tal modo que ma fronteira de cada face existam as trés etiquetas.

Demonstragao. Suponha-se que G admite a coloragao de vértices f : V(G) —
{(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)} e que, a partir dela, se define a etiquetagio de arestas
determinada pela aplicagdo ¢ : E(G) — {(1,0),(0,1),(1,1)} tal que se uv €
E(QG) entéo f(u) = (ug,uy), f(v) = (vg,vy) €

Y(uv) = f(u) + f(v) = (ug + vy mod 2, uyy + v, mod 2).

Nestas condigoes, 1(uv) associa as arestas de cada tridngulo, as etiquetas (1,0),
(0,1) e (1,1).

Reciprocamente, seja ¢ : E(G) — {(1,0),(0,1),(1,1)} uma fungao de etiqueta-
¢ao das arestas de G, de tal forma que cada face contenha as trés etiquetas. Seja
v1 um vértice arbitrario e seja f : V(G) — {(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)} tal que

fl@)=">_ t(e) mod 2,

eEPulz'

onde P,,, é um caminho (ou passeio) arbitrario entre v; e x. Assim, resta provar
que a funcao f estd bem definida, ou seja, o seu valor é independente do caminho
(ou passeio) escolhido entre v; e x (0 que é equivalente a afirmar que o seu valor
é nulo para = vy, considerando qualquer circuito) e ainda que f(z) # f(y)
se zy € E(G). Um vez que a segunda parte é imediata, vamos provar apenas a
primeira parte.

Seja C' um ciclo arbitrario de G, pelo que ou é um tridngulo ou o dominio
interno da curva de Jordam que lhe esté associada esta dividido em triangulos T;.
Entao, procedendo a adigao modulo 2 das etiquetas das arestas que constituem

conjunto de n elementos, em que dois vértices sdo adjacentes sse correspondem a subconjuntos
disjuntos. Deve observar-se ainda que o grafo de Perterson corresponde ao complementar de
L(K5).
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os tridngulos, obtém-se (1,0)+ (0,1) 4+ (1,1) = (0,0) e, sendo T o conjunto dos
tridngulos do dominio interno de C' (incluindo os que tém uma aresta em C),

vem que
0= 3 =Y v+ 3wl
e€E(T) e€E(C) e€eE(T)\E(C)

Dado que as arestas de E(T) \ E(C) estao associadas a dois triangulos (logo
contam duas vezes), podemos concluir que ZeeE(T)\E(C) ¥(e) = 0 e, consequen-

temente, > . oy ¥(e) = 0. O

Com facilidade se conclui que se um grafo planar, G, admite um ciclo de
Hamilton, entdo as faces do dominio interior da curva de Jordan associada a
esse ciclo podem ser coloridas, alternadamente, com as cores 1 e 2 e as faces
do dominio exterior coloridas, alternadamente, com as cores 3 e 4, pelo que
X(G) < 4. Um resultado relativamente recente, publicado em (Grimberg, 1968),
tornou mais facil a construgao de contra-exemplos para a conjectura de Tait (de
que todos os grafos ciibicos 2-conexos planares seriam hamiltonianos).

Teorema 6.18 (Grimberg, 1968). Seja G € um grafo planar hamiltoniano, CH
um ciclo hamiltoniano para G, F{"'(CH) e F§*'(CH) os subconjuntos de faces
de G pertencentes, respectivamente, ao dominio interior e exterior da curva de
Jordan definida por CH. Denotando por fi™t e f&*' o mimero de faces de grau
i existentes, respectivamente, em Fi"'(CH) e F$*'(CH), entio

S =2 (M - ) =0,

i
onde o somatdrio € estendido a todos os graus das faces de G.

Demonstragao. Suponha-se que o grafo G é realizado na esfera, pelo que CH
separa a superficie esférica em duas componentes conexas, uma que contém as
faces do subconjunto Fi™(C'H) e outra que contém as faces do subconjunto
F¢*'(CH), as quais continuaremos a designar, respectivamente, por dominio
interior e exterior de CH. Sendo E(G) = E(CH)UE;,;(CH)U E..:(CH), onde
E;t(CH) e E¢t(CH) denotam os subconjuntos de arestas que ndo estdo em
E(CH) e pertencem, respectivamente, ao dominio interior e exterior de CH
(pelo que |E(G)| = |E(CH)| + |E™(CH)| + |E*®*(CH)|), com facilidade se
conclui que |Fg"| = |[E™(CH)| + 1 e |F§*| = |E**'(CH)| + 1. Logo, vem que

|Fg"(CH)| = Z firt = |EM(CH)| +1 (6.3)

|Fs™ (CH)| = me |[E<*'(CH)| +1 (6.4)
e, por outro lado,

M ifi"t = |E(CH)|+2|E™(CH)| (6.5)

S ifft = |E(CH)| + 2|E“(CH)| (6.6)

%
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Combinando as igualdades (6.3) e (6.5) e as igualdades (6.4) e (6.6) decorre que

Y (i —2)f" = |E(CH)| -2 Z(i —2)ff" =|E(CH)| -2

i [
e, consequentemente, » . (i — 2)(fint — fe=t)y = 0. m

Como consequéncia deste teorema, Grinberg construiu varios contra-exemplos,
para a conjectura de Tait.

Se x(G) = k, mas x(G') < k, para qualquer subgrafo proprio de G (ou seja,
G CGe|V(@)+IEG) < V(G| +|EGQ)| = x(G") < ex(GQ)), entdo G
diz-se k-critico-coloravel. Por outro lado, z € V(G) U E(G) diz-se um elemento
critico de G se x(G — {z}) < x(G). Consequentemente, G ¢é critico se todos
os seus vértices e todas as suas arestas sao elementos criticos. Os tnicos grafos
k-critico-coloraveis, para k € {1,2}, s@o os grafos completos K; e K». Parece
nao existir qualquer caracterizacao razoavel para os grafos 4-critico-coloraveis,
ou equivalentemente, para os grafos 3-coloraveis, o mesmo nao acontecendo,
porém, relativamente aos grafos bi-coloraveis que sao grafos bipartidos.

Teorema 6.19 (Appel e Haken, 1977). x(So) = 4.

Designa-se por bloco todo o grafo sem vértices de corte, pelo que, com excep-
¢ao do bloco trivial K5, também nao tem arestas de corte. Por sua vez, designa-se
por bloco de um grafo G, todo o subgrafo maximal que define um bloco (i.e., sem
vértices de corte). Logo, todo o bloco de um grafo G, ou é um subgrafo maximal
2-conexo, ou uma ponte ou um vértice isolado. Tendo em conta a propriedade
de maximalidade, dois blocos diferentes de um mesmo grafo conexo, G, apenas
se sobrepoem num Tnico vértice que, em tais condicoes, é um vértice de corte
de G. Consequentemente, pode concluir-se que cada aresta pertence a um tnico
bloco e que um grafo é uniao dos seus blocos, podendo interpretar-se os blocos
como sendo as componentes 2-conexas que constituem o grafo. Designa-se por
bloco extremo todo o bloco que contém, unicamente, um vértice de corte de G.

Teorema 6.20. Qualquer que seja o grafo G,
X(G) <max{§(G[U]): U CV(G)} + 1.

Demonstragao. Suponhaypse que G tem ordem n e seja k = max{d(G[U]) :
U C V(G)}. Seja v, um vértice de G tal que dg(vy,) < ke H,—1 = G—{v,}. Por
hipotese, H,,_1 tem um vértice de grau nao superior a k. Seja v,_1 um desses
vértices e seja Hy—o = Hp—1 — {vn_1}, i.e, Hp—2 = G — {v1,v2}. Continuando

este processo obtém-se uma sequéncia de vértices de G, vy, ..., vy, tal que v; é
adjacente a um méaximo de k vértices que o precedem. Consequentemente, para
os colorir, no maximo, sao necessarias k + 1 cores. O

Se G & um grafo conexo nao regular, entdo max{d(G[U]) : U C V(G)} <
A(G)—1 e, consequentemente, por aplica¢ao do Teorema 6.20, x(G) < A(G). O
teorema a seguir generaliza esta desigualdade para os grafos conexos regulares
que nao sao completos nem ciclos de comprimento impar.
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Teorema 6.21 (Brooks, 1941). Sendo G um grafo conexo, se G nao é completo
nem um ciclo de comprimento impar, entio x(G) < A(G).

Demonstragdo. No caso de G ser ndo regular ja se concluiu que x(G) < A(G),
pelo que vamos fazer a prova para o caso de G ser regular. Adicionalmente, sem
perda de generalidade, vamos assumir que G é pelo menos 2nconexo % e que
0(G) = A(G) > 3, uma vez que um grafo regular tal que §(G) = A(G) = 2,
nas condicoes da hipdtese, é um ciclo de comprimento par, logo com nimero
cromético igual a 2.

No caso de G ser 3yconexo, considere-se v, como sendo um vértice de G com
dois vizinhos, v e v2, ndo adjacentes (um tal vértice existe uma vez que G nao
é completo). Caso G seja 3yconexo, considere-se v,, como sendo um vértice tal
que G — {v,} é um grafo separavel, pelo que tem pelo menos dois blocos e dado
que G é 2yconexo, cada bloco extremo do subgrafo G — {v,} tem um vértice
adjacente a v, respectivamente, v e vs.

Em qualquer dos casos os vértices v1, v2 € v, s30 tais que G — {v1,v2} é conexo,
vivy ¢ E(G), mas v1v,, vav, € E(G). Consideremyse os vértices de N(v,) =
NG—{v1,053(Vn), como sendo vn1, ..., U, onde k1 = [Ng_14, 0,3 (vn)], segui-
damente consideremyse os vértices do conjunto

N(Un—kl) = NGf{'ul,v2}(’Un—l) Uu...uU NG*{'U]J’UQ}(UTL—kl) \ {Un7 v 7vn—k1}

como $endo Up—ky—1,- -« Un—ki—ky, O0de ko = |N(vp—k, )|, € assim sucessiva-
mente. Com o procedimento referido, obtémnse a sequéncia de vértices v1,vo, ..., Vn_1,
em que, com com excepg¢ao de v,, todos os vértices sao adjacentes a pelo me-
nos um dos seguintes. Uma vez que v; e vy tém a mesma cor, v, é adjacente

a ambos e vj, com j € {3,...,n — 1} tem no méaximo A(G) — 1 vizinhos na
subsequéncia vy, v, . . ., v;_1, quando muito, serdo necessarias A(G) cores, para
colorir os vértices de G. O

A primeira vista tudo indica que a existéncia de grafos com elevado niimero
cromatico esta directamente relacionada com a existéncia, nesses grafos, de sub-
grafos completos de elevada cardinalidade. O teorema a seguir, porém, contraria
uma tal relagdo, ao garantir a existéncia de grafos com cintura superior a 3 (i.e.,
sem tridngulos) e com nimero croméatico arbitrario.

Teorema 6.22 (Zykov, 1949). Vk € N, existe um grafo Gy tal que g(Gx) > 3
e x(Gg) = k.

Demonstragao. Vamos fazer a prova por inducao sobre k, assumindo que o
resultado é verdadeiro (1, . . . , Gx—1. Consideremyse copias disjuntas destes gra-
fosesejaV =|V(G1)|x...x|V(Gk-1)| um conjunto de novos vértices definidos
pelos (k — 1)-uplos de vértices obtidos pela selec¢gdo de um vértice de cada um
dos grafos G1,...,Gr—_1. Assim, G é obtido de G1,...,Gk_1 e V, ligando cada
vértice de V' aos k — 1 vértices que lhe correspondem em Gy, ..., Gx—1, um em

%No caso dos grafos lyconexos, G, sendo G = G U...U Gp, onde G, ...,Gp sao os seus
blocos, x(G) = max{x(G;),j =1,...,p}.
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cada Gy, pelo que x(G) < k (a). Por outro lado, em G existe um vértice vy
com uma certa cor ¢1, em Go existe um vértice vy com uma cor ¢z # ¢; (dado
que x(G2) = 2), em G5 existe um vértice v com uma cor ¢z ¢ {c1,c2} (dado

que x(G2) = 3), etc. Consequentemente, o vértice v € V' adjacente a vy, ..., vg1,
tem de ter uma cor distinta de ¢i, ..., ck—1, pelo que x(G) > k (b). Tendo em
conta as desigualdades (a) e (b) concluigse que cx(Gy) = k. O

Seguense a conjectura, ainda em aberto, formulada por Hadwiger em 1943.

Conjectura 6.1 (Hadwiger, 1943). Dado um grafo arbitrdrio, G, para todo o
inteiro positivo p, x(G) > p = K, < G, onde S <T denota que S € um menor
de T.

Esta conjectura esta provada para p € {1,2,3,4,5,6}. Para p = 7, no en-
tanto, a conjectura continua em aberto e a sua prova ou refutacao constitui um
dos grandes desafios da Teoria dos Grafos. A conjectura de Hadwiger (Hadwi-
ger, 1943) é trivialmente verdadeira para p € {1,2}. Para p = 3, decorre da
implicacao de que se G nao contém K3 como menor, entao G nao contém ciclos
(pelo que é uma floresta), logo G é bipartido e, consequentemente, é bi-coloravel,
i.e., x(G) < 3. Para p = 4, a prova pode ser consultada em (Diestel, 1997) pag.
181-182. Por sua vez, o teorema das 4 cores implica a conjectura de Hadwiger
para p = 5, i.e., x(G) > 5 = K5 < G, podendo a respectiva demonstragao ser
consultada em (Parathasarathy, 1994) pag. 306-307 ou (Diestel, 1997) pag. 182-
183. A prova da conjectura de Hadwiger para p = 6 decorre de um estudo sobre
grafos nao contractiveis a Kg, desenvolvido em (Robertson, Seymour e Thomas,
1993), onde, assumindo a validade do teorema das quatro cores, se conclui que
tais grafos sao 5-coloraveis e, consequentemente, que a conjectura de Hadwiger
é verdadeira para p=6. Com facilidade se prova ainda que se a conjectura de
Hadwiger é verdadeira para p = ¢, entao também ¢é verdadeira para p < q. Com
efeito, supondo que a conjectura é verdadeira para p = ¢ e que x(G) > ¢ — 1,
entao, fazendo

Gov=(V(@)U{v},E(G)U{zv:z e V(G)})

com v ¢ V(G), vem que x(G ®v) = x(G) + 1 > g e, uma vez que por hipotese
K, < G ® v, conclui-se que K,_1 < G. Desta tltima conclusdo, ou seja, da
implicagao

(X(G)ZpiKpSG)i(X(G)ZP_léKP—lSG)

decorre, ainda, que a prova da validade da conjectura de Hadwiger para p > 5,
implica a validade do teorema das 4 cores. Com efeito, para p = 5+ k, vem que

(@) >54+k= Koo <G) = ((Q)>54+k—1= Ksip1<@)
= (X(G) Z5+k—2:>K5+k_2§G)

N (X(G) =5 = K5 < G).
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Logo, se G é planar, entdo G nao é contractivel a K5 (i.e., K5 ndo é um menor
de G) e, da ultima das implicagoes obtidas conclui-se que x(G) < 5.

Tendo em conta que do Teorema 6.12 combinado com a desigualdade gx, <
(%], obtida em (Ringel and Youngs, 1968), se obtém a igualdade g, =

(%] e ainda que x(K,) = p, pode agora concluir-se que ¥n > 0
7T+ V1+48n
(s > T
Com efeito, sendo p = [ TLEEE" | " dado que gk, = f%}, vem que

(| Tt | g)(| T/IEaEn |y

9k, = | 1 1
7+/1+48n 7+V1+48n
s e Sk 61
_ I_ Lfl+i+48nJ ~| (6.8)
- 12
- (6.9)

Note-se que a igualdade (6.7) se obtém, tendo em conta que |z] —m = |z —
m] ¥Ym € Z e a desigualdade (6.8) decorre da desigualdade |z]|y] < |xy]. Logo,
podemos concluir que K, é realizdvel em S,,, donde decorre que

7T+ +v1+48n
2

X(Sn) = X(Kp) =p=| ] (6.10)

Em 1890, Heawood conjecturou a identidade x(S,) = [TRAHE2 | vn > 0,
tendo apenas provado a desigualdade reciproca da desigualdade (6.10). Combi-
nando estas duas desigualdades fica feita a prova da conjectura de Heawood.

Teorema 6.23. Vg > 0 x(S,) = L—7+V12+489J.

Demonstragao. Uma vez que, de acordo com o teorema das quatro cores,
x(So) = 4 e, para g = 0, se obtém

L7—|— v1+48¢g
2

resta fazer a prova para g > 0.

I=1

T = = (s,

Tendo em conta a desigualdade (6.10), sabe-se que x(Sy) > L”ivl;“gj, para
g > 1. Logo, para g > 1, pode concluir-se que x(S4) > 7. Seja G um grafo
com genus g > 1 tal que x(G) = k > 7. Tendo em conta que |[V(G)| > 3,
cada face de G é limitada por, pelo menos, 3 arestas e, consequentemente,
3|Fy(G)| < 2|E(G)|. Logo, por aplicacdo da féormula de Euler generalizada
(V(G)| + | Fy(@)] ~ |E@)] = 2(1 - g)),

[E(G)] < 3[V(G)]-6(1-g). (6.11)
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Sendo G’ um subgrafo de G k-critico-colorével, entdo §(G’) > k — 17 e, tendo
em conta (6.11), 6(G")|V(G")| < 6|V (G")| — 12(1 — g). Consequentemente, (k —
DIV(G")] <6]V(G")| —12(1 — g). Dado que esta altima inequagdo é equivalente
a(k—"7IV(G)+12(1 —g) <0eque7 <k <|V(G)|, conclui-se que (k —
Nk +12(1—g)) <0< k% — 7k +12(1 — g) < 0. Logo, vem que

L < T+/49-48(1—g) 7+ /I+43g - L7+ V1 +48g
- 2 - 2 2

.
O

Deve observar-se que a demonstragao deste teorema vai contra a nossa in-
tuicdo de que seria mais simples determinar x(Sp) do que x(S,), para n > 0.
Com efeito, embora se tenham obtido ambos os resultados, as técnicas até ao
momento utilizadas para se chegar & determinacao do primeiro sao bem mais
elaboradas do que as utilizadas na determinacao do segundo.

Teorema 6.24 (Gaddum, Nordthaus, 1960). Sendo G o grafo complementar

de G werifica-se que x(G) + x(G) < |[V(G)| + 1.

Demonstragao. Vamos fazer a prova por indugao sobre o nimero de vértices,
tendo em conta que o resultado é trivialmente verdadeiro para grafos de ordem 1
e 2. Suponha-se que o resultado é verdadeiro para grafos com menos vértices do
que os de G e que |[V(G)| > 2. Sendo G’ o subgrafo obtido de G por eliminagao
de um vértice x, vem que

w N
— —

X(G) X(G') +1, (6.
x(G) x(G')+1 (6.

Se a igualdade se verifica em (6.12) e em (6.13), entao dg(v) > x(G') e dg(z) >
X(G"). Consequentemente,

X(G) + x(G) = x(G) + x(G") + 2 < dg(x) + dg(z) + 2 = |V(G)| + 1.

< 1
< 1

Suponha-se que a igualdade nao se verifica em ambas a inequagoes (6.12) e
(6.13). Entao x(G)+x(G) < x(G")+x(G")+1 < |V(G")|+1+1 = |V(G)|+1. O

Para se concluir que o majorante determinado no Teorema 6.24 é atingido,
basta exibir um par de grafos complementares, para o qual se obtém a igualdade
(o que nao é dificil).

Corolario 6.25. Sendo G o grafo complementar de G, verifica-se a desigual-
— 2
dade x(G)x(G) < |G

Demonstracgao.
AX(G)X(G) < X(G)X(G) + (X(G) = x(@))* = (X(G) +x(G))* < (IV(G)| +1)*.
O

"Note-se que se v € V(G”) é um vértice k-critico-coloravel, entdo x (G’ —{v}) = x(G')—1 <
da(v) e, consequentemente, se G’ é k-critico-coloravel, entao x(G') — 1 < §(G’).
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Tal como anteriormente, neste caso, também se verifica que o majorante é
atingido.

Teorema 6.26. Dado um grafo arbitrdrio G, verificam-se as sequintes desi-
gualdades:
X(G) +a(G) =1 < [V(G)] < x(G)G).

Demonstragao. Seja x(G) = k e atribuampse aos vértices de G as cores
c1,...,¢k. Sendo S; C V(G) o subconjunto de vértices com a cor ¢;, para
i=1,...,k, cada subconjunto S; é um estavel para G. Logo, a(G) > |S;| Vi €
{1,...,k} e

k
V(@) =1S1U...USk| =D |8i] < ka(G) = x(G)a(@).
i=1
Adicionalmente, supondo que aos vértices de um estavel méximo, S, é atribuida

uma cor, entao aos restantes |V (G)|—a(G) vértices poder-se-ao atribuir |V (G)|—
a(G) cores, pelo que x(G) < [V(Q)|—a(G)+1 & x(G)+a(G)-1 < |[V(G)|. O

Teorema 6.27. Se G € um grafo de ordem n e dimensao m, entao

2
n
G)>———.
x(@) 2 n? —2m
Demonstragio. Seja x(G) = k e sejam Si,...,S; os conjuntos de vértices
com as cores ci,...,c;. Ordenando os vértices convenientemente e denotando
os conjuntos de indices associados aos vértices de S;, para i = 1,...,k, por
J(S;), verifica-se que a matriz de adjacéncia de G, A¢, toma o seguinte aspecto:
J(S1) J(S2) -+ J(Sk)
J(S1) 0 .
J(Ss) [ - 0
Ag = . . .
J(Se) \ - 0
Seja n; o ntmero de vértices do conjunto S; (n; = |S;|), parai=1,...,k e seja

Ny e Ny, respectivamente, o niimero de entradas nulas e entradas unitarias da
matriz Ag. Entao, por um lado, tendo em conta a desigualdade de Chebishev,

k k
oo (Cisim)? 0
No > ; n? > = =
e, por outro lado, N1 = 2m, uma vez que a soma das componentes unitarias de
cada linha (ou coluna) da matriz corresponde ao grau do vértice que lhe esta
associado. Consequentemente, o nimero total de entradas da matriz Ag vem
dado por
2 2

5 n n
= N, Ny >—+2 N=k> —.
" o+ 1_k+m©X() ~nZ2-2m
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