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1 Aula Pratica de 10-2-2004.

e Sumaério.

— Introducao ao MAPLE.

* Edicao de comandos bésicos.
* Topicos sobre programagcao em MAPLE (iteragao, ramificacdo e
estruturagdo com recurso a procedimentos e fungoes).

— Projecto.

x Implementacao em MAPLE da funcdo de Euler, utilizando o
principio de inclusao-exclusao.

1.1 Introducao ao MAPLE.

Numa primeira fase, vamos utilizar o MAPLE na resolucao de problemas com-
binatoérios basicos, pelo que vamos comegar por recordar os principais instru-
mentos de trabalho disponiveis neste programa de aplicacao.

1.1.1 Edicao de comandos bésicos.

Tipicamente a introducao de comandos em MAPLE é feita num ambiente onde
a "prompt"> assinala uma linha de edi¢ao de comandos. Apos a edi¢ao de um
comando, a sua execucao é processada quando se termina a linha com ; e se faz
ENTER. No caso de se terminar com :, fazendo ENTFER, o comando nao é
executado (tal significa que se trata de um comando composto que s6 se com-
pleta escrevendo ;).

Seguem-se alguns exemplos de comandos em MAPPLE e respectivos resultados.
Note-se que o simbolo % denota o resultado obtido com o comando imediata-
mente anterior.

> Sum( (i45)"°3, i=1..n);

(i +5)3

n

> expand(%);

(i® + 15¢% + 75i + 125)
1

n
7=

> value(%);

9 121
(n+1)*+ 5+ 13+ - (n+ 1)2 +90n — 35

RNy

> (x + (x+2)*y)"3;
(z 4 (z + 2)y)°
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> expand(%);
2 +3yz +32%yz+ 3% + 6y 2?2+ 3wy 22 + 23 4+ 3y3 12 2 4+ 3y w2 4523
> collect( % , x );
(123y% + 14 3y)2® + Byz + 3y°2 + 6y°2)2? + (3y32% + 3y %)z + 323
> factor(%);
(x +yx +yz)°

Para se obter ajuda (ou seja, alguma informacao acerca de um dado comando
ou instrugao, por exemplo sobre a instrugao for, basta digitar

> ?for
e fazer ENTER.

1.1.2 Tépicos sobre programacao em MAPLE.

Vamos abordar (ainda que brevemente) alguns dos meios disponiveis no MA-
PLE para a iteracdo, a estrutura e ramificag¢ao.

e [teracao.
A iteragdo é o mecanismo que permite a execugao repetida de uma dada
operagao.

— O ciclo for é o tipo mais basico de iteracao.
> for i from 3 to 9 by 2 do i*i od;

9
25
49
81

> mylist := [3,5,7,9]:
> for i in mylist do i*i od;

25
49
81

> myset := {3,5,7,9}:
> for i in myset do i*i od;

25
49
81
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— O ciclo while.

>i:=3:

> while i <= 9 do print( i*i);

>i:=1i+4 2

> od;
9
25
49
81

> for i from 3 to 44 while i"2 < 50 do i, i"2 od;

4,16
5,25
6,36
7,49

e Ramifucacao.
A ramificacao faz-se em MAPLE, utilizando as instrucoes if, then, else e

fi.
> if isprime(13) then
> print(13, "e’ primo");
> fi;

13, e'primo

o Flrutura.
No MAPLE consegue-se uma programacao estruturada (tal como em mui-
tas outras linguagens) recorrendo-se a procedimemtos e fungoes. Segue-se
um exemplo de uma fungdo que recebe como argumentos de entrada dois
nimeros e devolve o primeiro elevado ao segundo

> Potencia := proc(a,b)
> a’b;
> end:
> Potencia(2,3)
8

No caso de haver necessidade de utilizagao de variaveis locais, basta indica-
las como tal, conforme a seguir se exemplifica, no procedimento Divisores
que tem como argumento de entrada um conjunto de nimeros naturais e
devolve os pares [z, y| de elementos desse conjunto tais que z|y.

> Divisores := proc(A :: set(integer))

> local i,j, temp, R;

> for iin A do
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> for jin A do

> if (ged(i,j) = i) then

> R := R union {[i,j]};
> i

> od;

> od;
> RETURN(R);
> end:

>

Divisores({1,2,3,4});

{[1,1], 11, 2], [1, 3], [1, 41,2, 2], [2, 4], 3, 3], [4, 4]}

O MAPLE tem uma library que esté organizada em subconjuntos de packa-
ges. Uma package é uma coleccao de fungoes e rotinas que estao relacionadas
com uma determinada area. Por exemplo a package combinat contém muitas
fungoes e rotinas relacioanadas com a Combinatoéria. Para a tornarmos activa é
necessario executar o comando:

>

with(combinat);
[Chi, bell, binomial, . . ]

Sao exemplos de packages as seguintes:

combinat: fungoes combinatoérias;

networks: rotinas para grafos e digrafos;

linalg: fungoes de &lgebra linear;

logic: procedimentos para manipulacao simbélica e expressoes booleanas;
numtheory: funcoes de teoria dos nimeros;

plots: rotinas para graficos;

Uma nova package disponivel no MAPLE, a partir da versdo V, designa-se por
combstruct e tem mais algumas rotinas combinatoérias. Por exemplo, com esta
package podem obter-se esquemas de escolha de subconjuntos

>

>

>

with(combstruct);

choose([morango, laranja, pera|,2);

[[morango, laranjal, [morango, peral, [laranja, peral]

nops(%);
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> numcomb(|morango, morango, peral,2);

2

> choose(|morango, morango, pera|,2);

[[morango, morango], [morango, peral]

Para se obter uma lista de todas as packages basta fazer

> ?packages

1.2 Projecto.

Seja n um namero natural arbitrario, cuja factorizacao em primos vem dada por
n = ppk? .. pkr. e denote-se por M, (p;)) = {z € N, : pj|z} (ou seja, M, (p;))
denota o conjunto dos multiplos de p; em N,,). Entao, podemos concluir que

T

®(n) = n— || J Ma(p;)l.

J

Por outro lado, aplicando o principio de inclusao exclusao vem que

IUMapp)l = > 1Malpy)|
j =1
= > IMn(pi) N Myu(p;)l
i<j
— Z ‘Mn(pi)nMn(pj)mMn(pk”
i<j<k

Assim, com base na expressao obtida, propoe-se a implementagao em MAPLE
da funcao da Mébius utilizando o principio de inclusao-exclusao.
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e Solugao apresentada por Diane Diogo Guedes (n. 17 290) e Nuno Duarte
Marcelino Pinto (n. 16 749).

>

>
>
>
>

vV V. V V

FEULER := proc(n :: integer)
local i, j, k, temp, factor, resultado;
factor := {};
temp := {};
for i from 2 to n do
> if isprime(i) and (n mod i = 0) then
> factor := factor union {3}
> fi;
od;
for j in factor do

> for k from j to n by j do
> temp := temp union {k};
> od;
od;
resultado := n - nops(temp);
return(resultado);

end:

Referéncias

[1] Rosen, K. H. FEzploring Discrete Mathematics with MAPLE. McGraw-Hill
International Editions, Mathematics & Statistics Series, 1997.
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2 Aula Pratica de 17-2-2004.

e Sumaério.

Principio de inclusdo-exclusao (formula de Daniel da Silva).

Numeros binomiais e multinomiais.

— Exercicios.
— Projecto.

* Implementacao em MAPLE da funcao de Mobius utilizando uma
féormula recursiva.

2.1 Principio de inclusao-exclusao (férmula de Daniel da
Silva).

Formula de Daniel da Silva, para a determinacao da cardinalidade da unido
finita de conjuntos finitos.

AU UApl = DAL= JANA l+ > JAINA NAL— ...
i 1<j 1<1<j
= D A+ DD AN A+ (-1 ) AN A N A+
i i<j 1<i<j

2.2 Numeros binomiais e multinomiais.

e Se n e p sao dois numeros inteiros positivos tais que 1 < p < n, entao

G) = G+ W

e Se n e p s@o inteiros positivos tais que 1 < p < n, entao

(n> _an=1)...(n—p+1) _
p

p! pl(n—p)’

e Seja m um inteiro positivo e a,b € R. Entao

(040 =3 (7).

i=o N

O ntimero de arranjos dos n objectos de um conjunto Y = {y1,y2,...,yn}
m a m é igual ao namero de fungoes injectivas de N,,, em Y e é dado por

n(n—l)(n—Z)...(n—m—i—l)—mfi!m)!.

O ntimero de permutacoes de n objectos é igual a n!.
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2.3

1.

Exercicios.

Prove que se numa sala estiverem 156 pessoas, entao pelo menos trés dessas
pessoas tém o seu aniversario na mesma semana.

Prove que a diferenga simétrica entre conjuntos (que vamos denotar por

A) é uma operagao associativa, ou seja, dados trés conjuntos arbitrarios
A, B,C e, AA(BAC) = (AAB)AC.

Prove que, dados os conjuntos arbitrarios Aq, As, ..., Ay, a cardinalidade
de A1AAA .. AA, éigual a

SIA I =2> JANA +4 D JAnA N AL,
J

i<j i<j<k
onde os coeficientes sao poténcias de 2.

Mostrar que 2" = E?:o (?)

Mostrar que (2,:1) = Z?:o (7;)2

e Sugestao. Tenha em conta que (1 + z)?" = (1 + z)"(1 + x)", vem
que

(14+2)2" = (1+(Y) T+ +(7;> a4 .+w")(1+(?) T+ .+(n " j) "I ).

Logo, efectuando o produto, o termo em x™ obtém-se a partir dos
termos (?)xﬂ do primeiro factor e dos termos (n’ij) ™7 do segundo
factor, pelo que o coeficiente em ™ no produto é

B0 (D660 (6)

. n _—_(n
Finalmente, observe que (nfj) = (J)
Prove que qualquer que seja a cardinalidade de um conjunto nao vazio,
o numero de subconjuntos de cardinalidade par é igual ao nimero de

subconjuntos de cardinalidade impar.

e Sugestao. Supondo que o conjunto tem cardinalidade n, considere
o desenvolvimento do binémio de Newton (1 —1)™.

Suponha que quaisquer k (com k > 2) reagentes quimicos, de um certo
conjunto de cardinalidade n, quando misturados em quantidades iguais,
dao origem a um produto com interesse comercial, que varia consoante o
nimero de reagentes misturados. Suponha ainda que uma dada empresa
tem comercializado 63 destes produtos, o que constitui toda a gama que
consegue obter com as misturas dos reagentes em nimero par. Quantos
reagentes tem esta empresa para misturar?
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8. Dado um conjunto de n objectos diferentes, prove que o nimero de es-
colhas ordenadas distintas de qualquer nimero desses objectos (uma das
possibilidades é nao escolher qualquer objecto, outra é escolher primeiro o
objecto A e depois o objecto B e ainda outra é escolher primeiro o objecto
B e depois o objecto A, e assim sucessivamente), é igual |nle|, onde e
denota a base de logaritmos neperianos e || denota o maior inteiro néo
superior a z.

e Sugestao. Note-se que por cada subconjunto de k objectos escolhi-
dos, de entre os n possiveis, o facto da ordem com que se escolhe cada
um definir uma possibilidade, existem k! diferentes ordenagoes para
esses objectos. Logo, denotando o ntimero total de possibilidades por
f(n), obtém-se

fn) =

Jj=0

9. Quantos nimeros se podem escrever utilizando apenas os digitos que per-
tencem ao conjunto {1,3,5,7,9}7

2.4 Projecto.

Dado um ntimero natural n > 2, verifica-se a igualdade
> u(d) =0.
d|n

Como consequéncia, vem que p(n) = =3, 4o, #(d). Tendo em conta que
(1) = 1, propoe-se a utilizacdo da igualdade anterior para a implementagio
em MAPLE de um procedimento recursivo que determine o valor da fun¢éo de
Mobius para um nimero natural arbitrario.

e Solugao apresentada por Méarcia de Jesus Ferreira (n. 20 715) e Vera
Claudia Gomes de Oliveira (n. 19 422).
— Funcao de Mobius (1% versao).
> with(numtheory);
> FuncaoMobius := proc(n :: integer)
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V

local D, d, i, mobius;
D := divisors(n);
d := D[1..nops(D)-1];
if n=1 then return n; else
> mobius:=0;
> foriind do
> mobius:=mobius + FuncaoMobius(i);
> od;
fi;
return (-1)*mobius
end:

— Fungao de Mobius (2% versao).

> with(numtheory);

> FuncaoMobiusl := proc(N :: integer)

> local A, n, resultado;

> n:=N;

> if n=1 then return n; else
> if nops(fatorset(n)) = bigomega(n) then

resultado:=(-1) "nops(fatorset(n)); else resultado:=0;

> fi;

> fi;

> end:

Referéncias

[1] Biggs, N. L. Discrete Mathematics. Oxford University Press (2a ed.), 2002.

[2] Shen, A. and N. K. Vereshchagin. Basic Set Theory. AMS - Student Mathe-
matical Library, 17, 2002.
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3 Aula Pratica de 2-3-2004.

e Sumairio.
— Algoritmo de Euclides para a determinac¢do do méximo divisor co-
mum entre dois inteiros nao negativos.
— Exercicios.
— Projecto.

x Implementagdo em MAPLE do algoritmo de Euclides.

3.1 Algoritmo de Euclides.
Podemos afirmar que d = mde(m,n) se

. din,

. dm,

e ¢ se Je € Z tal que c|n e ¢/m, entdo ¢ < d.

O mais popular dos métodos para determinagao do maximo divisor comum
entre dois nimeros m e n é o algoritmo de Euclides que se baseia no seguinte
resultado:

m=nqg+rcom0<r<n=D,ND,=D,ND,,

onde Dy o conjunto dos divisores de ¢q. Com efeito, se d € D,, N D,, entdo
d|(m —nqg) < d|r e, consequentemente, d € D, N D,. Reciprocamente, se d €
D, N D, entao d|(nq + r) < d|m, pelo que d € D,, N D,,. Logo, podemos
concluir que mde(m,n) = mde(n,r). Nestas condigdes, o algoritmo de Euclides
pode formalizar-se de acordo com o procedimento a seguir, no qual, ao escrever-
se 1y = Ti11qi+1 + Tit+2, se supoe que 0 < 7490 < riyq.

e Algoritmo de Euclides, para a determinagédo de mdc(m,n).

— Fazer rg :=1r1q1 + 12, com 19 :=m e r1 :=n;
— Fazer ¢ :=1;
— Enquanto r;; > 0 fazer r; = r;41¢;41 + riq2 e i := i+ 1;

— mdc(m,n) :=r;.
e Fim do algoritmo.

Como exemplo de aplicagao, vamos utilizar o algoritmo de Euclides na de-
terminagao do méximo divisor comum entre 546 e 222.

Como consequéncia imediata do algoritmo de Euclides, pode concluir-se o
resultado que se segue.
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mde(ri,riy1) = mde(rit1,ri+2)
mdc(546, 222) = mde(222, 102)
mde(222, 102) = mde(102, 18)

i | rar1 | e = 7rig1 X @1+ 1rigo (
(
(
mdc(102, 18) = mdc(18,12)
(
(
(6

546 | 222 | 546 = 222 x 2+ 102
222 102 | 222 =102 x 2418
102 18 102 =18 x 5+ 12
18 12 18=12x146

12 6 12=6x2+0

N = B
AR

mdc(18,12) = mde(12, 6)
mdc(12,6) = mdc(6 0)
) )

mdc(6

Tabela 1: Determinagio de mdc(546,222) por aplicagio do algoritmo de Euclides.
Teorema 3.1. Sejam m en dois inteiros positivos e seja d = mdc(m,n). Entdo
existem inteiros x e y tais que

d=mz + ny.

Demonstragao. Supondo que, por aplicacao do algoritmo de Euclides, se obtém a
sequéncia

ro =T1q1 +T2 << T2 =70 —Triqi,
rL="T2¢2 +T3 < T3 =T1—"2q2
& r3=Tr1— (7“0 - T1Q1)Q2
& r3=r1(1+qq) —roge,
Te =1T3¢3 +T4 < T4 =7T2—1T3(¢3
& ra=(ro—riq)— (ri(l+ qiq2) — r0g2)gs
& ry=ro(l+q2q3) —ri(q1 + ¢3 + q19293),
ete,
até se determinar ry, conclui-se a igualdade pretendida. |

Procedendo como o sugerido na prova deste teorema, para o caso de m = 546
e n = 222, obtém-se rg = 546 e r; = 222 e a sequéncia

re =To —T1q1, com qp = 2,

ro = 546 — 222 X 2,

r3 =171 —T2g2, CcOm g2 = 2,

r3 = 222 — (546 — 222 x 2) x 2

rg = 546 X (—2) + 222 x 5,

T4 = T2 —T3¢3, com g3 = b,

ra = 546 — 222 x 2 — (546 x (—2) + 222 X 5) x 5,
rqg = 546 x 11 4 222 x (—27),

Ts = T3 —T4q4, cOm qq = 1,

rs = 546 x (—2) + 222 x 5 — (546 x 11 + 222 x (—27)),
rs = 546 x (—13) + 222 x 32.

ro =711q1 + T2

L =1"T2q2 + 73

T2 =1T3q3 + 74

r3 =1"r4qs + 75

N R R
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Assim, uma vez que 6 = mdc(546,222) = r5, vem que

6 = 546 x (—13) + 222 x 32.

Tendo em conta o teorema 3.1, concluimos que dados dois niimeros naturais m
e n primos entre si, existem dois inteiros x e y tais que

3.2

1.

mzx +my = 1.

Exercicios.

Supondo que um tanque com a capacidade de 20 litros tem duas torneiras
para encher e e outras duas para esvaziar, em ambos os casos com débitos
de 9 e 15 litros por minuto, e que as torneiras podem ser comandadas
a distancia com intervalos de tempo (entre a abertura e o fecho) que
sao multiplos do minuto, indique um procedimento para se armazenarem
apenas 6 litros.

Sugestao. Dado que mde(9,15) = 6, note que existem inteiros z e y tais
que 9z + 15y = 6.

. Determine d = mdc(672,448) e determine dois inteiros z e y tais que

6722 + 448y = d.

. Mostre que, dados dois ntimeros naturais m e n, se existem dois inteiros

x e y tais que mx + ny = 1, entdo mdc(m,n) = 1.
Sugestao. Suponha que existe d € N tal que d|m e d|n.

. Sendo d = mdc(m,n), prove que existem inteiros p e g que satisfazem a

equagdo pm + gn = ¢ se e somente se d|c.

. Supondo que p é um namero primo e x1, . .. T, S40 nimeros inteiros, prove

que se p|(x1 - - x,), entdo p|z; para algum i € {1,...,n}.
Sugestao: Faga a prova por indugao, tendo em conta que para n = 2 se
plr1x2 € p ndo divide z1, entdo (tendo em conta que 1 e p sdo os Gnicos
divisores de p) mdc(p, 1) = 1 e, consequentemente, existem inteiros r e s
tais que rp 4+ sz1 = 1. Logo @2 = (rp + sx1)xa = (rz2)p + s(x122) e, uma
vez que p divide x1xs, conclui-se que também divide xs.

. Prove o teorema fundamental da aritmética, onde se estabelece que para

qualquer inteiro positivo n > 2 a menos da ordem a sua factorizagao é
dnica.

Sugestao. Admita a existéncia de duas factorizacbes n = py---p, €
n = p}---p. com primos repetidos, se necessario, e utilize a conclusao
do exercicio anterior.
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3.3 Projecto.

Implementagao em MAPLE do algoritmo de Euclides para a determinacao do
méximo divisor comum entre dois niimeros inteiros positivos.

e Solugao apresentada por Carla Carvalho (n. 21 327), Pedro Gongalves
(n. 19 753) e Mério Peixoto (n. 19 809).

— Algoritmo Iterativo.

>

vV VvV V

>
>
>

Euclides := proc(m,n :: integer)

local a, b, aux:: integer;
if m>n then a:=n; b:=m mod n else a:=m; b:=n mod n fi;
while b>0 do
> aux:=a; a:=b; b:=aux mod b;
od;
return a;
end proc:

— Algoritmo Recursivo.

>
>

>

rEuclides := proc(m,n :: integer)

if n>m then rEuclides(n,m) else if n=0 then return m else
rEuclides(n,m mod n) fi

end proc:

Referéncias

[1] Biggs, N. L. Discrete Mathematics. Oxford University Press (2a ed.), 2002.



D. M. Cardoso, Praticas de Grafos e Combinatéria, UA - 2003/04 17

4 Aula Pratica de 09-3-2004.

e Sumaério.

Fungoes de Euler e de Mdbius.

Aritmética moédulo m.

— Exercicios.
— Projecto.

* Implementacado em MAPLE de um algoritmo que, dado m €
N, determina o conjunto dos elementos invertiveis de Z,, e os
respectivos inversos.

4.1 Funcgoes de Euler e Mo6bius.

A funcgdo de Euler define-se como sendo a fun¢éo

®:N — N
n ~ ®(n)={zeN, :mdc(x,n) =1},

ou seja, tal que ®(n) é igual ao nimero de primos relativos com n pertencentes a
N,,. Sabe-se que, sendo n um inteiro positivo, de ®(d) =n e, supondo n > 2,

com factorizagao em primos dada por n = plfl p§2 .- pkr obtém-se

1 1 1
®(n)=n(l-—)1—-—)---(1-—).
n P2 Pr
Por sua vez, a fungao de Mobius g : N +— {—1,0,1} define-se como sendo tal
que

1 se d=1,
w(d) =< (=1)* se déoproduto de k primos distintos,
0 se d tem um factor primo repetido.

Sabe-se que dado um inteiro n > 2, Zd‘nu(d) = 0 e que, dada uma funcao
arbitraria g : N +— N, se f é tal que f(n) = Edlng(d), entdo a fungdo g pode
ser obtida de f pela equagao g(n) = >_;,, 1(d) f(%), conhecida por formula de
inversao de Mobius.

4.2 Aritmética médulo m.

O conjunto dos inteiros moédulo m, que vamos denotar por Z,,, é o conjunto de
todas as classes de equivaléncia moédulo m pertencentes a Z. Vamos denotar as
operagoes de adicao e multiplicagao em Z,,, respectivamente por & e ®. Assim,
dadas as classes de equivaléncia [x],, e [y de Z,, vem que

[Z]im @® [Ylm = [T+ Ylm € [2]m @ [Y]m = [2y]m.[
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Para simplificar a linguagem vamos denotar [z],, simplesmente por z, embora
se trate de uma classe de equivaléncia de Z,,.

Um elemento z € Z,, diz-se invertivel se existe x € Z,, tal que z® x = 1 em
Zm. Nestas condicoes x designa-se por inverso de z e denota-se por z~! (uma
vez que 2 ®@ ¥ = ¥ ® z = 1, conclui-se também que z = x71).

4.3 Exercicios.

1. Calcule ®(n) para cada n tal que 150 < n < 160.

2. Calcule o namero de ntimeros inteiros positivos que nao sao relativamente
primos com 860.

3. Prove que dados dois inteiros positivos m e n,
mde(m,n) =1 < ®(mn) = &(m)®(n).

4. Prove o reciproco do teorema da inversao de Mdbius, ou seja, se f é obtida
n

de g pela equagao f(n) = > 4, #(d)g(5), entdo a g pode obter-se de f

pela equacao
g(n) = f(d).
d|n

5. Dado um ntmero natural n, denote-se por D, o conjunto dos divisores
positivos de n, ou seja, D, = {d € N,, : d|n}. Considerando a equagao
linear nas variaveis x4, com d € D,,,

Z:Ed =n, (2)
d|n

prove que x4 = ®(d)+2zu(d), com d percorrendo D,,, constitui uma solugao
inteira da equacao (2), qualquer que seja z € Z.

6. Prove que Z,, com as operagoes @ e ® tem estrutura de anel, ou seja, as
operagoes @ e ® verificam as propriedades:

(e) Vz € Zy, existe um tnico elemento —z € Z,, tal que z @ (—z) = 0.
7. Determine os elementos invertiveis de Zg e Z13.

8. Calcule os inversos de 3 em Z7, de 5 em Z1; e de 7 em Zq5.
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9. Prove que se p ¢ um nimero primo entao Z,, munido com as operagoes &
e ®, é um corpo, i.e, (Z,,®) e (Zy \ {0}, ®) tém ambos estrutura de grupo
comutativo e verifica-se a distributividade da multiplicagao relativamente
a adicdo (ouseja, 2R (Yd2) = (2R y) ® (z® 2)).

10. Considerando o produto de todos os elementos nao nulos de Zj,, onde p é
um namero primo, mostre que (p — 1)! = —1(mod p).

4.4 Projecto.

Implementacdo em MAPLE de um algoritmo que, dado m € N, determina o
conjunto dos elementos invertiveis de Z,, e os respectivos inversos.

e Solugao apresentada por Sara Filipa da Silva Oliveira (n. 20 477) e Inés
Maria Prior Bernardes (n. 20 625).
> with(combinat):
with(numtheory):
Inverter:=proc(n::integer)
local i,j,k,1,fim, Invertiveis, inversos;
Invertiveis:=1;

inversos:=1;

vV V.V V VYV

for i from 1 to n do
> if nops(divisors(i) intersect divisors(n)) = 1 then
> Invertiveis:= Invertiveis union i;
> fi;
> od;
> for j in Invertiveis do
> for k from 2 to n do
> if (j*k mod n=1) then
> inversos:=inversos,k:
> fi;
> od;
od;

print("Os valores invertiveis sao:", Invertiveis );

rint("Os respectivos inversos sdo:", inversos);
p ? )

vV V. V V

end:

Referéncias

[1] Biggs, N. L. Discrete Mathematics. Oxford University Press (2a ed.), 2002.
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5 Aula Pratica de 16-3-2004.

e Sumaério.

— Determinacgao de quadrados latinos e quadrados latinos normalizados.

Determinagao de pares de quadrados latinos ortogonais.

— Exercicios.

Projecto.

x Implementagdo em MAPLE de um algoritmo que, dado um nu-
mero primo p, determine um conjunto de p — 1 quadrados latinos
de ordem p mutuamente ortogonais.

5.1 Determinacao de quadrados latinos e quadrados lati-
nos ortogonais

Um grupoide (i. e, um conjunto nao vazio com um lei de composicao interna)
(S, ®) diz-se um quasigrupo de ordem n se |S| = n e Va,b € S existe um tunico
elemento z € S tal que z ® @ = b e um tnico elemento y € S tal que a © y = b.
De acordo com esta definigdo, sendo (S,®) um quasigrupo, com S = N,,, na
matriz A, com entradas a;; tais que Vi,j € N,, a;; = 1 ® j, verifica-se que cada
elemento de S ocorre exactamente uma vez em cada uma das linhas e colunas.
Neste texto, denota-se por L(n) o ntumero total de quadrados latinos distintos
de ordem n (o qual, naturalmente, coincide com o nimero de quasigrupos de
ordem n) e por L*(n) o namero de quadrados latinos de ordem n normalizados,
no sentido a seguir indicado.

Por permutacao das linhas e colunas, qualquer quadrado latino arbitrario de
ordem n, com simbolos em N,,, se pode escrever de tal forma que na sua primeira
linha e coluna os simbolos aparegam pela ordem 1,2,...,n. Um tal quadrado
latino designa-se por quadrado latino normalizado.

Dois quadrados latinos L’ e L” dizem-se ortogonais quando, para quaisquer
pares de simbolos («, ) existe uma dnica entrada (7, j) tal que

Ly =aelLj;=p.
e A tabela da operagao @ do quasigrupo (Z,,, ®) define um quadrado latino.
e L(n)=nl(n—1)L*(n).
e Seja p primo e g € Z,, \ {0}.
— Entao a matriz L? tal que
Vij€Z, LL=(q®i)®j

define um quadrado latino.

— Adicionalmente, Vr, s € Z, \ {0} tal que r # s os quadrados latinos
L" e L® sao ortogonais.
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5.2

1.
2.

Exercicios.

Construa um quadrado latino de ordem 10.

Prove que a menos de permutacoes de linhas, colunas e simbolos, existe

a) um unico quadrado latino de ordem 1,
b) um tnico quadrado latino de ordem 2,
c

(¢) um tunico quadrado latino de ordem 3,

(
(
(d) e dois quadrados latinos distintos de ordem 4.

Determine um quadrado latino normalizado de ordem 7.

Construa um conjunto de 4 quadrados latinos de ordem 5 mutuamente
ortogonais.

Prove que dado um par de quadrados latinos L’ e L” de ordem n e simbolos
em N,,, se ndo existe um par de simbolos (p,¢) € N, x N,, tais que

/ u

ivgr — P € Li . =4

=P e Lij =q
com entradas (ir, jr) # (is,js), entdo V(z,y) € N, xN,, existe uma entrada
(4,7) tal que L}; =z e L}, = y.

e Sugestao. Suponha que 3(z,y) € N, x N, para o qual A(i, j) tal que
Li; =z e L}; = y. Uma vez que cada simbolo aparece exactamente
uma vez em cada linha e coluna, entao cada simbolo aparece exa-
ctamente n vezes em cada um dos quadrados latinos. Assim, supondo
que z aparece em L’ nas entradas (1,j1),(2,j2),...,(n,j,), vamos
considerar a fungao

fo: Ny — N,

Dado que y ¢ f.(N,), pelo principio da gaiola dos pombos, podemos
concluir que f, nao é injectiva e, consequentemente, que Ir,s € N,

tais que f.(r) = L’T’jr = L’S’js = fz(s).
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5.3 Projecto.

Implementagao em MAPLE de um algoritmo que, dado um nimero primo p,
determine um conjunto de p — 1 quadrados latinos de ordem p mutuamente
ortogonais.

e Solugao apresentada por Joana Sofia Sobral Santos (n. 18 322) e Marga-
rida Alexandra Fidalgo Nunes Lavrador (n. 17 948).
> qlatino:= proc(p:integer)
> local k,i,j,q;
> for k from 1 to p-1 do
> q:=linalg|matrix]|(p,p);
> forifrom 1 to p do
> for j from 1 to p do
> qli,jl:=((k*i)+]) mod p;
> od;
> od;
> print(q);
> od;
> end:

Referéncias

[1] Biggs, N. L. Discrete Mathematics. Oxford University Press (2a ed.), 2002.

[2] Cameron, P. J. Combinatorics - Topics, Techniques and Algorithms. Cam-
bridge University Press, 1994.
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6 Aula Pratica de 23-3-2004.

e Sumaério.

— Determinagao de designs 1 — (n,p,q) e t — (v, k, ).
— Determinagao de sistemas de Steiner.
— Projecto.

* Determinacao de um sistema de triplos de Steiner S(2, 15, 3).

6.1 Determinagao de designs 1 — (n,p,q) e t — (v, k, \)

Existe um design com parametros (n,p, q) sse

plng e — < .
p p

Dados os inteiros positivos ¢, k, v e A tais que t < k < v, o par (X, B) diz-se
um design t-(v, k, \), ou t-design com pardmetros (v, k,\), se X é um conjunto
de cardinalidade v e B é uma colecgao de k-subconjuntos de X, designados
por blocos, onde quaisquer ¢ elementos de X estao contidos em exactamente A
blocos.

e Se (X,B) ¢ um design t-(v, k, \), entao
v
Bl = /\%).
(1
e Para s < t, qualquer design t-(v,k, \) é também um design s-(v,k, \s),
onde
v—S
(tfs)
T
(:=2)
Segue-se a desigualdade de Fisher que constitui uma condi¢do necesséria
para a existéncia de designs 2 — (v, k, A).

~—

As = A

e Se (X,B) é um design 2 — (v, k, \) entao |B| > v.

6.2 Determinacao de sistemas de Steiner

Um designt— (v, k, \), com A = 1, designa-se por sistema de Steiner e denota-se
por S(t,v,k). Em [1] refere-se o desconhecimento de sistemas de Steiner com
t > b e acrescenta-se que os tnicos sistemas de Steiner conhecidos com ¢ = 5 sao:
S5(5,12,6), S(5,24,8), S(5,24,6), S(5,48,6), S(5,84,6), S(5,28,7) e S(5,72,6).
Por outro, os tnicos sistemas de Steiner conhecidos com ¢ = 4 sao os que decor-
rem dos sistemas de Steiner que se conhecem para t = 5.

Os sistemas de Steiner S(¢,v,k) com k = 3 designam-se, usualmente, por sis-
tema de triplos de Steiner. Por exemplo, o sistema de triplos de Steiner S(2,9, 3)
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é constituido pelos blocos {1, 2,3}, {4, 5,6}, {7,8,9},{1,4,7},{1,6,8},{1,5,9},
{2,5,8}, {3,6,9}, {2,4,9}, {3,5,7}, {2,6,7}, {3,4,8}.

6.3

1.

Exercicios.

Para cada um dos ternos de pardmetros a seguir indicados, construa o
respectivo 1-design ou justifique porque é que um tal design nao existe

(a) (n,p,q) = (6 3,1).
(b) (n,p,q) = (5,2,1).
(©) (n,p.q) = (7 3,3).
(d) (n,p,q) =(9,6,4).

Qual o valor de A para o design 1-(v, k, A) cujos blocos sdo todos os k-
subconjuntos de N,,.

Seja (X, B) um design 1-(v,k,\) e seja B’ a familia dos complementares
dos elementos de B em X. Mostre que (X,B’) é também um 1-design e
determine os seus parametros (z,y, z), em fungao de (v, k, \).

. Determine os parametros do design complementar do design 2—(7,3,1) (ou

seja, do design que se obtém substituindo os blocos do design 2 — (7,3, 1)
pelos seus complementares em N7).

Determine todos os pardmetros t, k e A possiveis para um design nao trivial
—(9,k,\) (entendendo-se por design trivial todo o design t— (v, k, A) onde
qualquer k-subconjunto é um bloco).
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6.4 Projecto.

Determine o sistema de triplos de Steiner S(2,15,3), o qual corresponde & so-
lugdo do classico problema da organizagao, para 15 pessoas, de 7 passeios (um
em cada dia da semana) com 5 grupos diarios de 3 elementos, de tal forma que,
ao longo da semana, nenhum par de pessoas integre um mesmo grupo mais do
que uma vez.

e Solugao apresentada por Diane Diogo Guedes (n. 17 290) e Nuno Duarte
Marcelino Pinto (n. 16 749).

{2,10,13} {3,4,9}  {2,6,8}  {3,5,13}  {3,6,11}
{3,8,10}  {3,12,14} {2,7,9}  {4,8,15}  {4,7,14}
{1,3,7V  {1,4,6}  {4,5,10} {1,9,13}  {1,10,11}
{1,8,12} {6,7,12} {5,8,14} {5,7,11} {1,515}
{1,2,14}  {5,6,9}  {4,12,13} {2,5,12}  {2,3,15}
{6,10,14} {2,4,11} {6,13,15} {7,10,15} {7,8,13}
{8,9,11}  {9,10,12} {9,14,15} {11,12,15} {11,13,14}

Referéncias

[1] Biggs, N. L. Discrete Mathematics. Oxford University Press (2a ed.), 2002.

[2] Cameron, P. J. Combinatorics - Topics, Techniques and Algorithms. Cam-
bridge University Press, 1994.
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7 Aula Pratica de 30-3-2004.

e Sumaério.

— Sistemas de triplos de Steiner.
— Abordagens heuristicas da determinagdo de um ST'S(n).
— Projecto.

* Implementagao de um método heuristico para a determinagao de
sistemas de triplos de Steiner e sua aplicacao na determinagao
de um ST'S(15).

7.1 Determinacao de sistemas de triplos de Steiner

Um sistema de Steiner é um design t — (v, k,\), com A = 1, o qual vamos
denotar por S(t, v, k). Por sua vez, designam-se por sistemas de triplos de Stei-
ner os sistemas de Steiner S(t,v,k), com t = 2 e k = 3, denotando-se tais
sistemas por ST'S(v). Na tltima aula teoérica sobre designs apresentou-se como
exemplo de sistema de triplos de Steiner, ST'S(9) que é constituido pelos blocos:
{1,2,3},{4,5,6},{7,8,9},{1,4,7},{1,6,8},{1,5,9},{2, 5,8}, {3,6,9}, {2, 4, 9},
{3,5,7}, {2,6,7}, {3,4,8}.

Outro exemplo de sistema de triplos de Steiner é STS(7), cujos blocos corres-
pondem aos conjuntos:

{1,2,4}, {2,3,5}, {3,4,6}, {4,5,7}, {1,5,6}, {2,6,7}, {1,3,7}.

Vamos apresentar um algoritmo para a determinacao de sistemas de triplos de
Steiner, adoptando uma abordagem idéntica a seguida em [1].

Lema 7.1. Se (X,B) é um STS(n) entdo qualquer elemento x € X ocorre

_ . P ~1
exactamente em 1 = "Tl blocos e o nimero de blocos é |B| = %.

Demonstragao. Seja B, o conjunto dos blocos que contém um elemento arbitrério
z € X. Entao X = Jgcp, B e, dado queVB', B” € B, B'NB" = (), podemos concluir

que |B:| = %5%, 0 que prova a primeira parte. Por sua vez, a prova de que o niimero
. n(n—1 :
de blocos ¢é % decorre da igualdade 3|B| = rn. ]

Como consequéncia imediata deste lema, dado n € N, se ST'S(n) existe entao

1 (mod 6)
n = ou (3)
3 (mod 6).

Na verdade provou-se, ha mais de 100 anos, que existe um ST'S(n) se e somente
se a relagdo de congruéncia (3) se verifica. A prova da suficiéncia da condigao
(3) é construtiva, conduzindo-nos a um método para a determinagio de pelo
menos um ST'S(n), qualquer que seja n admissivel (i. e, que verifique (3)).

Designa-se por sistema de triplos de Steiner parcial um par (X, B), onde B é
uma familia de blocos de X de cardinalidade 3, relativamente a qual, cada par
de pontos de X esta contido, no maximo, num tnico bloco. Sendo | X| = n, um
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tal sistema de triplos de Steiner parcial denota-se por ST'SP(n), designando-se
o seu namero de blocos por tamanho do STSP(n) (note-se que sendo X = N,
comn > 3, e B = {{1,2,3}}, o par (X,B) corresponde a um STSP(n) de
tamanho 1). E facil concluir que qualquer STSP(n) tem, no maximo, %
blocos e que atingindo este nimero é um ST'S(n). Assim, podemos considerar
o problema da determinagao de um ST'S(n) como um problema de optimizagao

combinatoria.

Seja FB(X) o conjunto de todas as familias B de blocos para as quais o
par (X,B) ¢ um STSP(n). Logo, qualquer ST'S(n) fica determinado por uma
familia B* € FB(X) de blocos tal que

|B*| = max{|B|: B e FB(X)},

_ n(n—1) )

sabendo-se que |B*| 5

e Seja (X, B) um STSP(n) arbitrario. Um elemento z € X diz-se um ponto
vivo se r(z) < 5% (onde r(z) denota o nimero de réplicas de z, i. e,

o numero de blocos de B em que x ocorre). Um par de elementos de X
distintos, (x,y), diz-se um par vivo se ndo existe nenhum bloco B € B tal
que {z,y} C B.

1 ~ .
( 3 ), entao tem de existir um
ponto vivo. Adicionalmente, sendo  um ponto vivo, entdo tém de existir,
pelo menos, dois elementos y, z € X (y # z) tais que os pares (z,y) e (z, 2)
a0 amb ivos (tal acont < () t
sdo ambos pares vivos (tal acontece porque 7(r) < =5 e, consequente-
mente, x ocorre nos diferentes blocos com, no maximo, n — 3 elementos

distintos de x).

e Se 0 STSP(n) tem tamanho inferior a ““—

A pesquisa exaustiva dos pontos e pares de pontos vivos, pode provocar o que
se designa por explosdo combinatoria. Em alternativa a uma pesquisa exaustiva
dos pontos e pares de pontos vivos, vamos apresentar um algoritmo heuristico,
o qual vamos designar por AHSTS e que tem como argumentos de entrada um
par (X, B), definindo um STSP(n). Com este algoritmo heuristico, a partir de
escolhas aleatorias de pontos vivos x e de elementos y,z € X tais que (y,x)
e (z, z) sdo pares vivos, sempre que possivel, incrementa-se a cardinalidade do
STSP(n) corrente e, quando tal ndo é possivel, um dos blocos é substituido por
um bloco novo. Com esta estratégia, espera-se que a aleatoriedade das escolhas
e, a substituicao de alguns blocos por outros, proporcione uma aproximacao ao
sistema de triplos de Steiner pretendido.
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Algoritmo AHSTS(X, B)
IX1UX[=1)
1. Enquanto |B| < =5 faz

1.1 escolher um ponto vivo z € X e escolher dois elementos y, z € X tais
que (y,z) e (z, z) sdo pares vivos;

1.2 se (y, 2) é par vivo

1.2.1 entdao B — BU {{z,y,z}};
1.2.2 senao, sendo B € B tal que y,z € B,

B — (B\{B})U{{z,y,2}};
fim faz;

Fim do Algoritmo.

7.2 Exercicios.
1. Verifique se existem ou nao os sistemas de triplos de Steiner:
(a) STS(13).
(b) STS(18).
(c) STS(121).

2. Aplique o algoritmo heuristico AHSTS a determinacao dos seguintes sis-
temas de triplos de Steiner:

(a) STS(7), partindo do STSP(7) (N7,{{1,2,3},{4,5,6},{1,4,7}).
(b) STS(9), partindo do STSP(9) (Ng,{{1,2,3},{4,5,6},{7,8,9}).

. ~ n(n—1)
3. Prove que, se (X, B) ¢ um STSP(n) entao |B| < =7,

e Sugestao. Note que Vo € X r(x) < "T_l, pelo que

n—1
Zr(m)gn 5

reX

4. Prove que se (X,B) é um STSP(n) de tamanho @ entdo é um
STS(n).
e Sugestao. Tenha em conta que
-1 -1
3|1B| = Zr(m):M = r(a:):nTVxeX.

2
reX

5. Prove que dado um STSP(n) (X, B), se existe um ponto vivo z € X entao
existem y, z € X tais que (z,y) e (z, z) sdo pares vivos.
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7.3 Projecto.

Implementacao de um método heuristico para a determinagao de sistemas de
triplos de Steiner e sua aplicagao na determinacdo de um S7T'S(15).

e Solugao apresentada por Carla Carvalho (n. 21 327), Pedro Gongalves
(n. 19 753) e Mario Peixoto (n. 19 809).

with(combinat):

STSP:=proc(n::integer) # Gera um sistema de triplos

local aux:: set(set),

nFim,i,K:: integer;

nFim:=(n mod 3);

if nFim =0 then
> K:=n

vV V.V V V V

else
> if nFim=1 then K:=n-1 else K:=n-2 end if;
end if;
> aux:i={};
for i from 1 to K by 3 do aux:=aux union {{i,7+ 1,7+ 2}} od;
> if nFim=1 then
> aux:=aux union {{K +1,1,4}}

\%

else
> if nFim=2 then aux:=aux union {{K + 1, K +2,1}} end if;
end if

return aux

\

> end proc:

Vivos:=proc(N:: integer,X:: integer,C:: set)
local i, numC, cont, j:: integer;
cont:=0;

numC:=nops(C);

vV V. V V V

for i from 1 to numC do

> for j from 1 to 3 do
if C[i][j]=X then cont:=cont+1 end if;,
od

od;

> if cont=(N-1)/2 then return false else return true end if;

> end proc:
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Pares Vivos:=proc(Par::set,C::set)
local numC,i::integer,
local vivo::boolean;

vivo:=true; i:=1; numC:=nops(C);

vV V.V V V

while i <= numC and vivo do
> if nops(Par intersect C[i])=2 then vivo:=false end if;
> ii=it1;

od;

return [vivo,i-1]

\%

> end proc:

AHSTS:=proc(V:integer)
local auxl, x, indice, y, i, z, o::integer,
tseq, conj:: set,
junta:: boolean;
tseq:=seq(0,0=1..V);
print("Conjunto: ", tseq);
conj:=STSP(V);
print("Parti¢ao Inicial: ",conj);
while nops(conj)< V*(V-1)/6 do
> # Determinacao do primeiro vivo

> auxl:=rand(1..V);

> while not Vivos(V,x,conj) do auxl:=rand(1..V); x:=aux1(); x:=aux1();
od:

vV V.V V V V V V V

> # Determinagao do segundo vivo de modo que,
> # juntamente com o primeiro, dé um par vivo
> auxl:=rand(1..V); y:=aux1();
> while y=x or not Pares Vivos(x,y,conj)[1] do
auxl:=rand(1..V); y:=aux1();
od:
> # Determinagao do terceiro vivo de modo que,
> # juntamente com o primeiro, dé um par vivo
> auxl:=rand(1..V); zz=aux1();
> while z=x or z=y or not Pares Vivos(x,z,conj)[1] do
auxl:=rand(1..V); z:=aux1();
od:
> junta:=Pares Vivos(y,z,conj)[1];

> indice:=Pares_ Vivos(y,z,conj)|2];
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> if junta then
conj:=conj union {{z,y,z}}; # Juntamos um novo conjunto a

particao

else

conj:= conj minus conj|indice]; # Retiramos o conjunto
contendo o par morto

conj:= conj union x,y,z; # Juntamos o conjunto encontrado
fi

od;

> print("Conjunto Final:");
> return conj

> end proc:
V:=15:
if (V mod 6)=1 or (V mod 6)=3 then AHSTS(V);
print(nops(%),"Blocos");

else print(‘Nao é possivel calcular o sistema de triplos!j)

vV V. V. V VvV

end ifj

Conjunto: {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15}
Partigao Inicial: {{1,2,3},{4,5,6},{7,8,9},{10,11,12},{13,14,15}}
Conjunto Final: {{3,5,8},{7,8,13},{3,7,14},{9,13,14},{3,9, 11},
{2,9,10},{4,6,9},1{3,6,12},{2,4,12},{10, 12, 14},
{11,12,13},{7,10,11},{2,6,13},{5,6,11},{2,5, 7},
{4,13,15},{4,5,14},{1,2,11},{11, 14,15}, {4, 8,11},
{6,8,10},{1,3,13},{2,8,14},{1,6, 14}, {1, 10, 15},
{1,5,12},{1,8,9},{1,4,7},{6,7,15}, {5,9, 15},
{7,9,12},{3,4,10}, {5,10,13},{2, 3,15}, {8,12, 15} }
35 Blocos.

Referéncias

[1] Kreher, D. L. and D. R. Stinson. Combinatorial Algorithms: generation,
enumeration and search. CRC Press, Boca Raton, 1999.
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8 Aula Pratica de 13-4-2004.

e Sumaério.

— Relagoes de pré-ordem, relagoes de ordem parcial e relagoes de ordem
total (ou lineares). Sequéncias de termos de conjuntos totalmente
ordenados e subsequéncias mono6tonas. Correspondéncia biunivoca
entre pré-ordens e topologias definidas em conjuntos finitos.

— Projecto.

x Implementar em MAPLE um procedimento que aceita como ar-
gumento de entrada uma pré-ordem, definida num conjunto fi-
nito pelos respectivos pares ordenados de elementos distintos, e
determina a topologia que lhe corresponde.

8.1 Relacgoes de pré-ordem, relagoes de ordem parcial e
relagoes de ordem total (ou lineares).

e Pré-ordem: é toda a relag@o binaria reflexiva e transitiva. Na terminolo-
gia inglesa estas relacoes designam-se por quasi-orders.

e Ordem parcial: é toda a relagao reflexiva, anti-simétrica e transitivo. Um
conjunto munido de uma relagao de ordem parcial designa-se por conjunto
parcialmente ordenado (poset na terminologia inglesa).

— Todo o subconjunto nao vazio de um conjunto parcialmente ordenado
finito tem um elemento maximal e um elemento minimal.

e Ordem total: é um relacdo de ordem parcial relativamente a qual, es-
tando definida num conjunto X, todos os pares de elementos de X sao
comparéaveis. Esta relagao também se designa por relagao de ordem linear.

8.2 Sequéncias de termos de conjuntos totalmente orde-
nados e subsequéncias monétonas.

Dado um conjunto X, designamos por sequéncia finita (ou, simplesmente, sequén-
cia) de termos de X, toda a aplicagdo « : N, — X. Usualmente, Vk € N,, z(k)
denota-se por z. As sequéncias infinitas, i.e, definidas em N, designam-se, ha-
bitualmente, por sucessoes.

Em geral, uma sequéncia definida em N,, denota-se pelo n-uplo das suas ima-
gens, i. e, por S = (x1,22,...,z,). Dada uma sequéncia de termos em X,
S = (z1,22,...,Ty), a funcdo b : N,,, — X diz-se uma subsequéncia de S, se
existe um subconjunto J C N,, e uma funcao bijectiva f : N, — J, tal que
i < j= f(i) < f(y), para a qual se verifica que Yk € N,,, b(k) = x(f(k)).
Sendo X um conjunto munido de uma relagao de ordem total <y, uma sequén-
cia de termos de X, S = (21,2, ...,%,), diz-se ndo decrescente (nio crescente)
se Vi < jx; 22 (x; =1, x;). Uma sequéncia ndo decrescente ou ndo crescente
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diz-se uma sequéncia mondtona.

e Sejamm,n € Ne S = (a1, ..., Qmnt1) uma sequéncia de mn+1 elementos
de um conjunto X munido de uma relacao de ordem total <. Entao
S contém uma subsequéncia nao decrescente de m 4 1 termos ou uma
subsequéncia nao crescente de n + 1 termos (ou ambas).

Dados os conjuntos X e Y, onde estao definidas as relagoes binarias Rp e
Rq, respectivamente, diz-se que a fungao f : X — Y preserva as relagées Rp e
Rq se

Vri,29 € X ©1Rpres = f(l‘l)RQf(JJg)

Como exemplo, dados os conjunto parcialmente ordenados definido pelos pares
(P(X),Cp) e (P(X),Dq), onde X & um conjunto finito arbitrario nao vazio, a
fungdo Z : P(X) — P(X) tal que Z(Y) = Y, onde Y denota o complementar
de Y em X (i.e, Y = X \ Y), preserva as relagdes de ordem parcial Cp e Dg.

Dados dois conjuntos parcialmente ordenados P = (X,<p) e Q@ = (Y,=qg) e
uma funcao ® : X — Y, diz-se que ® é um isomorfismo entre P e () se se

verificam as seguintes propriedades:
1. ® preserva as relagoes de ordem =<p e =;
2. ® admite inversa ®1;
3. @1 preserva as relagdes de ordem =g e <p;

Quando existe um isomorfismo entre os posets P e Q) diz-se que P e @) sao
isomorfos.

8.3 Correspondéncia biunivoca entre pré-ordens e topolo-
gias definidas em conjuntos finitos.

Como se sabe uma topologia consiste num par (X, 7), onde X é um conjunto
er={X;:X; CX,j € J} éuma familia subcojuntos de X, verificando as
seguintes condigoes:

l.0eTteX e

2.VICJ, Ujer Xi €73

3. Vi,jed, XinX;er.

Por indugao, a partir da condigao 3, com facilidade se conclui que a intersecgao
de um numero finito de elementos de 7 ainda é um elemento de 7. Quando X é
finito a condigao 2 pode ser substituida por Vi, j € J, X;UX; € 7. Os elementos
de 7 sao, usualmente, designados por abertos.

Com o teorema a seguir, a descrigao de topologias finitas (conjuntos de conjun-
tos) reduz-se a descrigdo de pré-ordens (conjuntos de pares ordenados).
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Teorema 8.1. Se X é um conjunto finito entdo existe uma correspondéncia
biunivoca entre as topologias definidas em X e as relagao de pré-ordem em X.

A demonstragao deste teorema pode fazer-se a custa das seguintes constru-
goes:

e Construgao 1. Sendo 7 uma topologia em X, defina-se a relagao binaria
R em X pela seguinte regra: (x,y) € R se qualquer aberto de 7 que contém
x também contém y. A prova que esta relacao R é

reflexiva
e transitiva

e, consequentemente, que R é uma pré-ordem em X, é imediata.

e Construgao 2. Seja R uma relacao de pré-ordem em X e defina-se a
familia de subconjuntos de X, 7, pela seguinte regra: U C X pertence a
familia 7 se z € U = R(z) C U. Segue-se a prova de que 7 define uma
topologia em X.

1. E imediato que a condicdo 1 se verifica.

2. Para provar que a condi¢ao 2 se verifica, considere os abertos de 7,
U1,Us,...esejax € J,U;. Entdo x € U; para algum j e, consequen-
temente, R(xz) C U; C |, Us.

3. Finalmente, para provar que a condigao 3 se verifica, considere dois
abertos U e V e que z € UNV. Entao R(z) C U e R(z) CV, pelo
que R(z) CU NV e, consequentemente, U NV é aberto.

8.4 Exercicios.

1. Dados dois conjuntos X e Y tais que |X| = |Y|, quantas bijecgdes existem
entre X e Y.

2. Prove que o conjunto X = {1,2,3,4,5,6} munido da relagao
j = {(171)7 (173)7 (174)7 (175)7 (176)7 (271)7 (272)7 (273)7 (274)7(275)7
(2,6),(3,3),(3,5),(3,6),(4,4),(4,5),(4,6),(5,5), (6,6)},
é¢ um conjunto parcialmente ordenado.

3. Prove que se P = (X, <p) é um conjunto parcialmente ordenado e 3zx1, ...,z €
X taisque 1 =p ... pxr Xpxyentao r1 =9 = ... = T.

4. Dada a sequéncia
S = (37 —17 07 27 57 —27 47 17 _97 —37 27 67 87 _67 —57 77 _67 _47 97 —77 —87 67 _77 57 _27 0)7

com 26 termos, responda as seguintes questoes:
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(a) Verifique se existe ou ndo uma subsequéncia monétona com 6 termos.

(b) Determine uma subsequéncia mono6tona com o nimero maximo de
termos.

5. Dados os conjuntos parcialmente ordenados P = (X, <p) e Q = (Y, =<q),
Onde X = {17 2, 37 4}’ Y = {a’, b7 C, d, 67 f}7

=p = {(171)7(172)7(174)7(272)7(273)7(274)7(373)7(474)}7
jQ = {(a,a),(a,d),(b,b),(b,d),(b,f),(c,c),(c,e),(d,d),(e,e),(f,f)},

determine uma funcao f : X +— Y que preserve as relagoes <, e <q.

6. Dados os conjuntos parcialmente ordenado P = (X, =<p), Q@ = (Y, =g) e
R = (Z,<g) e as fungdes f : X — Y e g : Y — Z que preservam as
respectivas relagoes de ordem parcial, prove que a composicao gof : P —
R preserva as relacoes de ordem parcial <p e =q.

7. Sendo P = (X, <p) um conjunto parcialmente ordenado e @ = (Y,Rg)
prove que se existe uma funcao bijectiva f : X — Y que preserva as
relagoes =p e Rq, entdo () ¢ um conjunto parcialmente ordenado.

8. Determine a topologia correspondente & pré-ordem < da questao 2, utili-
zando a construgao 2 introduzida na prova do teorema 8.1.

9. Determine as topologias correspondente as pré-ordens =< p e = da questao
5, utilizando a construgao 2 introduzida na prova do teorema 8.1.
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8.5 Projecto.

Implementar em MAPLE um procedimento que aceita como argumento de en-
trada uma pré-ordem, definida num conjunto finito pelos respectivos pares or-
denados de elementos distintos, e determina a topologia produzida pela cons-
trucao 2 utilizada na prova do teorema 8.1.

e Solugao apresentada por Méarcia de Jesus Ferreira (n. 20 715) e Vera
Claudia Gomes Oliveira (n. 19 422).

>with(combinat):
>Topologia:=proc(relacao)

>local X,Y,v,h,i,j, Top,R.k,g,uniao,b,transitiva;
> # Calculo da transitividade
transitiva:=proc(rr)

local Y,u,v,w;

Y:=map(u -> op(1,u),relacao) union map(u -> op(2,u),relacao);

vV V. V V

for uin Y do

> for vin Y do

> for win Y do
>if (member([u,v],rr) and member([v,w],rr) and not mem-
ber([u,w],rr)) then RETURN((false) fi

> od;
> od;
> od;
> RETURN(true);
> end:

>if transitiva(relacao)=true then

> X:=map(u->op(1,u),relacao) union map(u->op(2,u),relacao);
> Top:={};
> # célculo dos conjuntos R(i)
> Yi={};
> for iin X do
> R:={i};
> for j from 1 to nops(relacao) do
> if i=relacaolj|[1] then R:=R union {relacaolj|[2]} fi;
> od;
> Y:=Y union R;
> od;
> Top:=Top union Y;
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> # calculo das unioes
> uniao:={};
> b:i=1;
> while b<=nops(X)-1 do
> for k from 1 to nops(Y)-1 do
>h:=Y minus Y[k];
>for v from 1 to nops(h) do
>g:=(Y[k| union h[v]);
>uniao := uniao union g;
>od,;
> od;
> Y:=Y union uniao;
> b:=b+1;
> od;
> # calculo final da topologia
> Top:=Top union Y union {{}} union {X};
> print(Top);
>else printf(" A relagdo que introduziu nao é uma relacao de pré-ordem!");
>1i;
>end:

Seguem-se alguns dos testes efectuados.
> Topologia({[1, 2], [1,3]});
{{2,3},{1,2,3}, {2}, {3}, {}}
> Topologia({[1, 3], [4,5]});
{{3,4,5},{1,3}, {5}, {4,5},{1,3,5}, {3}, {3,5}, {1,3,4,5}, {}}
> Topologia({[1, 2], [1, 3],[2, 3]});
{{2,3},{1,2,3}, {3}, {}}
> Topologia({[1, 2], 2, 3], [3, 4], [5, 6], 6, 7], [5, 7], [1, 3] });

A relagao que introduziu nao é uma relacao de pré-ordem!

Referéncias

[1] Cameron, P. J. Combinatorics - Topics, Techniques and Algorithms. Cam-
bridge University Press, 1994.

[2] Schréder, B. S. W. Ordered Sets. Birkhduser, Boston, 2003.
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9 Aula Pratica de 20-4-2004.

9.1

9.2

Sumario.

— Cadeias e anticadeias. Subrelagoes e extensoes.

Cadeias e anticadeias.

Lema de Dilworth: Em qualquer conjunto parcialmente ordenado P =
(X, =p), de mn + 1 elementos, existe uma cadeia de cardinalidade m + 1
ou uma anti-cadeia de cardinalidade n + 1.

Corolario do lema de Dilworth: Se P = (X, =<p) é um conjunto parcial-
mente ordenado com comprimento p — 1 e largura ¢ entéo | X| < pg.

Seja P = (X, <p) um conjunto parcialmente ordenado com comprimento
p — 1 e largura ¢q. Entao X nao pode ser partido em menos de ¢ cadeias
nem em menos de p anticadeias.

Teorema de Dilworth: Se o conjunto parcialmente ordenado P = (X, <p)
tem largura g entao X pode partir-se em ¢ cadeias.

Resultado dual do teorema de Dilworth: Se no conjunto parcialmente or-
denado P = (X, =p) a cadeia de maior cardinalidade tem p elementos,
entao X pode partir-se em p anticadeias.

Subrelacoes e extensoes.

Dada uma relacao de ordem parcial, R, definida em X, se Y C X entao
Ry = RN (Y xY) designa-se por restricio de R a Y.

Sendo P; = (X,=p,) e P» = (X, <p,) dois conjuntos parcialmente orde-
nados tais que =p, C=<p,, diz-se que =<p, é uma eztensao de <p, e que
<p, é uma subrelagio de <p, . Se <p, é uma ordem linear em X, entao
P, diz-se uma extensdo linear de P;.

Todo o conjunto parcialmente ordenado admite uma extensao linear. Em
particular, é facil concluir que todo o conjunto parcialmente ordenado
finito tem uma extensao linear. Com efeito, denotando por Py o conjunto
parcialmente ordenado finito P = (X, =<p) e por Py = (Xit1,=2p,,) O
conjunto parcialmente ordenado obtido de P; = (X;, <Xp,) fazendo X;11 =
X\ {z;}, onde z; é um elemento minimal para P;, obtém-se a extensao
linear L(P) = (X, Zp(py) tal que z; <ppy zi41 Vi€ {1,...,|X| -1}

O teorema a seguir sugere uma metodologia distinta da anterior para a
obtencao de extensoes lineares de conjuntos parcialmente ordenados.
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Teorema 9.1. Dado um conjunto parcialmente ordenado (X, R) se o, 8 €
X sdo mao compardveis relativamente a R, entao a relagio R’ tal que
aR'B e

R =RU(la x 16),

onde la = {z : (z,a) € R} e 18 = {y : (B,y) € R}, € também uma

relagdo de ordem parcial.

Com este resultado, uma vez que R C R’ e R’ é, ainda, uma relagao de
ordem parcial, escolhendo, sucessivamente, pares de pontos nao compara-
veis, até que nao exista nenhum em tais condigoes, obtém-se uma relagao
de ordem total, ou seja, uma extensao linear de R.

Exercicios.

1. Counsidere os inteiros positivos 1 < 3 < ... < Tympt1 € Prove que ou

existe um subconjunto S C {x1,23,...,Zmnt1} de m + 1 inteiros tais
que Vz;,x; € S, com ¢ < j, x; ndo divide x;, ou existe um subconjunto
T C {x1,22,...,Tmn+1} de n+ 1 inteiros tais que Vr;,x; € T, com i < 7,
x; divide ;.

e Sugestao. Aplique o lema de Dilworth.

Dados n? + 1 intervalos arbitrarios de R prove que ou existem n + 1 in-
tervalos cuja intersecgao é nao vazia ou existem n + 1 intervalos todos
disjuntos.

. Dado o conjunto parcialmente ordenado P = (P(X), Cp) prove que

(a) o comprimento de P ¢ igual | X]|

ol X1
[X[+1°

(b) e a largura de P é néo inferior a

e Sugestao. Utilize o corolario do lema de Dilworth.

. Determine o comprimento e a largura do conjunto parcialmente ordenado

definido pelo conjunto X = {1,2, 3,4} munido da relagao

< = {(1,1),(1,3),(1,4),(1,5), (1,6), (2, 1), (2,2), (2,3),(2,4), (2,5),
(2,6),(3,3),(3,5),(3,6), (4,4), (4,5), (4,6), (5,5), (6,6) }-

~—
~
—~

. Prove a seguinte versao do lema de Dilworth para conjuntos infinitos:

Teorema 9.2 (versao infinita do lema de Dilworth). Em qualquer con-
junto parcialmente ordenado com uma infinidade de elementos ou existe
uma anticadeia de cardinalidade infinita ou existe uma cadeia de cardina-
lidade infinita.
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6. Represente o conjunto parcialmente ordenado P = (X, <p), onde X =
{1,2,3,4,5,6) e

=r = {(1,1),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,1),(2,2),(2,3), (2,4),(2,5),

através do respectivo diagrama de Hasse.

7. Determine uma extensao linear do conjunto parcialmente ordenado defi-
nido no exercicio 6.

Referéncias

[1] Cameron, P. J. Combinatorics - Topics, Techniques and Algorithms. Cam-
bridge University Press, 1994.

[2] Erikson, M. J., Introduction to Combinatorics. John Wiley & Sons, 1998.
[3] Schroder, B. S. W. Ordered Sets. Birkhduser, Boston, 2003.
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10

Aula Pratica de 27-04-2003.

Sumario.

— Relagoes de ordem fraca, intervalar e semi-transitivas.
— Conjuntos extremais.
— Projecto.

x Implementar em MAPLE um procedimento que aceita como pa-
rametros de entrada os pares ordenados de elementos distintos
que definem um conjunto parcialmente ordenado e determina
uma sua extensao linear.

10.1 Relacoes de ordem fraca, intervalar e semi-transitivas.

Dado um conjunto parcialmente ordenado, P = (X, <p), a relagdo de ordem
parcial <p designa-se por

ordem fraca quando
r<py = VzeX x=<pzouz=py

(de um modo equivalente pode afirmar-se que <p é uma ordem fraca se
existe uma fungéo f : X — R tal que  <p y sse f(z) < f(y));

ordem intervalar quando

r<py N z<pu = T <puouz-=<py,;

ordem semi-transitiva quando

r<py Ny<pz = Yue X, u=<pzouxrpu;

quase-ordem (semiorder na terminologia inglesa) quando é intervalar e
semi-transitiva.

Uma ordem parcial em P = (X, <p) é uma ordem fraca sse

VA,B€ AMp, A+ B = ANB =0.

Nem todas as ordens intervalares sao semi-transitivas. Por exemplo, a
ordem intervalar representada na Figura 1 ndo é semi-transitiva (uma vez
que a sua restri¢ao aos intervalos z, y, z e v é isomorfa a 1 & 3).

Seja {I; = [ag, 8] : * € X} uma familia de intervalos tais que G, — ay =
€>0Vz € X. Entdo P = (X, <p) tal que Va;,z; € X z; <p xj sse I, <
I, ¢ uma quase-ordem.
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u

Figura 1: exemplo de ordem intervalar nio semi-transitiva

Sendo {L1(P),...,Li(P)} um conjunto de extensoes lineares do conjunto
parcialmente ordenado P = (X, <p), entdo ﬂ?zl L;(P) denota a ordem
parcial definida em X, onde dois elementos de X sao comparaveis sse sao

comparéaveis, segundo a mesma direccao, para todas as extensoes lineares
do conjunto {L;(P) :j € Ny}

O menor ntimero de extensoes lineares de P cuja interseccao é P designa-se
por dimensdo de P e denota-se por dim(P),

10.2 Conjuntos extremais.

Dado o conjunto parcialmente ordenado P = (P(X),Cp), uma familia
F C P(X), diz-se uma familia de Sperner, se nenhum elemento de F
contém qualquer outro, i. e, se

VA,B e F {(A B),(B, A} Cp=0.

E imediato concluir que P = (P(X),Cp) tem comprimento | X| e, conse-
quentemente pode partir-se em | X| + 1 anticadeias.

Se A é uma anticadeia de méxima cardinalidade do conjunto parcialmente
ordenado P = (P(N,,), Cp) entdo

4= (fl)

Uma familia F de subconjuntos de X designa-se por familia intersectante
se VA, BeF ANB#0.

Qualquer familia de subconjuntos de N,, intersectante, F, é tal que |F| <
27~1. Adicionalmente, pode concluir-se que existe uma destas familias cuja
cardinalidade é precisamente 27!,

Seja F = {A € P(N,) : |A] = k} uma familia intersectante. Se k < %

entao |F| < (Z:})
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10.3 Exercicios.

1. Considere as relagoes de ordem parcial

jP = {(171)7(173)7(174)7(175)7(176)7(271)7(272)7(273)7(274)7(275)7
(2,6),(3,3),(3,5),(3,6), (4,4), (4,5), (4,6), (5,5), (6,6)},

2o = {(1L1),(1,2),(1,4),(2,2),(3,2),(2,4),(3,3), (4, 4)},

=r = {(a,a),(a,d),(b,0),(b,d), (b, f),(c,¢), (¢ €),(dd),(ee), (f )}

definidas em X = {1,2,3,4,5,6}, Y = {1,2,3,4} e Z = {a,b,c,d, e, f},

respectivamente e verifique se alguma delas é uma relagao de ordem

(a) fraca;

(b) intervalar;

(c) semi-transitiva;
)

(d) quase-ordem.

2. No caso de alguma das relacoes anteriores ser uma relacao de ordem fraca,
determine o conjunto parcialmente ordenado AMp das anticadeias maxi-
mais e, a partir dele, obtenha uma extensao linear.

3. Determine a dimensao dos conjuntos parcialmente ordenados do exercicio
1.

4. Dada uma familia de conjuntos parcialmente ordenados P; = (X, =<p,),
com ¢ € I, denotando por (,c; P; o par (X, <), onde <=,.; =p,, prove
que (;c; P; € um conjunto parcialmente ordenado.

5. Sendo L(P) = {L;(P) : j € J} o conjunto de todas as extensoes line-
ares do conjunto parcialmente ordenado P = (X, =<p), prove que P =

Njes Li(P).

6. Dado o conjunto parcialmente ordenado P =
existem (LZ J) subconjuntos de cardinalidade |
2

(P(N,),Cp), prove que
%J que constituem uma

anticadeia.

7. Dada a familia Fj, = {U : U C X, |U| = k}, onde X é um conjunto finito
nao vazio, prove que se |X| < 2k, entdo Fj, é intersectante.

e Sugestao. Note que se A e B sdo subconjuntos de X tais que | X| <
2min{|A|, |B|}, entao

X X
AN B| = |A] +|B| - |AUB|>u+|| 1X] = 0.

8. Prove que o conjunto parcialmente ordenado P = (P(N,),Cp) admite
uma particao em n + 1 anticadeias e uma particao em (LZ J) cadeias.
2
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10.4 Projecto.

Implementar em MAPLE um procedimento que aceita como parametros de
entrada os pares ordenados de elementos distintos que definem um conjunto
parcialmente ordenado e determina uma sua extensao linear.

e Solugao apresentada por Anténio Miguel da Costa Pinho (n. 14 787) e
Maria de Fatima Lopes (n. 15 416)

> with(combinat):

> ExtensaoLinear:=proc(relbin)

> local transitividade, elementomin, m, R, i, extensao, j, R1;

> # Testar a transitividade da relagao binéria.

> transitividade:=proc(relacao)

>

local D, a, b, c;

> D:=map(a->op(l,a),relbin) union map(a->op(2,a),relbin);
> bf for ain D do

>

>for b in D do

>for c in D do

>if (member([a,b],relacao) and member([b,c],relacao) and
not member([a,c|,relacao)) then RETURN((false);

>fi

>od;

>od;

od;

RETURN (true);

> end:
> # lIdentificar o elemento minimal m na relagao R.

> elementomin:=proc(m,R)

>

>
>
>

>

local i;

if R= then return true fi

ii=1;

while i<=nops(R) do

>if m=R][i|[2] then return false;

>else if i=nops(R) then return true fi
>fi

>ii=i+1;

od;

> end:

> #HHHHHHA

> if transitividade(relbin) = true then
> D:=map(a->op(1l,a),relbin) union map(a->op(2,a),relbin);
> extensao:=NULL;
> R:=relbin;
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> while R<>[0,0] do;
>for m in D do
>if elementomin(m,R)=true then
> D:=D minus {m};
> extensao:=extensao,m;
> for jin R do
> if j[1]=m then
> R1:=R minus j;
> j[A]:=jl2];
> j[2]:=0;
> R:=RI1 union j;
>1i;
> od;
> fi;
> od;
> od;
> print(extensao);
> else print("Nao é um poset");
> fi;
> end:

e Exemplo

> ExtensaoLinear({[4, 2], [4,3],[4,1],[2,3],[2,1],[3,1]});
> 42,31
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11 Aula Pratica de 04-5-2004.

e Sumaério.

— Determinagao de majorantes para a ordem de um grafo, em fungao
do raio e do maior grau dos vértices.

— Determinagao de minorantes para a ordem de um grafo, em fungao
da cintura e do menor grau dos vértices.

11.1 Determinagcao de majorantes para a ordem de um
grafo, em fungao do raio e do maior grau dos vértices.

Um vértice v € V(G) diz-se central em G se a maior das distancias entre v e os
restantes vértices é a menor possivel. Esta distancia designa-se por raio de G e
denota-se por raio(G), pelo que

raio(G) = min{max{dg(v,z) : © € V(G)}: v e V(G)}.
Com facilidade se conclui que
raio(G) < diam(G) < 2raio(G). (4)

e Se G é um grafo tal que raio(G) < r entao

I
-

V(G <1+ AG) S (AG) - 1.

%

Il
=]

e Se raio(G) < r e A(G) > 2 entao

(AG) -1 -1

VOl < 1HAG) = (5)

11.2 Determinagao de minorantes para a ordem de um
grafo, em fungao da cintura e do menor grau dos
vértices.

e Dado um grafo G tal que k = L@J, verifica-se a desigualdade

k
V(@) =1+6G) S (6(G) — 1)

%

I
-

Il
=)

o Se k= Lg(%ﬁj e §(G) > 2 entdo

(5(G) - 1)k -1

V(@) = 1+5(G)W~ (6)
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Tendo em conta as desigualdades (5) e (6), assumindo que raio(G) < r,
k= L@J e §(G) > 2 conclui-se que

(0(G) —1)*
3(G) —2

Como exemplo de aplicagao, considerando o grafo cubico G representado na
Figura 2, onde g(G) =5 (pelo que k = (g(%ﬁ] = 2) e raio(G) = 3, vem que

(AG) -1)

1+6(G) AT =3

< V(G <1+A(G)

(3-12-1 (3-1)3-1
1+32——~ - 10< |V(Q)| <1+32——~—— =22,
TR V@ s1+3—==5

6 L 4 3 <
5 9
7 p 12 11 10

Figura 2: Grafo cubico G tal que g(G) =5 e raio(G) = 3.

11.3 Exercicios.
1. Dado um grafo G de ordem n > 2 prove que
(a) 3z,y € V(G) tal que da(z) = da(y);
(b) o ntmero de vértices de grau impar é par.

2. Sabendo que uma bola de futebol é fabricada unindo pentagonos e hexago-
nos regulares, de tal forma que cada pentagono é cosido a cinco hexagonos
e cada hexégono a trés pentagonos e trés hexagonos, alternadamente, diga

se o ntmero de pentdgonos é par ou impar .

3. Determine o namero de arestas do grafo bipartido completo K,y,,.

4. Determine o numero de arestas de um grafo conexo G, com apenas dois
circuitos, sabendo que |V (G)| = n.

5. Sabendo que um grafo tem dimensao m e ordem n, determine a dimensao
do complementar.

6. Prove as desigualdades (4).

7. Dado um grafo 4-regular G, sabendo que raio(G) = 3 e g(G) = 4, deter-
mine um minorante e um majorante para a sua ordem.

I Este problema foi motivado por um outro (ligeiramente mais complicado mas muito inte-
ressante) publicado em [?].
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12

Aula Pratica de 18-5-2004.

e Sumaério.

— Conjuntos independentes e grafos perfeitos

x Estaveis e emparelhamentos. Grafos linha. Grafos de Hamming.
x Coloragoes de vértices e arestas. Grafos perfeitos.

* Propriedades das matrizes de adjacéncia e de incidéncia aresta
(arco) vértice de grafos (digrafos).

12.1 Conjuntos independentes e grafos perfeitos

12.1.1 Estaveis e emparelhamentos. Grafos linha. Grafos de Ham-

ming.

e Um subconjunto de vértices (arestas) dois a dois ndo adjacentes diz-se um

estdvel (emparelhamento) ou conjunto independente de vértices (arestas).
Um estavel (emparelhamento) de méaxima cardinalidade designa-se por
estdvel mdzimo (emparelhamento mdzimo). O namero de vértices de um
estavel maximo de um grafo G denota-se por a(G) e designa-se nimero de
estabilidade ou numero de independéncia de G. Um emparelhamento que
cobre todos os vértices do grafo, ou seja, um emparelhamento M C E(G)
tal que V(M) = V(G), designa-se por emparelhamento perfeito.

Dado um grafo G, designa-se por grafo linha de G e denota-se por L(G)
o grafo que se obtém de G, considerando como vértices as arestas de G e
como relacao de adjacéncia entre os seus vértices a respectiva relagao de
adjacéncia entre arestas de G. Assim, dois vértices de L(G) sao adjacentes
se e somente se as correspondentes arestas em G sdo adjacentes (ou seja,
tém um vértice comum). Como consequéncia desta definigdo decorre que
a um estavel maximo de L(G) corresponde um emparelhamento méaximo
em G. Logo, se M C E(G) é um emparelhamento méximo de G, entéo
a(L(G)) = |M].

Dadas duas cadeias de m digitos © = z125... 2 € Yy = Y1Y2 ... Y cada
um dos quais pertence a um mesmo conjunto de n simbolos, designa-se por
distancia de Hamming entre x e y, a qual vamos denotar por dgam (2, y),
o numero de posigoes em que x e y diferem. Por sua vez, designa-se por
grafo de Hamming com parametros (m,n) e denota-se por H(m,n) o grafo
cujos vértices sao as cadeias de m digitos pertencentes a um conjunto de n
sfmbolos e onde dois vértices sao adjacentes se as correspondentes cadeias
estao a uma distancia de Hamming igual a 1.
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12.1.2 Coloragoes de vértices e arestas. Cliques e grafos perfeitos.

e Uma coloragio de vértices de um grafo G é uma aplicagao sobrejectiva

c:V(GQ) — {1,...,k}

v o o),

tal que c(z) # ¢(y) se zy € E(G). O menor k para o qual existe uma
coloragao dos vértices de G designa-se por numero cromdtico de G denota-
se por x(G).

e Uma coloragio de arestas de um grafo G é uma aplicagao sobrejectiva

d:EBEG) — {1,...,k'}
zy ~  c(zy),

tal que c(zy) # c(uv) se as arestas xy e uv sdo adjacentes, ou seja, se
{z,y} N {u,v} # 0. O menor k' para o qual existe uma coloragdo das
arestas de G designa-se por indice cromdtico de G e denota-se por x'(G).
E claro que se o grafo G ¢ nao nulo, entdo x'(G) = x(L(G)), onde L(G)
denota o grafo linha de G.

Dado um grafo arbitrario G,

A(G) <X (G) < A(G) + 1.

Deve observar-se que, de acordo com a definicao de coloragao de arestas,
um conjunto de arestas com a mesma cor é um emparelhamento. Como
consequéncia, dado um grafo arbitrario G e sendo M C E(G) um empa-
relhamento maximo de G, pode concluir-se que

EG)] . _[EG)
X(G) ~AG)+1T

|M| = > (7)

Adicionalmente, podemos concluir:

— Se G & um grafo bipartido entdo x'(G) = A(G).
— Dado um grafo arbitrario G, verifica-se que |V (G)| < a(G)x(G).

e Um conjunto de vértices adjacentes entre si designa-se por cligue. Uma cli-
que de méaxima cardinalidade designa-se por clique mdxima e a respectiva
cardinalidade por nimero de clique. O nimero de clique de um grafo G
denota-se por w(G). E claro que o(G) = w(G) e w(G) = a(G). Por outro
lado, também se conclui facilmente que w(G) < x(G).

Um grafo G diz-se perfeito se

WICV(G)  x(GV']) = w(@GV)).

Dado um grafo arbitrario G, sdo equivalentes as seguintes afirmagoes:
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O grafo G é perfeito.

O complementar de G é perfeito.
— Qualquer que seja o subgrafo induzido H, |V (H)| < a(H)w(H).

— Nem G nem o seu complementar contém qualquer ciclo induzido de
comprimento impar nao inferior a 5.

12.1.3 Propriedades das matrizes de adjacéncia e de incidéncia aresta
(arco) vértice de grafos (digrafos).

A matriz de adjacéncia de um grafo G tal que V(G) = {v1,...,v,}, € uma
matriz n X n, Ag, tal que

1 seww; € E(G),
(Aa)ij = { 0 caso contrario.

Por sua vez, a matriz de adjacéncia de um digrafo DG de ordem n é uma matriz
n X n, Apg, tal que

(Ape)s; = 1 se (vi,v;5) € A(DG),
DGJij =Y 0 nos outros casos.

A matriz de incidéncia aresta vértice de um grafo de ordem n e dimenséo m é
uma matriz n X m, Bg, tal que

(Ba )i = 1 see; =v;vg, para algum vy, € V(G),
GJi5 =) 0 caso contrario.

Por sua vez, a matriz de incidéncia arco vértice de um digrafo de ordem n e
dimensao m é uma matriz n x m, Bpg, tal que

se a; = (vi,vr), para algum vy € V(DG),
(Bpa)ij =4 —1 se a; =(vg,v;), paraalgum v, € V(DG),
se  a; = (vp,vg), e v & {vp, 04}

12.2 Exercicios.

1. Prove cada uma das desigualdades (7).

2. Determine um quadrado latino de ordem 4 a partir de uma coloragao das
arestas de Kyy.

3. Dada uma matriz quadrada A, denote-se o trago de A (ou seja, a soma
dos seus elementos diagonais) por tr(A), o menor e o maior valor préprio
de A por Apmin(A) € Amaxz(A), respectivamente, a matriz quadrada com
entradas todas iguais a unidade por J e a matriz identidade de ordem n
por I,. Tendo em conta esta notacao e sendo G um grafo arbitrario tal
que V(G) = {v1,...,v,}, prove cada uma das seguintes afirmagoes:
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(a) Vk € N a matriz A% ¢é tal que Vi,j € {1,...,n} (A%);; ¢ igual ao
nimero de passeios entre os vértices v; e vj.

(b) tr(A%) é igual a 6t, onde ¢ denota o nimero de triangulos em G.

(¢) diam(G) < k se e somente se Zf:o At > J,onde A° = I, e a
desigualdade é considerada componente a componente.

(d) x € {0,1}™ é o vector caracteristico de um conjunto independente de
vértices S C V(G), ou seja, tal que ¢, = 1se v € S e z, = 0 no caso
contrario, se e somente se T Agx = 0.

(€) Amaz(Ac) < A(G).
(f) BLB =21, + Ap).

(8) Amin(AL(e)) > —2 e se G tem um circuito de comprimento par entao
)\min(AL(G)) =-2.

4. Dado um digrafo DG tal que V(DG) = {z1,...,x,}, prove que BpeBh, =
Dpe — Apg, onde D¢ = diag(dg(x1), - . ., da(zn))
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13 Aula Pratica de 25-5-2004.

e Sumaério.

— Grafos e digrafos de comparabilidade de conjuntos parcialmente or-
denados.
* Reconhecimento de grafos de comparabilidade.

* Determinagao de partigoes em cadeias de conjuntos parcialmente
ordenados, a partir dos digrafos de comparabilidade.

* Determinacao de extensoes fracas de conjuntos parcialmente or-
denados, a partir dos digrafos de comparabilidade.

13.1 Grafos e digrafos de comparabilidade de conjuntos
parcialmente ordenados.

13.1.1 Reconhecimento de grafos de comparabilidade.

e Um grafo G é um grafo de comparabilidade se e sé se, para cada pas-
seio fechado vy, va, ..., v2k4+1,v1 de comprimento impar, existe uma aresta
entre x; e T;12 para algum j, com a adigao considerada modulo 2k + 1.

Figura 3: Grafo que nao é de comparabilidade.

13.1.2 Determinagao de particoes em cadeias de conjuntos parcial-
mente ordenados, a partir dos digrafos de comparabilidade.

Procedimento 13.1. Determinacao de uma particao minima em cadeias de

um conjunto parcialmente ordenado P = (X, <p).
1. Dividir cada vértice x € X nos vértices = e 7, definindo-se o0s conjun-
tos Xt e X~ tendo em vista a construgio do grafo bipartido GB(P) =

(X*, X7, E) tal que Vo] € Xt e Vaj € X~
zfx; € E sse (vi,zj) € A(DGC(P)),
para o qual, naturalmente, se verifica que Vz© € XT eVo~ € X~

dGB(P) (I‘Jr) = dJ[r)GC(P) (I) A dGB(P) (xf) = dDGC(P)(x)'
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. Determinar um emparelhamento mdzximo, M, para GB(P).

. Determinar o grafo Gy, tal que

VGu)=XTUX e BE(Gy)=MuU{zT2” :2€ X}.

. Para cada componente de Gy, determinar o caminho orientado

— + - + - + — +
IJl x]l x]z Ijz x]k—l I]k—l I]k x]k ’

+ — .
comzjx; €MVie{l,....k—1}
. Para cada um dos caminhos orientados determinados no passo anterior,
determinar o correspondente caminho orientado em DGC(P)

Tjr =7 Xjp =7 7 7 Ty 7 Ty,
o qual, por sua vez, define a cadeia de P, xj, =p xj, =p ... =p Tj,.

. Fim do procedimento.

13.1.3 Determinacgao de extensoes fracas de conjuntos parcialmente

ordenados, a partir dos digrafos de comparabilidade.

Considerando o digrafo de comparabilidade DGC(P) do conjunto parci-
almente ordenado P = (X, > p) e, para cada z € X, definindo

ep(®) = dpgeip)(*) = dpaep) (@),
podemos concluir que Vz,y € X

r>=py = ep(r)>ep(y). (8)

A extensdo de Rabinovitch de um conjunto parcialmente ordenado P =
(X7 EP); R(P) = (Xa tR(P))v definida por

T =pp) Y & ep(r) > ep(y),

é uma extensao fraca de P.

13.2 Exercicios.

1. Verifique se o grafo representado na Figura 7?7 é um grafo de comparabi-

lidade de algum conjunto parcialmente ordenado.



D. M. Cardoso, Praticas de Grafos e Combinatéria, UA - 2003/04 56

. Considere o conjunto parcialmente ordenado P = (Gs,Cp), onde Gs de-
nota o conjunto dos grafos de ordem 3 e G Cp H significa que G é subgrafo
de H.

(a) Determine o digrafo de comparabilidade DGC(P).

(b) Determine a(GC(P)) e w(GC(P)).

(¢) A partir do grafo bipartido GB(P), determine uma parti¢ao minima

de P em cadeias.

. Prove que o grafo de comparabilidade de um conjunto parcialmente orde-
nado é um grafo perfeito.

. Com base no Teorema 3.3.3 do texto de apoio, verifique se o digrafo re-
presentado na Figura 3.1 do texto de apio tem ciclos orientados.

. Prove que a extensao de Rabinovich de um conjunto parcialmente orde-
nado P = (X, >p) é um conjunto parcialmente tal que >pC>p (P).

. Considere o conjunto parcialmente ordenado definido pelos caminhos ori-
entados do digrafo representado na Figura 3.1.

(a) Determine o digrafo de comparabilidade.

(b) Calcule a largura e o comprimento.

(¢) Determine a extensao de Rabinovitch e, a partir dela, uma extenséo

linear.

. Considere o conjunto parcialmente ordenado definido pelo digrafo de com-
parabilidade representado na Figura 3.8 do texto de apoio.
(a) Calcule a largura e o comprimento.

(b) Utilizando o Procedimento 13.1, determine uma parti¢do minima em
cadeias.

(¢) Determine a extensao de Rabinovitch e, a partir dela, uma extensao
linear.
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