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Introducao

Uma formacgao adequada em investigacao operacional facilita a integragao em
equipas multi-disciplinares, de elevado desempenho, na implementagao de pro-
jectos de grande complexidade e dimensao, como sejam, a determinagao de ro-
tas em sistemas de entrega de encomendas a longa distancia, a definicdo de
politicas de investimento energético, a producao de equipamentos de alta tecno-
logia produzidos a baixo custo, etc. Na verdade, sao intimeras as organizagoes
e equipamentos cujos modelos e principios de funcionamento sao de natureza
matematica. Vivemos numa sociedade dominada pela nocao de produto indus-
trial (i.e., objecto com uma fun¢io bem definida cuja existéncia se deve ao facto
de se ter identificado um mercado para ele). O seu aparecimento, porém, exige
um processo precedente de optimizagao de varios aspectos que vao desde a sua
concepgao até a sua comercializagdo, passando, naturalmente, pela respectiva
producao. Em todo este percurso existem varios constrangimentos e é cada vez
mais critico reflectir sobre eles, modelar convenientemente os problemas associ-
ados, simular cenérios alternativos, aplicar técnicas de analise apropriadas, etc.
A aquisicdo de competéncias na area da modelagdo matematica de problemas
faz-se, em geral, estudando modelos jé existentes e analisando diferentes formu-
lacoes. Este estudo e analise requer, porém, o conhecimento das propriedades
que os objectos formalizados tém nos ambientes em que se inserem e, a par-
tir delas, dos instrumentos e técnicas matematicas de resolu¢ao ou simulagao
analitica e/ou combinatoria. Muitos dos modelos matematicos da Investigagio
Operacional sao problemas de programacao matematica que se designam, sim-
plesmente, por programas matematicos. Um programa matematico, consiste na
determinacdo de z* € X tal que f(z*) = inf{f(z) : z € S}, com S C X.
Mais formalmente, os programas matematicos exprimem-se como problemas de
optimizacgao do tipo:
P) inf  f(x)

s.a. T €S,

onde S denota o conjunto de pontos admissiveis, geralmente, representado por
um conjunto de restrigoes, S = {z € X : g;(z) >0, i =1,...,m}, no qual, para
cadai € {1,...,m}, g; uma funcao real cujo dominio é X (i.e., g; : X — R). Se o
conjunto de pontos admissiveis é definido por um conjunto de restri¢oes lineares
e a fungdo objectivo é linear (ou afim), entdo o problema designa-se por pro-
grama linear (problema de programacao linear ou ainda problema de optimiza-
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¢éo linear). No caso de qualquer das fungdes, f(x) ou g;(z), com i € {1,...,m},
ser ndo linear, (P) designa-se por programa nao linear (problema de programa-
¢ao ndo linear ou problema de optimiza¢ao nao linear). Quando S é um conjunto
finito ou infinito numeravel, o problema (P) designa-se por problema de optimi-
zagdo combinatoria ou de optimizacao discreta (nesta linha, no caso particular
de S ser um subconjunto de n-uplos de inteiros, este problema, também se de-
signa por problema de programagdo inteira ou de optimizagao inteira). Se S # 0,
entdo (P) diz-se consistente, caso contrario diz-se inconsistente.

Usualmente, os modelos matemaéaticos de investigacao operacional dividem-se
em lineares, nao lineares e combinatoérios. Este curso aborda, essencialmente, os
modelos lineares e os combinatérios, por serem muito comuns na vida real.

Os topicos em estudo dividem-se em duas partes, Técnicas e Modelos de
Optimizac¢ao Linear e Técnicas Modelos de Optimiza¢gdo Combinatéria. A pri-
meira parte inclui:Modelos de optimizagao linear (regras e principios bésicos
de modelacao, exemplos de problemas reais a que correspondem modelos de
optimizacao linear, formas padrao e canénica de programas lineares e técnicas
particulares de resolucao de problemas simples); Método simplex e algumas va-
riantes (pontos extremos de poliedros convexos e solugbes bésicas admissiveis,
caracterizacao de direccoes extremas e representacao de poliedros, algoritmo
simplex bésico, determinagao de uma solugao bésica admissivel inicial, regras
de prevencao de entrada em ciclo, método simplex para variaveis limitadas e
método de decomposicdo de Dantzig-Wolfe); Dualidade e andlise pos-optimal
(método dual-simplex e método primal-dual, analise de sensibilidade a modifi-
cagbes nos diferentes dados do problema e cortes de Gomory e aplicacoes em
programacao inteira); Extensoes das técnicas do tipo simplex (aplicagao de téc-
nicas do tipo simplex em programacao parameétrica e na resolugao de problemas
de transporte e de afectacdo). A segunda parte inclui: Redes e Grafos (conceitos
e resultados béasicos, coloragoes de vértices e arestas, espagos vectoriais associ-
ados grafos, algoritmo de Disjkstra para problemas de caminho mais curto em
grafos e algoritmos de Prim e Kruskal para a determinagao de arvores abran-
gentes de custo minimo); Circuitos de Euler e ciclos de Hamilton (circuitos de
Euler, problema do carteiro chinés, ciclos de Hamilton, problema do caixeiro
viajante (TSP) e método de Little (de "branch and bound") de aproximagao
ao TSP); Problemas de fluxo em redes (problemas de fluxo méximo, teorema
do fluxo maximo corte minimo, algoritmo de Ford e Fulkerson, problemas de
fluxo de custo minimo e algoritmo simplex para redes); Planeamento de projec-
tos e problemas de sequenciamento (pert/cpm; sequenciamento de tarefas numa
tinica maquina e em maquinas paralelas - modelos deterministas).



Parte 1

Técnicas e Modelos de
Optimizacao Linear






Capitulo 1

Modelos de Programacao
Linear

Muitos problemas de grande interesse pratico podem ser formulados como pro-
gramas lineares. Existem modelos de Programac¢ao Linear em areas como a dos
transportes aéreos (gestao de frotas, sequenciamento de tripulagoes, controlo de
reservas, planeamento de trafego em aeroportos), transportes terrestres (“rou-
ting”, localizacdo de armazéns e/ou depositos, sequenciamento e afectagdo de
veiculos), financeira (selec¢do e optimizacdo de investimentos, gestao de “cash”,
seguros), processos industriais (refinagdo de produtos, logistica, optimizacao de
misturas), gestdo da produgdo (planeamento da producdo, gestdo de stocks,
sequenciamento de tarefas), gestdo e planeamento da produgdo agropecuéria,
definigao de redes de transporte (de distribuicdo de energia eléctrica, de abaste-
cimento de agua, de géas natural), gestao de “staff” (sequenciamento de equipas
meédicas e/ou de apoio hospitalar), definicdo de “layout”, avaliacdo da exposicao
A radiagao, entre muitas outras.

A arte da modelagdo matemaética de problemas reais, requer nao s6 uma ade-
quada preparagao matematica, como também um grande espirito de observacgao
e elevada experiéncia. Questdoes como “O que é o problema”, “Quais os dados
relevantes?”, “Como se relacionam?”, “Quais as decisdes em jogo?” estao fre-
quentemente associadas & modelacao de situacoes complexas perante as quais
é necessario tomar decisoes. De acordo com os procedimentos usuais da Inves-
tiga¢do Operacional (actividade cientifica dedicada a resolucdo de problemas
relacionados com a tomada ou o apoio & tomada de decisdes) um processo de
tomada de decisao envolve, geralmente, os seguintes passos:

1. Observacao da situagao associada a decisao a tomar;

2. Reconhecimento e definicao do problema;

w

. Modelagao conceptual e formulacdo matematica do problema;

4. Determinacao de uma solugao para o problema matematico obtido;
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5. Tomada de decisao com base na solugao encontrada;

6. Implementacao da decisao e avaliagao dos resultados.

1.1 Exemplos de programas lineares

Neste capitulo vamos procurar, recorrendo a varios exemplos, ilustrar unica-
mente a passagem do passo 2 (reconhecimento e definicdo do problema) para o
passo 4 (modelagdo conceptual e formulagdo matemaética do problema) centran-
do-nos nas miultiplas situagdes que podem ser resolvidas recorrendo a modelos
de Programacao Linear. Seguem-se alguns exemplos de modelos de problemas
Programacao Linear.

Exemplo 1.1 (problema da dieta 6ptima ). Um nutricionista pretende por
em prdtica um tipo de alimentagdo que satisfaga certas exigéncias em termos
dos nutrientes que pode fornecer, como sejam, proteinas, cdlcio e vitaminas,
com 0 menor custo possivel. Assim, suponha que sao necessdrias by unidades de
nutrientes do tipo N1, b unidades de nutrientes do tipo Na, ..., e b, unidades
de nutrientes do tipo N,,. Suponha ainda que estao disponiveis n tipos diferentes
de alimentos e que a;;, parai=1,...,mej=1,...,n, corresponde ao nimero
de unidades de nutriente do tipo N; contidos em cada unidade de alimento do
tipo j. Sendo x1,x2,...,x,, respectivamente, a quantidade de alimento do tipo
1,...,n e cy,...,c, 0s respectivos custos unitdrios de cada um dos tipos de
alimento em causa, com a formula¢ao que a seguir se indica

min  f(z) = 37 ¢
.. mn
sujeito a D il GijT

Zj

b;, parai=1,...,m
0, wparaj=1,...,n,

IV IV

determina-se o (ou 0s) n-uplo(s) de nimeros reais (x1,22,...,T,) que, de entre
0s que satisfazem as restrigdes indicadas, minimiza (ow minimizam) a fun¢ao

f(@).

Exemplo 1.2 (problema de transportes ). Uma dada companhia necessita abas-
tecer n fabricas com um determinado produto, a partir de m armazéns. Suponha
que, relativamente ao produto em causa, existem b; unidades no i-ésimo arma-
zém (com i € {1,...,m}) e que a j-ésima fdbrica pretende adquirir a; unidades
(com j € {1,...,n}). Supondo ainda que a quantidade disponivel, na totalidade
dos armazéns, € igual & totalidade da quantidade pretendida pelas diferentes

fdbricas, ou seja,
m n
E bZ = E aj
i=1 j=1

e que o custo do transporte de uma unidade de produto do i-ésimo armazém para
a j-ésima fabrica é c¢;; (para i =1,...,m e j=1,...,n). Nestas condigdes, o
problema em questao resume-se a determinacio das quantidades de produto a
transportar entre cada um dos armazéns e cada wma das fabricas de modo a que
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este transporte se faga com o menor custo possivel. Assim, sendo z;; o nimero
de unidades de produto a transportar entre o i-ésimo armazém e a j-ésima
fdbrica, o problema pode formular-se do seguinte modo:

min 33", 3T i@

sujeito a Z?:l zij = by, parai=1,....m
m .
YoieiTiy = aj, paraj=1,....n
zy; > 0, parat=1,.... mej=1,...,n.

Exemplo 1.3 (problema de optimizagao da produgao ). Suponha que uma dada
fabrica é capaz de produzir n produtos distintos utilizando m recursos limitados,
0s quais podem ser horas de trabalho ou tempos de operag¢ao de vdrias mdquinas
por semana, matérias primas, etc. Sendo c; o lucro obtido por cada unidade
do j-ésimo produto, b; a quantidade de recurso i disponivel e a;; a quantidade
de recurso i wtilizada por unidade de produto j, a determinac¢ao do leque de
produtos a produzir, bem como as suas diferentes quantidades com o mdzimo
lucro, obtém-se resolvendo o problema:

n
max )y
sujeito a Y. i T;
L

b;, parai=1,...,m
0, paraj=1,...,n.

IV IA

Exemplo 1.4 (problema de gestao de “staft” ). Considere que num dado hos-
pital existem 6 turnos didrios em cada um dos quais o niumero minimo de en-
fermeiras necessdrias para assegurar o servi¢o € o indicado no quadro a seguir.

Turno 1 2 3 4 5 6
Periodo | 0-4h | 4-8h | 8-12h | 12-16h | 16-20h | 20-24h
Numero 8 10 12 10 8 6

Supondo que as enfermeiras tém 8 horas didrias de trabalho (sequidas) e que
iniciam sempre o seu trabalho no principio de um turno, pretende-se determinar
o menor numero de enfermeiras de modo a que sejam garantidos os mimeros
minimos indicados no quadro. Assim, sendo x; (para j=1,...,6) o0 nimero de
enfermeiras que comegcam a trabalhar no j-ésimo turno, o problema em questdo
corresponde ao seguinte programa linear:

min 21 + X2 4+ x3 + x4 + x5 + x4
sujeito a  x1 + x¢

X =+ i)

i) + I3
r3 + x4
x4 + x5

I5 + Te
T, €2, €3 Tq, Zs, L6

10

VIVIVIVIVIVIV
Sowg o
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Embora, em rigor, se devesse também impor que as varidveis xi, X2, T3, T4, Ts
e xg fossem inteiras, neste caso, esta condi¢do pode ser relaxada, uma vez que o
problema indicado dd uma solugdo dptima inteira. Com efeito, x7 =8, x5 =4,
x5 =28, x;y =2, v =6 e x§ =0 constitui uma solugao dptima.

Exemplo 1.5 (problema de inventario ). Num dado periodo t, seja x¢ a pro-
dugdo (nimero de artigos produzidos) de uma dada fdabrica, seja Iy o inventdrio
(nimero de artigos em “stock”) e p; a procura (nimero de artigos pretendidos
pelo mercado). Entdo, a relagao geral entre estas varidveis para os diferentes
periodos vem dada por:

e+ L1 =pr+ 1, parat=1,...)T.

Suponha que, para t =1, 2 e 3, os custos unitdrios de produgdo sao 15 euros, 30
euros e 40 euros, respectivamente, e que 0s custos unitdrios de armazenamento
sao de 10 euro por periodo. Supondo ainda que a procura nestes trés periodos é
de 10 000 artigos no 1° periodo, 20 000 no 2° e 25 000 no 3°, com o objectivo de
minimizar os custos globais de modo a satisfazer a procura, dever-se-a resolver
o sequinte programa linear:

min 15z7 + 30x2 + 40x3 + 101y + 10> + 1013

sujeito a 1 — I = 10000
T2 + L - I = 20000

xs3 + Is - Is = 25000

x1, T2, T3, Iy, Ia, I3 > 0

1.2 Formas padrao e candénica de programas li-
neares

Tipicamente, os problemas de programacao linear apresentam-se na forma pa-
drao ou na forma canénica e quando tal nao acontece é possivel transforma-los
de modo tomarem uma destas formas.

Defini¢ao 1.1. Dada uma matriz A = [aijli=1,....m j=1,...n (com m linhas e
n colunas), um m-uplo de reais b' = [b1,...,by] e um n-uplo de reais ¢cI' =
[c1,...,¢n], designa-se por programa linear de minimiza¢io (mazimizagao) na
forma padrio (ou standard), e denota-se por PL(A,b,c) de minimizag¢io (ma-
ximizagdo) na forma padrao, o problema de determinag¢do de um n-uplo de
reais x7 = [x1,...,T,] que minimiza (maximiza) a fung¢io objectivo f(x) =
c1T1 + o + ... + Ty, N0 conjunto de pontos de R™ que satisfazem as restri-
¢oes:

ai1rxr +  apr: + ... +  apr, = by,
a21x1 + axr: + ... +  apr, = by,
Am1T1 + Am2T2 + ... + AmaTnp = bm;

ex; >0, paraj=1,2,...,n.
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Numa forma mais condensada, este problema corresponde a determinar o

min(max) clx

sujeito a  Ar =
x > 0.

(=l

Defini¢ao 1.2. Dada a matriz A = [a;jli=1,...m j=1,...n (com m linhas e n
colunas), um m-uplo de reais bT = [by,...,by] e um n-uplo de reais c¥' =
[c1,...,cnl], designa-se por programa linear de minimiza¢ao (maximizacdo) na
forma candnica, e denota-se por PL(A,b,c) de minimiza¢io (mazimizagdo)
na forma candnica, o problema de determinacio de um n-uplo de reais T =
[%1,...,2n] que minimiza (mazimiza) a fungdo objectivo f(x) = c121 + cawa +

..+ cpxy, o conjunto de pontos de R™ que satisfazem as restrigées:

1121 + a12%2 + ... + A1 Ty > b1 (@121 + arex2 + ... + a1pn < b1),
2121 + a22T2 + . .. + 2Ty > b (@211 + agexa + ... + a2nxyn < ba),

Am1T1 + Am2T2 +...+ AmnTn Z bm (amlxl + Am2T2 +...+ AmnTn S bm)v

ex; >0,paraj=1,2,...,n.

Numa forma mais condensada, o programa linear PL(A,b,c) na forma ca-
nonica corresponde, respectivamente, a determinar o

min Lz max cLx
sujeito a  Ax > b | sujeitoa Ax < b
x > 0 x > 0

Em ambas as defini¢ées as entradas da matriz A (coeficientes a;; ) designam-se
por coeficientes tecnoldgicos .

De acordo com a definigdo anterior, num programa linear (ou problema de
programacao linear) ha que destacar as variaveis de decisao, denotadas por
T1, ..., Tn, a fung@o objectivo denotada por ¢’z (ou f(x) = c1m1 + cowa +
...+ cpxy), as restrigoes que, embora se possam (conforme defini¢do 1.1) apre-
sentar a forma de equagdes, na definigdo 1.2 (que se refere unicamente a forma
canonica) sdo constituidas por inequagdes do tipo “<” ou “>” e as condigoes de
nao negatividade das variaveis.

A especificagdo de um problema de programagao linear (optimizagao linear),
PL(A,b,c), naforma canonica ou padrao, faz-se, sinteticamente, adoptando uma
das formulacoes a seguir indicadas.
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(maximizagao) (minimizagao)
max clx min  clx
(forma padrao) s,a. Az = b s.a. Az = b
T > 0 T > 0
max clx max clz
(forma canénica) |s.a. Az < b s,a. Az > b
T > 0 T > 0

Qualquer n-uplo de reais que satisfaga o conjunto de restrigoes do PL(A,b,c)
diz-se uma solucao admissivel e o conjunto de todas as solugoes admissiveis
designa-se por conjunto ou regidao admissivel. Por outro lado, z* diz-se uma
solucdo o6ptima para o PL(A,b, ¢) de minimizacdo (maximizagao) se

c’'2* = min (max) {¢"z : x é solu¢do admissivel para PL(A,b,c)}.

Note-se ainda que o facto de estarmos a considerar um problema de maximizagao
ou minimizacao é irrelevante uma vez que, relativamente & solucao ou conjunto
de solugdes 6ptimas a determinar, o problema de minimizacdo min{c’z : z €
R™, Ax =be x > 0} é equivalente ao problema de maximizagdo PL(A,b, —c).
Com efeito, se x* é admissivel para PL(A,b,c) e é tal que —c'z* > —cTz
para todo o x admissivel para PL(A,b,—c), entdao c’2* < ¢T'z para todo o x
admissivel para o PL(A,b,c). As duas formas (canbnica ou padrao) em que um
programa linear é apresentado sao completamente equivalentes, uma vez que é
possivel passar de uma para outra sem que o conjunto de solugoes se altere.

Com efeito, a partir de uma restricao do tipo

n n n
E Q;; T <b; &b — E Q;; T >0« Tpiq = b; — E Q;jTj, COM Tpij > 0,
j=1 j=1 j=1

acrescentando-se a variavel de desvio (ou folga ) x,4;, obtém-se a restrigdo de
igualdade

n

E aijTj + Tpi1 = bi, com x4 > 0.
i=1

De modo a que se faca a distingdo entre as variaveis originais (z1,...,z,) e as
variaveis de desvio (ou folga) as primeiras designam-se por varidveis de decisdo.

Deve observar-se ainda que a varidvel de desvio pode, em geral, dar-se uma
certa interpretagao econémica ou fisica , consoante o problema. Com efeito, se no
Exemplo 1.3 passarmos o problema para a forma padrao, o valor que a variavel
de desvio x,4; toma, para uma dada solugdo admissivel corrente, corresponde
& quantidade de i-ésimo recurso que nao é utilizada na referida solugao.
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No caso de se ter uma restricao de igualdade, esta é facilmente convertida
em duas restri¢coes de desigualdade, uma vez que

n
E:a-w»:b-@ ATy + .+ e Sb [ an@i e+ Gin@n < b;

- R ! a1+ ...+ QGinTy > b; -1 T1 — ... — Qin Ty < —b;
iz

Por outro lado, qualquer variavel livre, i.e., qualquer variavel ndo restringida (aos
reais ndo negativos), x; , pode converter-se num par de variaveis ndo negativas,
x; >0e z;-’ > 0, escrevendo-se x; = :c; — :c;-’. Deste modo, dado um sistema de
equagoes Ar = b, em que as varidveis sdo nao restringidas, fazendo x = ' — z”

com z’ >0, 2" > 0, obtém-se o sistema com variaveis restringidas:
!
Al —2") =be Ax' — Az’ = b [A, —A [ :f } =0,

/

ouseja,Ay—bcomA_[A,—A}ey_[i,/ } > 0.

1.3 Resolucao grafica de programas lineares com
duas variaveis

Os problemas de programacao linear com duas varidveis podem resolver-se gra-
ficamente, uma vez que, neste caso, a funcao objectivo define uma recta que
pode ser deslocada no sentido do seu gradiente, até se tornar tangente a regiao
admissivel. Os pontos de tangéncia obtidos (um, nenhum, ou uma infinidade)
correspondem aos pontos da regido admissivel que optimizam a func¢ao objectivo.

Os dois exemplos que a seguir se indicam, onde, por intermédio das respec-
tivas representacoes graficas, no primeiro se determina a solugao éptima e no
segundo se conclui a auséncia de éptimo finito, ilustram o modo de actuar nestes
Casos.

Exemplo 1.6.
max I+ T2
s.a. —xr1+x2<1
xr, — 2.172 S 2
i) S 2
x1, T2 >0

Deve observar-se que, ap6s a introducao das varidveis de desvio, a regiao
admissivel fica definida pelo conjunto

X X
T2 -11 1 00 T2 1

{l a3 |eR°: |1 -2 0 1 0 v3 | = | 2 |, 21,20, 23,24, 25 > 0}
T4 0 1 0 0 1 T4 2

Zs Zs
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Figura 1.1: Aplicagdo do método grafico a um problema com éptimo finito.

e, por exemplo, os pontos (1,2) e (6,2) correspondem, respectivamente, aos
pontos (1,2,0,5,0)T e (6,2,5,0,0)7.

Exemplo 1.7.
max 2x1 + To

s.a. —x1+z2<1
:L'1—2:l‘,'2§2
x1, T2 >0

Figura 1.2: Aplicacdo do método gréfico a um problema sem 6ptimo finito.

Neste caso, transformando o problema na forma padrao, obtém-se

T

L3
Ty

— 1 0 T 1
max{2x; + za : 1 —2 0 1] 2 :|:2:|,931,932,1'3,1'420}
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e, a partir da base associada ao ponto (2, 0) que, apos reordenagio das variaveis,

X 2
3
corresponde ao ponto iQ =lol® tendo em conta que a base correspon-
3
T4 0
., -1 1 . . - .
dente é B = 1 e obtém-se as direccoes linearmente independentes do

subespacgo nula da matriz de decisao

d;g —371(12 /é —B*1a4
d = dig =11 ed = d% =10
d) 0 dy 1
Tendo em conta que B~! = (1) 1 }, as = [ 1_2 } eay = [ (1) ],vemqued’—
2 -1
1 ” -1 . , - . ~
1]e d" = 0 . Logo, podemos concluir que d’ constitui uma direcc¢ao
0 1

extrema para a regiao admissivel do problema em causa par a a qual, tendo em
conta que o gradiente da fun¢do objectivo é ¢’ = [cp,cn] = [2,0, 1, 0], se verifica
que ¢'d =5 > 0. Consequentemente, d’ é uma direccio extrema responsével
pela inexisténcia de 6ptimo finito (tal como se observa graficamente).

1.4 Exercicios

Exercicio 1.1. Considere uma fdbrica em que para a produgdo de camisas,
calgas e casacos sao executadas operagoes de corte, costura e empacotamento.
Considere ainda que os tempos semanais disponiveis (em minutos) para as dife-
rentes operagoes, 0s tempos requeridos por cada wm dos produtos e os respectivos
lucros unitdrios correspondem aos valores apresentados no quadro a sequir.

Tempos (min.)/unidade produzida
corte costura empacotar. lucros unitdrios
camisas 1 4 1 3 euros
calgas 2 5 1 7 euros
casacos 1 10 2 8 euros
tempos disp. 9000 38 000 6 000

Apresente uma formulagdo de Programagao Linear, sabendo que se pretende
determinar a produgao semanal que mazximiza o lucro.

Exercicio 1.2. Numa unidade agro-pecudria criam-se galinhas com rag¢ées ob-
tidas a custa da mistura de milho, lima e alfalfa de modo a satisfazer os valores
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minimos didrios em proteinas, hidrocarbonatos e vitaminas que se indicam no
quadro a sequir. Nesse quadro, sao também indicados os valores dos nutrientes
fornecidos por cada unidade das substdncias que compoem a ragdo bem como 0s
respectivos custos.

Ingredientes Valores
Nutrientes Milho Lima Alfalfa Minimos Didrios
Proteinas 2 4 4 10
Hidrocarbonetos 4 2 4 6
Vitaminas 2 3 4 5
Custos/Unitdrios 10 6 7

Sabendo que se pretende determinar a mistura de custo minimo, apresente uma
formulacdao de Programagao Linear para este problema.

Exercicio 1.3. Considere que uma dada fabrica de brinquedos pretende langar
no mercado uma boneca, um carro e um “puzzle”, com produgoes que envolvem a
utilizagdo de 3 tipos de mdaquinas (A, B e C) de tal forma que, no caso da boneca,
existem duas linhas de fabrico alternativas (L1 e L2) as quais ndo utilizam os
mesmos tipos de mdquinas. Considere ainda que os tempos consumidos por cada
artigo, nas diferentes mdquinas e (para a boneca) seqgundo as diferentes linhas
de produgao, o numero didrio de horas disponiveis por tipo de mdquina e 0s
lucros unitdrios obtidos sao os que se indicam.

Artigos n® de horas
Mag. A boneca(L1) boneca(L2) carro “puzzle” disponiveis
Maq. B 2 h. 0 h. 2 h. 4 h. 100 h.
Maq. C 0 h. 4 h. 5 h. 2 h. 200 h.
Lucros Unitdrios 6 h. 4 h. 3 h. 6 h. 250 h.
4 4 3 8

Apresente uma formulagao de Programagao Linear, sabendo que se pretende
determinar a produgdo didria (n° de bonecas sequndo cada wma das linhas de
produgdo, n° de carros e n° de “puzzles”) de maior lucro.

Exercicio 1.4. Suponha que uma dada empresa produz dois tipos de artigos
A e B, 0s quais, na sua fabrica¢do, ocupam necessariamente as mdquinas I e
1I. Suponha ainda que os tempos disponiveis para a produ¢ao nestas mdquinas,
bem como os tempos necessdrios (em cada mdquina) para a produgdo de uma
unidade dos diferentes artigos sao os indicados na tabela a sequir.



1.4 Exercicios 15

Artigo A Artigo B N° de Horas Disponiveis
Maquina I 2 h. 4 h. 720 h.
Maquina I1 4 h. 4 h. 880 h.

Sabendo ainda que os lucros unitdrios para os artigos A e B sdo, respectiva-
mente, 4 e 2 euros, determine a produgdo (n° de artigos do tipo A e n° de
artigos do tipo B) que mazimiza o lucro total.

Exercicio 1.5. Considere cada um dos problemas de Programacao Linear a
sequir indicados

max 2x1 + 5To min  2x7 — o

s.a. 2xr1+3x2>6 s.a. —2x1+x9<1
I1—|—I2§4 .171—|—2.T224
$1,$220 xl,xgzo

e resolva-os por aplica¢ao do método grdfico.






Capitulo 2

Nocoes Elementares de
Analise Convexa

Em termos gerais, podemos afirmar que os problemas de optimizacao linear se
caracterizam pela determinacdo do melhor (ou um dos melhores) ponto(s) de
um poliedro convexo para uma certa funcional linear (funcdo objectivo). Este
facto justifica que se estudem, com algum detalhe, os conjuntos convexos e se
analisem algumas das suas propriedades.

2.1 Conjuntos, cones e poliedros convexos

Definigao 2.1. Dado um conjunto de pontos de R", {x',... 2P}, e um conjunto
de escalares, {\1,..., A}, se >0 N =1, entdo > b_, \iz" designa-se por com-
binagdo afim dos pontos xt, ..., 2P. Adicionalmente, se \; >0 Vi € {1,...,p},
entio Y ©_, \iz' diz-se wma combinagdo linear conveza dos pontos zt, ..., 2P,

Um conjunto S C R"™ diz-se convezo se
Ve,y € SVA€[0,1], e+ (1—-XNyeS

(i.e., se toda a combinagdo linear convexa de quaisquer dois pontos de S estd
em S).

Dados dois pontos de um conjunto convexo S, = e y, o conjunto de combi-
nagoes lineares convexas de z e y, {z = Az + (1 — Ny : 0 < A < 1}, designa-se
por segmento que une z e y e denota-se por Ty.

Da Defini¢ao 2.1 decorre a seguinte defini¢do alternativa de conjunto convexo:
um conjunto S é convexo sse, para p > 2,

P P
Vol o aP € SVAL, ..., 0 >0 E A =1, E Azt €S.
i=1 i=1
Uma vez que é imediato verificar que a condicao é suficiente, apenas vamos
provar que se trata de uma condi¢do necessaria. Assim, sendo S um conjunto
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convexo, para p = 2, a condi¢do é imediatamente satisfeita (por aplicagdo da
Defini¢ao 2.1). Suponha-se que a condigdo é verdadeira para p < n e sejam
x!, , " pontos de S e A1, ..., A1 escalares nao negativos tais que
E?Jrll Xi = 1. Se A\yy1 € {0,1}, é claro que Znﬂ Aiz? € S. Assim, vamos supor
que O < Apt1 < 1. Em tais condicoes, 21:1 Ai > 0 e, tendo em conta que
s >0 Vie{l,...,n}e >, Z’Ziﬁ =1, fazendo

i= 1

n+1 n n

Z /\1Il = Z /\ﬂ?l + /\n+1113n+1 = (Z )\1) Z @J\iz)w)sz + /\n+1$n+1,

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

da hipotese decorre que = = ZZ D Ai 33 € S. Logo, tendo em conta que
YA =0, A1 >0e X0 N+ >\n+1 =1, obtém-se

n+1 n

Z /\ﬂ?l = Z /\ﬂ?l + )\n+1113n+1 €S,

i=1 i=1

0 que completa a prova pretendida.
Igualmente se prova que a intersec¢ao de uma familia de conjuntos convexos é
um conjunto convexo (ver Exercicio 2.1).

Definigao 2.2. Um conjunto de pontos {x',... 2P} diz-se dependente afim se
existem escalares M1, . .., \p, nao todos nulos, tais que > Y X =0ed> 2 | Na' =
0. Caso contrdrio o conjunto {z',... 2P} diz-e independente afim .

De acordo com esta definicao, se um dado ponto x é combinagao linear con-
vexa de um conjunto de pontos {z!,..., 2P}, entdo o conjunto {z}uU{z!,... 2P}
é dependente afim. Com efeito, se I\q,..., A, > 0 tais que >0\, =lex =
Zle Aixt, entdo x— Azt —. . —Ap2? =0e, além disso, 1 =X —Ao—...—= A, =
Podemos ainda afirmar que um conjunto de p + 1 pontos {z°,..., 2P} é inde-
pendente afim sse o conjunto de p vectores {x! — 2, ... 2P — 2%} é linearmente
independente (como exercicio, faga a prova desta afirmacao).

Teorema 2.1. Seja S = {2°,... 2%} um conjunto de pontos independentes
aftim. Entao cada ponto x do conjunto das combinagoes afim de pontos de S tem

uma representacdo unica como combinagdo afim dos pontos 20, ..., x*.

Demonstragao. Seja z = Zle )\;-Cxi, com Zle i = 1, eksuponha se que
também se verifica a equagio z = Y., a2’ Entdoz—x = > | (N — )2’ =

k
0e) ,; A\i —a; =0. Logo, uma vez que os pontos z0, ..., 2" sdo independentes
afim, conclui-se que A\; = «;, para ¢ =0,..., k.
O
De um modo anélogo se prova que sendo S = {2°,..., 2"} um conjunto de

pontos independentes afim, entao cada ponto x do conjunto das combinagoes

lineares convexas de pontos de S tem uma representacao tnica como combina¢ao

linear convexa dos pontos z°, ..., z".
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Definicao 2.3. Designa-se por variedade linear (ou subespago afim ), toda a
translacao de um subespaco vectorial, i.e., dado um subespaco vectorial de R™,
E, e um ponto © € R", x + E designa-se por variedade linear (ou subespago
afim). A dimensao da variedade linear U = x + E denota-se por dim(U) e cor-
responde a dimensao de E. Dado um conjunto de pontos S C R", designa-se
por dimensdo de S e denota-se por dim(S), a dimensdo da variedade linear de
menor dimensao que contém S.

Como consequéncia desta defini¢do conclui-se que um ponto é uma variedade
linear de dimensao 0.

Definigao 2.4. Dado um conjunto de pontos S, designa-se por invdlucro con-
vezo de S e denota-se por H(S) a intersecgao de todos os conjuntos convexos
que contém S e designa-se por invélucro afim de S e denota-se por Aff(S) a
intersecgao de todas as variedades lineares (subespagos afim) que contém S.

Como consequéncia desta definicdo vem que um conjunto S é convexo sse
S =H(S).

1. Seja S um conjunto convexo. Pela definicao de H(S), (i) H(S) 2 S. Por
outro lado, qualquer que seja o conjunto convexo C que contenha S, C' 2O
H(S). Logo, uma vez que S é convexo e S O S, conclui-se que (i) S D
H(S). Tendo em conta (i) e (ii) vem que S = H(S).

2. Suponha-se que S nado é convexo. Uma vez que H(S) é a interseccdo de
conjuntos convexos, pode concluir-se que H(.S) é convexo. Logo S # H(S).

De um modo idéntico ao anterior se conclui que S é uma variedade linear
sse S = Aff(S).

Se S é um conjunto arbitrario de pontos no qual existe um conjunto maxi-
mal de k + 1 pontos independentes afim {2, z!, ..., 2} (maximal no sentido
em que Vz € S {2°, 21, ..., 2%} U{z} é um conjunto dependente afim), sendo E
o subespaco vectorial gerado pelo conjunto de vectores {z! — 2°,... zF — 20},
entdo pode concluir-se que 2° + F é a variedade linear de menor dimensao que
contém S, ou seja, 2° + E = Af f(S). Note-se que a variedade linear de menor
dimensao que contém S corresponde & interseccdo de todas as variedades linea-
res que contém S.

Teorema 2.2. Qualquer que seja o conjunto S, H(S) coincide com o conjunto
de todas as combinagdes lineares convezas de pontos de S e Aff(S) coincide
com o conjunto de todas as combinagoes afim de pontos de S.

Demonstragao. Seja T o conjunto de todas as combinagoes lineares convexas
de pontos de S. Dado que H(S) é convexo! e S C H(S), entao podemos concluir
que as combinagdes lineares convexas de pontos de S estdo em H(S), ou seja,
que

H(S)DT. (2.1)

INote-se que H(S) é intersecgdo de conjuntos convexos.
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Por outro lado, Vz,y € T, Jz',....2P € S, Fy',...,y?7 € S, IA,..., Ay >
0, com Zle ANo=1,e 351,...,ﬁq > 0, com Y.i B = 1, tais que v =
PNl ey = Yoioi By’ Logo, Va € [0,1] ax+ (1 —a)y = X8, ala’ +
L (1—a)Biy’, coma); >0Vjie{l,...,p}, 1—a)B; >0Vie{l,...,q} e

p q

Za)\j—i-Z(l—a —aZ)\—i-l—a Zﬁ 1.

j=1 i=1

Consequentemente, conclui-se que 7' é um conjunto convexo que contém S,
donde
H(S)CT. (2.2)

De (2.1) e (2.2) vem finalmente que H(S) = T. A prova de que Af f(.S) coincide
com o conjunto de todas as combinagoes afim de pontos de S é idéntica a
anterior. O

O teorema que se segue, conhecido por Teorema de Caratheodory, constitui
um dos resultados mais relevantes em Andlise Conveza.

Teorema 2.3 (de Caratheodory ). Se S é um subconjunto ndo vazio de R™,
entio Vx € H(S), Jzt,...,2P € S, com p < n+1, tais que x € H({x',... 2P})
(ou seja, x pode exprimir-se como combinagio linear convexa de ndo mais do
que n + 1 pontos de S).

Demonstragdo. Sejaxz € H(S), entdo o Teorema 2.2 garante que x pertence ao
conjunto das combinacdes lineares convexas de pontos de S, i.e., Jzt,... 2P € S
e 3N, ..., >0, com > P |\ =1, tais que z = >_7_; \;a". Resta provar que
¢é possivel escolher os pontos de modo que p seja nao superior a n + 1. Se
p > n + 1, entdo os pontos z', ..., 2P sdo dependentes afim. Logo, existem
escalares aq, ..., o, Na0 todos nulos, tais que > 7 a; =0e Y7 oz’ = 0.
Consequentemente, tendo em conta que {a; > 0: 1 < i < p} # 0 2, fazendo
0= min{ﬁ D >0, 1<i<p}, Bi =N —0q;,parai=1,...,p, e supondo
0 = 2=, obtém-se

p p p p
E = E 90&1 = E /\z -0 E o = 1.
=1 =1 =1 =1
2Observe-se que uma vez que os escalares ai,...,ap, ndo sio todos nulos, da equagio

>°P_, a; = 0 retira-se que existem pelo menos dois escalares de sinal contrério.
3Com efeito, dado que 6 > 0, Vi € {1,...,p} se a; < 0 entdo A\; —a; > 0 ese a; > 0
entdo 0 < 2 & \; — fa; > 0.
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Deste modo, exprime-se x como combinagao linear convexa de p — 1 pontos de
S.Se p—1 < n+1, entdo obtém-se o que se pretendia, caso contrario este

processo repete-se até que tal aconteca.
O

Definigao 2.5. O invélucro convexo de um conjunto finito de pontos designa-se
por politopo. Se S = {z°,... 2%} é um conjunto independente afim, entio H(S)
designa-se por simplex de dimensdo k (ou k-dimensional) e os pontos x°, ...,

x¥, designam-se por vértices.

Na figura a seguir representam-se dois conjuntos simpliciais de R2.

20 20 x!

Simplex de dimensao 1 Simplex de dimensao 2

Figura 2.1: Exemplos de conjuntos simpliciais de R2.
Os cones e os poliedros convexos desempenham um papel relevante em op-
timizagao linear.
Definigao 2.6. Uma aplicacao, f : R™ +— R™, diz-se linear se é aditiva e
homogénea , ou seja, se
Vu,v € R" VA ER f(u+v) = f(u)+ f(v) A fOu) = Af(u).
Uma aplicagao linear de R™ em R diz-se uwma funcional linear de R™.

Esta defini¢do da origem ao conceito de hiperplano e de meio espago (ou
semi-espago). Sendo f uma funcional linear de R™ ndo identicamente nula, i.e,
para qual Ju € R™ tal que f(u) #0, Hy, = {& € R" : f(z) = a} determina um
hiperplano (variedade linear de dimensdo n — 1) que divide R™ nos dois meios
espagos:

Hf={zeR": f(x)>a} e H, ={z eR": f(z) <a},

no sentido em que R = HX UH, e H, = HY N H;.
Qualquer equagdo do tipo a’z = «, com a € R"\ {0} e a € R (equagdo linear),
pode ser representada pelo sistema equivalente de inequacoes lineares:

a’r < a,
aTx > a,

o qual define a interseccao de dois meios espacgos.
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Definicao 2.7. Designa-se por poliedro convezro a intersec¢do de um mimero
finito de meios espagos.

De acordo com esta definicdo, um conjunto vazio € um poliedro convexo.
Por outro lado, podemos ainda concluir que um poliedro fica definido por um
numero finito de equagoes e ou inequagdes lineares. Assim, sendo A uma matriz
com m linhas e n colunas (A € R™*™) e b um vector de R™ (b € R™), tem-se
que o sistema de equagoes

define um poliedro.
Definigao 2.8. Um subconjunto nio vazio de R"™, K, diz-se um cone se
VA >0 Vz e K, A € K.

Se, adicionalmente, K € convexo, o cone diz-se convezo .

cone convexo

K

W

@) cone nao convexo

K*

Figura 2.2: Exemplos de cones (convexo e nao convexo).

Dado um conjunto, K, é facil concluir que o conjunto K* = {y € R" :
yT'z <0 Vo € K} é um cone convexo fechado. Com efeito, se y € K* entdo
Ay € K* VYA > 0 (logo é um cone) e dados dois pontos u,v € K* (ou seja, tais
que ufz < 0evlz <0Vzr € K) entdo Ya € [0,1] vem que (au+ (1 —a)v)Tx =
a(uTz)+(1—a)(vTz) <0Vr € K, donde au+ (1 —a)v € K* (logo é convexo).
Para se obter a prova que K* é fechado, considerando uma sucessao de K*,
(uF)ren, tal que u¥ — wu, basta provar que v’z < 0 Vo € K (ou seja, que
u € K*). Com efeito, suponha-se, por absurdo, que existe 2’ € K tal que
uTz' = € > 0 e considere-se a aplicacdo continua 2’ de R” em R, definida por
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y — 2'(y) = yTa’. Pela continuidade de 2’ em u, In € N tal que Yk > n

|2’ (u®) — 2’ (u)| < % & —t< 2’ (ub) — e < <

2 2
3
& §<z/(uk)<§
€ T s O€
e =
5 < (W) e <5,

o que & absurdo (tendo em conta que Vk € N, (u*)Tz <0Vz € K).
Usualmente, K* designa-se por cone polar * negativo de K.

Teorema 2.4. Se A = [a1,...,a,] € R™*", entio K = {Azx : x > 0} é um
cone convezo fechado.

Demonstragao. Uma vez que a prova que K é um cone convexo é imediata,
apenas provaremos que K é fechado.

Se A & a matriz nula, entdo K = {0} e o resultado é trivialmente verdadeiro.
Supondo A # 0 e considerando uma sucessio, {y*}ren, de K (logo y* = AzF,
com z* > 0) convergente para y’, vamos provar que y' € K.

1. Se as colunas de A, a1, ..., a, sdo linearmente independentes, entao para
cada y* existe um tnico z¥ tal que Az¥ = y* e, pela continuidade da
aplicagdo y — = = (AT A)"1 ATy a sucessdo (z¥)ren converge para 2’ tal
que Az’ =1/,

Como consequéncia, dado que R} = {x € R" : x > 0} é fechado e
{2*}ren € R%, podemos concluir que 2/ € R%, i.e, 2’ > 0.

2. Seja v € K e suponha que v = Au (onde u é tal que as suas componentes
a0 os escalares ndo negativos 01, B2, .. ., On) € que, para I, = {j : 5; > 0},
as colunas de A associadas a este conjunto de indices sao linearmente de-
pendentes. Entdo existem |I,,| escalares, ndo todos nulos (o; com j € I,,),
tais que Ejelu ajaj = 0, onde, pelo menos um dos escalares o € positivo
(caso contrario multiplica-se a equacdo anterior por —1). Determinando-se

i_z = min{g—; : j € Iy, aj >0} vem que

v o= Zﬁjaj—%z%»aj

P

JEL, JEI,
B
= D (B~ o)y
€l P
= Z (8 — %aj)aj, com f3; — %aj >0 Vjel,
j€l|{p} P P

4 Associado a um subconjunto nio vazio de R™, M, existe também a noc¢io de conjunto
polar de M, o qual também se denota por M* e corresponde ao conjunto M* = {y € R™ :
yTz <1Vz e M}.
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ou seja, v € K (I, \ {p}) (onde K(J) define o cone gerado pelas colunas
de A cujos indices estdo J). Se estas colunas sdo linearmente dependentes,
entao o processo repete-se até se obter um conjunto de indices I, tal que
{aj: j € I,} é linearmente independente e v € K (I,,), que é um conjunto
fechado, de acordo com a prova apresentada no ponto 1. Fazendo variar v
em K, podemos obter K como a unido dos cones convexos fechados K7,
Ky, ..., K, , gerados por conjuntos maximais de colunas de A linearmente
independentes (cujo namero é finito). Logo vem que K = J, ., ,. Kj, pelo
que K é fechado. T

O

O teorema que se segue, conhecido por teorema da separacao estrita, cons-
titui um resultado com intimeras aplicacoes em Programacao Matemdtica.

Teorema 2.5 (da separacgio estrita ). Seja S um subconjunto fechado, convezo,
nao vazio de R™ e x € R™\ S. Entdo existe c € R™\ {0} e existe ¢ > 0 tais que
cle>cly+evVyes.

Demonstragao. Sendo y’ o ponto de S mais proximo de = (note-se que, uma
vez que S é fechado e nao vazio, um tal ponto existe (porqué?) °, tem-se que
llz —9'll > 0 (porqué?).

Figura 2.3: Conjunto convexo fechado.

Primeiramente, vamos mostrar que (z —y') ' (y —y') <0 Yy € S.
Sendo y um ponto arbitrario de S tem-se que VA €]0,1[, Ay + (1 — N\)y’ € S e,
uma vez que 3’ € o ponto de S mais proximo de z, tem-se ainda que

le=y'[P < lle=dy— (1 =Nyl

|z =y + Ay = y)lI?
= lz=yIP+2X@ -y —y) + Ny — vl

donde vem que

0 < 2(z—y)" (' =)+ —yl* = lim 2(2—y)" (v —)+Ally'—y* = 2(2—y)" (v'—y) > 0.

5Com efeito, uma vez que S é nio vazio existe 2 € S e considerando a bola fechada de
centro em z e raio ||z — z|| obtém-se um conjunto compacto cuja intersec¢do com o conjunto
fechado S é também compacta. Como a determinacdo do ponto de S que estd a distancia
minima de z corresponde A determinagdo do minimo da fun¢do continua f(y) = ||z — y|| na
referida intersecgdo, vem que o ponto de minimo, ¥y’ € S, existe.
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Conclui-se assim que
(=9 (' ~y) = 0 & (2= (@—a+y' —y) = (@—y)" (y —2)+(z—y) (2—y) > 0,
pelo que, fazendo ¢ = x — ¢’ e € = ||z — /||, se obtém
—e—i-cT;v—cTy > O@chz cTy—i—e.
[l

Supondo que M é um subconjunto compacto e N um subconjunto fechado,
peloque M—N={z=x—y:ax € M,y € N} é um conjunto fechado e supondo
que M e N sao convexos, donde M — N também é convexo, com base no Teorema
2.5 e tendo em conta que M e N sdo disjuntos sse 0 € M — N, podemos obter a
separacao estrita entre o subconjunto compacto M e o subconjunto fechado N,
disjunto de M, obtendo a separacdo estrita entre 0 ¢ M — N e M — N. Com
efeito,

0>c'2vV2eM-N & 0>c(z—y)Vee MYVyeN
s de>cyYee MVyeN.

Deve sublinhar-se que para a obtencao da separagao estrita entre dois sub-
conjuntos disjuntos convexos, nao basta que eles sejam fechados, é necessario
que pelo menos um deles seja compacto. Por exemplo, embora os subconjuntos
A={(z,y): z>0ey>1}cR?’e B={(z,y): z>0ey =0} C R? sejam
disjuntos, convexos e fechados, ndo existe qualquer separacao estrita entre eles.

Teorema 2.6. Seja S C R™ um subconjunto convexo com interior ndo vazio
e seja x um ponto da fronteira de S (x € fr(S))’. Entdao ewiste um vector
veR™\ {0} tal que vTx > vTyVy e S.

Demonstragao. Seja ' um ponto interior de S e, para 7 > 1, seja z, =
2’ + 7(z — 2'). E claro que x, € Ad(S) V7 > 1, onde Ad(S) denota a aderén-
cia de S7. Uma vez que x, ¢ Ad(S) V7 > 1, pelo Teorema 2.5 (da separacio
estrita) para cada 7 > 1, existe u, # 0 tal que uZx, > uly Vy € S. Supondo,
sem perda de generalidade, que ||u,|| = 1 V7 > 18 e considerando uma suces-
880 (7x)ken convergente para 1 (lim, o, 7% = 1), tal que 7 > 1 Vk € N, pelo
Teorema de Bolzano-Weierstrass pode concluir-se que a sucessdo limitada (vg),

6Dado um conjunto C' C R™, designa-se por fronteira de C e denota-se por fr(C) o conjunto
de todos os pontos z relativamente aos quais, qualquer bolas aberta centrada em z intersecta
C' e o seu complementar C, ou seja, Ve > 0

{yeR " |lz—y||<eINC#D A {yeR": ||z —y|| <IN C #0.

"Dado um conjunto C C R”, designa-se por aderéncia de C' e denota-se por Ad(C), o
conjunto de todos os pontos x relativamente aos quais, qualquer bola aberta centrada em z
intersecta C, ou seja Ve > 0 {y € R™ : ||z — y|| < e} N C # 0.

8Para tal basta multiplicar u, pelo inverso da sua norma.
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com vy = Ur,, admite uma subsucessao, (vx, ), convergente para v € R™. Adi-
cionalmente, dado que 1 = lim, . |[vg,|| = ||v|| conclui-se ainda que v # 0.
Destas consideragoes, decorre finalmente que Yy € S

vTy = lim (v,zpy) < lim (vap:Ekp) =Tz,
p—00 p—00

onde z,, se denota por x. O

Figura 2.4: Hiperplano de suporte de um conjunto convexo.

Lema 2.7 (de Farkas, 1% versao ). Dada uma matriz A = [a1,as,...,a,] €
R™*™ ¢ b € R™, um e nao mais do que um dos sistemas a sequir indicados tem
solug¢ao.

Az =0, e x> 0; (2.3)
yTA<0 e yTb>o0. (2.4)

Demonstragdo. Suponha que (2.3) tem solugdo, ou seja, 3z’ € R™ tal que
Ar =bex’ >0, entdo Vy € R™ yT Az’ = y"b. Logo se Iy’ € R™ tal que
y'TA <0, vem que y'T Az’ = y'b < 0, 0 que torna impossivel a verificacio da
ultima inequacao de (2.4).

Suponha agora que (2.3) ndo tem solugdo. Entdo b ¢ K = {Az : x > 0} e, uma
vez que (pelo Teorema 2.4) K é um convexo fechado, por aplicagdo do Teorema
2.5 conclui-se que 3y € R™ \ {0} e Je > 0 tais que y7b > yT2+ e Vz € K
(ou seja, Vz : z = Az, com x > 0). Logo, tendo em conta que 0 € K e € > 0,
podemos concluir que y*b > 0. Por outro lado, dado que K é um cone, Vz €
K Vp > 0,pz € K. Consequentemente, para z = Ae;, com j € {1,...,n} (onde
e; denota o j-ésimo vector da base canénica de R™), vem que Vp > 0, pyTz =
pyT Ae; = pyTa; < yT'b — €, o que s6 & possivel se yTa; < 0 (caso contrario,
yTb75+1

yTa;

Assim, prova-se que yTaj < 0Vj e {l,...,n} e, consequentemente, que y é
uma solu¢do para o sistema (2.4), ou seja, y’ A < 0e yTb > 0.

bastaria tomar p = para que a inequagdo em causa fosse violada).

O

A interpretacao geométrica do lema de Farkas permite concluir que, se b
pertence ao cone K, gerado pelas colunas de A, entdo ndo existe y pertencente



2.1 Conjuntos, cones e poliedros convexos 27

Figura 2.5: Interpretacao geométrica do Lema de Farkas.

ao cone polar negativo de K, K* = {y € R™ : y'2 < 0 Vz € K}, tal que
y'b > 0. A figura a seguir ilustra esta afirmacao.
Note-se que

K'={yeR™: yT2<0vVze K}={ycR™: y'a; <0, j=1,...,n}.
Com efeito, se yTa; <0Vj € {1,...,n}, entdo
yTA:c§OVzZO<:>yTz§O Vz e K.

Reciprocamente, se y'z < 0 Vz € K, entdo, em particular, y Ae; < 0 Vj €
{1,...,n} e yTa; <0Vje{1,...,n}.

Sendo A uma matriz com m linhas e n colunas (A € R™*™) e b um vector de R™
(b € R™), o sistema de inequacoes Ax < b que determina um poliedro convexo,
pode transformar-se no sistema equivalente de equagoes, Ax + y = b, desde que
se acrescentem as condi¢oes de nao negatividade ao m-uplo de varidveis y, ou
seja,

{reR": Az <b}={xeR": Az +y=>b,y > 0}.

Com efeito, sendo S ={z e R": Az <b}eT ={x e R": Az +y="b,y >0},
se x € S, fazendo y = b — Az > 0, conclui-se que Jy > 0 tal que Az +y = b,
pelo que x € T. Logo, T 2 S (i). Reciprocamente, se x € T, entdo Jy > 0
tal que Az +y = b, pelo que = é tal que b — Ax > 0 & Az < b, ou seja,
x € S. Consequentemente, S O T (ii). De (i) e (ii) conclui-se que S = T'. Assim,
supondo que A € R™*" a partir de um conjunto

T_{{ﬂew”": [A,Im]{ﬂ_b}

por aplicacao da projeccao 7 : R™*" — R™, tal que w([ z }) = x, vem que

m(T) = S. A restricdo a T desta projeccdo, é uma aplicagao bijectiva entre T e
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S, a qual admite, como inversa, a aplica¢io 7~ 1(r) = (x,b — Ax).

As variaveis y1, Yo, - . . , Ym, introduzidas na passagem de S para T, designam-se
por variaveis de desvio ou folga. Recorrendo a estas variaveis de desvio, estamos
em condicoes de apresentar uma versao alternativa & versao do Lema de Farkas
anteriormente referida.

Lema 2.8 (de Farkas, 2* versdo ). Dada uma matriz A € R™*" e b € R™, um
e nao mais do que um dos sistemas a seguir indicados tem solug¢ao.

Az >b e z>0. (2.5)
yTA<0,470>0 e y>0. (2.6)

Demonstragao. Introduzindo variaveis de desvio no sistema (2.5), i.e., fazendo
Az —s=1b, com s > 0, os sistemas (2.5) e (2.6) podem escrever-se (de um modo
equivalente) da seguinte forma:

[A,—I][f]:b e {f]zo. (2.7)
yT[A,-11<0 e yTb>0. (2.8)

Nestas condicoes, por aplicagao directa do Lema 2.7, conclui-se o que se preten-
dia. O

2.2 Pontos Extremos e Direccoes Extremas

Os conjuntos convexos tém certos pontos (pontos extremos) e direcgoes (di-
recgOes extremas) com especial interesse, no contexto da Optimizagao, muito
particularmente, em Optimizacao Linear. Com efeito, como veremos, se o con-
junto de solucbes 6ptimas de uma funcional linear num poliedro convexo é nao
vazio, entao esse conjunto contém, necessariamente, um ponto extremo e se essa
funcional linear nao tem minimo (méximo) finito, entdo existe uma direc¢do
extrema ao longo da qual a funcional linear é decrescente (crescente).

Definigao 2.9. Sendo S C R"™ um conjunto convexo nao vazio, diz-se que x € S
é um ponto extremo de S se nao existem dois pontos y,z € S distintos (y # z)
e um escalar A €]0, 1] tais que x = Ay + (1 — \)z.

O teorema a seguir da-nos uma condi¢ao necessaria e suficiente para que um
ponto de um conjunto convexo seja um ponto extremo.

Teorema 2.9. Dado wm conjunto convero S CR"™, o0 ponto x € S é wm ponto
extremo sseVy € S\ {z} {z€R": z=z+ ANz —y), A>0}NS=10.
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Figura 2.6: Exemplos de pontos extremos.

Demonstragdo. Suponha-se que z é um ponto extremo de S, sejay € S\ {z}
ez=uxz+Ax—y)com A\ > 0. Logo, vem que x = 1%\24— p%\y, donde se conclui
que z ¢ S (uma vez que x é um ponto extremo de S). Como consequéncia,
podemos afirmar que

{zeR":z=z+ ANz —y), A>0}NS=0.

Reciprocamente, suponha-se que z nao é um ponto extremo de S, ou seja, que
existem dois poutos de S, y e z, distintos (y # z) e um escalar a €]0, 1] tais que
x = (1—a)y+ az. Assim, vem que

1 11—« 11—«

Z=—T— Y=+
o' o'

(r—y) =z + Az —y),

com A =122 >0, pelo que {z €R": z=a+ Az —y), A>0} NS #0.

Definicao 2.10. Sendo S um conjunto convezo de R", d € R™\ {0} diz-se uma

direc¢do de S se
VeeS, SO{y: y=x+ Ad,\ > 0}.

Duas direccoes d* e d* dizem-se distintas se nio existe um escalar o > 0, tal
que d' = ad?.

Como é 6bvio, s6 os conjuntos ilimitados é que admitem direcgoes.

Definigao 2.11. Uma direcgio d de um conjunto convexo S C R"™ diz-se uma
direcgcao extrema, se nao admitir uma representacdo do tipo

d=d" +d,

onde d* e d? sdo duas direcgoes distintas de S.
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Figura 2.7: Exemplo de um conjunto que contém direccoes.

direccdo extrema

direcgdo extrema

Figura 2.8: Exemplos de direcgoes extremas.

2.3 Relacoes entre pontos extremos e solucgoes
basicas

No que se segue, S identificard o conjunto de pontos de R",
S={zeR": Az =b,z > 0},

com A € R™*" tal que r(A) = m (onde r(A) denota a caracteristica de A) e
beR™.

Definigao 2.12. Uma solu¢do T do sistema de equagdes Ax = b (anterior-
mente referido) diz-se uma solu¢ao bdsica se, apds eventual reordenagdo das
suas componentes e, consequentemente, das colunas de A, a matriz A admitir
uma decomposi¢ao do tipo A = [B, N], em que B é uma matriz invertivel e se
verifica que

AT = BTgp+ Niy = BTZgp =10
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(com Ty = 0). Adicionalmente, verificando-se que as componentes de Tp sdo
nao negativas, a solucdo diz-se uma solugao bdsica admissivel para S. As compo-
nentes associadas a Tp (T ) designam-se por componentes bdsicas (nao bdsicas)
da solugao bdsica T.

Teorema 2.10. x é um ponto extremo de S sse é uma solugdo bdsica admis-
stvel para S, i.e., sse (apds uma eventual reordenagdo das componentes de x e,
consequentemente, das colunas de A) a matriz A admitir uma decomposi¢io do
tipo A = [B, N|, em que B é uma matriz invertivel e

SEIRtE

Demonstragao. Suponha que A se pode decompor na forma [B, N], onde B é
uma matriz invertivel tal que
S B~1b
=10 ,

e se verifica que B~'b > 0. E claro que, nestas condicdes,  é uma solucdo basica
admissivel para S.

Suponha que existem dois pontos de S, 2’ e 2, e um escalar A €]0, 1] para os
quais se verifica que x = Aa’ + (1 — \)a”. Seja

/ "

’ Tp " Tp
r = 7 €er = 7" ,

TN TN

o] e[ ]

donde se conclui que 7y = z% = 0. Logo 23 = 25 = B7'b 9, pelo que
' =z = x, 0 que mostra que x ¢ um ponto extremo de S.

Reciprocamente, suponha que z é um ponto extremo de S e, sem perda de
generalidade, que

entao vem que

T

0

9 [NV 5
Observe-se que, uma vez que 'y = z’y, = 0, entao

Baly =b z'y = B71b
{ Bzl =b <:>{ x’}’B:B’lb
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étal que x; > 0, parai = 1,..., k. Suponha ainda que, sendo A = [a1,as, ..., ak, ..., an],
onde a1, as, ..., ak, ..., a, denotam as colunas de A, as colunas a1, as, ..., ag
sao linearmente dependentes, ou seja, que existem k escalares, aq, as, ..., oy,
- - k

nao todos nulos, tais que ) . ; a;a; = 0.
Fazendo _ -

aq

(675

u =
0
- O -

¥ =x+puex’ =x—pPu com P >0etal que z’ >0ez” >0, tem-
se que ', 2" € S (note-se que Az’ = Az + BAu = b+ BZL aja; = b e
Az = Az — BAu = b — 62?21 a;a; = b). Uma vez que o’ # 2" 1Y e x =
%x’ + %x” conclui-se que = nao é um ponto extremo de S, o que contraria a
hipétese. Esta contradicao resultou de se haver suposto que a1, as, . . ., ax seriam
linearmente dependentes. Assim, provou-se que se x € um ponto extremo de .S,
entdo a1, as,...,a; (as colunas de A associadas a componentes estritamente
positivas de x) sdo linearmente independentes, pelo que k& < m. No caso de
se ter k < m bastard completar as k colunas de A com m — k colunas, de
entre as colunas agy1,.-.,an, de modo a obter-se uma matriz invertivel B =
[a1...akaj, ...aj, .|, para a qual vem que

Ty Ty
b=a1a1+...+zpar+0a;, +...4+0a; < B g’“ Sy N g’f — B~ 1p.
- 0 - - 0 -
O

Deve observar-se, no entanto, que nao existe uma correspondéncia biunivoca
entre pontos extremos (vértices) e solugdes bésicas admissiveis. Com efeito, em-
bora a uma dada solugao basica admissivel corresponda um tnico vértice, o
reciproco nem sempre é verdadeiro, conforme a seguir se exemplifica.

No poliedro convexo

S ={(z,y) € R?: 3z + 5y < 40,52+ 3y < 40,z +y < 10, 2,y > 0},

a seguir representado, facilmente se reconhece que ao ponto (5, 5) correspondem
mais do que uma solucao basica admissivel.

10Caso contrario, ter-se-ia « + fu = x — Bu < 26u = 0, o que contraria o facto de se saber
que 8>0¢eu#0.
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Figura 2.9: Ponto extremo correspondendo a solu¢oes bésicas degeneradas.

Estas situagdes ocorrem em solugoes basicas admissiveis com uma ou mais
componentes basicas nulas.

Definigao 2.13. Uma solugao bdsica, T, do sistema de equagées Ax = b, que
apresenta pelo menos uma das suas componentes bdsicas com valor nulo desi-
gna-se por solugdo basica degenerada (e, no caso de ser admissivel, diz-se bdsica
admissivel degenerada ).

No exemplo da Figura 2.9, transformando o sistema de inequagoes no sistema
de equacgoes de variaveis nao negativas:

X
35100 y 40
53010 s | =140 |,
1100 1 2o 10
23

Z,Y,21,22,%3 > 07

verifica-se que ao ponto extremo (5,5) estdo associadas as solugdes basicas de-
generadas (z,y, 21) = (5,5,0), (x,y,22) = (5,5,0) e (z,y, z3) = (5,5,0) as quais
correspondem as bases

3 5 1 350 350
B=|530|,B"=|531|,B"=|5 30
110 110 11 1
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Uma vez que os candidatos a pontos extremos de S sdo as solugoes bésicas do

sistema de equagoes Ax = b, podemos concluir que qualquer ponto extremo de

S tem pelo menos n —m componentes nulas e que o numero de pontos extremos
P : ny __ n!

de S ¢é ndo superior a (') = e

Teorema 2.11. Se S # () entdo S tem pelo menos wm ponto extremo.

Demonstragao. Seja * € S e, sem perda de generalidade, suponha que

T = (T1,. ., Tk, Tht1,---,Tpn) ", onde x; > 0, parai=1,...,k e z; = 0, para
j=k+1,....,n. Seja A = [a1...aQkt1 .. apl], Oonde a1,...,0%, Qpt1,---,0n
denotam as colunas de A.

Se ai,...,a; sao vectores linearmente independentes, entao £k < m e z é uma

solugdo basica admissivel, pelo que (de acordo com o Teorema 2.10) é um ponto
extremo.

Suponha que existem k escalares, A1,...,Ag, com pelo menos um positivo,
tais que Zle Aja; = 0, ou seja, ai,...,ar sao vectores linearmente depen-
dentes (note-se que se existem k escalares ndo positivos que satisfazem o sis-
tema de equagoes Z?Zl Aja; = 0, multiplicando-os por —1 obtém-se k es-
calares nio negativos que satisfazem as mesmas equagoes). Fazendo-se o =
min; <j<g {i—; : Aj >0} = §* e determinando-se 2’ de tal forma que as suas
componentes venham determinadas por

,{xj—a)\j, paral <j <k,
L=

j 0, para j > k,

vem que z% > 0 para, j =1,...,k, 2 =0paraj=k+1,...,nex;=0.
Nestas condigoes,

n k k k
Ax’ :Zx;—aj :Z(CCJ —oz/\j)aj = ZIjaj —QZ)\jaj :b_Ozb7
Jj=1 Jj=1 Jj=1 j=1

pelo que se obtém um novo ponto x’ com, no maximo k — 1 componentes es-
tritamente positivas. Uma vez que este processo se pode repetir até que as
componentes estritamente positivas correspondam colunas de A linearmente in-
dependentes, conclui-se o pretendido.

O

2.4 Direccoes extremas e representacao de polie-
dros convexos

Teorema 2.12. Pode afirmar-se que d é wma direc¢do extrema de S sse (apds
reordenagio das componentes de d e, consequentemente, das colunas de A)

1. a matriz A admite uma decomposi¢io do tipo A = [B,N], onde B é uma
matriz invertivel,
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2. existe pelo menos uma coluna a; tal que B~ta; <0,

3. d é um mailtiplo escalar positivo de

com ej_p, denotando o (j — m)-ésimo vector da base candnica de R"~™.

Demonstragao. (<) Se B~'a; < 0, entdo d > 0 e, aléem disso, Ad = 0,

donde d é uma direccao de S. Vamos mostrar que se trata de uma direcgao
extrema.
Sendo d = d' +d"’, com d' e d’ duas direc¢oes de S, tem-se que n —m — 1
componentes, tanto de d’ como d”, sdo iguais a zero (uma vez que as
correspondentes componentes de d sdo nulas). Nestas condigoes, tanto d’
como d” sao da forma

e[t Tewo [
aej_m Bej—m |’

com o+ = 1. Dado que Ad' = Ad" =0, i.e., Ad = Bdz + aa; =0 e
Ad" = Bd, + Baj =0, dy = a(—B~taj) e &, = B(—B~1a;), ou seja, d’
e d’ ndo sdo duas direc¢oes distintas. Logo d ¢ uma direcgido extrema.

(=) Reciprocamente, suponha que d é uma direc¢io extrema de S e, sem perda
de generalidade, que

dy

dy,

comd; >0,parai=1,....ket=j.
Suponha ainda que as k primeiras colunas de A, aq, . .., aj, sdo linearmente
dependentes. Logo, existem k escalares, \1,..., A\x, nao todos nulos, tais
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que Zfﬂ Aia; = 0. Seja
A1

Ak

0
e escolha-se o > 0, suficientemente pequeno para que os vectores d =
d+ au e d’ = d — au tenham componentes nao negativas. Note-se que

k k
Ad' :Ad—&—aAu:O—i—Z)\iai :O:O—Z)\iai = Ad — aAu = Ad".
i=1 i=1
Assim, d’ e d” sdo duas direcgoes de S distintas de d e distintas entre si,
uma vez que o > 0, u # 0 e a j-ésima componente, tanto de d’ como de d”,
sd0 iguais & j-ésima componente de d '!'. Adicionalmente, pode concluir-
se que d = 3d’' + 3d”, o que contradiz a suposi¢do de d ser uma direc¢do
extrema. Consequentemente, aq, ..., a, sao colunas de A linearmente in-
dependentes e, uma vez que a caracteristica de A é m, tem-se que k < m.
Nestas condigoes, acrescentando as m — k colunas de A que, conjunta-
mente com aq,...,a,, formam uma base para R™ e, consequentemente,
constituem uma matriz invertivel B, fazendo A = [B, N], vem
Ad = Bdg +dja; =0 & dp = d; B 'a;,
donde )
d=d, [ —Ba } .
€j—m

O

Como corolario, imediato, deste teorema pode afirmar-se que o nimero de
direcgdes extremas de S é ndo superior a (n —m) ("), onde n — m corresponde
ao nmero de possibilidades de escolha de a; e () corresponde ao nimero de
partigdes possiveis de A na forma [B, NJ.

Segue-se um teorema que desempenha um papel crucial em Optimizagao Linear.

Teorema 2.13 (da representacdo de poliedros convexos ). Dado um ponto
r €R™ z €85 sse x admite uma representacao do tipo

P q
T = Z ajxj + Zﬁidi,
j=1 i=1

1 Com efeito, d’ = 7d” com 7 > 0, é equivalente a d + au = 7(d — ou) & (1 + T)au =
(r—1)d = (1 — 1)d;j = 0 (uma vez que a j-ésima componente de u é nula). Por outro lado,
dado que (por hipotese) d; > 0, conclui-se que 7 = 1. Logo, 2cu = 0, o que € absurdo, tendo
em conta que a >0 e u # 0.
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com Z?Zlaj =1,0;>0,paraj=1,...,p,eB3; >0, parai=1,...,q, onde
0s x’s sao pontos extremos de S e os d's sdo direcgoes extremas de S (se tais
direcgoes existem,).

Demonstragao. Uma vez que qualquer ponto x que admita uma representagao
do tipo da indicada no teorema é um ponto de S (porqué?), resta-nos provar
que qualquer ponto de S admite uma representacao deste tipo.

Suponha-se que dz € S tal que = nao se pode representar pela adicao de uma
combinacao linear convexa de pontos extremos de S com uma combinagao linear
nado negativa das suas direc¢oes extremas, i.e., tal que z ¢ X, onde

p q p
X={> aa/+Y Bd: > aj=1,0;20j=1,...,p, 5; >0, i=1,...,q}.
j=1 i=1

j=1

Dado que S # ), podemos concluir que S tem pelo menos um ponto extremo e,
consequentemente, que X # (). Adicionalmente, fazendo

A’ 7 S |
02[1 .1 0 ...0 ]e“:(alv---aapaﬁ17~--7ﬁq)T

dizer que = ¢ X, equivale a afirmar que nao existe u > 0 tal que Cu = [ :f ]

Logo, aplicando o Lema de Farkas

3 [ (CS ] € R"1\ {0} tal que [¢7,8]C <0 e ¢!, 0] [ f } >0,
0 que equivale a afirmar que
1. cTal+6<0vVje{l,...,p},
2. di<0ovie{l,...,q}
3.eclz+0>0.
Sendo z* um ponto extremo de X, tal que ¢’ 2% = max{cTa27, j =1,...,p},

e tendo em conta 1. e 3., conclui-se que
4. T > Tk,

Uma vez que z* é um ponto extremo de S, pelo Teorema 2.10, z* é uma solucio

bésica para S, ou seja, pode representar-se na forma

-1
;vk:[BOby

onde B é uma submatriz de A invertivel que, sem perda de generalidade, se
supoe tal que B~'b > 0. Dado que x € S, tem-se que Az = b e x > 0, pelo que,

TB

decompondo x em { }, se obtém
TN

b= Ax = Bxp+ Nay = 25 = B 'b— B"'Nuy.
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T
Por sua vez, decompondo ¢! em [cp, cn], vem

Tx = cprptenzy = cgB7'b+(ecy—cgB™'N)ay = cTajk—l—(cN—cBBle):z:N

(uma vez que ¢’ 2% = cg B~1b). Logo, de 4. decorre que

cTa% + (exy —ecpB'N)ay > T2 & (ey — epB™'N)zy > 0.

Desta tltima inequagao, e uma vez que cada componente de z € nao negativa,
decorre que existe pelo menos uma componente de xn, z,, tal que . > 0 e
¢r —cgB~la, > 0.

Nestas condices, B~ 'a, tem pelo menos uma componente positiva, caso con-
trario B~ 'a, < 0 e, consequentemente,

_ p-1
d:{ B ar]7

erfm

com e, _, identificando o (r —m)-ésimo vector da base candnica de R"~™, seria
uma direccio extrema de S tal que ¢’'d = —cgB~'a, + ¢, > 0, 0 que contradiz
2. Fazendo 2’ = z* + 7d, com

. (Blb)i

T (B ),
(B-1b),
(B~ 1a.)s’

(Blar)i > 0}

obtém-se 2’ > 0 tal que
Az = Ax* + TAd=b+0=10

e ainda que 2’ tem no méaximo m componentes positivas (dado que 2/, = 0).
Considerando a submatriz de A, B’, obtida de B pela substitui¢io de as por a,
(note-se que, dado que (B~ ta,)s # 0, B’ continua invertivel '2) conclui-se que
x’ € uma solucédo bésica para S e, consequentemente, um ponto extremo, tal que

e =Tk + rc7d,

com 7 > 0 e cI'd > 0. Logo,
e’ > cTak,
o que é absurdo. O

Como consequéncia, do Teorema 2.13, vamos terminar este capitulo, sobre
pontos extremos e direcgoes extremas de conjuntos convexos, com um resultado
(cuja prova é proposta no Exercicio 2.17) que nos garante a existéncia de um
ponto extremo 6ptimo em problemas de optimizacao de uma funcional linear
num poliedro convexo, com valor éptimo finito.

12Com efeito, suponha-se que a, é combinagdo linear das colunas a1, ...,as—1,ds41,---,0m.-
Entdo existe um m-uplo de escalares ndo todo nulos u” = (ai,...,am), tais que a, =
™, asa; com as = 0. Logo, de ar = Bu vem que u = B~ la,, com (B~ ta;)s = 0, o que
contraria a hipotese.
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Teorema 2.14. Seja f uma funcional linear, f : R™ — R. Se 32* € R tal que
2" =max{f(z):x € S},

entdo o valor z* € atingido num ponto extremo de S.

2.5 Exercicios

Exercicio 2.1. Dada a familia de subconjuntos convezos de R", S; com j € J,
prove que S = ﬂjeJ S; € um conjunto convezo.

Exercicio 2.2. Sendo T;, com i € I, uma colec¢io de subespagos afim, prove
que (\;c; Ti € um subespago afim.

Exercicio 2.3. Dado um subconjunto finito de pontos de R", S = {z', ... xP},
prove que se p > n—+ 2, entdo S pode partir-se em dois subconjuntos disjuntos
S1 e Sy tais que H(S1) N H(S2) # 0 13.

Sugestao: Sabendo que para p > n + 2, os pontos de S sao
dependentes afim, a partir da igualdade Y %_ \;jz* = 0, onde 0s \;s
ndo sio todos nulos e sio tais que Y o \; = 0, podemos concluir
a ezisténcia de um ponto v = + > 7, ozt = "2, Bl , com
(07 2 Opm"ai: 1a"'7p17 6] 2 07 pamj: 1a"'7p27 D1 +p2 =pe
A= Zf;l ;= Zfil 6]' > 0.

Exercicio 2.4. Sendo F = {S1,...,S,} uma familia de p suconjuntos convezos
de R™, com p > n + 1, prove que se toda a subfamilia de n + 1 conjuntos de F
tem intersec¢do nao vazia, ento (<<, Si # 0. 14

Sugestao: fazer a prova por indugdo sobre p (tendo em conta
que o resultado é trivialmente vdlido para p = n+ 1), considerando
o resultado vdlido para p = k > n+ 1 e aplicando o resultado do
exercicio anterior (teorema de Radon) ao conjunto de pontos S =
{l'i S Slﬂ...ﬂsi_1ﬁ5i+1...ﬂsk+1 1< < k+1} A partir
deste conjunto, por aplicagao do teorema de Radon, pode supdr, sem
perda de generalidade, que ewvistern dois subconjuntos, T e Ty, tais
que T =Ty UT,, com Ty = {z',... 2"}, T = {a"+1 ... 2Ft1} ¢
que 3x € H(Ty) N H(T»). Finalmente, dada a convexidade dos S;s,
e dado que parai <rv,z' € S,y 1N...NSkr1 e paraj>r+1,27 €
S1N...NS,, tenha em considerag¢io que Sy41N...N Sk 2 H(Th)
6810...QST2H(T2).

13Este resultado é conhecido por Teorema de Radon .
14 pste resultado é conhecido por Teorema de Helly .
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Exercicio 2.5. Considerando os pontos de R*: z1 = (1,0),2% = (1,3),2% =
(4,3),2* = (4,0) ez = (%,2), pelo que v = ' + 1a? + L3 + L2, com uma
técnica idéntica a utilizada na prova do teorema de Caratheodory, exprima x
como combinacdo linear convexa de x*, x° e 3.

Exercicio 2.6. Supondo que C7 é um subconjunto convexo de R" e que Co =

R? = {z € R" : x > 0}, verifique que C1 + Co = {x € R" : Iz € (1, = < x}.

Exercicio 2.7. Supondo que M é compacto e N é fechado prove que M + N €
fechado.

Sugestao: Considere uma sucessio {xy} de M + N convergente
para x (pelo que, para cada k € N Ty, € M e Iz, € N tal que
¥ = y* + 2F) e tendo em conta a compacidade de M considere a
subsucessio de {y*}, {yk/}, convergente para y € M, donde vem que
¥ =M M oK =M K e o —yF ) sz —y e N (uma
vez que N é fechado).

Exercicio 2.8. Sendo f : R™ — R™ uma aplicagdo linear, A um subconjunto
convezro de R™ e B um subconjunto convezxo de R™ prove que tanto f(A) =
{f(x): x € A} como f~1(B) = {z € R": f(z) € B} sio conjuntos convezos.

Exercicio 2.9. Seja u € R™\ {0} e considere a aplicagio [ : R™ — R definida
por f(x) =ulw.

1. Mostre que f € uma funcional linear.
2. A partir de f, determine o hiperplano que contém o ponto u.

3. Considerando que o hiperplano determinado em b) divide R™ em dois
meios espag¢os, indique qual deles contém a origem.

Exercicio 2.10. Seja S um subconjunto de R™ fechado e nao vazio e v € R™
tal que x € S.

1. Prove que 3x* € S tal que x* é wm ponto de S mais préximo de x (no
sentido da métrica induzida pela norma euclidiana).

2. Prove que se x* € um ponto nas condi¢oes da alinea anterior, entao
[|lx —2*|| >0
(onde ||.|| denota a norma euclidiana).

Exercicio 2.11. Sendo A e B dois subconjuntos de R™, prove que AN B # ()
sse 0 € A— B.

Exercicio 2.12. Supondo que a matriz A € tal que A € R™*™ e que a sua
caracteristica € n, prove que a matriz AT A é nao singular e que a matriz AAT
pode ser singular.
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Exercicio 2.13. Dado um cone K, gerado pelas combinagdes lineares nao ne-
gativas dos vectores de R™: {uy,...,un} e um vector b € R™, prove que ou (i)
be K ou (i) Yy € K* (cone polar negativo de K) y'b > 0, mas néio as duas
coisas.

Sugestao: Recorra ao Lema de Farkas.

Exercicio 2.14. Sendo S = {x € R" : Az = b,x > 0}, comn > m, A €
R™*"\ {0} e b € R™ prove cada uma das sequintes afirmagoes:

1. S € um conjunto convezo.
Se r(A) =m, entdao r(A) =r([A,b]) 2.
Se r(A) # r([A, b)), entdo S = 0.

Seb=0 e S # {0}, entdo qualquer ponto de S € uma direcgao de S (ou
seja, S é um cone).

5. O ndmero de solugoes bdsicas admissiveis de S € ndao superior a (:;L) =
n!
m!(n—m)!~

6. O numero de direc¢oes extremas de S € nao superior a (n — m) (::L) =
n!

(n—m) oo

Exercicio 2.15. Considere a regido poliédrica S = {x € R® : Az = b,x > 0},
onde

-5 1100 5
A= -3 2 0 1 0| eb=1]12],
1 -4 00 1 2

e responda as sequintes questoes:
1. Faca o esboco da regiGo de R? que corresponde & regido S.

2. Determine duas solugdes bdsicas para S e indique, na figura da alinea
anterior, os vértices a que correspondem.

3. Determine as duas direcgdes extremas de S.

Exercicio 2.16. Supondo que X € wm politopo cujos pontos extremos sao

a=[8] 2= 4] 2= (4] =[]

com recurso ao teorema da representacdo, verifique se

|

15,(B) denota a caracteristica da matriz B.

IS

Jex
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Exercicio 2.17. Faga a prova do Teorema 2.14.

Exercicio 2.18. Dada uma matriz invertivel B = [b1,...,by] € R™*™ e um
vector u € R™ tal que (B~'u); # 0, prove que a matriz B obtida de B substi-
tuindo a i-ésima coluna por u, continua invertivel.

Exercicio 2.19. Considerando o politopo X do Ezercicio 2.16, determine:

1. max{2x1 + 2 : { il } € X}.
2

2. min{2z1 + x2 : { il ] € X}.
2
(Sugestao: utilize o Teorema 2.14).

Exercicio 2.20. Considere a regiao poliédrica T = {x e R: -1 <z <1}, a
qual (introduzindo varidveis de desvio) se pode definir pela regido:

U:{(Z‘1,$2,$3)€R31|: b O:|

I 1
-1 0 1 T2 :|:1:|,£U2,(E320}.

T3
1. Prove que ao ponto 0 € T corresponde uma solugao bdsica para U .

2. Verifique se a solugao bdsica (0,1,1) € U € wm ponto extremo e ana-
lise a existéncia ou nao de uma contradi¢ao entre a conclusdo obtida e o
enunciado do Teorema 2.10.

Exercicio 2.21. Sendo S wm subconjunto convexo fechado de R™, prove que
Va* € fr(S)dc e R™\ {0}
tal que cT'z* = max{c’z: z € S}.

Exercicio 2.22. Sejam U e V' dois subconjuntos convezos de R™ tais que W =
U -V e sejace R\ {0}. Suponha ainda que z* = min{c’z :x € W} > 0.

1. Prove que W é um conjunto convezo.

2. Prove que eziste um hiperplano que separa estritamente U e V.



Capitulo 3

Método Simplex e Algumas
Variantes

Apesar de, a partir da década de 80 se terem desenvolvido diferentes métodos
para Programac¢ao Linear, baseados em técnicas de pontos interiores, o método
simplex é, ainda hoje, o método mais popular para este tipo de problemas. O mé-
todo simplex foi desenvolvido no principio da década de 50 por George Dantzig
e consiste, basicamente, numa pesquisa sistematica das solugoes basicas admis-
siveis (conceito a esclarecer mais adiante). Com ele, a partir de uma solucio
basica admissivel inicial, gera-se uma sequéncia de solugoes bésicas admissiveis,
escolhendo-se, em cada passo, uma de entre as solucoes basicas admissiveis que
correspondem aos vértices adjacentes (ligados por uma aresta) ao vértice cor-
rente, de modo que o correspondente valor da fun¢do objectivo seja "melhorado"
(maior se o problema é de maximizagdo ou menor no caso contrario). Quando,
a partir da solugao bésica admissivel corrente, nao existe uma solugao basica
adjacente para a qual a funcao objectivo apresente um valor “melhorado”, con-
forme se demonstrara, pode concluir-se que a solucao corrente é uma solugao
6ptima para o problema em causa.

Uma vez que o ntmero de solucoes basicas de qualquer programa linear é
finito, por aplicacao do método simplex, ao fim de um ntmero finito de passos,
ou se determina uma solucao béasica éptima, ou se conclui que o problema nao
tem 6ptimo finito. Por outro lado, embora o método simplex apenas pesquise
solugoes basicas admissiveis com vista & determinagao da “melhor” delas, os
resultados a estudar neste capitulo garantem-nos a suficiéncia desta pesquisa,
com vista & determinacao de uma solugao 6ptima para um programa linear.

3.1 O algoritmo simplex basico
Apesar de, a partir da década de 80 se terem desenvolvido diferentes métodos

para Programagao Linear, baseados em técnicas de pontos interiores, o método
simplex é, ainda hoje, o método mais popular para este tipo de problemas. O mé-
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todo simplex foi desenvolvido no principio da década de 50 por George Dantzig
e consiste, basicamente, numa pesquisa sistematica das solugoes basicas admis-
siveis. Com ele, a partir de uma solu¢ao basica admissivel inicial, gera-se uma
sequéncia de solugoes basicas admissiveis, escolhendo-se, em cada passo, uma de
entre as solugoes basicas admissiveis que correspondem aos vértices adjacentes
(ligados por uma aresta) ao vértice corrente, de modo que o correspondente valor
da funcdo objectivo seja "melhorado" (maior se o problema é de maximizacio
ou menor no caso contrario). Quando, a partir da solu¢ao bésica admissivel cor-
rente, nao existe uma solugao basica adjacente para a qual a funcdo objectivo
apresente um valor “melhorado”, pode concluir-se que a solucao corrente é uma
solucao 6ptima para o problema em causa.

Uma vez que o numero de solugoes basicas de qualquer programa linear é
finito, por aplicacdo do método simplex, ao fim de um ntmero finito de passos,
ou se determina uma solugao bésica 6ptima, ou se conclui que o problema nao
tem Optimo finito. Por outro lado, embora o método simplex apenas pesquise
solugoes basicas admissiveis (vértices) com vista a determinagdo da “melhor”
delas, o Teorema 2.14 garante-nos a suficiéncia desta pesquisa, com vista &
determinacao de uma solugao 6ptima para um programa linear.

A partir de agora vamos considerar o programa linear PL(A, b, ¢) na forma
padrao, que consiste no problema de optimizagao

min{c’z: z € S} (3.1)

com S ={zx € R": Az = b,z > 0}, onde se supde que a matriz A € R™*"
tem caracteristica m (i.e., igual ao namero de linhas). Vamos modificar (3.1),
exprimindo um ponto genérico de .S como sendo a adi¢cao de um ponto particular
com uma combinagao linear nao negativa de certas direc¢oes do espaco nulo da
matriz A.

Se 2° & um ponto arbitrario de S, i.e., uma solu¢do arbitraria admissivel
para o PL(A,b,c) de minimiza¢ao na forma padrio, e se d',d?,...,dP, sdo p
vectores linearmente independentes que geram o subespaco nulo da matriz A,
Ker(A), entdao x € S sse A1, Ae,..., Ay € R tais que

p
x::cO—I—ZAjdeO.

Jj=1

Com efeito, se © € S, entdo x > 0 e, dado que z = 2° + (z — 2°), vem que
r=2°+d, comd =2 —2° Logo Ad = A(x — 2°) = 0, ou seja, d pertence
ao subespaco nulo de A e, consequentemente, 31, Az, ..., A, € R tais que d =
>y Ajd’. Reciprocamente, supondo = = z° + 37, \;jd/ > 0, entdo Az =
Ax0 + Z§:1 NjAd? = b+ 0 = b e, consequentemente, = € S. Nestas condigoes,
o programa PL(A,b,c) pode escrever-se na forma:

p p
min{c”(@” + Y " Nd): YO Nd >0},
j=1

j=1
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ou seja,
min  ¢"20 + 3P Neld,
s.a. a9+ Zle \d? > 0.

Supondo, sem perda de generalidade, que 2° corresponde a solucdo basica admnis-
0
L, X
sivel, 20 = o0 }, com z% > 0 e 2% =0, vem que
N

0
Az’ =b < [B, N] [ igf } =b< Brl + N2, =b < Bal + NO = b,
N

e, consequentemente, que z% = B~1b.

Adicionalmente, identificando por a; a j-ésima coluna de A, e fazendo
} , paraj=m+1,...,n,

onde e;_,, corresponde ao (j — m)-ésimo vector da base canoénica de R™"~™,
obtém-se n —m vectores d?~™, para j = m+1,...,n, que constituem uma base
para o espaco nulo da matriz A. Com efeito, a caracteristica de A é m (logo
dim(Ker(A)=n—m)eVje {m+1,...,n}, Ad?~™ = 0, uma vez que

-1,
—B7q;

€j—m

Ad’~™ = [B, N] [ ] =-BB 'aj—a; =0.

Decompondo ¢’ nos correspondentes subvectores linha cg e cy, i.e., fazendo

c!' = [cp,cn], 0 programa PL(A, b, c) anterior fica
1 Bila j
i - n ‘ 0 @j
min cgB~lb — Zj:mH Ajler, en] ey
0 -1
x B~ a;
B n J
sa |5 |-y | 200 | 20
[ Ty J —€j—m
Nestas condigdes, pode concluir-se que os escalares A; (para j =m+1,...,n)
vao corresponder aos valores das varidveis nao basicas, Tm41, Tm-2; - - - » T, pPelo

que o PL(A,b,c) se pode escrever na forma

min cBB_lb—Z?:mH wj(CBB_laj — )t
B_lb n B_la’
S. a. |:O ]—Ej_m_ij[ J ]ZO

—€j—m

Organizando-se os diferentes coeficientes de acordo com o quadro
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Tm+1 e Tm+k . In
X1
Zq Bilamﬂ BilamHC B la, B~ b
Tm
Tm+1 -1 . 0 e 0 0
Ttk 0 - -1 S 0 0
Tn 0 - 0 S -1 0
=T =T =T =T
ceB  am41 —Cmt1 | .. | BB Gm4k —Cmsk | --- | ¢cBBT @n —cn | cBB”b

obtém-se todas as componentes em jogo.
A partir do quadro, vamos seleccionando um vector, de entre os que verificam a
T aj _ . .
J } = [eeB™'a; — ¢j] > 0. Assim, supondo que se seleccio-

Bilamﬂkk
€k

inequagao [cp, cN|
—€jm
nou o m + k-ésimo, ou seja, , incrementando (tanto quanto possivel) a

correspondente variavel x,,4, mantendo-se as demais variaveis nao bésicas com valor
nulo, vem

—1 —1
B7b— l’erkB Am+4k

By'b B~ 'a 0
1 _ 0 _ m+k _
v { 0 } Gmetk { —ek } Ttk ’
0
(onde 0 denota um subvector de componentes nulas de dimensao adequada). Por outro
B 'am - .
lado, Tz! = ¢Ta® — xch { _aek th } = ¢gB7'b — Tm+k(cBB Yamir — Crmtk)-

Como consequéncia, se Tmyxr > 0 e CBB71Qm+k — Cm+k > 0, entao podemos concluir
a desigualdade ¢Tz' < ¢Tz° havendo todo o interesse em incrementar, tanto quanto
possivel, @y, r. Porém, as condicdes de nao negatividade obrigam a que se tenha
z! >0, 0 que é equivalente a B™1b — 1 g B amir > 0, ou seja,

:cm+k(B71am+k)i < (Bilb)i Vi € {1, A ,m}.

Assim, para que se cumprir a condiciio ' > 0, basta que se verifiquem as desi-
gualdades

Ttk < le)iVie{l m} tal que (B™ ' amyx): >0
"= (B lamin)i T TR
Caso ndo exista i € {1,...,m} tal que (B™'amix): > 0, podemos concluir que o

problema nao tem 6ptimo finito (porqué?). Caso contrario, com o objectivo de incre-
mentar o mais possivel a varidvel x4k, faz-se

(Bilb)i

2 2 (B la)i >0, i=1,...,m).
(B—Tam4r): (B am+k)i >0, i m}

T4k = min{
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. B—1p), . 1 . B~ b
Supondo que mln{ﬁ : (B ak): >0, i=1,...,m} = (33,17%;’(1, podemos
concluir que a k-ésima componente de z? (que para z0 era nula) vem agora igual a
(B~ 'b)q 50 basi . | 0
B=Tap); © @8 restantes componentes nao béasicas (e por conseguinte nulas) para x

permanecem nao bésicas. Finalmente, as demais componentes (que eram bésicas para
2°) tomam os valores:

xi = (B7'0)i — mik(B ' am4r)i, parai=1,..,m.

Deve observe-se ainda que, nestas condigdes, a g-ésima componente (que é positiva

-1
para 2°) de 2" é igual a zero, dado que x4 = (B™'b), — %(Eilamw)q.
m q

Voltando ao quadro anterior, identificando o vector coluna Bilamﬂ- por yj, e

fazendo zm4j — Cm+j = cBBflamH — Cm+j,paraj=1,...,p,com p=n—m,
Tm+1 e Tm+k - Tn
z1
B~
Lq Y1 S Yk . Yp
Tm
Tm+1 -1 cee 0 cee 0 0
Tk 0 -1 0 0
Tn 0 e 0 . -1 0
=T
Z1—Cmt+1 | «o- | Zk—Cmayk | ... | Zp—cCn | cBB™D

estamos em condigoes de proceder & respectiva actualizagao, i.e., & determinacao do
quadro associado & nova solucdo bésica admissivel z', onde vdo constar as compo-
nentes dos vectores definidores dos deslocamentos admissiveis (ao longo das arestas
do poliedro que partem do novo vértice). Assim, no caso da variavel escolhida para
entrar na base ser T+ (pelo que zi — ¢m4x > 0), dizemos que yi € a coluna pivotal.

Consequentemente, no pressuposto de que (tal como se descreveu) se obtém

(B7')y _ . (B7'b)
= min : Yk > 0},
Yqk 1§i§m{ Yik Yik }

ou seja, a variavel a sair da base é x4 e a g-ésima linha do quadro designa-se por linha
pivotal.

A linha pivotal determina a variavel a sair da base e a coluna pivotal determina a
variavel a entrar para a base.

O coeficiente determinado pelo cruzamento da coluna pivotal com a linha pivo-
tal designa-se por “pivot” e a tltima linha do quadro designa-se por linha de custos
reduzidos.
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Consequentemente, a solugdo basica corrente passa a ser

ERER e T
Tg1 x261 Y@k
10 :gq Yaqk
Lg+1 Lg+1 Y(q+1)k
,'171: 1 = O _7(37117)11
Tm, Tm Yqk Ymk ’
0 0 0
x}nJrk 0 -1
L 0 | L 0 | L 0 ]

e os vectores de deslocamento associados a variavel x4 (que agora € nao basica relati-
vamente a z') e as variaveis z;, com j € {m +1,...,n}\ {k} deverdo ser os vectores
do subespaco nulo? de A determinados por

[ yllj ] [ Yij ] [ Yik i
Yaj Yaj Yak
lhlnj Ymj Ymk
0 0 Yai 0
. = . -2 . ’ paraje {1,7])}\{147}
: : Yak :
Yim k) 0 -1
-1 —1 0
L 0 | | 0 | L 0 |

20Observe-se que um vector pertence a um dado subespago sse ¢ combinagdo linear de
vectores desse subespaco.
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Por sua vez y;, vem dado por

[ vtk ] [ vk ]
y;k Yqk
y:nk — __1 Ymk
O qu 0
o
Yim+k)k -1
L 0 J L 0 |
No que diz respeito a linha de custos reduzidos, a actualizacao das suas componentes
vem dada por cTyjl- = zjl — Cm+4j = cTyj - %cTyk = (2j — Cm+j) — %(zk — Cm+k),
para j € {1,...,p} \ {k} e ¢Tyi = 2z} — Conyr = ﬁ(zk — ¢m+k). Com todas estas
q

actualizagées que se designam por operacoes de pivotacao (nas quais o “pivot” é a
g-ésima componente de yi, ou seja, yqx), trocando a k-ésima linha do quadro com a g¢-
ésima, bem como as posicoes relativas das correspondentes variaveis, obtém-se o novo
quadro (quadro associado & nova solugio bésica admissivel z'), numa forma idéntica
A inicial.

Denotando por B; a matriz basica associada a este quadro, ou seja, a que se
obtém de B trocando a coluna aq por am+r (Br =[a1 ... Gg—1 Gmik Gq+1 --- Gm)),
apos reordenagdo das varidveis, obtém-se os vectores do subespago nulo da matriz A;
(obtida de A, apés a correspondente troca de colunas),

-1 _ —1
yjl-:{ By a, }7paraje{m—i—l,...,n}\{k}ey;:{Bl g }

—€j—m —€k

3.1.1 Descricao do método simplex

Para descrever o método simplex, vamos considerar apenas o que se designa por qua-
dro simplex reduzido ® que, relativamente ao quadro anterior, é constituido pelas m
primeiras linhas acrescidas da linha de custos reduzidos. Nestas condig¢oes, o quadro
simplex reduzido associado a z° corresponde ao quadro que a seguir se indica.

Tm+1 e Tm+k - In
z1 Y11 Yik Yip (B~ )1
Zq Yq1 e Yak xx Yap (B~'b)q
Tm Ymi .. Ymk . Ymyp (Bflb)m
21 — Cm+1 2k — Ck Zn — Cn cgB~ b

3Esta designacdo aparece em oposi¢io a de quadro simplex completo no qual, além das
colunas que constam no reduzido, aparecem, também, as relativas & matriz identidade (que
correspondem as componentes basicas correntes).
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Deve observar-se que, neste iltimo quadro, existe toda a informagao necessaria para se
produzir o quadro simplex reduzido associado a z*. A determinagdo (actualizagao) dos
quadros subsequentes faz-se tal como se descreveu anteriormente. Com efeito, suponha
que se actualiza o quadro simplex reduzido associado a x° (de modo a obter-se o
quadro simplex reduzido associado a xs“), escolhendo para coluna pivotal a coluna
yr associada & variavel ndo basica x;, . Entdo, podemos concluir que, em problemas
de maximizagao, z; — ¢j, < 0 e, em problemas de minimizagao, z; — ¢;, > 0. Nestas
condigoes, sendo Jn, = {j1,...,Jk,---,Jp} O conjunto de indices ndo basicos e Ip, =
{i1,...,4q,-..,%m} 0 conjunto de indices basicos (note-se que I, = {1,...,n}\ Jn,),
considerando o quadro simplex corrente

Tj1 Ly Tjp

s s s —T

Tiy Y11 Y1k Ylp (Bsb)1
s s s —1

Lig Yq1 Yak Yap (Bs b)q
s s s -1

Lipm Ymi Ymk Ymp (Bs b)m

=T

z1 — ¢j; 2k — Cjy, Zp —¢j, | cB,Bs b

podemos fazer a actualizagdo do quadro, de acordo com o seguinte procedimento:

1. Determina-se a linha pivotal, calculando

(BWs _ i

S - .
qu 1<i<m

)z

(B 'b)s

: y'sk, > O}
Yik '

Divide-se a ¢g-ésima linha do quadro pelo “pivot”; ou seja,

S
Yai

vt = 22, vie{n,2,...,p}\ {k}
qk
~ B;'b
(Berllb)q = ( s )q'
Yok

Substituem-se os elementos da k-ésima coluna pelos simétricos dos quocientes
das suas componentes pelo “pivot”; ou seja,

—Yik
yfI:rl = Tk VZG{LQ?"'?m}\{q};
Yk
s+1 le — Cii
zp —c, =
k in
4. Substitui-se o “pivot” pelo seu inverso, i.e., y;,jl = yl .
qk
5. Actualizam-se os restantes elementos do quadro, fazendo
Yai . .
yist =y - y;”yfk vie{l,....,m}\{q} e Vie{1,...,p}\ {k};
qk
_ _ B:'b)g o .
(BZhb)i = (B:'b):— Myk Vie{1,2,...,m}\ {q};
Yk
Gt e, = # e, (& - Vi € v, \ Uik}

qk
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6. Actualiza-se o valor da funcdo objectivo para a nova solugdo, fazendo
(B:'b)q
S

—1 —1
CBS+1BS+1b:CBsBs b— »
qk

(Z/Sc — G )
7. Finalmente, a variavel bésica x;, passa a ser nao basica e é substituida pela
variavel x;, .
As operagoes efectuadas no passo 5 sao conhecidas por operacoes de pivotagio e a
regra de calculo associada por regra em estrela.
Em termos matriciais, dada a parti¢do da matriz A = [Bs, Ns|, onde Bs denota a
submatriz basica corrente, tal que By 'b > 0, e a correspondente particio do gradiente

da funcao objectivo, ¢& = [cB,,cn,], 0 quadro simplex reduzido associado a z° =
Blb
{ 5 }, corresponde ao quadro
TN,
zB. B; TN, B; b

—1 —1
CBSBS NS_CNS CBSBS b

Teorema 3.1. Aplicando o método simplex a um programa linear de minimiza¢do na

S
. . T A .
forma padrao, PL(A,b,c), seja ° = { ZESBS a solug@o bdsica admissivel corrente,
Ns
cB, € cn, 0 subvectores linha de = [CBS7CNS] que correspondem aos subvectores
de componentes bdsicas T, e ndo bdsicas TN, € zj = cg,B ' Nse; para j =1,...,p.

Entao, podemos tirar as sequintes conclusoes (que constituem a base de todo o processo
de pesquisa utilizado no método simplez):

1. Sezj—(en,); <0V e{L,...,p}, entdo x° € uma solugio dptima.

2. Se x® € uma solugdo dptima e xp, > 0, entdo z; — (en,); <0Vj e {l,...,p}.

3. Se3j e {1,...,p} tal que z; — (cn,); > 0 e By 'Nye; < 0, entio o programa
linear de minimizagdo na forma padrio PL(A,b,c) nao tem dptimo finito.

4. Se dj € {1,...,p} tal que z; — (¢cn,); > 0 e pelo menos uma componente do
vector coluna By 'Nge; € positiva, entdo fazendo

-1
s+1 stS BS NSEj
z = s - 9]‘ )
TN, —€
(=g, )i
(B: "Neej)i
¢io bdsica admissivel, 71, tal que ¢T ! < Ta®.

onde 0; = minj<;<m{ (By'Nsej); > 0}, obtém-se uma nova solu-

Demonstragao. 1. Vx € S, 361,02,...,0, > 0 tais que

s -1 -1 -1
- { xSBS }_01{ By " Nsex } —92{33 Nseo } —...—Gp{ B; " Nsep }
l’NS —e1 —€2 —€p
Logo, tendo em conta que ¢’z = [cp,, e, |x, obtém-se
P
'r = cpah, — Z9j(CBsB;1Ns€j —(eny)y)
j=1

P
cB.wh, — » 05(z — (en.);)-
j=1
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Consequentemente, uma vez que © > 0= (6; >0 Vj € {1,...,p}) e, de acordo
com a hipotese, z; — (cn,); <0Vj € {1,...,p}, ¢’z > c'z*. Assim, tendo em
rh,
TN,
para o programa linear de minimizagao na forma padrao PL(A,b,c).

conta que x é um ponto arbitrario de S, z° = é uma solucao 6ptima

. Se z° = { xfs } ¢ uma solugao 6ptima para o programa linear PL(A,b,c) tal

st
que z, > 0, entdo Vj € {1,...,p}, 30; > 0 tal que

v { T, } _o, { B 'Nse; } >0,
Ty, —ej
i.e., tal que x € S, pelo que
'z =c"a" —0;(cp, By Neej — (en.);) = ¢ & — 05(z — (en.);)-
Tendo em conta que, de acordo com a hipotese, ¢Ta > ¢Ta®, obtém-se

Zj = (CNs)j <0 Vje {17717}

. Supondo que 35 € {1,...,p} tal que z; — (cn,); >0 e By Nee; <0, V0; >0

s -1 X
T = { TBs } —0; { Bs_NseJ } >0ec’z=c"a"—0;(z — (cn.))).

TN, €j

Se 6; — oo, entdo ¢’z = cTx* — 0;(z; — (cw,);) — —oo e o programa linear de
minimizagao na forma padrao PL(A b,c) ndo tem 6ptimo finito.

. Seja j € {1,...,p}, tal que z; — (cn,); > 0, e suponha que B; ' Nye; tem pelo

menos uma das suas componentes positiva, entao, para

. (zB,)i 1 (B)q
9. — 2/t (By'Neej)i >0 = —7 21
= B Ny, )i > 0= BN,

3 B ' Nie;
e = 1’535 —0; s V€ , obtém-se > 0 (porque?), ¢cTa > ¢Tz®
TN J —€j

(porqué?) e = continua a ser uma solu¢ao basica admissivel, uma vez que a g-
ésima componente de z é nula (porqué?) e as restantes componentes nao basicas
de z*°, com excepgao da j-ésima que agora tem o valor 0;, continuam a ser nao
basicas para x. Logo, substituindo na submatriz basica B a g-ésima coluna
pela j-ésima coluna de N, obtém-se uma matriz B;41 que continua a ser basica
(como exercicio, faga a prova desta tltima afirmacao).

s

O
Segue-se a descrigao formal (algoritmica) do método simplex.
e Algoritmo (método simplex).
1. Determinar uma solucio basica admissivel inicial?, z° = { i(% } (e, por
conseguinte, uma base inicial Bg, & qual estd associado o conj];rmto de in-
dices basicos Ip, e ndo basicos Jn, = {1,...,n} \ Is, = {Jj1,---,7p}),

construir o respectivo quadro simplex reduzido

40s métodos usualmente utilizados para a determinagio de uma solugio basica admissivel

inicial (método das duas fases e método do “big-M”) ser@o alvo de estudo mais adiante.
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T4, . Zj, . Tjp
—1 —1
o BN, B
=T
21— Cjy -+ 2k —Cjj - 2p — Cj, | €ByBg b
onde [21 — ¢jy,...,2p — ¢j,] = cBy By ' No — ¢, fazer s = 0 e passar a 2.

2. Se o problema é de
(a) mazimizaggo, determinar z, — ¢j, = min{z, —¢;,. : jr € Jn,} € se
zk — ¢j, > 0 entdo STOP (a solucdo bésica admissivel corrente é
Optima) sendo passar a 3.
(b) minimizagio, determinar z;, — ¢j, = max{z;, —c¢j;, : ji € Jn,} € se
Zjp — ¢j, < 0 entdo STOP (a solugdo basica admissivel corrente é
6ptima) sendo passar a 3.

3. Se B;'aj, < 0 entdo STOP (o problema ndo tem éptimo finito) sendo
passar a 4.

4. Fazendo y, = B; 'aj,, determinar g tal que

-1 —17y.
(B b)q _ min {7(BS b)i : yix > 0}
Yqk 1<i<m Yik

e passar a .
5. Actualizar o quadro simplex, tomando para “pivot” ygi, fazer s =s+1e
voltar a 2.

e Fim do algoritmo.

O critério de escolha da coluna pivotal adoptado neste algoritmo (o qual decorre
dos calculos do passo 2) é conhecido por critério de Dantzig e corresponde a escolha
do vector de deslocamento com taxa de variagao da funcao objectivo mais favoravel.

Exemplo 3.1. Para ilustrar a aplicagdo deste algoritmo, vamos resolver o sequinte
programa linear de minimiza¢io na forma padréo:

min ¢’z
s.a. Ax=2b
z >0,
1 0 0 -1 O 0 10.000
onde cT = [15,30,40,10,10,10, A= 0 1 0 1 -1 0 eb= 1 20.000
0 0 1 0 1 -1 25.000

Solugdo. Considerando z° = (10.000, 20.000, 25.000,0,0,0)”, como solucido basica
admissivel inicial (& qual esta associada a submatriz basica B = I), obtém-se o quadro
simplex reduzido

X4 T5 X6
@i | -1 0 0] 10.000
@ 1 0] 20.000
zs| 0 1 1| 25000
5 0 -50 | 1.750.000
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Uma vez que, por aplicagdo do passo 2 (determinagao do max{z1 —ca, 22 —¢s5, 23 —
c6}), se obtém 5 = max{5,0,—50} e, dado que as condi¢oes do passo 3 nao se ve-
rificam (i.e., nem todas as componentes da 1* coluna do quadro sao nao positivas),
por aplicagdo do passo 4, a escolha do “pivot” recai sobre o coeficiente assinalado
com um bordo, ou seja, o que se obtém do cruzamento da 2 linha (linha pivo-
tal) com a 1 coluna (coluna pivotal) do quadro. Como consequéncia, apés a ac-
tualizacdo, obtém-se o quadro simplex associado a solugdo basica admissivel 2! =
(30.000 , 0, 25.000 , 20.000, 0, 0)7,

T2 Ts5 Te
1 1 -1 0 30.000
Ta 1 -1 0 20.000

zs | 0 -1 25000

-5 5 -50 | 1.650.000

Aplicando novamente os passos 2, 3 e 4, obtém-se a 2% coluna como coluna pivotal
e a 3% linha como linha pivotal. Procedendo & actualizagdo determinada pelo passo 5,
obtém-se o quadro simplex 6ptimo

T2 T3 Te
T1 1 1 -1 55.000
T4 1 1 -1 45.000
5 0 1 -1 25.000
-5 -5 -45 | 1.525.000

o qual determina, como solu¢do 6ptima para o programa linear em estudo, a solugao

55.000

|

Se no quadro simplex 6ptimo existir, na linha de custos reduzidos, um (ou mais)

coeficiente(s) nulo(s), entao a solu¢do 6ptima ndo é tinica (existem solugbes Optimas

alternativas). Com efeito, suponha que o quadro a seguir se refere a um problema de

minimizagdo e que a solu¢ao basica corrente é 6ptima. Adicionalmente, denotando os

conjuntos de indices basicos e nao bésicos por Jp e Jyv = {j1,- .., Jp}, respectivamente,
considere que Jjr € Jn, tal que zx —¢;, = 0.

Tjq Tjyp, e acjp

Tp BIN B~'h
CBBflb

Zl—le...Zk—Cjk...Zp—ij

-1
Se B™'b > 0, entdo fazendo = = { B b } -

o 2, o

P 1y se {yir 1y >0 AN 1<i<m}=0
_ . )
k minlgigm{% ¢ yie >0}, mno caso contrario,
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onde p é um escalar positivo arbitrariamente grande, vem que x é uma solugao distinta
da fornecida pelo quadro simplex 6ptimo e é tal que

dz=c" B~*b
0

:| — HkCT |: —y:k :| = CBBilb — Ok(zk — Cjk) = CBBilb

(uma vez que z; — ¢j, = 0), ou seja, é também Optima.
Verifica-se ainda que qualquer combinagao linear convexa de diferentes solugoes
6ptimas é uma solucao 6ptima.

3.1.2 Determinacao de uma solugao basica admissivel ini-
cial

Vamos agora analisar algumas formas de ultrapassar o (em geral) desconhecimento

de uma solugdo basica admissivel inicial. Com efeito, embora em qualquer programa

linear a regido admissivel possa tomar a forma S’ = {x € R" : Az < b,z >0} ea
partir dela, acrescentando as variaveis de desvio, a forma

S":{{ f;’ } eRM™ [A,I]{‘:}:b,x,szo}

da qual, com facilidade, se retira a solucao basica definida por x = 0 € s = b, existem
. . - - . 0
muitas situagdes onde algumas das componentes de b sao negativas, pelo que { b }

nao é admissivel para S’

As técnicas que vamos analisar para ultrapassar o desconhecimento de uma solugao
bésica admissivel para um programa linear de minimizagao na forma padrao, i.e., para
o programa linear

PL(A,b,c) min{c'z: z € S},

com S={zxeR": Az =b,x >0}, A € R™*" e r(A) = m, designam-se por método
das duas fases e método do “big-M”.

Qualquer destes dois métodos exige que se transforme o sistema Ax = b para que se
tenha b > 0 (para o que basta multiplicar, adequadamente, cada uma das equagoes do
sistema por 1 ou -1) e que se acrescentem variaveis artificiais, z, de modo a obter-se
a regiao

See ={z €R™, 2, €ER™, Az + 24 = b, x,2, > 0}.
O recurso a varidveis artificiais para a obtencao de uma solugao admissivel inicial foi
publicado, pela primeira vez, em (Dantzig, 1951).

Meétodo das duas fases

Com este método, a resolugdo do programa linear de minimiza¢do na forma padrao
PL(A,b,c) divide-se em duas fases, a saber, a fase I e a fase II.

e A fase I consiste na resolu¢do do programa linear auxiliar:

min{e’ z, : { ; } € Sau
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T _ m . . 4 oy . . . ~ .
onde e x, = Z]’:l Laj- Se o valor Optimo é positivo, 1sso 51gn1ﬁca que nao existe

0
solu¢do admissivel para este programa auxiliar, para a qual a fungdo objectivo
tomaria o valor nulo). Se o valor 6ptimo é nulo, entdo o programa linear de
minimizagao na forma padrao PL(A, b, c) admite uma solugao basica 6ptima da

x > 0 tal que Az = b (dado que se um tal z existisse, entao { :1: } seria uma

1
forma { (a; } , pelo que este programa é consistente.

A fase IT consiste em resolver o programa linear de minimizagdo na forma
padrio PL(A,b,c), tomando para solucio basica admissivel inicial a solu¢ao z"
determinada na fase I, podendo aproveitar-se o quadro simplex 6ptimo da fase
I para prosseguir com a fase II.

No caso de, no final da fase I, apesar do valor 6ptimo ser nulo, existir uma
(ou mais) varidvel (varidveis) artificial (artificiais) na base, para a(s) retirar
(no caso de serem véarias o procedimento deve repetir-se para cada uma delas)
basta proceder as operagoes de pivotacao, tomando para linha pivotal a linha
que lhe corresponde e para coluna pivotal uma de entre as colunas associadas a
variaveis nao artificiais e nao basicas com componente nao nula na linha pivotal.
Neste caso, a eventualidade do “pivot” ser negativo nao causa qualquer problema,
uma vez que as varidveis basicas nao nulas permanecem inalteradas e as que
vierem a entrar para a base tomam o valor nulo. No caso de existir uma ou mais
linhas associadas a variaveis artificiais basicas (com valor nulo) relativamente
as quais nao é possivel determinar pivos (coeficientes nao nulos) associados a
varidaveis nao artificiais e nao béasicas, tal significa que as restrigoes que lhes
correspondem sao redundantes (ou seja, sao combinacao linear das outras), pelo
que podem ser retiradas do problema sem que isso afecte a respectiva regiao de
admissibilidade. Com efeito, suponha-se que é5 = [€1, &, ...,&4]T é o g-uplo de
valores das variaveis basicas nao artificiais (as quais, sem perda de generalidade,
se supdem ser as ¢ primeiras, com ¢ < m), e que Bs é a base 6ptima obtida no
final da fase I. Uma vez que

1 | Iy R ¢B . I, R ¢B
pan=[ b B @] o wa-n[b R o]

onde I, denota a matriz identidade de ordem ¢ e R identifica uma matriz com
g linhas e (n — q) colunas. Entao, podemos concluir que a i-ésima linha de [A4, b]

vem dada por e[[4,t] = ¢TB, [ Lo e } = Y0, (B (€l Ly R €s)),
parai=1,...,m. Como consequéncia, todas as linhas de [A, b] sdo geradas pelas

g linhas de [I; R £g], pelo que [A, b] tem m — g linhas linearmente dependentes.
Nestas condigdes, também se pode concluir que as m — ¢ dltimas linhas de [A, b]
sao combinagao linear das g primeiras.

Segue-se um exemplo que ilustra a aplicagao do método das duas fases.

Exemplo 3.2. Vamos resolver o programa linear

max 3x1 — T2
s. a. 21 + T2 > 2
1 + 3z2 < 3 (3.2)
T2 S 4
Zr1, X2 Z 0
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pelo método das duas fases.

Solugao. Introduzindo as variaveis de desvio, obtém-se o programa linear na forma

padrao:
max 3x1 — T2
s.a. 2xr1 + T2 — X3
1+ 3z2 + x4
T2 + x5
x1, x2, xs3, T4, x5
e Fase I
min
s.a. 2x1 + xro — I3
1+ 3x2 + x4
T2 + x5
Xy, T2, xs3, T4, T5,
1.
X1 X2 xrs3
ze | [2] 1 12
T4 1 3 0|3
Ts 0 1 01| 4
2 1 -1|2
2.
T6 X2 xrs3
T 1/2 1/2 -1/2 |1
x4 | -1/2 5/2 1/2 | 2
s 0 1 014
-1 0 00
e Fase Il
1.
X2 I3
x1 | 1/2 -1/2 11
x4 | 5/2 1/2 2
5 1 0|4
5/2 -3/2 | 3
2.
X2 X4
X1 3 1 3
T3 5 214
Is 1 0 4
10 319

Tendo em conta o quadro 6ptimo obtido, conclui-se que x*

optima do problema (3.2).

Vol

O W N

Te6
Te

Te6

= O = O Ww

VI
O W

é a solucao
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Método do "big”-M

O método das duas fases obriga a resolucao de dois programas lineares distintos (o da
fase I e o da fase II). No método do “big-M” resolve-se um tnico problema e procura-se
que a solugao basica admissivel a determinar esteja tao proxima da solugao 6ptima
quanto possivel.

Com o método do big-M, a fun¢do objectivo do programa linear de minimizacao
na forma padrao PL(A,b,c) é modificada com a introdugdo de um parametro de
penalizacao M, ou seja, resolve-se o programa linear de minimizagao na forma padrao

c

M
modificado PL([A, I],b, )

M

m
min T + M Z Ta;
=1
s.a. Az + 2o =0
T,xq > 0,

onde M é uma constante positiva arbitrariamente grande.
Assim, sendo z* uma solugdo 6ptima para o problema original, com M conveni-
*

entemente escolhido, { v

0 } é uma solugao éptima para o problema modificado. Com

!
. T i .. .
efeito, suponha que { / } , com x, # 0, & uma solugao 6ptima para o programa linear
xa

c
M
de minimizacio na forma padrio PL([A,1],b, | . |), entdo cTa' + MeTal, < T,
M
com e =[1,...,1], o que é impossivel,® para M > CT”;;,CT””l

Conclui-se assim que se o programa linear de minimizagao na forma padrao PL(A, b, c)
é consistente e tem 6ptimo finito, entao, desde que M tome um valor suficientemente
grande, o problema modificado apresenta o mesmo conjunto de solugoes 6ptimas e o
mesmo valor 6ptimo.

Deve observar-se que no caso do programa liner ser de maximizacao, com o método
do big-M, o problema inicial é modificado subtraindo & respectiva fungdo objectivo
a soma das variaveis artificiais multiplicadas pelo pardmetro de penalizagdo M. O
exemplo a seguir ilustra, precisamente, este caso.

Exemplo 3.3. Vamos resolver o programa linear de mazimiza¢ao na forma padrio
do Ezemplo 3.2, desta vez por aplicagdo do método do big-M.

Solugao. Introduzindo a variavel artificial e o pardmetro de penalizagdo obtém-se o

5Uma vez que x/, # 0, podemos concluir que e'z/, > 0.
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programa linear modificado:

max 3r1 — X2
s.a. 2x1 + T2 — I3

r1 + 3x9

)

X1, x2, x3,

Te6

vl

O = W
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1.
X1 X2 xrs3
ze | 2] 1 -1 2
T4 1 3 0 3
Ts 0 1 0 4
-2M-3 -M+1 M | -2M
2.
X6 X2 xrs3
T 12 1/2 -1/2 |1
ze | -1/2 52 2
5 0 1 0 4
M+13/2 5/2 -3/2 |3
3.
Te T2 T4
z1 | O 3 113
z3 | -1 5 2 |4
Ts 0 1 0 4
M 10 3 |9

3.1.3 Determinacao da inversa da base corrente

Supondo que a matriz basica admissivel inicial (associada a 1:0) é a matriz identidade,
ou seja, A = [I, No] (onde I = By), e supondo que o quadro corrente determina a
solugao basica admissivel z° associada a base Bs, dado que

B;'Az® = By 'b < [B; ', B, 'No)z* = B, 'b,
a partir do correspondente quadro simplex completo
T

B, B;TA B b
=T T =T
c,B;"A—c¢ cg,B; b

com facilidade se determina B; ' (i.e., a inversa da base associada a z°), a qual ocupa
a posicao das colunas associadas a base inicial. E claro que, a partir do quadro simplex
reduzido igualmente se consegue determinar a inversa da base associada a z°, uma vez
que todas as colunas que nao constam neste quadro e fazem parte do quadro simplex
completo sdo conhecidas (sdo as colunas da matriz identidade que correspondem as
respectivas componentes basicas).

Exemplo 3.4. Para ilustrar a determinacio da inversa da base corrente, a partir
do respectivo quadro simplex, vamos determinar as inversas das bases associadas as
solugdes basicas admissiveis ©* e z2, determinadas no Ezemplo 3.1.

Solugao. Tendo em conta que, no Exemplo 3.1, a base associada a z° é a matriz
identidade e as variaveis béasicas iniciais sao 1, T2 € x3, do quadro simplex completo
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associado a z' (i.e., relativo a B1), vem

r1 T2 XT3 X4 Ts5 T6
4, |1 1 0 0 -1 o0
Bid=1"%69 1 0 1 -1 ol
0o 0 1 0 1 -1
donde B é constituida pelas 1%, 4* e 3 (por esta ordem) colunas de A e By' =
1 1 0
0 1 0 |.Com efeito, denotando a j-ésima coluna de A por a;, deve observar-se
0 0 1
ue
1 0 0
Bilar=1| 0|, Bilaa=| 1 e Bilas=1| 0 |,
0 0 1
ou seja,

Bfl[lll asaz] =1 & [a1 a4 az] = Bi.

Por outro lado, tendo em conta que A = [I, Ng], onde Ny é a submatriz ndo bésica
inicial (constituida pelas colunas de A, a4, as e as), vem By 'A = [B7', By ' No].
Relativamente ao quadro associado & solugdo 6ptima z? (quadro éptimo), vem

[ r1 T2 X3 T4 Is Te6
1, 1 1 1 0 0 -1
BerA=1 "9 1 1 1 0 -1
| 0 0 1 0 1 -1
1 1 1
e, consequentemente, que By o 1 1. [ |
0 0 1

Se em vez do quadro simplex completo dispusermos, apenas, do quadro simplex
reduzido, a determinagao da inversa da base corrente faz-se tendo em conta que as
colunas associadas & base inicial (matriz identidade) que nao constam do quadro cor-
rente continuam basicas, pelo que sao vectores da base candnica determinados pela
posicao, no quadro, das componentes béasicas que lhes estao associadas. No Exem-
plo 3.1, a partir do quadro simplex reduzido 6ptimo, embora a coluna associada a 1
(tnica variavel de entre as varidveis basicas iniciais que permanece bésica) nao conste
no quadro, pela posicao que ocupa, conclui-se que a coluna que lhe corresponde em
B! & precisamente o 1° vector da base canénica.

3.2 Meétodo simplex revisto

Embora a aplicagdo do método simplex, confinada a actualizagdo dos quadros simplex
reduzidos, proporcione alguma economia de esfor¢o (nomeadamente em rela¢ao a uti-
lizagao do quadro simplex completo), é ainda possivel obter alguma reducao no esfor¢o
computacional associado as operagoes de pivotagao e, bem ainda, restringir o espago de
memoria reservado aos sucessivos quadros simplex que se vao actualizando, recorrendo
ao que se designa por método simplex revisto que foi introduzido em (Dantzig, 1953)
e que se resume, essencialmente, & actualizagao da parte do quadro simplex onde se
encontra a inversa da base corrente. Com efeito, conforme se referiu anteriormente, se
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a submatriz basica inicial é a matriz identidade (o que é sempre possivel de acontecer),
entao, apds qualquer nimero de actualizagdes do quadro, nas entradas relativas a essa
matriz identidade, encontramos a inversa da base corrente. Logo, actualizando essa
parte do quadro, disponibilizamos a inversa da base corrente, com a qual determina-
mos os elementos estritamente essenciais ao desenvolvimento do método simplex, tal
como a seguir se descreve.

Supondo que se pretende resolver o programa linear de minimiza¢do na forma
padrao PL(A,b,c), com o método simplex revisto, para além dos dados associados
a este problema (como sejam, a matriz A, o vector de termos independentes b e o
gradiente da fungao objectivo c), para o s-ésimo quadro, apenas se torna necessario
armazenar os elementos que constam no quadro a seguir

TBg B_l Bs_lb

s

w® cp, By Ty
onde zp, denota o m-uplo de componentes basicas, B, ' a inversa da base corrente
e w* = cp.B; ' (note-se ainda que cg By 'b = w®b). A partir deste quadro, com

facilidade se obtém toda a informagado associada ao quadro simplex:

TN,

TB, Ys B

CB, B;lb

S S
21 —Cj; ... Zp —Cj,

. . -1
com Jy, = {j1,...,jp} € Y’ = B; " N,.

Com o método simplex revisto, a escolha da coluna pivotal pode fazer-se com
recurso ao critério de Dantzig, determinando-se, para o s-ésimo quadro simplex,

S S S .
zp — ¢j, = max{z, —¢j, = w’aj, —c¢j, : jr € N, }y

S
ou, simplesmente, adoptando para coluna pivotal a primeira coluna { s Yk } =

2k — Cjp

-1
{ B, jy,

S

W ajy, — Cjy,

em problemas com muitas variaveis.
Se max{zi —c¢;,. = w'aj, —cj. : jr € Jn.} <0, entdo podemos concluir que w*A—c’ <
0 e, consequentemente, que a solugao basica admissivel corrente é 6ptima.

Ap6s a escolha da coluna pivotal, anteriormente considerada, se

(B by _ iy (B D)

s - . s
Yak i<ism© Y

} que verifica a inequacg@o zj; —c¢j, > 0, que é, geralmente, o que se faz

yfk > 0}7

entdo, destacando a k-ésima coluna nao basica

PRI TR

. S . — .
2k — Cik WAy, — Cjy,

a determinagao de B;ll, B;rllb7 w' e CBHIB;Lllb faz-se aplicando as operagoes de
pivotagao usuais (regra em estrela), considerando a coluna (3.3) como pivotal.
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Yik
—1 —1 '
T B, BS BS b yf]k
Yk
w® cp. B b Zh — Cjy,

Note-se que da actualizacao da linha de custos reduzidos para os indices, ¢, asso-
ciados as colunas que actualmente coincidem com as de B! (e que, por conseguinte,
inicialmente coincidiam com a matriz identidade que, por simplicidade consideramos

posicionada nas primeiras colunas de A), para i =1,...,m, vem
s+1 o —1 . 4 -, .
w;T - = cBSJ{IBS“ei —c (dado que e; é a i-ésima coluna de A)
= ¢
s
Yo L
zi — ¢ — (27 — ¢jp) e (aplicacao da regra em estrela)
qk
_ vs,
= CB; B:ei —ci — (lec - Cjk) yg;
q
Ygi
= w —ci— (2 —¢)
ak
Ygi . L . .
donde wit! = wi — (25 — ¢j, )&, ou seja, a actualizagdo da tltima linha do quadro
i i k Ik Y3, 3
q

do método simplex revisto faz-se (como no caso do quadro reduzido) de acordo com a
regra em estrela.

Por outro lado, deve observar-se ainda que a actualizacao deste quadro corresponde
a sua multiplicacao, & esquerda, pela matriz quadrada de ordem m:

10 ... g, ... 0 0]
01 ... g3 ... 00
G=loo0o ¢ g, i 00
0 0 oo Giry - 10
L0 0 ... gh, ... 0 1]

ou seja, pela matriz que difere da identidade, unicamente, na g-ésima coluna, para a
qual se tem

S
s — i . s 1
Giq = Sk Vze{l,...,m}\{q}egqqz s
Yak Yak
Com efeito, a determinacao da coluna yj-“ (j # k) vem dada por

- s - - s 4
-y -y
10 ... =% 0 s s —E
Yak Y15 Y15 Yak
stl_ s — | 0 0 ... L ...0 s = 0o |+ 1
Yy, =GYy; = Yk Yaj = Yaj Yok
.S s s )
L Yak | L Ygr A
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Consequentemente, denotando por G',G?,..., G*, as matrizes relativas as suces-
sivas operacoes de pivotagdo, a partir da inversa da matriz basica inicial Bal (que em
geral é a matriz identidade) obtém-se w® = cp, By ' e a sequéncia,

B;'=G'B;! e w'=cp G'Byt,
By'=G*G'By! e w’=cp,G*G'Byt,

B;'=G*---G*G'By' e w'=cp,G*---G*G'Byt.

Nestas condigdes, basta armazenar as matrizes G” (as quais ficam completamente
caracterizadas pelo vector que as distingue da matriz identidade e pela sua posi¢ao
enquanto vector coluna) para, em cada actualizacao, se determinar o quadro associado
ao método simplex revisto.

Exemplo 3.5. Vamos aplicar o método simplex revisto na resolugdo do programa
linear do Ezemplo 3.1.

Solugao. Aplicando o método simplex revisto, a partir da matriz basica inicial associ-
ada as variaveis x1, x2 e 3 (matriz identidade) obtém-se a sequéncia de quadros que a
seguir se indica (com * assinalando o custo reduzido que determina a variavel a entrar
para a base e o "pivot” circunscrito por um bordo quadrangular):

T4
z1 1 0 0 10.000 wlas —cy = 5* -1
1. 9 0 1 0 20.000 wlas —c5 =0
T3 0 0 1 25.000 wlag — cg = —50 0
15 30 40 1.750.000 5
s
z1 1 1 0 30.000 waz — ¢z = =5 -1
2. 1y 0 1 0 20.000 w?as — c5 = 5* -1
x3 0 0 1 25.000 w?ag — cg = —50
15 25 40 1.650.000 5
x1 1 1 1 55.000 was — ¢z = —5
3 Z4 0 1 1 45.000 waz —cs = =5
z5 0 0 1 25.000 wag — cg = —45
15 25 35 1.525.000

|
O meétodo simplex revisto apresenta vantagens “computacionais” relevantes, rela-
tivamente & versado original, quando o ntmero de colunas da matriz de decisdo, A,
¢ significativamente superior ao nimero de linhas (situacdo que, na prética, é muito
comum). Com efeito, no caso revisto, para cada actualizacao do quadro, as operagoes
de pivotagao sao executadas, unicamente, sobre uma matriz com m linhas e m + 1 co-
lunas e, a estas operagoes de pivotagao, apenas se adiciona o esfor¢o “computacional”
relativo a determinacao da coluna pivotal (calculo dos custos reduzidos wa; — ¢;), &
actualizacdo do vector w (cg B™') e ao calculo (opcional) do valor corrente da fungao
objectivo (wb). Por sua vez, na versao original do método simplex, cada actualizagao
do quadro (reduzido) implica a execugao de operagdes de pivotacao sobre uma matriz
com m + 1 linhas e (n —m) + 1 colunas.
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3.3 Convergéncia do método simplex

Tendo presente o algoritmo simplex, no pressuposto de que nao existem solugoes ba-
sicas degeneradas, é facil provar a convergéncia finita deste método, no sentido em
que ap6s um numero finito de operagoes de pivotagdo, ou se atinge uma situagdo que
nos permite concluir a nao existéncia de 6ptimo finito ou se determina uma solugao
bésica 6ptima. Com efeito, na auséncia de degenerescéncia, apds cada actualizacao do
quadro, obtém-se uma nova solugao béasica admissivel (vértice) relativamente a qual a
funcao objectivo toma um valor mais favoravel (maior se o problema é de maximizagao
ou menor se 0 problema é de minimiza¢ao). Nestas condi¢es, vao-se obtendo solugoes
béasicas necessariamente distintas (uma vez que devido a estrita monotonicidade da
funcdo objectivo, em relagdo as sucessivas solugoes basicas admissiveis que se vao de-
terminando, o método nado podera produzir duas solucées bésicas admissiveis iguais).
Consequentemente, como o nimero de vértices é finito, ao fim de um namero finito de
quadros simplex ou se obtém uma solu¢ao éptima ou a conclusao de que o problema
nao tem o6ptimo finito.

Resta pois estudar os problemas levantados pelos casos degenerados, para os quais
o método simplex pode entrar em ciclo, bem como o modo de os ultrapassar.

O primeiro exemplo de entrada em ciclo do método simplex foi publicado em
(Hoffman, 1953) e pode ser consultado em (Dantzig, 1963). Trata-se de um programa
linear com 11 variaveis e 3 equagdes. Mais tarde, em (Beale, 1955), surgiu o exemplo
que a seguir se apresenta, com apenas 7 varidveis e 3 equacgoes.

Exemplo 3.6 (Beale, 1953). Considerando o programa linear

min %3:01 + 202y — %:173 + 6x4
S. a i:cl — 8ry — r3 + 9x4 + xs = 0
%$1 — 12z2 — %373 + 3x4 + T6 = 0
T3 + x7r = 1
x1, T2, x3, T4, x5, T, zr 2 0
para o qual se obtém a solu¢do dptima x* = (I,O,I,O,g,O,O)T e cujo valor
optimo € igual a _75, vamos aplicar o método simplex revisto com o critério de

Dantzig para escolha da coluna pivotal (com o qual sendo z, = max{z; = wa;—
¢j 1 <j<mn}>0 seescolhe a k-ésima coluna para coluna pivotal), a partir
do quadro associado @ solugio bdsica admissivel inicial ' = (0,0,0,0,0,0,1)7
(cuja matriz basica é a matriz identidade).

Solugao. Com o critério de Dantzig de escolha da coluna pivotal, a partir da solugao
béasica referida, determina-se a seguinte sequéncia de quadros

5, B

w® w®db
1.

1
s 1 0 0 0 1/4
Z6 0 1 0 0 12
7 0 0 1 1 0
0 0 O 0 3/4

—_———

wl
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onde % =max{z1 —c1 = %,zg —co=—-20,23 —c3 = %,z4 —c4 = —6}.
2.
T2
1 4 0 0 0 —32
T 2 1 0 0
T7 0 0 1 1 0
-3 0 0 0 4
—————
’LU2
onde 4 = max{zz —ca =4,23 —c3 = %,24 —ca=-33,25 —cs = —3}.
3.
T3
T -12 8 0 0 8
@ | -1/2 1/4 0 | 0 3/8
T7 0 0 1 1 1
-1 -1 0 0 2
—_——
w3
onde 2 =max{zz —c3 =2,z4 —ca = —18,25 —¢c5s = —1,26 — ¢ = —1}.
4.
T4
3 32 10 0 —21/2
@ | 1/16 -1/8 0 | 0 3/16
x7 3/2 -1 1 1 21/2
2 -3 0 0 3
—————
’LU4
onde 3 = max{z1 —c1 = %1,2:4—64 =3,25 —c5 = 2,26 — 6 = —3}.
5.
x5
23 2 6 0 [0 | 2]
@ | 13 23 0 | 0 173
x7 -2 6 1 1 -2
1 -1 0 0 1
| S—
w5
onde 1 = max{z1 —c1 = %722 —co=-16,25 —c5s = 1,26 —cs = —1}.
6.
T6
Ts 1 -3 0 0 -3
za | 0 1/3 0 | 0
e |00 1 |1 0
0 2 0 0 2
——
w6
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onde 2 = max{z1 —c1 = 27:52 —co=—44,23 —c3 = %17;:6 —cs =2}
7.
xs 1 0 O 0
X6 0 1 0 0
X7 0 0 1 1
0 0 O 0

Uma vez que o ultimo dos quadros apresentados é igual ao primeiro, o método
entra em ciclo sem nunca atingir a solucao 6ptima. |

Para evitar este tipo de problemas propuseram-se algumas regras, das quais vamos
apresentar a mais simples de implementar, a regra de Bland (que condiciona a escolha
dos indices da coluna e da linha pivotal).

Regra de Bland

A regra de Bland parte de uma ordem inicialmente estabelecida para as varidveis e
adopta como critério de escolha da variavel a entrar e a sair da base o menor indice
de entre os das respectivas candidatas.

Exemplo 3.7. Vamos aplicar a regra de Bland na resolu¢do do exemplo de Beale, a
partir do quadro simplex revisto

5 1 0 0 0
T6 0 1 0 0
T7 0 0 1 1

0 0 0 0

Solugao. Segue-se a sequéncia de quadros que se obtém quando a escolha da coluna
e da linha pivotal é feita de acordo com a regra de Bland.

1.
T
T 1 0 0 0 1/4
Z6 0 1 0 0 12
7 0 0 1 1 0
0 0 0 0 374
———
wl
2.
T2
T 4 0 0 0 —32
T 2 1 0 0
T7 0 0 1 1 0
-3 0 0 0 4
N———
w?2
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z3
1 12 8 0 | 0O B
xza | -1/2 1/4 0 | 0 3/8
a7 0 0 1 1 1
-1 -1 0 0 2
N—
w3
4.
T4
3 32 10 0 —21/28
2 1/16 -1/8 0 | 0 -3/16
x7 3/2 -1 1 1 21/2
2 -3 0 0 3
————
wd
5.
X1
3 2 6 0 0 —5/2
4 1/3 -2/3 0 0 —1/4
a7 2 6 1 1 5/2
T -1 0 0 1
————
wd
6.
Te
3 0 0 1 1 0
4 2/15 -1/15  1/10 1/10 2/15
a1 -4/5  12/5  2/5 2/5 —4/5
7/5 11/5 —1/5 1/5 7/5
w6
7.
3 0 0 1 1
s 1 -1/2 3/4 3/4
1 0 2 1 1
0 —3/2 —5/4 | -5/4

Note-se que ao longo dos sucessivos quadros, a escolha da coluna pivotal caiu sobre a
primeira coluna com coeficiente na linha de custos reduzidos positivo e a escolha da
linha pivotal caiu sobre a de menor indice de entre as candidatas. Note-se ainda que
o ultimo quadro obtido é o quadro éptima. |

Da regra de Bland decorre uma propriedade de monotonicidade que implica a au-
séncia de bases repetidas. Informalmente, denotando-se o conjunto de indices bésicos
e nao basicos associados a s-ésima base, respectivamente, por Jp, e Jn,, esta propri-
edade consiste na impossibilidade de um indice ¢ € Jy, N Jp,,, (o indice que entra
para a base Bsy1) sair da base sem que um indice p € Jn,, tal que p > ¢, seja basico.
Mais formalmente, sendo g um indice tal que

quNsﬂJBS+1ﬂ...ﬂJBSJrTﬂJNSJrer,
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i.e., g entra na (s + 1)-ésima e sai da (s + r)-ésima base, entao
q =max Jn, N JBS+1 < maxJn, N JBS+2 <...<maxJn, N JBSJHJrl =p,

com p > q. Deve observar-se que Jn, N Jp,,, € um conjunto singular.

No Exemplo 3.8, pode evidenciar-se esta propriedade de monotonicidade, consi-
derando a sequéncia dos pares de subconjuntos de indices, respectivamente, bésicos e
nao basicos:

JBy, JINy
JBy, I,
JBs, IN
JB,, JIN,

= {5767 7}7 {1727374}

( (JBy, Iny) = ({1,6,7},{2,3,4,5})
({1,2,7},{3,4,5,6}

(

(

(JB47 JN4) = ({27 3, 7}7 {17 4,5, 6})
(JBg, JIng) = ({1, 3,4},{2,5,6,7})

{37 47 7}7 {17 27 57 6}
{17 37 5}7 {27 4? 67 7}

(
(
(
(

—_— — — —
— — — ~—

e comparando cada indice ¢ € Jn, NJp, , N...NJB .,
de cada uma das intersecgoes Jny, NJB . Jdn.NJB
a seguir se explicita.

NJN,,,,, com o maior indice

e Jn,NJB conforme

s+10° s+ s+r+1

Jny NI, NI, NJINn, 2 1< 2=maxJn, NJp; <3 =maxJy, NJIB,;
I, NI, NI, NJINny; > 2<3=maxJn, NJp, <4 =maxJn, NJIBs;
In, NIBs NI NJIN, > 4<4=maxJn, NJp; <5 =maxJy, NJB,.

Teorema 3.2. Em situagoes degeneradas, o método simplex, com a aplica¢do da regra
de Bland, nao produz bases repetidas.

Demonstragao. Seja Bs uma base degenerada e suponha que, aplicando a regra de
Bland, 3r > 2 tal que Bs = Bs+, °. Entdo o método simplex entra em ciclo e todas
as bases, entre Bs e Bgir, se repetem. Com esta repeticdo de bases, seja ¢ 0 maior
indice a entrar para base e suponha, sem perda de generalidade, que tal se verifica
para Bg41, ie.,

{Q} =Jn, N JBs+1'

Uma vez que as bases se repetem e, em particular, Jg, = Jp,,,, podemos concluir
que existe j < r tal que
g€ Jn,NJIB

Nn...NJs NJn

s+1 s+i sHj+1e

Consequentemente, de acordo com a propriedade de monotonicidade da regra de Bland,
dp > g tal que

g=maxJy,NJp ., <... <maxJn, NJB <maxJn, NJp

s+j stit1 — P

0 que contraria a hipotese de ¢ ser o maior indice a entrar para a base. O

Relativamente & existéncia de programas lineares de pequena dimensao suscepti-
veis de provocarem a entrada em ciclo quando resolvidos pelo métodos simplex, em
(Marshall and Suurballe, 1969) provou-se que o PL(A,b,c) de menor dimensao tem
m =2 en =6 e apresenta um ciclo de comprimento 6.

6Deve observar-se que Vs, Bs # Bgt1.
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3.4 Variantes do método simplex

Em certas situacoes, a elevada dimensao do problema a resolver ou mesmo a sua
estrutura particular, justificam que se introduzam algumas alteragoes tendo em vista
aumentar a eficiéncia da aplicagdo do método simplex. Essas alteragdes dao origem
a diferentes versoes, das quais vamos analisar as que se designam, respectivamente,
por método simplex para variaveis limitadas e o0 método de decomposi¢ao de Dantzig-
Wolfe . Mais adiante, ap6s a introducao da dualidade em programacao linear, ainda
abordaremos os métodos dual simplex e primal-dual.

3.4.1 Meétodo simplex para variaveis limitadas

Dado um programa linear de minimiza¢do na forma padrao, PL(A,b,c), no qual as
condigoes de ndo negatividade das variaveis de decisdo sdo substituidas pelas restri-
¢oes de caixa, | < x < u, ou seja, dado o programa linear:

min Tz
s.a. Az =bcom A€ R™*",
<z <u,

onde [ e u denotam n-uplos, respectivamente, de limites inferiores e de limites supe-
riores para o n-uplo de varidveis, x, vamos designa-lo por programa linear de minimi-
zag¢ao na forma padrao, PL(A,b,c), com varidveis limitadas (ou restricoes de caixa),
Il < z < u. A partir deste programa, fazendo y = x — [ < = = y + [ e procedendo a
respectiva mudanca de varidveis obtém-se
min Ty + Tl
sa. Ay=b— Al
0<y<u—-1

Introduzindo varidveis de desvio, nas restricoes relativas aos limites superiores, o
programa toma a forma:

min Ty + Tl

A 0 y | | b—Al
54 I, In Ys o u—1 ?
Y,ys > 0.

Com esta transformacao, no entanto, aumenta-se o niimero de restricdes de m para
m + n e o nimero de varidveis de n para 2n, o que, para valores elevados de n, nao é
muito recomendéavel. Por este motivo, desenvolveu-se uma variante do método simplex
para problemas com varidveis limitadas que nao recorre a esta mudanca de variaveis.

Ax =0

[<z<u
diz-se basica, se a matriz A pode ser partida em [B, N;, N,], onde B é uma matriz
quadrada invertivel (r(B) = m) tal que, sendo

Dado o sistema de equagoes e inequagoes , uma solugdo =’ de Az = b

/
I

vem :L’/NL = lN“ :E,Nu = un, € :ZTIB =B lp— BilNllNl — BilNuuNu.
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Adicionalmente, se g < 2’5 < up, entdo 2’ diz-se uma solugao basica admis-
sivel. Nestas condi¢oes, a matriz B designa-se por base de trabalho, zz denota o
m-uplo de varidveis basicas e zn, e zn, denotam as varidveis nao béasicas, respectiva-
mente, nos seus limites inferiores e superiores. Sendo z’ uma solugao béasica admissivel,
selp < 2'p < up, entdo z’ diz-se nao degenerada, caso contrario diz-se degenerada

Uma partigao de A, [B, N;, N,], que corresponda a uma soluc¢ao bésica admissivel,
diz-se uma particao basica admissivel. Denotando por Jp, Jn, € Jn, o0s subcon-
juntos de indices, respectivamente, basicos, ndo basicos cujas varidveis atingiram os
limites inferiores e nao basicos cujas varidveis atingiram os limites superiores. Em-
bora Jp fique completamente determinado a partir do conhecimento de Jn, e Jn,,
vamos denotar uma particdo basica admissivel pelo respectivo terno de subconjuntos
(JB, Iny, INy)-

Duas partigoes bésicas admissiveis, (Jz, Jx,, Jn,) € (J5, Jx,, Jx, ), dizem-se ad-
jacentes se, passando de uma para outra todas as variaveis nao basicas, com excepgao
de uma, se mantém nao basicas e nos respectivos limites superiores e inferiores. Mais
formalmente, as partigées basicas admissiveis (Jz, Jx,, Jn,) € (J5, Jx,, Jx, ) dizem-se
adjacentes se |Jy, N Jx,| + |, NN, | = 1IN, | + 1IN, | — 1.

rB
Seja A= [B,N;,Nu], z= | zn, |, =[cB,cn,,cn], b o m-uplo de componen-
TN,
tes basicas x5 e ¢ o valor corrente da funcdo objectivo ¢? z. Entdo vem que

b = B '%5—B 'Nan
= B 'o— B 'Nin, — B 'Nyan,,
¢ = (B 'b—B 'Nay) +cenan

cs(B~'b— B™'Nizn, — B~'Nuzn,) + cnaN, + en TN,

= CBBilb — (CBBilNl — CNl)le — (CBBilNu — CNu)me

onde N = [NhNu] e TN = { ;:Nl } Nestas condigoes, o quadro simplex toma o
Ny,
aspecto:
TN, TNy
-1 -1 7
rB B Nl B Nu b

cgB™'Ni —cn, ¢sB "Ny —cn, ¢

e Tendo em conta que { = cgB~ b — ZjEJNl (z; — ¢cj)xj — ZjEJNu (zj — ¢j)x;j,
podemos concluir o seguinte:

— Se 3j € Jn, tal que z; — ¢; > 0, entdo um aumento de z; (z; = I; + Ay,
com Aj > 0) beneficia a fungao objectivo.

— Se 3j € Jn, tal que z; — ¢; < 0, entdo a diminuigao de z; (z; = u; — Ay,
com Aj > 0) beneficia a fungao objectivo.
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Assim, a escolha da k-ésima coluna para coluna pivotal pode fazer-se, por apli-
cacao do critério de Dantzig, a partir da determinacao de

0 = max{ max (z; —¢;), max —(z; —¢;)}.
k {jEJNl(] J)v iedn, (J ])}

Se 0, < 0, entao conclui-se que a solu¢ao béasica corrente € 6ptima (a prova desta
afirmacao é proposta no Exercicio 3.12, no final deste capitulo). Caso contrario,
k € o indice de uma variavel nao bésica candidata a entrar para a base.

Suponha que a solucao basica corrente é a determinada pela particao basica
admissivel (Jg, JN“JNu) e que a k-ésima coluna é candidata a pivotal. Entao
ocorre uma das situagoes:

1. A variavel candidata a entrar para a base estd no seu limite inferior (zx =
k).
2. A variavel candidata a entrar para a base est4 no seu limite superior (z) =

Vamos analisar cada um destes casos, considerando Jy = Jn, U Jn, .

1. Supondo que o indice k é tal que zr = I, pelo que 2z — ¢ > 0, fazendo
zr = Ik + Ak, com Ag > 0, vem que

¢ « CBBilb— Z (Zj —Cj):L’j — (Zk —Ck)(lk—FAk)

JjeJIN\{k}

= B =) (z—)li— Y (2 —e)uy — (3 — ) Ay
JEN JEN.

= C— (Zk — Ck)Ak

As restantes variaveis nao basicas (com indice distinto de k) permanecem
com os mesmos valores e as béasicas sdo actualizadas conforme se indica:

s — B'o— > z;B'a;— (I + A)B

JeIn\{k}

= B'b— Y ;B 'a;— > wB l'a;—AxB lax
jEJNL JE€EIN,

= B—Akyk,

onde yx = B lay e b= B 'b— ZjEJNl ;B 'a; — ZjEJNu u; B 'a;. De
modo a garantir a admissibilidade da nova solugao, i.e., de modo a garantir
as desigualdades I <l + Ar <up elp < bh— Aryr < up (onde lp e up
denotam os m-uplos dos limites, respectivamente, inferiores e superiores
associados as variaveis basicas correntes), a escolha de Ay deve satisfazer
as desigualdades:

0 < Ap <up — I,

eVie{l,...,m},

b;—(p);

R Ay < se yir > 0
()i < bi — Apyir < (up): & e it s, Y )
A < %kl se yir < 0
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onde (Ig); e (up); denotam a i-ésima componente do m-uplo de limites,
respectivamente, inferiores e superiores das variaveis basicas. Assim, o valor
mais favoravel para A, vem dada pelo infimo do conjunto

bi — (I8): B
B i< > o BE TP < < 0JULu—l),
Yik —Yik

0 qual, no caso de nao existirem limites superiores para determina-
das varidveis, pode tomar valores arbitrariamente grandes e, em tal
situacgao, diz-se que Ay = oo.

2. Supondo que o indice k é tal que z = ugk, pelo que zx — ¢ < 0, fazendo
T = ur — Ak, com Ay > 0, vem que

¢ « B 'b— Z (z5 — ¢j)x; — (21 — ck)(up — Ag)

jeIN\{k}
= CBBilb — Z (Zj - Cj)lj — Z (Zj — Cj)Uj + (Zk — Ck)Ak
JEN JENy

= (+ (zr —ck)A.

As restantes variaveis nao béasicas (com indice distinto de k) permanecem
com os mesmos valores e as béasicas sdo actualizadas conforme se indica:

B — Bilb — Z ij—laj — (uk — Ak)Bilak

JeIn\{k}

= B 'b— Y ;B la;— Y w;B la;+AB lax
J€JN, Jj€JIn,

= b+ Awy,

onde yr, = B lay e b= B~ 'b— Yicin ;B  a; — Yiciy u; B a;. De
1 u

modo a garantir a admissibilidade da nova solugao, i.e., de modo a garantir

as desigualdades I < ur — Ar < up e lp < b+ Agyr < up, a escolha de

Ay, deve satisfazer as desigualdades:

0 < Ap <up — g,

eVie{l,...,m},

R A < bi=(lp)i se yir < 0
(IB)i < bi + Apyir < (up)i & b= (ufg?’“l; Yik
A < By;k L seyir >0

Logo, o valor mais favoravel para Ay vem dado pelo infimo do conjunto

bi — (I8): B
BT UB)e oy <03 > 0} U,
—Yik Yik

0 qual, no caso de nao existirem limites superiores para determina-
das varidveis, pode tomar valores arbitrariamente grandes e, em tal
situacgao, diz-se que Ay = oo.

e Mais geralmente (para 1 e 2), considerando a aplicacao
c:Jv — {1,-1}

. 1 sekeln
k U(k)_{—l se ke Jn, ’
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e denotando por Q(Jn,, JN,, yx) 0 conjunto

by — (IB); b
bi —Up)i 1<i<m, ok)y > o}u{% 1<i<m, o(k)yin < 0}U{ugp—Ix},
U(k)yik _U(k)yik
vem

Ak = inf Q(JN“ JNu,yk).
— Se A = oo, entdo o valor 6ptimo nao é finito.

— Se Ap = up — Il < 00, entdo a varidvel xp mantém-se nao ba-
sica, mudando apenas de um dos subconjuntos nao basicos para o
outro. Como consequéncia, no quadro simplex, tanto B~!N como
cgB™'N — ¢y permanecem inalteraveis. Porém, xj, o m-uplo de va-
ridveis basicas zp e (, devem ser actualizados conforme se indica:

Ty — T+ O'(IC)A;.C (3.4)
rp «— xp—o(k)Aryk (3.5)
¢ « (—o(k)Ak(zk —cx) (3.6)

— Se Ay, = % ou Ay = (jf()ki");j:, entao o quadro simplex deve
ser actualizado através das operacoes de pivotacao, considerando ygx
como "pivot". No entanto, a actualizacao de zy, a actualizacao das
componentes basicas da solu¢ao basica corrente e a actualizacao do
valor da funcdo objectivo, deve continuar a fazer-se de acordo com

(3.4), (3.5) e (3.6).

e A determinagdo da solugdo basica admissivel inicial pode fazer-se recorrendo ao
método das duas fases ou ao método do “big-M”, atribuindo as variaveis originais
(por exemplo) os respectivos limites inferiores e introduzindo variaveis artificiais
com os valores obtidos para os termos independentes, depois de multiplicar por
-1 as equagdes em que os termos independentes aparecem com valor negativo.

Exemplo 3.8. Vamos resolver o programa linear a seguir indicado, por aplica¢do do
método simplex para problemas com varidveis limitadas.

min —2x1 — 4z — x3

s.a 2x1 4+ w2 + =z < 10,
1+ x2 — x3 < 4,

0< x < 4

0< 2 < 6

1 S T3 S 4.

Solugao. Introduzindo as variaveis de desvio, x4 € x5 (cujos limites inferior e superior
sao 0 e oo, respectivamente), considerando estas variaveis como variaveis basicas e
fazendo z1 = x2 = 0 e z3 = 1, obtém-se a solucdo basica admissivel inicial, x4 =
10 —-2x1 —z2—2x3=9e x5 =4 — 21 — 22+ 3 =5 e 0 quadro simplex

1 1 1

X1 X2 xrs3
T4 2 1 1 9
5 1 1 -1 5
2 4 1|-1
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no qual, as etiquetas 1 denotam que as correspondentes varidveis nao bésicas tém
como valores correntes os limites inferiores (mais adiante, as variaveis ndo basicas com
valores iguais aos limites superiores serao etiquetadas com u).

1. maxjen,(z; —¢j) = max{2,4,1} =4 = z3 — c2,

1 1 1
T ) T3 €2
za] 2 1 1] 9 1
w5 | 1 105 1
2 4 1] 4
QN INsy2) = Q({1,2,3},0,92)
bi— 1y ba—Is

= , UhuU {uz —1
@ 0@ V0 2 7B
9—-0 5—-0
= {2 2" 6-0}
27022060
Uma vez que Az = inf Q(Jn,, Jn,,y2) = inf{9,5,6} = 5, a segunda linha do
quadro é a pivotal e obtém-se as actualizagoes:

22 «— l+A2=0+4+5=5;

T A 9 1 4
] e[ ] 0]
¢ «— (—Ax(za—c2)=-1-5x4=-21

| | |
X1 Is5 T3
T4 1 -1 2 4
T2 1 1 -1 5
-2 4 51 -21

2. maxjen, (z; —¢j) = max{—2,—-4,5} =5 = 23 — cs,

1 1 1
1 Ts T3 X3
T4 1 -1 2 4 2
x| 11 [-1]] 5 -1
-2 A4 5| -21 5
Q(JN“JNu’yB) = Q({17573}7®7y3)
61 — l4 Uz — 62
= U U{us —1
{0(3)y13} {—0(3)2123} { 3 3}
4—-0 6-5
= _— ——,4—1}.
2000y

Uma vez que Az = inf Q(Jn,, Jn,,ys) = inf{2,1,3} = 1, a segunda linha do
quadro é a pivotal e obtém-se as actualizagoes:

xr3 l3—|—A3:1—|—1:2;

5] - o1 2)-[2]

( — C—A3(23—63):—21—1X5:—26;
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1 1 u
X1 Ts5 i)
T4 3 1 2 2
z3 | -1 -1 -1 2
3 1 5| -26
3. max {maxjen, (z; — ¢j)}, maxjen, —(z; — ¢;)} = max{3, -5} =3 = z1 — ¢,
1 1 u
1 Ts X2 1
z | [3] 1 2| 2 3
3 -1 -1 -1 2 -1
1 5| -26 3

Q(JN”JJ\QH:UI)

Q({lv 5}7 {2}7 yl)
a(Dyn

31—14 us
{ Fu{=
2—0 4-2

(1)

—b
2} U{ur — I}
Y21

{T’TA_O}'

Uma vez que Ay = inf Q(JIn,, In,,y1) = inf{§,2,4} = %, a primeira linha do
quadro é a pivotal e obtém-se as actualizagoes:

T1 11+A1=0+§=§;
X4 ~ o 2 2 3 o 0 A
P H R R R
¢ C—Al(zl—cl):—26—§><3:—28;
1 1 u
X4 X5 X2
T T Z Z
X1 5 = 2 2
i 3 i g
T3] 3 T3 ~"3| 3
-1 0 3 | -28

4. max {maxjen,(z; — ¢;), maxjen, —(z; — ¢;)} = max{0, —3} = 0.
Nestas condicoes, a solucao bésica admissivel corrente é 6ptima. Porém, uma
vez que z5 — ¢5 = 0, existe uma solugao dptima alternativa que pode ser deter-
minada escolhendo ys para coluna pivotal. Tendo em vista a sua determinagao,
procedendo como anteriormente, vem

1 1 u
T4 Ts X2 Ts
1 1 2 2 1
1| 3 3 3 3 3
1 1 8 2
z3 3 3 3 3 3
-1 0 3| -28 0

Q(Jsz‘]NuvaJ) Q({47 5},{2},?!5)

by —1 —b
(=3 B2 Ufus — Is)
Yis5 —Y25

_8
TB,OO—O}

3




3.4 Variantes do método simplex 77

Uma vez que As = inf Q(Jn,, Jn,,ys5) = inf{2,2,00} = 2 e este infimo ndo é

inico,  escolhe-se (por exemplo) a primeira linha para pivotal e obtém-se as

actualizagoes:
Ts — Is+A5=0+2=2
2 1
1 > o 5 _ = . 0 )
(2]~ ism=[ ]2 4]-[ 4]
C — C—A5(Z5—C5) —28 =2 x 0= —-28.

3.4.2 Meétodo de decomposicao de Dantzig-Wolfe

Para ilustrar o método de decomposicdo de Dantzig-Wolfe, ao longo desta secgao,
vamos considerar o programa linear PL(A, b, ¢) de minimizagao:

min 'z
sa. Ax = b,
x € X,
onde X é um conjunto poliédrico definido & custa de restri¢ées com determinada estru-
tura. Pelo teorema da representacio (Teorema 2.5), sendo x',...,zP os pontos extre-
mos de X esendo d?, ..., d? as respectivas direc¢des extremas, Vo € X, 3\1,..., Ap > 0,

com ¥, Aj =1, e Jpu1,...,pg > 0 tais que

T = i )\jxj + i uidi.
j=1 i=1

Nestas condi¢oes o programa linear PL(A,b,c) pode reescrever-se do seguinte
modo:

min JERPVTE Tal + Y wc"d
sca Y0 NAY + YL wAd = b,
5":1 )\j = 17
)‘17"'7)‘177 M1y .y Mg 2 0
Assim, fazendo
i - Azt ... AzP Ad ... AdP
a 1 1 0 0 ’
- b
- (1)
¢ = [zt e d L Y,

obtém-se o programa linear de minimizacio na forma padrio PL(A,b,¢), o qual de-
signamos por problema principal de modo a distingui-lo de um outro problema, a
introduzir mais adiante, que se designara por problema auxiliar.

Aplicando a PL(A,b,¢) o método simplex revisto, para uma dada solu¢io bésica

- A5 R . . e B ;
admissivel, { ,u}? , & qual esta associada a matriz basica B, obtém-se o quadro
B

"Devido a situagio de empate existente na escolha da linha pivotal, a solugdo basica obtida
¢é degenerada (com z1 e z3 a atingirem os respectivos limites, inferior e superior).
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A B! -1
HB

[oo]]
o

[w,a] | ¢

onde [w,a] =B~ ' e (=¢zB b= wb+a.
A determinagao dos coeficientes da linha de custos reduzidos vem dada por:

J )
5-6 = [w,al{Ai% }—CT%:(wA—cT)xwoc, paraj=1,....p,
Zpti — Cp+i = [w,q] { A(;:l } —d = (wA—cT)di, parai=1,...,q.

Porém, tendo em conta o facto de, usualmente, desconhecermos a generalidade,
quer dos pontos extremos, quer das direcgbes extremas de X (quando existem), a
determinagao (ou verificagdo da nao existéncia) de uma coluna de A associada a um
coeficiente positivo na linha de custos reduzidos sera feita através da resolugdo do
seguinte problema auxiliar:

max{(wA — ¢ )z :x € X}. (3.7

No caso deste problema auxiliar ser ilimitado, entao tal significa que existe drk—r (direc-
¢ao extrema de X) tal que (wA — ¢7)d* =P > 0. Logo, escolhendo py_, como variavel
candidata a entrar para a base, a coluna candidata a pivotal (associada a k-ésima
coluna de A) e o correspondente coeficiente da linha de custos reduzidos vém dados
por

_ k—p
yr = B™* { Ado } e zp —cx = (WA —c")d" P,

respectivamente (se yr < 0, entdo podemos concluir que o problema original ndo tem
6ptimo finito).

No caso do problema auxiliar produzir uma solugdo bésica 6ptima z®, verifica-se
uma das situagoes:

1. (wA—ca* +a>o0.
2. (wA—-cMzF+a<o.
Vamos analisar cada um destes casos.

1. Se (wA —cT)z" + a > 0, entdo escolhendo i, como variavel candidata a entrar
para a base, a coluna candidata a pivotal e o correspondente coeficiente da linha
de custos reduzidos vém dados por

k
yk:B*1 { Alx } eZk—Ek:(wA—cT)ack—&—a,

respectivamente (mais uma vez, se yr < 0, entdo podemos concluir que o pro-
blema original nao tem 6ptimo finito).

2. Se (wA —cD)z" + a < 0, entdo

(wA -z +a < (wA -z +a <0 vz e X,
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ouseja, z; —¢; <0 Vj € {l,...,p+ ¢}, donde podemos concluir que a solu¢ao
A1
bésica corrente é éptima. Consequentemente, em tais condigoes, se Ap = :
Ar
p1
e up = , entao
s

¥ = zr: )\jacj + zs: Mdi
j=1 i=1

constitui uma solu¢ao éptima para o problema original.

A determinagdo de uma base admissivel inicial, para o problema principal, pode
fazer-se a custa do conhecimento de um ponto extremo de X, z! (de modo a considerar-
se A1 = 1 como componente béasica) e da introdugao de variaveis de desvio (no caso
das restrigoes serem da forma > ¥_, NjAz? + 329 pi Ad' < b com b > 0) ou artificiais
(no caso contrario). Com efeito, supondo (sem perda de generalidade) que b > 0,
modificando o problema principal, conforme se indica:

min ) Nelod + Y0 et d?
s.a Do ysker + 2P NA + YL, mAd = b,
Z§:1 Aj = 1
S1y+-+5S8m, )‘17"'7)‘177 M1y .oy Mg 2 07
onde e, denota o k-ésimo vector da base canonica de ]Rmﬂ, obtém-se
1 0 0 (Al?l)l
0 1 0 (Azl)z
b= : : : ,
0 0 1 (AzY),
0 0 0 1
S1
52
o (m + 1)-uplo de varidveis basicas o b= B! { 11) } e [w,a] = B~ =
Sm
A1
[0,...,0,c"2"1B7.
_ I Azt —— I —Az!
Note—sequer{O 1 }iB 7{0 1 .

Determinagao de um minorante para o problema principal

No caso do problema auxiliar ter 6ptimo finito, a sua resolu¢ao permite-nos a deter-
minagao de um minorante para a fungao objectivo do problema principal. Com efeito,
sendo z* a solugao 6ptima para o problema auxiliar,

Zy — &, = max{(wA —cNz:z € X} +a,
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e ainda que
(wA—cNz+a < (wA—-c"a"+a=2z—a
T
wAz —cTr+a < Zp — k. (3.8)

Consequentemente, sendo = uma solugao admissivel arbitraria para o problema princi-
pal, i.e,, sendo z tal que Az = b e x € X, da desigualdade (3.8) decorre a desigualdade
wb — Tz + a < Z1, — ¢, ou seja,

Tr > wb+a — (Zp — Ck)

= [w,a]{ 11) } = (2k — k)

= ¢5B7! { ll) } — (Zx — &)
= (— (& — o)

Dado que esta desigualdade é verdadeira para todo o x € X tal que Az = b, podemos
concluir que
min{c"z: Az = b,z € X} > ¢ — (2, — &),

ou seja, que wb + o — (Zr — ¢;) constitui um minorante para o valor 6ptimo do pro-
blema principal. Porém, deve observar-se que ao longo das sucessivas actualiza¢des do
quadro, os minorantes que se vao obtendo nao tém (necessariamente) um comporta-
mento monotonamente crescente, pelo que, durante este processo, deveremos guardar
o melhor (maior) dos até entdo determinados.

No caso de aplica¢ao do método de decomposi¢ao de Dantzig-Wolfe a problemas
de maximizagdo, com as modificagoes adequadas, a determinac¢do de um majorante
para o valor éptimo da fungao objectivo do problema original segue um procedimento
semelhante ao anteriormente descrito.

Descrigao algoritmica

Estamos agora em condicoes de proceder a descrigao algoritmica do método de decom-
posi¢ao de Dantzig-Wolfe.

e Algoritmo para o método de decomposi¢ao de Danztig-Wolfe aplicado a proble-
mas de minimizacao.

1. Determinar uma solucao basica admissivel inicial para o problema princi-
pal, a correspondente base B e o quadro do método simplex revisto que
lhe esta associado:

SB p—1 R—17
A B B~
[w,a] | ¢

2. Resolver o problema auxiliar max{(wA —c¢")z : 2 € X}.
k

(a) Se este problema tem 6ptimo finito e z” é a solugdo basica optima

k
encontrada, ent3o escolher y, = B! { Af

a pivotal, fazer Z, — & = (wA — ¢)z" + « e continuar para o passo 3;

} para coluna candidata
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(b) Se este problema no tem 6ptimo finito e d* ¢ uma direcgao extrema

k
de X tal que (wA—cT)d* > 0, entdo escolher y, = B! { Aod } para

coluna candidata a pivotal, fazer z, — & = (wA — ¢T)d" e continuar
para o passo 3;

3. Se zi — ¢, <0, entao STOP a solugao corrente é 6ptima, caso contrario
continuar para o passo 4;

4. Se yr <0, entao STOP o problema nao tem 6ptimo finito, caso contrario
proceder a respectiva actualizagdo do quadro e voltar ao passo 2;

e Fim do algoritmo.

Este algoritmo facilmente se adapta (com pequenas alteragoes) a casos de aplicagao
do método de decomposi¢ao de Dantzig-Wolfe a problemas de maximizagao.

Exemplo 3.9. Vamos resolver o programa linear a sequir indicado, por aplica¢do do
método de decomposi¢ao de Dantzig- Wolfe.

min —-x1 — 22 — I3
s. a z1 + x2 + z3 < 12
—x1 + T2 < 2
—x1 + 2x2 < 8,
xr3 S 3,
T, T2, xr3 > 0.

Solugao. Identificando-se a primeira restricio por Az < b e assumindo-se que as
restantes definem a regido X, obtém-se o problema na forma:

min o+ YL e d
s.a s 4+ YU, NAZ? 4+ Y9 wAdT = b,
PN = 1
j=1" )
>‘17"'7)‘P7 /U‘17"'7,u‘q 2 07
onde ¢ = [—1,-2,-1], A=[1,1,1] e os 2’s e os d's denotam os pontos extremos e
0
direccoes extremas de X, respectivamente. Umavez que z' = | 0 | € X e Az' < 12,
0

introduzindo uma variavel de desvio, s, de modo a obter-se s + Az' = 12, podemos
[ s
L Al
¢ a matriz identidade e o vector [w, o] associado é o vector nulo. Consequentemente,
obtém-se o0 quadro simplex revisto

. s L 12 . .
considerar para solucao basica admissivel inicial =| q |scua base associada

s 1 0 12
A1 1 1
0 0

a partir do qual se determina a sequéncia de problemas auxiliares e consequentes
actualizacoes de quadros simplex revistos que se descreve.
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1. O problema auxiliar max{(wA — c¢T)z : € X}, ou seja,

max 21 + 2x2 + 3

s.a —x1 + X2 < 2
—x1 + 2x2 < g,

x3 S 37

xr1, X2, xr3, 2 0

)

decompde-se em dois subproblemas (um associado a (z1,z2) e outro associado
a z3). Uma vez que a solugdo Optima do problema associado a x3 é x3 = 3,
vamos resolver, apenas, o problema associado a (z1,z2), com o qual, denotando

as variaveis de folga por yi e y2, se obtém a seguinte sequéncia de quadros
reduzidos do método simplex:

(a)

X1 X2
y | -1 2
Y2 -1 2 8
-1 210
(b)
1 Y1
To -1 112
Y2 -2
-3 2 |4
(c)
Y2 Y1

i) 1 -1 6
T1 1 -2 4
3 4116

A partir do dltimo quadro, verifica-se que o problema auxiliar ndo tem 6ptimo

. . . - 2
finito e determina-se a direccao d* = { 1 }, a qual, em X (espaco dos ternos

2
(x1,22,x3)) corresponde & direccao d' = | 1 | e é tal que
0
2
(wA—cNd' =[1,2,1]| 1 | =4
0

Como consequéncia, a varidvel p; é candidata a entrar para a base e, para o
problema principal, vem que

zZi—c = 4,
2
Ad' = [L,1,1]| 1 | =3,
0
1 [ Adt 1 0 3 3
Ypr1 = B 0 |7 ]o 1 ol ]ol
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Assim, executando as correspondentes operagoes de pivotagdo, obtém-se

1
s |1 0]12 3] mo| &0
M0 11 0] — M| 0 1] 1
0 0] 0 1 —I 016

2. Do tltimo quadro simplex revisto para o problema principal decorre que [w, a] =
[—%7 0] ® e que o gradiente da funcdo objectivo do problema auxiliar &

4 4 4 1 2 1
A—cT=[-2+41,-2 42, ——+1]=[-2,2,-2
wA—c [3+,3+,3+] [3,3, 3],

pelo que o problema auxiliar max{(wA — c¢")z +a: = € X} toma o aspecto:

max —%:cl + %:172 - %:173
S. a —-r1  + T2 < 2
-1 + 2z < 8,
X3 S 37
I, T2, x3, Z 0,

Uma vez que o valor 6ptimo para z3 vem dado por z3 = 0, resta-nos resolver
o problema em relagdo as varidveis (z1,z2). Para a resolugao deste problema, o
quadro simplex inicial pode ser obtido a partir do dltimo quadro encontrado du-
rante a resolucao do problema auxiliar anterior, depois de devidamente adaptado
para o gradiente da nova fun¢ao objectivo.

Y2 Y1
i) 1 -1 6
| 1 2|4
T 8
3 03

Da analise deste quadro verifica-se que a solugao que lhe esta associada é 6ptima
(embora nao seja tnica). Logo, uma solu¢ao 6ptima para o problema auxiliar

4
vem dada por 22 = | 6 |. Por outro lado,
0
8 56
C—(Zz—ég):—16—§:—?

constitui um minorante para o valor 6ptimo do problema principal.
Voltando ao problema principal, sabendo que

8
Z2 — C2 - §7
4
Az® = [1,1,1]| 6 | =10,
0
2 1 10
w= o [T ) -L )

8Neste caso, uma vez que w < 0, a variavel s, que nao ¢ considerada no problema auxiliar,

0
Porém, nos casos em que se obtém, pelo menos um coeficiente de w positivo, deve ter-se em
conta que a correspondente varidvel de desvio é candidata a entrar para a base.

- . _ _ 1
ndo é candidata a entrar para a base, dado que Zs —¢s = cg B~ 'as —cs = [w, a] { } —0=w.
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actualizando o quadro simplex revisto do problema principal, obtém-se

A2
mo| o3 4| g ml 3 -3 | 3
M0 1] 1 - | 0 1 1
_2 _16 g _2 _3 | 358
3 3 3 3 3

Uma vez que o minorante, anteriormente determinado, coincide com o valor
que a fungdo objectivo do problema principal toma para a solugao admissivel
corrente, podemos concluir que ela é 6ptima.

Logo, a solucao 6ptima do problema original vem dada por

4 2 16

3

x*:)\zccz—&—uldl & 2 =16 —&—; 1| = %
0 0 0

3.5 Exercicios

Exercicio 3.1. Aplique o método simplex ao programa linear

max 2x1  + T2

$.a. —-xr1 + xo < 1
X1 — 2I2 S 2
Zr1, X2 S 0

e verifique se o problema tem dptimo finito.

Exercicio 3.2. Constderando o problema de optimizagao linear

|
—_ =
|
= O

min{cT:c D x = + 60, + 05 >0, 01,062,605 > 0},

[\V]

coR kOO
|
N
I
—

1
0
1
-3
0
0

[en)
—

onde T = [1,1,4,0,0,0], determine o quadro simplez reduzido relativo & solugdo bdsica
admissivel [0,0,4,1,6,0]7.

Exercicio 3.3. Considere que durante a aplicagdo do método simplex na resolu¢do de
um dado programa linear de minimiza¢do na forma padrao, PL(A,b,c), se obtiveram
0s quadros simplex reduzidos comsecutivos:

TN TN/
5 BN B~ b g BN B
csB "N —cy | csB " cp BTN —cni | e B7Tb
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1. Prove que as operagdes de pivotagdo efectuadas no quadro associado & matriz
bdsica B conduzem a obtengdo da solugdo bdsica x'p determinada pelo quadro
associado & nova matriz bdsica B’.

2. Prove que, no caso das solugdes bdsicas optimas serem nao degeneradas,
1—=1 nrt
CB/B N — CN'’ S 0

€ uma condigdo necessdria e suficiente de optimalidade para a solug¢do bdsica
admissivel obtida no quadro simplex associado a B'.

Exercicio 3.4. Considere o programa linear de mazimizag¢do na forma candnica
PL(A,b,c), para o qual foi determinado o quadro simplex:

T4 X2 X6
T 1 0 -2 aq
s | -2 -8 1 | o2
X3 1 1 1 a3
3 4 0 0

onde T =11,2,2], b¥ =[2,3,1] e x4, x5 € x6 denotam as varidveis de desvio.
1. Determine a inversa da matriz bdsica e os valores de a1, a2, asz € 4.

2. Determine a solugdo dptima do programa linear PL(A,b,c).

Exercicio 3.5. Considere o quadro simplex reduzido a sequir apresentado.

T2 T4
T | -2 1|1
xrs3 -1 2 2
s 0 3| 4
« G| 6

Sabendo que o programa linear original associado a este quadro simplex é
min{c"z: Az < b,z <0},

X3
T4
x5
sGo as varidveis de desvio, responda ds sequintes questoes:

b >0 e que se tomou para solugao bdsica inicial xtp = = b, onde x3, x4 € T5

1. Determine a inversa da matriz bdsica corrente.
2. Sabendo que ¢” = [1,1], determina o e 3 e 6.

8. Verifique se o problema tem dptimo finito, justificando.

Exercicio 3.6. Considere o programa linear:
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min —2z1 + X9

$.a. r1  + T2 > 2
X1 — 2I2 S 1
T1 S 3
1, o > 0

1. Determine wma solugdo bdsica admissivel para este problema (utilizando o mé-
todo das duas fases).

2. A partir da solugio bdsica encontrada na alinea anterior, determine a solu¢do
optima pelo método simplex revisto.

Exercicio 3.7. Resolva o programa linear

min —x1 + To

S. a. 44 =+ €2 > 4
1+ T2 = 2
z1 4+ 3x2 > 3
x1, T2 2 0

por aplicagdo do método do big-M.

Exercicio 3.8. A partir do quadro simplez reduzido, a seguir apresentado,

determine o quadro simplez optimo (supondo que o problema é de minimizagdo) por

X1 i) X3 T4
zs | 0.5 -5.5 -2.5 9 0
re | 0.5 -1.5 -0.5 1 0
T7 1 0 0 0 1
10 57 -9 -24

aplicagio da regra de Bland.

Exercicio 3.9. A partir da resolu¢io do Ezercicio 3.8, evidencie a propriedade de

monotonicidade da regra de Bland.

Exercicio 3.10. Considere o programa linear

max i
s.a T
Z1
2
1

++

INIA

x2
x2
212
x2

z2

+ +

ININ +

3$3
x3

[«

x3

ININAIA

%

e resolva-o aplicando o método simplex para varidveis limitadas.
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Exercicio 3.11. Resolva o programa linear a sequir indicado, por aplica¢éo do método
simplex para problemas com varidveis limitadas, a partir da solug¢do bdsica inicial x1 =
T2 = T3 = 1.

min T — 3x2 — 2x3

s.a —xr1 + x2 + x3 <4,
1 + =z + 2x3 < 10,

1< = < 4

1< x2 < 6

1< 3 < 4.

Exercicio 3.12. Dado wm programa linear de minimizag¢iao, PL(A,b,c), com as res-
trigoes de caiza | < z < u, prove que uwma parti¢io bdsica admissivel (Jg, JJn,, In,)
define uma solugio dptima se
max{ max (2 — ¢;), max ~(z; - )} <0
Exercicio 3.13. Considere wma parti¢ao bdsica admissivel, (J%,J%Z,Jjo\;u), para um
programa de minimiza¢io na forma padrio, PL(A,b,c), com restri¢ées de caiza | <
r < u, e bem ainda que no quadro simpler que lhe estd associado, b denota o m-
uplo dos respectivos termos independentes. Supondo que, neste quadro, Ik € Jj%u tal
by—(B)q
—Ygk

(justificadamente) cada uma das seguintes afirmagoes:

que zr, — ¢ < 0 e que inf Q(JIn,, In,,Yk) = , com yqr < 0, prove ou refute

1. A k-ésima coluna é candidata a pivotal.
2. A actualizagdo do quadro simplex, escolhendo a k-ésima coluna para pivotal,
implica que, no préxzimo quadro, o indice q perten¢a ao conjunto J}Vl.

bg—( ‘s P . . .
3. Se %i)q = ur — lp e a k-ésima coluna € escolhida para pivotal, entio a
q
prézima solugdo bdsica admissivel (ou particdo bdsica admissivel) é degenerada.
4. Nas condigoes da alinea anterior, optando-se pela permanéncia da base corrente,
se dos sucessivos quadros simplex decorrerem as partigoes bdsicas admissiveis

(J&J}QHJ}'VH) parai=1,...,s, entdo Vi € {1,...,s}, k & J, .

Exercicio 3.14. Considere o programa linear

max —2x1 — T2 — I3 + x4
S. a 1 =+ xs3 s
1

1+ X2
- 3 + x4
T, T2, xr3, T4

IV AN ININ A
oON TN

e responda as sequintes questoes:

1. Aplique o método de decomposi¢do de Dantzig- Wolfe para a resolugio deste pro-
blema, tomando para problema principal o que se define & custa da primeira
restrigao.

2. Indique, para cada um dos problemas auziliares, resolvidos na alinea anterior, o
valor do minorante determinado pelo método de decomposi¢cio de Dantzig- Wolfe.

Exercicio 3.15. Supondo que, por aplica¢ao do método de decomposi¢do de Dantzig-
Wolfe ao programa linear PL(A,b,c), min{c'x : Az = b,z € X}, onde X é um
conjunto poliédrico nao vazio com determinada estrutura, se obtém o quadro
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Az | B | B
[w,a] | ¢

e que 7 = max{(wA —cT)z : x € X}, prove ou refute (justificadamente) cada uma das
afirmagoes:
1. Se 7 < o0, entdo wb+ o — T constitui um minorante para PL(A,b,c).
2. Supondo que z* € uma solugio dptima para o problema auziliar e que yr =
Bt { Afk }, se min{%ﬁ)i :1<i<m,yi >0} =1, entdo a solugdo bdsica

determinada apds as operagdes de pivotagdo (com yi como coluna pivotal) é uma
solugdao doptima para o problema principal.

3. Se T = o0, entdo PL(A,b,c) nao tem dptimo finito.



Capitulo 4

Dualidade e Analise
Pé6s-optimal

O estudo da dualidade em Programacao Matematica leva-nos a consideragao de um
problema (que, geralmente, se designa por problema dual) distinto daquele que pre-
tendemos resolver, mas cuja abordagem nos permite obter algumas conclusdes directa-
mente relacionadas com o problema original (problema primal), nomeadamente, com
as condigoes de optimalidade.

4.1 Resultados basicos sobre dualidade

Definicao 4.1. Dado o problema de programag¢ado linear de minimiza¢io na forma
canonica

min ¢’z (4.1)
s.a Az > b,
x > 0, (4.3)

o qual consideramos ser o problema primal e denotamos por (P), designa-se por dual
de (P) e denota-se por (D), o programa linear de mazimizagdo na forma candnica
PL(AT ¢, b)

max bTy
s.a ATy

<
y 2

0 qual, muitas vezes, também se escreve na forma equivalente:

max y' b (4.4)
S. @ yTA <
y 2 0 6
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Esta defini¢ao de dual com facilidade se estende a problemas de programagao linear
na forma padrao ou outra. Por exemplo, considerando o problema de programacgao
linear de minimiza¢ao na forma padrao PL(A,b,c) e escrevendo-o na forma

min ¢’z min ¢’z
s.a Az > b, A b
—Az > -, T Sa{—A}xz {—b}’
r > 0, r > 0,

recorrendo & defini¢do anterior, com facilidade se obtém o respectivo dual, ou seja,

max(y’ —y")Tb max ylb
sa(y —yH)TA < I, & sayfd < e,
v,y" > 0, Y (livre).

Teorema 4.1 (da dualidade fraca). Considere o par de problemas primal-dual (P):
(4.1)-(4.3) e (D): (4.4)-(4.6). Se ' € admissivel para (P) e y' é admissivel para (D),
entao

Demonstragdo. Uma vez que 2’ > 0 e y7 A < 7, vem
T ’ T 1
y Azt < . (4.7)
Por outro lado, dado que 3’ > 0 e Az’ > b, vem
vy < 7 Aa. (4.8)

Como consequéncia, tendo em conta (4.7) e (4.8), obtém-se y'* b < ¢ z. |

Como corolario deste teorema decorrem as conclusoes que a seguir se indicam e
cuja prova fica como exercicio.

1. Se ambos os problemas (primal e dual) tém solugoes admissiveis, entao ambos
os problemas tém 6ptimo finito.

2. Se o problema primal admite uma sucessao de solugbes admissiveis {mk}keN, tal
que ¢'z¥ — —o0, entdao o dual ndo tem qualquer solucdo admissivel.

3. Se o problema dual admite uma sucessio de solu¢des admissiveis {y"}ren tais
que bTy* — oo, entdo o primal ndo tem qualquer solugao admissivel.

Das condigoes de optimalidade do método simplex decorre que, se o problema
primal tem solugao 6ptima (i.e., tem Optimo finito), entdo o respectivo dual também
tem e 0s correspondentes valores 6ptimos coincidem. Com efeito, considere-se o quadro
simplex reduzido 6ptimo associado ao problema de programacao linear de minimizagao
na forma padrao PL(A,b,c):

TN
B B7IN B~
CBBle—CN CBBflb
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Tendo em conta a linha de custos reduzidos, cs B"*N — ¢y < 0, supondo (sem perda
de generalidade) que a matriz A se parte em A = [B, N, fazendo y* = cgB™!, vem

y"A=cpB '[B,N] = [cg,cs B 'N] < [cB,en] = ¢

Logo, conclui-se que y7 = cg B~ é admissivel para (D). Por outro lado, yTb=cpB7'b
0 que, mais uma vez, de acordo com o quadro, é precisamente o valor 6ptimo de (P).
Como consequéncia, do teorema da dualidade fraca (Teorema 4.1) decorre que os
valores optimos de (P) e (D) coincidem.

A teoria da programacao linear permite obter resultados ainda mais fortes (do que
os anteriormente referidos) sobre as relagées primal-dual.

Teorema 4.2 (da dualidade forte). Considere o par de problemas primal-dual (P):
(4.1)-(4.3) e (D): (4.4)-(4.6).
1. Se ambos os problemas, (P) e (D), sdo consistentes (i.e., ambos tém solugoes

admissiveis), entdo ambos tém solu¢io dptima e os respectivos valores dptimos
coincidem.

2. Se (P) € inconsistente, entdo o dual é consistente sse nio tem dptimo finito.
3. Se (D) é inconsistente, entdo o primal é consistente sse nao tem dptimo finito.

4. Pode acontecer que nem (P) nem (D) seja consistente.

Demonstragao. 1. Counsidere-se o sistema de inequagoes
Ax > b
- ATy > —c
—Tz + by > 0
, y = 0

o qual se pode escrever na forma

A 0

0 —-AT {x} > —c Az > b
T T Y - 0 < > 0 (4.9)
z,y > 0
A 0 B b
onde A = 0 —AT | b=| —c ej:|:x:|_
pe T 0 Y

Se este sistema admite uma solugdo (z,y’), entdo z’ é admissivel para (P) e
y' & admissivel para (D) e sdo tais que ¢’a’ < bTy’. Logo, por aplicacdo do
teorema da dualidade fraca (Teorema 4.1), conclui-se que T’ =bTy e, como
consequéncia, =’ ¢ solu¢do 6ptima para (P) e y' é solugdo 6ptima para (D).
Suponha que o sistema (4.9) ndo admite qualquer solu¢ao. Entao, pelo lema de
Farkas (Lema 1.4), o sistema

[ uf T A ]A < 0 ATy — X < O
[« 2" XA ]b > 0 & - Av + X < 0
u,v, A > 0 Vu — o > 0

tem uma solugao (u’,v’,1").
Se X # 0, entdo (sem perda de generalidade) podemos admitir \' = 1. Como
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consequéncia, v’ é admissivel para (D), v’ é admissivel para (P) e b™u' > ¢™v/,
0 que entra em contradicdo com o teorema fraco da dualidade (Teorema 4.1).
Logo X = 0.

Se ¢Tv' > 0, entdao bTu > 0 e, novamente, por aplicagio do Lema 1.4, (P) nao
tem qualquer solu¢ao admissivel, o que contraria a hipotese.

Assim, suponha ¢Tv' < 0. Entdo sendo 2’ uma solucio admissivel para (P)
V0 > 0, 9 = 2’400 & admissivel para (P) e é tal que cTxg = ¢7 2’ +0cTv' — —o0
quando 6 — oo, logo, pelo teorema da dualidade fraca, somos levados a concluir
que o dual nao tem qualquer solucao admissivel, o que contraria a hipotese.

2. Dado que (P) é inconsistente, pelo lema de Farkas (Lema 1.4), o sistema

ATy < 0 (4.10)
vy > (4.11)
y > (4.12)

tem uma solugao y'. Seja y* uma solugiao admissivel para (D) e, para cada T > 0,
seja yr =y +7y. Entdio Vr > 0yX >0e ATy, = ATy*+7ATy < c,i. e, yr é
admissivel para o dual (D) V7 > 0. Logo, dado que b7y, = bTy* + 767y — o
quando 7 — oo, pode concluir-se que (D) nao tem 6ptimo finito.

3. Esta prova é idéntica a anterior.

4. Neste caso a prova pode fazer-se exibindo o seguinte exemplo de um par de
problemas (P)-(D), em que ambos sdo inconsistentes:

min —x1 — X2
S. a r1 — x2 > 1
(P) -1 + x> > 1
T, T2 2 0
min Y1+ Y2
S. a y1 — y2 > —1
D
(D) -+ oy = -1
Y1, Y2 > 0

O

Como consequéncia, do Teorema 4.2 decorre o teorema que se segue, no qual se
estabelece uma relagao de complementaridade entre solu¢oes 6ptimas primais e duais.

Teorema 4.3 (da complementaridade). Se x* e y* sdo solugdes dptimas para o primal
(P) e para o dual (D), respectivamente, entdo verificam-se as sequintes igualdades:

{ (c;—y*Ta;)z*; =0, paraj=1,...,n

y*(a’x* —b)=0, parai=1,...,m
onde aj, para j =1,...,n, denota a j-ésima coluna de A, a*, parai=1,...,m, denota
a i-ésima linha de A, ¢;, para j =1,...,n, denota o j-ésimo coeficiente do gradiente
da fungdo objectivo de (P) e b;, para i = 1,...,m, denota o i-ésimo coeficiente do

gradiente da fumgao objectivo de (D).

Demonstragao. Dado que z” e y* sdo admissiveis para (P) e (D), respectivamente,
conclui-se que z* > 0e Az* > b, e y* >0 e y*TA < . Logo, vem que
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y*TAx* Z y*Tb
y*TAx* SCTLL'* 3

ou seja, y* b < y*TAz* < ¢Tz*. Por outro lado, uma vez que y* e z* sdo solugdes

optimas, pelo teorema da dualidade forte (Teorema 4.2), sabe-se que y*7b = ¢ z*.
Assim, conclui-se que y*7b = y*T Az* = Tz, i. e.,
*T * m * i, %
y* (Az” - ) = 1y i(a'T” —bi) 0
& i . 4.13
e 2 S (e -y ey = o (1Y

Consequentemente, dado que Vi € {1,...,m} yf > 0 e d'a* —b; >0, eVj €
{1,...,n}a; >0ec; —y " a; >0, de (4.13), vem

{yi(ax —b) = 0 parai=1,...,m (4.14)

(cj—yTaj)z; = 0 paraj=1,...,n

a

Deste teorema decorrem as seguintes conclusoes:

, y, > 0 = alzt = U
1. Vze{l,...,m}{ gzt > b =y - 0

. " > 0 = yTa = ¢
2. V 1,... 7 J J

ie{l, ,n}{ ytdd < ¢ = x; = 0

Assim, podemos afirmar que a variaveis de decisdao duais positivas correspondem res-
trigdes primais activas (i.e., variaveis de desvio primais nulas) e a restrigoes primais
nao activas (i.e., variaveis de desvio primais positivas) correspondem variaveis de de-
cisao duais nulas e reciprocamente, ou seja, a variaveis de decisao primais positivas
correspondem restri¢goes duais activas (i.e., varidveis de desvio duais nulas) e a restri-
¢oes duais nao activas (i.e., variaveis de desvio duais positivas) correspondem variaveis
de decisao primais nulas. Devido a esta propriedade de complementaridade entre va-
ridveis de decisao primais e varidveis duais de desvio e varidveis de decisao duais e
varidveis primais de desvio, o teorema anterior é usualmente designado por teorema
da complementaridade (ou por teorema da complementaridade de “slacks”). Quando o
reciproco da propriedade de complementaridade, anteriormente referida, acontece, ou
seja,

. alz* = b = vy > 0
1. Vze{l,...,m}{ ot — 0 = az > b
*T j _ *
. yva = ¢, = xj > 0
2.V 1,... Ir
J € { s ,TL}{ ilf*j - 0 = ’y*TCLJ < ¢ 3

dizemos que o par de solugoes (z*,y™) satisfaz a propriedade da complementaridade
estrita.

Em programacao linear, quando o par de problemas primal dual (P)-(D) tem solu-
¢Oes Optimas, verifica-se que existe um par de solugbes 6ptimas que tem a propriedade
da complementaridade estrita, conforme o teorema (da complementaridade estrita) a
seguir indicado estabelece.

Teorema 4.4 (da complementaridade estrita). Cada par de problemas primal-dual,
com solugdes dptimas, admite um par de solugdes dptimas com a propriedade da com-
plementaridade estrita.
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Demonstragao. Primeiramente vamos provar a existéncia de um par de solugoes
(z',y'), optimas para (P) e (D), respectivamente, com a propriedade da complemen-
taridade estrita entre as variaveis de desvio duais e as variaveis de decisao primais. Seja
Y ={>"_, Ay 1A =1, >0,j=1,...,7r} o conjunto de solugdes optimas
para (D) e I = {i: y**, para o qual s} = ¢; — (y**)Ta; > 0}, entdo Jy* € Y* tal que
Viel s;=ci—(y*) a; > 0. Com efeito, fazendo y* = > e \jy*7, com Yo di=1
el >0,7=1,...,r, vem que Vi € |

s o= a—w) a

= > Nlei— () Tai] >0,
j=1
dado que ¢; — (y*)Ta; > 0Vj € {1,...,7r} e Fy** tal que s*; = ¢; — (") Ta; >0 e
Ar > 0. Consequentemente, para as variaveis de desvio que tomam valores positivos,
para pelo menos uma solugdo 6ptima para (D), a propriedade da complementaridade
estrita é evidente.

Logo, resta fazer a prova para as componentes cujos indices estdo no conjunto
J={j:s"j=c; — (y")Ta; = 0Vy* € Y*}, onde, tal como anteriormente, Y* denota
o conjunto de solugdes 6ptimas para (D).

Sendo v* o valor 6ptimo para (P) (e consequentemente para (D)) o programa
linear

T

max Djes€i s
S. a ATy + s = c,
_bTy S —l/*y
Y, s 2 0,

(onde e; denota o j-ésimo vector da base canoénica de R™), tem valor 6ptimo nulo.
Logo, o respectivo dual

min ¢z — v*A
s.a Ax -— bA > 0,
T; > 1V, e,
Lj > 0V ¢ J,
A > 0,

!
T
)\/

Supondo que z* é uma solu¢ao 6ptima para (P), obtém-se uma das seguinte situ-
agoes:

tem solugdo 6ptima { }, com valor 6ptimo ¢’z — v*\ = 0.

1. M =0, e entdo vem que
'z’ =0, Ac' >0, 2/;>1VjeJea'; >0V ¢ J,
donde V7 > 0, z* 4+ 72’ néo s6 é uma solugao 6ptima para (P), uma vez que
e 472’ >0, A(e*+712") = Ax*+7A2 > bec (2" +7a’) =Tttt = v,

como, para T > 0, * + 72’ é tal que (z* + 72'); > 0Vj € J;
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2. X >0, e entdo

!

mjz

\Y]

>bhe >0VjeJ

> =
> =

/
0, A%
A prova da existéncia de um par de solugoes (z”,y") éptima para (P) e (D),
respectivamente, com a propriedade da complementaridade estrita entre as variaveis
de desvio primais e as variaveis de decisdo duais, é idéntica & anterior.

Um vez provado que existe um par de solugdes (z’,y’) 6ptimas para (P) e (D),
respectivamente, com a propriedade da complementaridade estrita entre as varidveis de
desvio duais e as variaveis de decisdao primais e que existe um par de solugdes (z”,y")
optima para (P) e (D), respectivamente, com a propriedade da complementaridade
estrita entre as variaveis de desvio primais e as variaveis de decisao duais, VA €]0, 1],
fazendo z* = Az’ + (1 — N)z" e y* = Ay’ + (1 — A\)y”, fica provada a existéncia de um
par de solugoes (z*,y™) 6ptimas para (P) e (D), respectivamente, com a propriedade
da complementaridade estrita. |

Conforme decorre das relagoes primal-dual abordadas, o método simplex, ao longo
das sucessivas actualizacdes do quadro, lida com solucdes bésicas, cujas bases definem
(simultaneamente) solucoes primais admissiveis e duais complementares, com vista a
determinagdo de uma base que defina uma solugdo primal admissivel e uma solugao
dual complementar que seja admissivel. Quando tal acontece, significa que foram atin-
gidas as condigdes de optimalidade. E, precisamente, com base nestas propriedades
que se desenvolveu uma variante do método simplex, que se designa por método dual

simplex.

4.2 Método dual simplex

Enquanto no método simplex classico (também conhecido por método primal-simplex)
a base corrente é primal admissivel e as sucessivas actualizacoes do quadro (operagoes
de pivotagao) sao executadas de modo a respeitar essa admissibilidade e a diminuir o
valor corrente da funcao objectivo do problema primal, com o método dual simplex a
base corrente satistaz as condigoes de optimalidade na linha de custos reduzidos e o
quadro é actualizado sem que estas condi¢oes sejam violadas e de modo a incrementar
a fungdo objectivo do problema dual. No primeiro caso (método primal simplex) pre-
tendemos obter as condi¢ées de optimalidade na linha de custos reduzidos (as quais
equivalem & admissibilidade dual) e no segundo (método dual simplex) tem-se em vista
a obtengao da admissibilidade primal.

Considere-se o seguinte programa linear de minimizacao na forma canénica:

T

min ¢z
s.a Ax > b,
z > 0
e seja B uma submatriz béasica de A = [—1, A] € R™*™ nio, necessariamente, admis-

sivel. Considere-se ainda o correspondente quadro simplex
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:Z?Nl :EN,c :Z?Np
$B1 Y11 Y1k - Yip b1
B, Yr1 Yrk Yrp b,
TB,, Ym1 Ymk Ymp b
=T
21—CN, ... ZE—CN, ... Zp—CN, cgB™'b
], sendo y" = cpB! —cn; =y an, — =1 S
no qual, sendo y° = cp , Vem que z; —CN; = Y GN; — CN,, para j = 1,...,p. Se

zj —cn; <0Vj€{l,...,p}, entdo

y"[B,N]—c" =[c B 'B,egB 'N]—c¢" = [cB,c8 B 'N]—[cp,en] <0 yT A<
ou seja, y € uma solu¢ao dual admissivel.

Supondo que Ir € {1,...,m} tal que b, < 0, entdo B~'b ndo é uma solucdo
primal admissivel, pelo que podemos escolher, para linha pivotal, a r-ésima e proceder
a escolha da coluna pivotal, de tal forma que a admissibilidade dual se mantenha
(ou seja, de tal forma que, apos a actualizagdo do quadro, os coeficientes da linha
de custos reduzidos se mantenham nao positivos) e a fungao objectivo do problema
dual seja incrementada. Logo, supondo que a coluna pivotal escolhida é a k-ésima
(e, por conseguinte, o elemento escolhido para “pivot” é o coeficiente nao nulo y,x),
para que o valor corrente da func¢do objectivo dual, ¢ = cg B~ 'b, seja incrementado &
necessario (mas nao suficiente) que yrr seja negativo. Com efeito, supondo yrr < 0,
da actualizacao do quadro vem que

_ Zk — CN, _
¢ = ¢zB 1, _ 2k Nkbr > ( se zx—ecn, <0
Yrk = ( se zp—cn, =0
donde, em qualquer caso, se obtém ¢’ > ¢, uma vez que Zky " >0eb, <O0.
Com esta escolha de y,, < 0 para “pivot”, o termo 1ndependente do novo quadro,

by = ﬂ vem positivo e os coeficientes da linha de custos reduzidos (z'; — cn; ), para
j=1,...,p vém actualizados do seguinte modo:
Zp—CN .
/ Zj —CN;  — Eyrj, se j#k
S —c - i Yrk
j N - ZE—CNp -
- —k se j=k
Yrk

Consequentemente, vem que 2’y — cn,, < 0 e, para j # k,

Zk — CN Zj — CN; Zk — CN
776%3. <0 & J k
Yrk Yrj Yrk

Zj —CN]. —

(4.15)

se yr; < 0. Tendo em conta (4.15) e a implicagao

Rk — CN
urg 20 = 25—y =z —eny = ==y <0,
rk

a escolha da coluna pivotal deve ser feita determinando

Zk TNk _ in 2T ONy

: i <0
Yrk 1<5<p " Yrj yri < 0}

e, nestas condigoes, a k-ésima coluna do quadro reduzido é escolhida para pivotal sem
que se destrua a admissibilidade dual da base associada ao proximo quadro.
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Apos a escolha do “pivot”; as operagdes de pivotagdo conducentes a actualizagao
do quadro devem fazer-se como habitualmente.

Tendo em conta que as solucoes duais obtidas sao também basicas, desde que se
previna a eventual entrada em ciclo nos casos degenerados (em que z, — cn, = 0), ao
fim de um ntmero finito de quadros, ou se conclui que o problema nao tem 6ptimo
finito, ou se conclui que nao é possivel incrementar a fungao objectivo de (D), i.e., {i :
1<i<meb; <0} =(. Esta tultima situagdo traduz, precisamente, a admissibilidade
primal.

Se, para um dado quadro simplex, b, < 0 e {j : 1 < j < peyr; < 0} =0
entdo, pode concluir-se que o primal é inconsistente. Com efeito, neste caso, sendo B
a submatriz basica corrente e supondo que o sistema AZ = b é equivalente ao sistema
[B, Nz = b, multiplicando ambos os membros por B~! obtém-se B™'Az = B~ 'b &
1, BilN]a_c = b. Logo, considerando a r-ésima equacao deste sistema e tendo em conta
que os coeficientes que lhe estdo associados sao os coeficientes da r-ésima linha do
respectivo quadro simplex, vem

P P
Ty + Z YrjTm+j = br & xp =by — Z YrjTmtj- (4.16)
j=1

Jj=1

Da equagao (4.16), tendo em conta que y-; > 0Vj € {1,...,p} e by < 0, conclui-se
que nao existem valores nao negativos para Tm+; (V7 € {1,...,p}), com os quais se
obtenha z, > 0, pelo que (P) é inconsistente (e, consequentemente, pelo teorema da
dualidade forte, (D) nao tem 6ptimo finito).

Considerando para matriz bésica inicial a submatriz constituida pelas m primeiras
colunas de A, a determinacio de uma solugdo dual admissivel inicial pode fazer-se
acrescentando, ao conjunto de restricdes do problema original, a restricao:

zn: ijM & xo + zn: l’j:M, (417)

j=m+1 j=m+1

onde M é um escalar positivo suficientemente grande e o é uma variavel de desvio
(i.e., xo > 0). Posteriormente, a partir do quadro a seguir indicado, para se obter
uma solu¢do dual admissivel, basta proceder a sua actualizagdo (com as respectivas
operagoes de pivotagao) escolhendo para “pivot” o elemento determinado pela primeira
linha e pela k-ésima coluna, desde que

Zm+k — Cm4k = max  {z; —¢j

m—+ m+ m+1§j§n{ J 3}7
donde (no pressuposto de que a base corrente nao define uma solugio dual admissivel)
se conclui que zp4k — Cmyr > 0.

Tm+1 e Tm+k e In
o 1 . . 1 M
1 Y11 .. Yik s Yln—m) b1
Xy Yri - Yrk - y,n(n,m) I_JT
ITm Ym1 e Ymk e ym(nfm) Z7)’"74
Z1 — Cm41 -+ Zm+4k — Cmtk .- Zn — Cn cgB~ T
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Nestas condigoes, no quadro actualizado, vem

0
r_ 0

<
Zj—Cmy; = zj—cn; — (2 —Cmyk) <

2 — Cmtk = —  (zk — Cmtk)
, para j # k

Com esta modificagao do problema original (P), i.e., com a introdugao da restri¢ao
(4.17), pode chegar-se a um dos seguintes casos:

1. o problema transformado ¢é inconsistente;

2. obtém-se uma solugdo Optima, z*, para a qual =5 = 0 (ou seja, para a qual a
variavel de desvio associada a restri¢ao introduzida tem valor nulo) e zo —co < 0
(i.e., o coeficiente que lhe esta associado na linha de custos reduzidos é negativo);

3. obtém-se uma solu¢ao Optima, =, para a qual se verifica uma das situacdes:
(a) zg > 0;

(b) IL’SZOGZ()—C():O.

Em 1 pode concluir-se que o problema original é inconsistente (uma vez que M é
arbitrariamente grande).

Em 2 pode concluir-se que (P) nao tem 6ptimo finito, uma vez que o é nao basica
(e, consequentemente, a restri¢cao introduzida é activa para valores de M arbitraria-
mente grandes) e qualquer deslocamento no sentido em que se viola a nao negatividade
da variavel de desvio w0, faz decrescer a fungao objectivo de (P) *.

Figura 4.1: Exemplificacdo do caso descrito em 2.

Finalmente em 3 pode concluir-se que a solu¢do encontrada é 6ptima para (P),
uma vez que em 3a (x5 > 0) a restricdo introduzida é redundante numa vizinhanga
da solucao 6ptima encontrada e em 3b (z5 =0 e zo — co = 0) as variagoes em xo nao
produzem variacoes na funcao objectivo.

Segue-se a descrigao algoritmica do método dual simplex.

e Algoritmo para o método dual simplex

Logo deslocando o hiperplano que define a restrigio introduzida (aumentando M), a
fun¢ao objectivo pode decrescer tanto quanto se queira.
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Figura 4.2: Exemplifica¢ao dos casos 3a e 3b (supondo-se em 3b que o gradiente
da f.o. é ortogonal ao vector de componentes unitéarias e).

1. Determinar uma base B tal que c B~'N — ¢ < 0 e passar a 2;

2. Se B~ ' > 0 entao STOP, a base corrente ¢ 6ptima. Caso contrario de-
terminar b, = min{b; : 1 <7 < m} e passar a 3;

3. Se {yrj : j € Jv eyr; < 0} =0 (onde Jy denota o conjunto de indices
nao basicos correntes) entdo STOP, (P) é inconsistente. Caso contrario
determinar

Zk — Ck . Zj — Cj
Yrk JEIN yrj

tyrj <0}
e passar a 4;

4. Escolher y,, para “pivot”, actualizar o quadro e voltar ao passo 2;
e Fim do algoritmo.

As regras a utilizar para a prevencao de entrada em ciclo para o método dual
simplex, com ligeiras adaptagoes, sdo idénticas as utilizadas no método simplex (pri-
mal). No caso da regra de Bland, a sua adaptagdo ao método dual simplex é imediata,
escolhendo-se primeiramente o menor dos indices linha, de entre os indices das linhas
candidatas a pivotais e, posteriormente, o indice coluna, fazendo-se o desempate com a
escolha do menor dos indices de entre os candidatos. A prova de que a versao da regra
de Bland (para o método dual simplex) previne a entrada em ciclo pode ser consultada
em (Schrijver, 1986).

Segue-se um exemplo de aplicagdo do método dual simplex.

Exemplo 4.1. Vamos resolver o programa linear (P):

min 2x1 + Tx2 + 6x3 + Ddxs

s.a 2r1 — 3xr2 — bxz + 4dxsa > 20,
Tr1 + 2z2 + 6xz3 — 2z4 < 35,
4ry 4+ bdxe — 3wz — 2x4 > 15,
x1, T2, x3, ra = 0

aplicando o método dual simplex.
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Solugao. Transformando este programa linear na forma padrao obtém-se:

min 2z1
s.a 21
7:E1
4%1
T,

+

+
+

7.'E2
3I2
2.’E2
5.’E2
X2,

—+

—+

6.’E3
5I3
6.’E3
3.’E3
x3,

—+
+

51’4
4$4
21’4
21’4

T4

T5,

+ T

e,

= 20,
= 35,

- 7T = 15,
xI7 Z 0,

Tendo em conta que o dual de (P) corresponde ao programa linear:

ondey € R3, b=

20
35
15

(D)

A=

max{y’ b: y" A<c"},

N

conclui-se imediatamente que x =

-3 —

2
5 _

oo oo

—20
35
—15

5 4 —
6 -2
3 -2

1
0
0

o = O

0
0

-1

ec’ =1[2,7,6,5,0,0,0],

é uma solucao bésica para o problema

primal (P) cuja base é dual admissi\;el, conforme se pode verificar no correspondente

quadro simplex.

10 X1 ) X3 T4

s 35 -4]-20

Te 7 2 6 -2| 35

7 -4 -5 3 2| -15
-2 -7 -6 -5 0

Prosseguindo com o método dual simplex obtém-se a sequéncia de quadros:

20

s T2 T3 L4
o | —1/2 —3/2 —5/2 2 | 10
ze | 7/2  25/2  47)2 -35
7 2 -1 710 | 25
1 10 11 1] 20
3¢ Ts5 T2 T3 Z6
x| —1/16 1/16 7/16 1/8 | 45/8
za | —T/32  —25/32  —47/32 —1/16 | 35/16
7 3/16  —51/16  123/16 5/8 | 75/8
—39/32 —353/32 —399/32 —1/16 | 355/16

4.3 Analise pés-optimal

Uma das questoes que se levanta, apds a determinacao de uma solugao 6ptima para
um programa linear, é a de saber até que ponto essa mesma solugdo se mantém Op-
tima quando perturbamos os dados do problema e, no caso da referida solucao deixar
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de ser 6ptima, qual o procedimento a adoptar para (com o menor esfor¢o computa-
cional possivel) se atingir, de novo, a optimalidade. Este tipo de analise designa-se,
habitualmente, por andlise pos-optimal (ou anélise de sensibilidade ).

Dado o programa linear PL(A,b,c), as perturbacoes nos dados do problemas
dividem-se nas seguintes:

1. Modificag@ao dos coeficientes do gradiente da fungdo objectivo.

2. Modificagdo dos termos independentes.

3. Modificagdo das entradas da matriz de decisdo.”

4. Adicao de uma nova actividade.®

5. Adigao de uma nova restrigao.

Para qualquer destas perturbagdes vamos supor conhecido o quadro simplex 6ptimo

que a seguir se indica.

TN
B B™IN B~
CBBle—CN CBBflb

4.3.1 DModificagao dos coeficientes da fungao objectivo
Supondo que o vector ¢’ foi perturbado pela adi¢io de Ac” = [Aci,. .., Acy], ie.,
T — [c1 + Aci,c2 + Aca, ... en + Acy],

no quadro simplex 6ptimo, apenas se alteram os coeficientes da linha de custos redu-
zidos e o valor corrente da funcao objectivo, ou seja,

cBBle— CN  — cBBle— CN +ACBB71N— Acn
cgB™'0 — B 'b+ AcgB™'b.

Consequentemente, se as desigualdades
CBBilN —cN + ACBBilN — Acny <0

sao satisfeitas, entdo a solu¢do bésica corrente permanece 6ptima. Para tal basta que
qualquer que seja o indice j nao basico se verifiquem as desigualdades

AcgB 'a; — Ac; < ¢j —epB a; = —(z5 — ¢j).

No caso de alguma das desigualdades anteriores nao se verificar, devemos prosseguir
com o método simplex (primal) até se obter uma nova solugao 6ptima para o problema
PL(A,b,c+ Ac).

Exemplo 4.2. Como exemplo de aplicagdo, vamos considerar o programa linear:
max{c’ z : Az < b,z > 0},

cujo quadro simplex reduzido dptimo (no qual x4 e x5 sao varidveis de desvio) € o que
se indica

2Usualmente designadas por coeficientes tecnolégicos.
3A qual envolve a consideracdo de uma nova variavel, de uma nova coluna na matriz A e
de um novo coeficiente no gradiente da fungao objectivo.
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i) T3 T4
1 | =2 -1 1 8
T5 3 -1 1] 12
3 3 2116

e analisar a perturbagio do gradiente da fun¢io objectivo c
do quadro) é tal que ™ = [2, =7, 5], pela adigio do vector AcT =

tal forma que ¢* — [1,—5,—3].

T

, 0 qual (conforme decorre
[-1,2,2], i.e., de

Solugao. Apds a correspondente modificagao do quadro simplex, obtém-se:

T2 T3 T4
1 | =2 -1 1 8
Ts 3 -1 1] 12
3 2 1 8

Uma vez que que as condigoes de optimalidade se mantém, podemos concluir que
a solucao bésica 6ptima para o problema nao perturbado se mantém Optima para o

problema perturbado.

Esta analise pos-optimal (ou de sensibilidade) a este tipo de perturbagao é usu-

almente utilizada na resolucao de problemas de programacao paramétrica, os quais
se distinguem dos problemas de programagao linear pelo facto das componentes do
gradiente da fungdo objectivo dependerem de um determinado parametro.

Exemplo 4.3. Como exemplo de aplica¢do, vamos resolver o problema de programa-
¢ao paramétrica

min (I-XNz1 + (2+Nz2 + (1+Nas

5. a r1 + T2 + zz > 20,
2x1  + 2rs  + z3 > 30,
T, T2, T3 > 0.

Solugao. Determinando-se o quadro simplex reduzido associado a solucao basica

(10,0,10), obtém-se:

X2 T4 x5
T 1 1 —1 ] 10
T3 0 —2 1 10
—1-2\ —(143)\) 2|20

Este quadro é 6ptimo, desde que A satisfaga o seguinte sistema de desigualdades:

—1-2x < 0 )
—(143) < 0 & —g<A<0,
20 < 0

Para valores de A ¢]§70[, deverd proceder-se as respectivas operagoes de pivotacao,
obtendo-se a sequéncia de quadros que a seguir se apresentam.

e A\ < —%;
10 X2 X4 T5
a1 1 -1 |10
T3 0 —2 1 10
—-1-2Xx —-1-3X 2X 20
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2° To T 5
T4 1 1 -1 10
3 2 2 -1 30
) T+3x  —1—X | 30(1+N

Dado que A <

1

1
—3,

no coeficiente da linha de custos reduzidos relativo a xs,
obtém-se —1 — A < 0, para -1 < A < —%, e —1 — X >0, para A < —1. Nesta
condigdes pode concluir-se que (0,0,30) é uma solugdo 6ptima para —1 < A <

—3 e que o problema nao tem 6ptimo finito para A < —1.

e \> ()

1° T2 T4 T5

T1 1 1 —11] 10

@3 0 —2 10
—1—-2Xx —-1-3X 2X\ | 20

2° T2 T4 z1

s 1 -1 1 20

T3 0 —2 1 10
“T—-2X —1+Xx —2X\|20(1—-N\

A partir do altimo quadro obtido, conclui-se que (0, 0, 10) é solu¢ao 6ptima para

0< AL

Denotando por u(A) a funcao que corresponde ao valor 6ptimo do programa paramé-

trico considerado, vem

()

oo,
30(1+ X)
={ 20,
20(1 — A)
oo,

se A< -1

, se —1<A< -2

se —1<A<0

, se 0<A<1

se A>1

4.3.2 Modificacao dos termos independentes

Supondo que o vector de termos independentes b é perturbado pelo vector Ab, i.e.,
b «— b+ Ab, o quadro simplex que lhe corresponde vem modificado da seguinte forma:

TN
B BTN B b+ B 'Ab
CBBilN—CN CBB716+CBB71Ab

Consequentemente, o quadro simplex mantém-se 6ptimo sse as componentes do vector
de termos independentes permanecerem nao negativas, i.e.,

B %W+ B 'Ab>0< B PAb> —B .

No caso de pelo menos uma das componentes passar a negativa, entdo a determinacao
da nova solucao basica 6ptima do problema PL(A,b+ Ab,c) pode fazer-se aplicando
0 método dual simplex (uma vez que as condi¢oes de optimalidade nao sdo alteradas).
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Exemplo 4.4. Voltando ao quadro simplex reduzido optimo do Exemplo 4.2, do qual
. o 1

decorre que a inversa da base corrente € a matriz B~ = { 1 (1) } e que b = 4 }

€ o vector de termos independentes iniciais, vamos analisar a perturbagcdo de b pela

adi¢go do vector Ab = { _Sl) }

Solugao. O quadro simplex modificado pela perturbagao vem dado por

T2 T3 T4
1 | —2 -1 1] -1
5 3 -1 1 4
3 3 2| -2

Uma vez que as condigoes de optimalidade da linha de custos reduzidos se mantém,
aplica-se 0 método dual simplex, com o qual se obtém a sequéncia de quadros simplex
que a seguir se indica. Note-se que, neste caso, uma vez que o problema é de maximi-
zagdo, a escolha da coluna pivotal & determinada calculando mina<;<4{% ;fj 1y <

0} = min{%,3} = % = 22z%,

1° T2 xs3 T4
T —2 -1 1] -1
Ts5 3 —1 1 4
3 3 2| =2
2° T T3 T4
x2 | —1/2 1/2  -1/2 1/2
x5 3/2 —5/2 5/2 5/2
3/2 3/2 7/2 | =9/2

4.3.3 Modificagao das entradas da matriz de decisao

Este tipo de perturbac¢io pode dividir-se nos seguintes subcasos: 1— modificagdo de
uma coluna nao bésica; 2— modificacao de uma coluna baésica.

1. Modificagao de uma coluna nao bésica.
Suponha que a coluna nao béasica a; é perturbada pela adi¢do do vector coluna
Aaj, ou seja, a; < aj + Aaj , ent@o, no quadro, apenas se modificam a coluna
B™'a; (que passa a ser B~'a; + B~ 'Aq;) e o coeficiente da linha de custos
reduzidos cg B~ 'a; — ¢; (que passa a ser cs B™'a; — ¢; + cg B™'Aa;). Nestas
condicoes, desde que CBBilllj —cj+ CBBilAaj se mantenha nao positivo, i.e.,
desde que se verifique a desigualdade

~1 —1
cBB™a; —c¢; < —cpB” " Aay,

0 quadro corrente mantém-se éptimo.

2. Modificagao de uma coluna basica.
Se a coluna a; perturbada é correntemente uma coluna bésica, entao é preferivel
acrescentar uma nova actividade :c;, bem como a correspondente coluna a; =

a; + Aa; e, posteriormente, apos o calculo de B~'a) e cgB™'a}; — ¢} (com
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c;- = ¢;), estender o quadro simplex reduzido a esta nova variavel, acrescentando

a coluna .
/ —_ /
! / - — ! /
z; — ¢ cgB a; —c;

e Se y;; # 0, entdo deve escolher-se este elemento para “pivot” e proceder as
operagoes de pivotacao de modo a retirar da base a variavel z; . Uma vez
que x; nao esteja na base, devemos ignora-la (retirando-a do quadro) e

— prosseguir com o método simplex (primal), se as condi¢oes de admis-
sibilidade primal se mantiverem,

— prosseguir com o método dual simplex, se as condigoes de admissibi-
lidade dual se mantiverem

ou introduzindo varidveis artificiais no caso de nenhuma das situacdes se
verificar.

e Se yj'-j = 0, entao pode concluir-se que a nova coluna a;- nao pode substituir
a coluna a; na base (uma vez que, em tal situagdo, as demais nao formam
uma base juntamente com a’;). Nesta Gltima situagdo, ou se retira z; da
base substituindo-a por qualquer outra (se tal for possivel) ou se considera
esta varidvel como artificial e se lhe associa um peso que prejudica a sua
permanéncia na base (utilizando uma técnica do tipo “big-M”).

Exemplo 4.5. Vamos analisar o tipo de perturbagio 1, considerando que na matriz
de decisdo do Ezemplo 4.2, a coluna associada a x2 se adiciona o vector de perturbag¢do

soam| 4]

Solugao. Nestas condigoes obtém-se

_ _ _ 2 1 0 4
R EIN

cBBflaz —Ccy cBBflaz —co + cBBflAag
1 0 4
- 3+[z,o1{1 1“_4}
= 11.
| ]

Exemplo 4.6. Vamos analisar o tipo de perturbagio 2, supondo que no Ezxemplo 4.2

a coluna de A associada a x1, a1, (para a qual se obtém B7la; = { 1 }) € perturbada

0
L. 1
pela adigdo do vector Aay = { 1 } .

Solugao. Introduzindo a variavel zg, & qual se associa a coluna ag = a1 + Aai e o
coeficiente do gradiente da funcao objectivo cg = c1 = 2, obtém-se as igualdades

Bilas = Bila1—|—BflAa1

= Lol v =12
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CBBilag—CG [2,0] { 3 :| —2=2.

Como consequéncia, determinado o quadro simplex reduzido

T2 r3 T4 Te
@ | -2 -1 1 8
@ | 3 -1 1 2|12
3 3 2 2|16

e procedendo as operagoes de pivotagao, conducentes a tirar da base a variavel z1,
(que posteriormente é ignorada), obtém-se o quadro simplex reduzido 6ptimo.

X2 xrs3 X4
s | -1 —1/2 1/2 | 4
s 5 0 014
5 4 1|8

4.3.4 Adicao de uma nova actividade

Supondo que se pretende acrescentar uma nova actividade, xn41, & qual esta associada
a coluna de coeficientes tecnoldgicos an41 € o custo unitario c¢,+41, deve acrescentar-se
ao quadro a coluna

—1
Yp+1 _ B an+1
= —1
Zp+1 — Cntl ceBT ant1 — Cng1

Se Znt1 — cny1 < 0, entdo a solugdo corrente com z;,,; = 0 continua optima.?
Se zZn4+1 — cpg1 > 0, entdo xz,41 é candidata a entrar para a base e o método
simplex (primal) deve prosseguir.

Exemplo 4.7. Voltando ao Exemplo 4.2, vamos analisar a perturbagio provocada ao
acrescentar-se uma nova varidvel (xe) cuja coluna, na matriz dos coeficientes tecno-

l6gicos A, € ag = { ; } e a respectiva componente do gradiente da func¢do objectivo é
Ce = 4.

Solugao. Tendo em conta que

v - [12]]3]

cBB71a6—05 = cBBfl{
1
2

~ 20|

= —27

4Note-se que embora o exemplo que temos vindo a considerar seja um problema de maximi-
zagao, o estudo mais abstracto que estamos a fazer diz respeito a um problema de minimizagao.
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a partir do quadro simplex reduzido, apresentado no Exemplo 4.2, determina-se o
quadro simplex (para o problema modificado).

X2 I3 Ta Te
1 2 1 1 1 8

@ | 3 -1 1 [3]]|12

3 3 2 =216

Procedendo as respectivas operagoes de pivotagdo, com vista a determinacao da
nova solucao 6ptima, determina-se o quadro 6ptimo

i) xrs3 T4 X5
x| 1 4/3 2/3 —1/3| 4
xe | 1 —1/3 1/3  1/3 | 4

5 7/3 8/3 2/3 |24

do qual decorre a solugio 6ptima z* = (4,0,0,0,0,4)7. [ |

4.3.5 Adicao de uma nova restricao

A adi¢do de uma nova restrigdo é, precisamente, a operacao dual da adi¢do de uma
nova actividade.

Sendo ™'z < bm+1 & a™ Mz + Tnt+1 = bmt1, com zpp1 > 0, a restricao acres-
centada, onde a™ ! denota o vector linha dos respectivos coeficientes tecnologicos, as
matrizes béasica e nao basica passam a ser

, [ B 0 , [ N
Bl Y] ew =[]

+

+ m—+1

onde afy ™' e al™! correspondem aos subvectores de a™
as variaveis rp e TN.

Tendo em conta a forma de B’, facilmente se conclui que a sua inversa corresponde
a matriz

! associados, respectivamente,

=1 [ 371 0 T
B __—a’gHB*l 1_7
donde vem que
1 B! 01] N
BN = | —ap™'B™" 1 || ot }
| B™'N
T | —agT' BTN +att |
B,fl' v 1 [ B! o1 o
[ b1 | [ —aBT' BT 1| [ b
T B~
= i bm+1 _ayg+1B—1b )
o~ b ] B~
cp B L bm+1 ] = [e5,0] { bm+1 —a™tB1p }
= c¢gB7'b,
-1 B™'N
cg BTN —ceni = [CB7O]{ —amHBUIN 4t } —cN

= CBBilN—CN.
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Como consequéncia, obtém-se o quadro simplex

TN
T5 BTN B~
Tpp1 | Tt —aB TP BTIN | by —ap T BT
CBBilN — CN CBBflb

do qual se conclui, relativamente ao original, que a tGnica modificagdo susceptivel de
por em causa a optimalidade da solugao basica corrente diz respeito a

bmyr —a™ B 1.

e Se b1 —a™ BT > 0 °, entdo a solugdo basica corrente é 6ptima.

o Se b1 — a™ BT < 0, entdo recomenda-se a utilizacdo do método dual
simplex, com vista & obtencao da primal admissibilidade e, como consequéncia,
de uma solug¢ao 6ptima para o problema modificado.

Exemplo 4.8. Mais uma vez, recorrendo ao Exemplo 4.2, vamos analisar as alteragoes
provocadas no quadro simpler quando se acrescenta a restri¢do

r1+r2+r3 <31 +T2+ T3+ T6 =3,
com xe¢ > 0, e utilizar as técnicas pos-optimais recomendadas.

Solugdo. Tendo conta que bs = 3 e a® = [1,1,1,0,0], vem que

dy—akB N =l 0 -0 | T3 Tp )| =p2e
; 3 p-1 8
e ainda que b3 — ap B sz—[l,O]{ 12 }:5.

Como consequéncia, obtém-se (para o novo problema) o quadro simplex reduzido a
seguir indicado e, por aplicagdo do método dual simplex, o respectivo quadro 6ptimo.

10 ) X3 T4
| =2 -1 1 8
5 3 -1 1 12
ws | 3 2 [-1]] -5
3 3 2 16
2° T2 T3 Te
T1 1 1 1|3
Ts 6 1 1 7
T4 | =3 =2 —-115
9 7 216

|

Este tipo de anéalise poés-optimal (relativamente & adigdo de restrigdes) pode ser

utilizada na resolucao de problemas de programagado inteira com uma técnica que
usualmente se designa técnica dos cortes (fraccionais) de Gomory.

5Nestas condigdes, a solugdo basica 6ptima (anteriormente obtida) ndo viola a nova res-
tricdo, o que implica que se mantenha 6ptima para o problema modificado (porqué?).
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4.4 Cortes de Gomory em programacao inteira

Muitos problemas praticos sao representados por modelos de programagao linear com
a restricao adicional de que as varidveis apenas podem tomar valores inteiros. Uma
tentativa de resolver o problema de optimizagao

(P) min{cTz : Az = b,z >0,z € Z"},

counsiste em ignorar a restricdo que impoe que as variaveis s6 podem tomar valores
inteiros, na expectativa de que a solugdo Optima a encontrar (para este problema
relaxado) satisfaga essa restrigao. No caso de tal nao acontecer, supondo que o quadro
optimo é o que a seguir se apresenta,

:Z?Nl e :L’Nk e :L’Np
T By Y11 N Y1k . Yip b1
B, Yrl .. Yrk .. Yrp b,
T B,, Ym1 A Ymk A Ymp b
=T
21—CN, ... Zk—CN, .- Zp—CN, cgB™'b

sabe-se que pelo menos um dos termos independentes nao é inteiro e que Ax = b é
equivalente aos sistema de equagoes

p
:cBl.—b-E yiijj:bi7 i=1,...,m,
j=1

onde os coeficientes y;; sdo os que constam no quadro. Denotando por |« o maior
inteiro nao superior a « (ou seja, |«| denota a parte inteira de a), supondo que by
nao é inteiro (i.e., que a variavel béasica g, nao tem um valor inteiro) e reescrevendo
a r-ésima equagao, tal como se indica

e, + 251 (Y] + (s — lyrs ))an, = [br] + (br — [br])

e, + 20 lyrjlon; = [be] = (0r = [br]) = X8 (s — Lyrs Dany,

podemos concluir que o novo termo independente € inteiro, qualquer que seja a solucao
admissivel com componentes inteiras.
Porém, uma vez que o termo independente

P

(br = b)) =D (yrs — Lyrs)an,

j=1

é inferior a 1 (dado que by — [br] < 1, yrj — |yrj] > 0 e an, >0 paraj=1,...,p), as
solugoes admissiveis (com componentes inteiras) devem satisfazer a nova restrigao:

(B — b)) = X7, (g — Lyes)zn, <0

=Y, (s = Ly Dy < = = [B,)-
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Desta forma podemos concluir que a nova restri¢do corta a regido admissivel do
programa relaxado, pelo que a sua adigdo ao conjunto de restrigoes iniciais a vai
“apertar” e, eventualmente, alterar a solucao éptima corrente. Por aplicacao da técnica
pos-optimal anteriormente referida (associada a adigdo de uma nova restri¢ao) pode
facilmente determinar-se uma solu¢ao 6ptima (para o problema relaxado) que satisfaga
a restricao que acabamos de introduzir.

A aplicagao sistematica deste procedimento designa-se por técnica dos cortes (frac-
cionais) de Gomory e conduz-nos a obtencao de uma solugdo 6ptima para o problema
de optimizagio (P).°

Exemplo 4.9. Vamos resolver o problema de optimiza¢ao:
min{z1 + x2 : 1 + 222 > 3,321 + x2 > 3, x1,22 > 0 € x1, 22 € Z},
utilizando a técnica dos cortes de Gomory.

Solugao. Resolvendo o problema relaxado, a partir da solucao béasica admissivel inicial
(z1,22) = (3,0), obtém-se:

1° T2 xs3 2° T4 T3

| 2 13 1 | =2/5  1/5 | 3/5

T4 316 x| 1/5 —3/5|6/5
1 -1]3 ~1/5 —2/5 | 9/5

Uma vez que a solugdo 6ptima encontrada nao tem componentes inteiras, vamos selec-
cionar uma variavel nao inteira (por exemplo x1) e gerar o corte associado a equagao
do quadro

w1 — 2zt ies=2o 2 —(0+ D)za+ 0+ Das =0+ 2) @ o1 =2 + 2ay — Las.
Como consequéncia obtém-se o corte

3., 2 1 2 1 _ 3
E"_Ex‘l 31’5§0<:>3504 gZC3+I5— 5,:0520.

Adicionando ao problema inicial a nova restrigdo, obtém-se o quadro

TN
TB BN B~

x5 | aX —abB7IN | b3 —abB7 b
CBBle— CN CBBflb

onde a3 = (2, —1], a% =10,0] e b3 = —2, pelo que se obtém
ay —apB'N=1[2—-2]ebs—apB 'b=—2.

Nestas condigoes, por aplicagao do método dual simplex, obtém-se os quadros:

3¢ T4 T3 4° T4

T | 2 /5 /5| 3/5 1] 0 1]0
o | 1/5  -3/5| 6/5 z2 | -1 —3|3
as | 2/5 |-1/5 || -3/5 x3 | -2 —53

15 -2/5] 9/5 T —2]3

A partir do quadro simplex 6ptimo obtido (o 4°), conclui-se que (z1,z2) = (0,3) é
uma solucao 6ptima para o problema inicial.

6Estes problemas sdo usualmente designados, na literatura, por problemas de programagio
linear inteira.
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4.5 Exercicios

Exercicio 4.1. Escreva os duais dos sequintes problemas de programagao linear:
1 max{cTz: Az =0 A"z >V x>0}
2. min{c"x : Az < b};
3. min{y"b:yTA <y >0};
4. max{cTz+c"Tz" Alx’ + A"z" < bz’ > 0}.
Exercicio 4.2. Prove que o dual do dual de um programa linear é o primal.
Exercicio 4.3. Considerando o programa linear primal na forma candénica
min{c’z : Az > b,z > 0},

prove que se eriste um par de solugoes ™ e y* admissiveis, respectivamente, para o
primal e para o dual, satisfazendo a complementaridade de “slacks”; i.e., y*T(Ax* -
b) = (¥ —y*TA)x* = 0, entdo estas solugdes sdo Optimas, respectivamente, para o
primal e para o dual.

Exercicio 4.4. Considere o programa linear (P) min{c"z : Az = b,z € X}, que o
conjunto X = {x € R" : Bx > d,x > 0} é um politopo e que {x € R" : Ax = b,z €
X} #0.

1. Prove que o programa
max,{w? b+ min{(c’ —wTA)z:2z e X}

equivale ao dual de (P) 7 .

2. Denotando por x*,...,xP, os vértices de X, prove que o problema determinado

na alinea anterior se pode transformar no problema 8

max z
sca z2<wib+ (T —wTA)x?, paraj=1,...,p.
z, w nao restringidos.

Exercicio 4.5. Considere o programa linear (P):

min 21 + 2z

s.a —2x1 + T2 >
X1 — 2$2 Z 1
Z1, X2, Z

1. Determine o quadro simplex associado & solug¢ao bdsica nao admissivel { 21 } =
2
0
L
2. Formule o dual de (P).

3. Aplicando o dual simplezx ao quadro obtido em 1 verifique (justificando) se o dual
de (P) tem solugdo dptima finita.

7Sugestdo: construa o dual de (P), (D), nas varidveis w e y e, para cada w (fixo), considere
o dual de (D).
8Este tipo de decomposi¢do é conhecida por decomposicdo de Benders.
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Exercicio 4.6. Considere o programa linear min{c"z : Ax < b,z > 0}, onde ¢ =
[-2,1, —1] e o quadro simplez reduzido dptimo que lhe estd associado (no qual x4 e x5
sao varidveis de desvio)

5 2 1 1 10
-3 -1 -2 -12

1. Sabendo que pretende modificar c, fazendo
' =[-2,1,-1]+ A[L,1,2],

determine o intervalo de valores de A para 0s quais a solugdo bdsica corrente se
mantém optima.

2. Sabendo que a coluna de A associada a T2 { ; }, passou para { g }, verifi-

que se as condigdes de optimalidade associadas & solugao bdsica corrente foram
alteradas.

8. Considerando que ao problema original se acrescentou a restrigdo
T1 +4x2 <7,
determine a respectiva solu¢ao dptima para o problema modificado.

Exercicio 4.7. Considere o programa linear (P):

min  br1 + 2x2 + 4xs

s.a. 3r1 + x2 + 2x3 > 5
6ry + 3x2 + bxs > 10
I, T2, xrs3 2 0.

1. Escreva o problema dual (D) e resolva-o, aplicando o método simplez.

2. A partir da solugdo dptima obtida para (D), determine uma solugdo dptima para
(P), utilizando o teorema da complementaridade entre as solugoes dptimas do
dual e do primal.
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Capitulo 5

Redes e Grafos

A origem da teoria dos grafos é, em geral, associada ao problema das sete pontes
de Konisgberg (cidade da Prussia Oriental que agora se designa por Kaliningrad).
Parte desta cidade localizava-se em duas ilhas do rio Pregel ligadas entre si por uma
ponte e as margens por 6 pontes. Umas das ilhas estava ligada por duas pontes a
cada uma das margens do rio e a outra tinha uma ponte para cada margem. Consta
que os habitantes gostavam de dar passeios de modo a atravessar todas as pontes e
que alguns andavam particularmente aborrecidos pelo facto de nao encontrarem um
trajecto (com partida e chegada a um mesmo lugar) que lhes permitisse atravessar
apenas uma vez cada uma das pontes. O matematico suigo Leonhard Euler (1707-
1783) tomou conhecimento deste problema e resolveu-o (indicando a impossibilidade
de existéncia de um tal percurso), numa memoria que publicou em San Petersburgo em
1736. Problemas com ingredientes semelhantes foram posteriormente abordados por
outros matemaéaticos como é o caso do matematico irlandés Sir William Rowan Hamilton
(1805-1865) que, por sua vez, propds um problema que designou por viagem & volta
do mundo que consiste em percorrer todos os vértices de um dodecaedro (poliedro
regular com 20 vértices de grau 3 e faces pentagonais) passando uma tdnica vez em
cada vértice e com partida e chegada no mesmo vértice. Desde entao, muitos problemas
de natureza combinatoria tém sido modelados por grafos com abordagens que, por sua
vez, tém gerado novos conceitos e resultados combinatoérios de aplicagdo generalizada,
transformando a teoria dos grafos numa area da matematica contemporanea de intensa
investigagao.

Este capitulo inicia-se com o estudo dos conceitos e resultados fundamentais da teoria
dos grafos, seguindo-se os problemas métricos em grafos, o estudo dos grafos bipartidos,
arvores e florestas e e o estudo dos conjuntos independentes, cliques e coloragges.

5.1 Conceitos e resultados fundamentais

Um grafo G é um par de conjuntos (V, E), tal que V = V(G) = {v1,...,vn} é 0
conjunto dos vértices e E = E(G) é o conjunto das arestas, a cada uma das quais cor-
responde um subconjunto de V(G) de cardinalidade 2, i.e., E(G) = {e1,...,em}, com
er = {vk;,vx; }, para k € {1,...,m}. Um grafo diz-se simples se ndo existem arestas
paralelas (mais do que uma aresta entre os mesmos vértices) nem lacetes (arestas com
ambos os extremos no mesmo vértice). No caso dos grafos simples, por simplicidade
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de notagao, uma aresta entre os vértices = e y serd representada por xy.
— —
Um digrafo ou grafo orientado G é um par de conjuntos (V, A), tal que V =V (G) =
—

{x1,...,2n} € 0 conjunto dos vértices e A = A(G) C V x V & o conjunto dos arcos
—

(conjunto de pares ordenados de vértices). Dado um arco a = (z,y) € A(G), o vértice
x designa-se cauda de a e denota-se cau(a) e o vértice y designa-se por cabega de a
e denota-se por cab(a). Por exemplo, no caso do digrafo representado na Figura 5.1,
considerando o arco a4 = (z, 2), cau(as) = = e cab(as) = z.

Um digrafo diz-se simples se ndo tem nem arcos miltiplos (mais do que um arco entre
o mesmo par de vértices) nem arcos com ambos os extremos no mesmo vértice.
Neste texto, os grafos (digrafos) simples sao designados apenas por grafos (digrafos) e
os grafos (digrafos) com lacetes e/ou arestas paralelas por multigrafos (mmultidigrafos).
O namero de vértices e arestas de um grafo (digrafo) designa-se, respectivamente, por
ordem e dimensdo do grafo (digrafo).

Os grafos (digrafos) sao muitas vezes representados por figuras planas constituidas
por linhas (linhas orientadas) e pontos, as primeiras representando arestas (arcos) e
os segundos vértices. Como exemplo, na Figura 5.1 representa-se o grafo G de ordem
6 e dimensao 7 e o digrafo H de ordem 5 e dimensao 6.

1 €2 6 Y
a
L as, % Qg
a1 azg
L a3
v — z
H

Figura 5.1: Exemplos de grafo e digrafo.

—

Dado um grafo (digrafo) G (G), uma aresta (arco) diz-se incidente no vértice v, se
v € um dos seus extremos (a cauda ou a cabega do arco, no caso dos digrafos) e dois
vértices, x e y, dizem-se adjacentes se

vy € B(Q) ({(z,9), (y,2)} N A(G) # 0).

De agora em diante, sempre que os conceitos a introduzir sejam validos tanto para
grafos como digrafos, optaremos pela sua abordagem recorrendo, unicamente, & no-
tagao dos grafos (fazendo-se a respectiva passagem para digrafos, substituindo aresta
por arco).

Dados dois grafos G e G’, diz-se que G’ ¢ um subgrafo de G e que G é um supergrafo
de G’ quando V(G') C V(G) e E(G’) C E(G). Por sua vez, designa-se por subgrafo de
G induzido pelo subconjunto de vértices V' e denota-se por G[V’] o subgrafo obtido
de G ignorando o subconjunto de vértices V(G) \ V' e, consequentemente, as arestas
que lhe sdo incidentes. Por exemplo, na Figura 5.2 representa-se o subgrafo do grafo
G, representado na Figura 5.1, induzido pelo subconjunto de vértices {3,4,5,6}, ou
seja, G[{3,4,5,6}].

Designa-se por grafo completo (nulo) de ordem n e denota-se por K, (N,) um grafo
com n vértices dois a dois adjacentes (nao adjacentes, ou seja, sem qualquer aresta).
Por sua vez, designa-se por grafo complementar de um grafo G e denota-se por G um
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4

Figura 5.2: Subgrafo G[{3,4,5,6}] do grafo representado na Figura 5.1.

grafo com o mesmo conjunto de vértices de G no qual dois vértices sao adjacentes se
e s6 se ndo sado adjacentes em G.

Denotando por G, o conjunto de todos os grafos de ordem n e por Cp a relagao
binéria definida em G, tal que G1 Cp G2 se e s6 se G1 é um subgrafo de G2, é imedi-
ato concluir que P = (G, Cp) é um conjunto parcialmente ordenado. Neste conjunto
parcialmente ordenado, K, é o tnico elemento maximal € N,, o Gnico elemento mini-
mal. Adicionalmente, dado G' € G, \ {Nn, K, }, & claro que G e G nio sdo comparaveis.

Dado um grafo G e um vértice v € V(G) designa-se por grau ou valéncia de v e
denota-se por dg(v) o ntimero de arestas de G incidentes em v. O méaximo grau dos
vértices de G denota-se por A(G) e o minimo grau por 6(G). Um grafo diz-se p-regular
se todos os seus vértices tém grau p (no caso de p = 3 estes grafos também se designam
por ctibicos).

Tendo em conta que ao adicionarmos os graus de todos os vértices de um grafo
arbitrario, G, cada aresta conta duas vezes, com facilidade se conclui que

> da(v) = 2/E(G)| (5.1)

veV(G)

e, consequentemente, que », i ) da(v) = 0 (mod 2). Da igualdade (5.1) decorre
ainda que

56 < 229 < aa). (5.2)

n

No caso de um digrafo, 6, podemos separar o grau de um vértice v € V(E‘)) em
semi-grau incidente
dz(v) = {(@,v) € A(G)}]
e semi-grau emergente
dZ (v) = [{(v,2) € A(G)},

pelo que d(v) = d= (v) + d% (v), sendo também imediato concluir que

L) = Y dg(G).

veV(G) veV(G)

Como exemplo, o vértice x do digrafo ﬁ representado na Figura 5.1 é tal que dé (z)=1
e d% (x) = 2.
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O conjunto de vértices adjacentes a um vértice v designa-se por vizinhanga de v (ou
conjunto de vizinhos de v) e denota-se por N¢(v). Como consequéncia, é claro que
da(v) = [N (v)].

Dados dois grafos G e H, a unido de G com H denota-se por GU H e corresponde
ao grafo GUH = (V(G)UV(H), E(G)UE(H)) e a intersecgdo de G com H denota-se
por G N H e corresponde ao grafo

GNH = (V(G)NV(H),E(G)N E(H).

Com base nesta definigdo de unido e intersecgdo, podemos afirmar que um grafo G se
parte nos grafos G1 = (V1, E1),...,Gr = (Vi, Bx) se G = U<, Gj e GpNGq =
0 Vp # g, onde @ denota o grafo definido pelo par (0, 0).

Um grafo G diz-se conezo se ndo admite qualquer parti¢do para além da trivial (i.e,
G = GU ). Por sua vez, dado um grafo nao conexo G, um seu subgrafo diz-se uma
componente coneza (ou simplesmente componente) de G, se é um subgrafo conexo
maximal, no sentido em que sendo induzido pelo subconjunto de vértices V', Va €
V(G)\ V', o subgrafo G[V' U {z}] nao é conexo.

Designa-se por passeio num grafo GG, entre os vértices = e y, toda a sequéncia de vértices
e arestas da forma

r =V1,V102,0V2,...,Vk—1,Vk—-1Vk,Vk = Y,

com eventual repeticao de vértices e arestas. Neste caso, os vértices x e y designam-se
por vértices extremos do passeio (z por vértice inicial e y por vértice final). Um trajecto
num grafo GG entre os vértices x e y é um passeio entre x e y sem arestas repetidas
(podendo, no entanto, existir vértices repetidos). Um caminho entre os vértices z e y
é um trajecto entre x e y sem vértices repetidos. Os trajectos fechados (onde o vértice
final coincide com o inicial) designam-se por circuitos e os trajectos fechados, onde os
vértices inicial e final sdo os tGnicos que coincidem, designam-se por ciclos. No caso dos
grafos simples, os caminhos, trajectos, passeios, circuitos e ciclos podem representar-se
pela respectiva sequéncia de vértices.

A matriz de adjacéncia de um grafo G tal que V(G) = {v1,...,vn}, € uma matriz
n X n, Ag, tal que
1 seww; € E(G),
(Ae)is = { 0 caso contrario.
Por sua vez, a matriz de adjacéncia de um digrafo G de ordem n é uma matriz n x n,

Ag, tal que
1 se (vi,v;) € A(DG),

G 0 nos outros casos.

N
Exemplo 5.1. Considerando o grafo G e o digrafo H, representados na Figura 5.1,
vamos determinar as respectivas matrizes de adjacéncia.

Solugao.
01 0 0 0 1
0 -1 1 0 0
1 0 01 0O
1 0 0 10
0 0 0 1 01
Ag = e Agy = —1 0 0 1 1
01 1 0 1 0
0o -1 -1 0 1
0 0 0 1 01 0 0 1 1 0
1 01 0 1 0
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O

Teorema 5.1. Dado um grafo G e a sua matriz de adjacéncia Ag, denotando as en-
tradas da matriz A% por afj e por pij (k) o ndmero de passeios de comprimento k entre
os vértices v; e v; de G, podemos concluir que afj = pij(k) (e nestas condigées, note-
-se que as entradas da diagonal principal de a¥; correspondem ao numero de passeios
fechados de comprimento k que comegam e terminam no vértice v;, ou seja, pii(k)).

Demonstragao. Dado que o resultado é trivialmente verdadeiro para k = 0 (admi-
tindo que A% = I) e para k = 1, vamos fazer a prova por indugao sobre k. Assim, supo-
nha que o resultado se verifica para k, com k > 1, e considere a matriz AZ“ = Ak Aq.
Entao, qualquer que seja viv; € E(G),

aj;tt Z Qi rj = pr Jar; = pij(k +1).

O

Corolario 5.2. Um grafo G de ordem n é conezo se e somente se ZZ;; Ak > g,
onde J denota a matriz quadrada de ordem n com entradas unitdrias.

Demonstragao. Supondo que G é conexo, entdo existe um caminho (de comprimento
nao superior a n — 1) entre quaisquer pares de vértices, pelo que Vij € E(G) existe
k < mn—1 tal que ak > 1. Consequentemente, podemos concluir a desigualdade
STy AL > .

Rec1pr0camente supondo que a desigualdade 2271 A’c >J se verifica. Entao, Yv;v; €
E(G) existe k <n — 1 tal que af; > 1 e, uma vez que pfj = af;, podemos concluir que
existe pelo menos um passeio de comprimento ndo superior a n — 1 entre v; e v;. O

Denotando por ¢t o nimero de tridngulos, com base no Teorema 5.1, podemos
concluir ainda o seguinte:

1. tr(Aév)
. tr(A%) = 2IE( i
3. tr(A?g;) = 6t,
onde ¢r(A) denota o trago da matriz quadrada A, ou seja, a soma dos seus elementos

diagonais (que, como se sabe, é igual & soma dos respectivos valores proprios).

Lema 5.3. Qualquer que seja o valor préprio A da matriz de adjacéncia Ac,
—A(G) <A< A(G).

Demonstragao. Seja @ o vector proprio (que vamos supor de norma unitaria) as-
sociado ao valor proprio A e 4; a componente de @& com maior valor absoluto, entao

[Alls] = [Ais| = |Zj€NG(i) | < |A = |Zj€NG(i) %| Logo,

NESD SRLTEING) (53)

JENG(i)

O
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Pode acrescentar-se, ainda, que se o grafo G tem pelo menos uma aresta, entdo Ag
tem valores proprios positivos e negativos. O menor valor proprio é ndo superior a —1
e é igual a —1 se e s6 se todas a componentes conexas de G sao subgrafos completos.
Se G é conexo, entdao o maior valor proprio tem multiplicidade um (ou seja, é simples)
e o correspondente vector proprio tem componentes estritamente positivas.

A matriz de incidéncia aresta vértice de um grafo de ordem n e dimensao m é uma
matriz n X m, Bg, tal que

1  see; = v, para algum v, € V(G),
(Ba)ij = L
0  caso contrério.

Por sua vez, a matriz de incidéncia arco vértice de um digrafo de ordem n e dimensao
m ¢ uma matriz n x m, Bg, tal que

1 se a; = (vi,vg), paraalgum vy € V(a),
=
(Bglii=9 —1 se a;=(vk,v:), paraalgum vy € V(G),
0 se aj = (UP7U¢Z)7 € V; ¢ {’Up,’Uq}.

N
Exemplo 5.2. Considerando o grafo G e o digrafo H, representados na Figura 5.1,
vamos determinar as respectivas matrizes de incidéncia.

Solugao.
e1 ez e3 e4 e5 e er

1/71 1 0 0 0 0 0 oo dsoaa e s
21 0o 1 0 0 0 o w _11 (1) ? 8 g 8
3o o o 1 1 0 o v

BG:4 0 0 1 0 1 0 1 e Bﬁ::c 0O -1 0 1 1 0
500 0 0 0 0 1 1 v 8 8 _01 _01 _01 _11
6\0 1 0 1 0 1 0 z

Dado um grafo G, designa-se por grafo linha de G e denota-se por L(G) o grafo
que se obtém de G, considerando como vértices as arestas de G e como relagao de
adjacéncia entre os seus vértices a respectiva relagao de adjacéncia entre arestas. Assim,
dois vértices de L(G) sdo adjacentes se e s6 se as correspondentes arestas em G sao
adjacentes (ou seja, tém um vértice comum).

Exemplo 5.3. Vamos determinar a o grafo linha do grafo G representado na Fi-
gura 5.1.

Solugdo. Segue-se a representagao de L(G). O

Como consequéncia da defini¢ao de grafo linha, com facilidade se conclui que, dado
um grafo arbitrario G com m arestas,

B&Be = 2Im + Ara),

onde I,, denota a matriz identidade de ordem m.
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€2

€4 €6
€1

€5 €7

€3

Figura 5.3: Grafo linha do grafo G representado na Figura 5.1.

Teorema 5.4. Dado um grafo arbitrdrio G, com pelo menos uma aresta (caso con-
trdrio ndo faz sentido falar em grafo linha), os valores préprios de Apg) sdo néo
inferiores a —2. Adicionalmente, —2 € o menor valor proprio de Ay ) se e 56 se G
tem uma componente com pelo menos um ciclo com um nimero par de arestas ou pelo
menos dois ciclos com um niumero impar de arestas.

Demonstragao. Sendo Bg a matriz de incidéncia aresta vértice, vem
B&Be =21+ Apa).

Dado que Vo € R" 2" BEBgx = ||Bex||> > 0, podemos concluir que 21 + Ay gy ¢
semidefinida positiva e, consequentemente, Amin(Ar(e)) = —2. Supondo que G tem um
ciclo comprimento par formado pelas arestas ai,as,...,a2,, a0s quais correspondem
as colunas de Bg, 131,132, . ..Bgr, considerando o vector @ definido por & = —é4, +
(=1)2qy + -+ (=1)*""Yeq, , + (—=1)*"éq,,, obtém-se

2r
B&Bgii=B& Y (—1)’b; = B&O = 0.

j=1
Note-se que sendo a; = xy e aj+1 = yz,

(_1)j8j 4 (_1)j+18j+1 _ { ézA—|— éyA— éyA— éz’\: éx —Aéz, A se j é par; B
—€z — €yt ey + e, =—€y+ €;, caso contrario.

Logo, 4 € Ker(2I + Ap)) (onde Ker(A) denota o subespago nulo da matriz A) e,
consequentemente, 4 é vector proprio de Ay (g) associado ao valor proprio —2. Idéntica
conclusao se obtém na presenca de dois ciclos de comprimento impar, considerando o
vector definido por um passeio fechado de comprimento par obtido percorrendo cada
um dos ciclos, no caso de terem um vértice comum, ou cada um dos ciclos mais duas
vezes um caminho que os ligue, no caso contrario.

Reciprocamente, se —2 & valor préprio de Ap (g, sendo 4 um vector pertencente ao
correspondente subespago proprio, vem BE Bgti = 0 e uma vez que as colunas de BE
sao linearmente independentes, podemos concluir a igualdade Bgt = 0. Logo o vector
nulo é combinagao linear nao nula das colunas de Bg, o que corresponde a existéncia
de um ciclo com um nimero par de arestas ou dois ciclos na mesma componente com
um nimero fmpar de arestas. O

Designa-se por matriz laplaciana de G e denota-se por Lg, a matriz L = Dg—Ag,
onde D¢ denota a matriz diagonal diag(dg(vi),...,dc(vn)). Por sua vez, designa-se
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por matriz laplaciana sem sinal e denota-se por |Lg|, a matriz |Lg| = D+ Ag. E facil
concluir que Bng = D¢ + Ac e, atribuindo uma orientagdo arbitraria as arestas de
G, obtendo-se 5), BE:B% = Dg — Ag.

Dado um grafo G, com cc componentes conexas, designa-se por corte de G, todo
o subconjunto de arestas E' C E(G) tal que G — E’ (subgrafo de G com o mesmo
conjunto de vértices V(G), mas cujo subconjunto de arestas ¢ E(G) \ E’) tem cc + 1
componentes conexas. Adicionalmente, dados dois vértices de u,v € V(G), se existe
um caminho em G entre u e v e nao existe qualquer caminho entre v e v em G — E’,
entdao E’ diz-se um uv-corte.
Dado um subconjunto de vértices S C V(G), denota-se por 9(S) o corte definido
pelas arestas com um extremo em S e outro extremo em V(G) \ S. Por exemplo,
considerando o grafo G representado na Figura 5.1 e o subconjunto de vértices {1, 2, 3},
0({1,2,3}) = {e2,es,e4,e5}. No caso de um digrafo, ﬁ, dado um subconjunto de
vértices S C V(@), podemos dividir o corte 9(5) no subconjunto de arcos com cauda
em S e cabega em V(G) \ S que designamos por arcos para a frente e denotamos por
91 (S) e subconjunto de arcos com cabeca em S e cauda em V(G)\ S que designamos
por arcos para trds e denotamos por 9~ (S). Por exemplo, considerando o subconjunto
de vértices S = {u,z,y} do digrafo ﬁ, obtém-se 91 (S) = {as} e 07 (S) = {a1, a6} (¢
claro que 9(S) = 0T (S) U~ (9)).
Se Z é o vector caracteristico do subconjunto de vértices S C V(E‘)), ouseja, & € {0,1}"
é tal que

. { 1, seveES,
Ty = -
0, no caso contrario,

N
entao ETBﬁ = §T & um vector dos espaco dos arcos de H, tal que

+1, sea€dt(9);
Jo=1<¢ —1, seacd (S);
0, nos restantes casos.

Exemplo 5.4. Sendo T o vector caracteristico do subconjunto de vértices S = {u,x,y}

do digrafo H representado na Figura 5.1, vamos determinar 01 (S) e 07 (S), a partir
do vector i’TBﬁ.

Solugdo. Uma vez que 27 = [1,0,1,1,0], tendo em conta o Exemplo 5.2, obtém-se

-1 1 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0
#"Bz=[,0,,1,00| 0 -1 0o 1 1 0 |=[-1,0,0,1,0,—1]
0 0 0 0 -1 -1
0 0 -1 -1 0 1
Logo, 07 (9) = {a4} e 07 (S) = {a1,as}. |

5.2 Problemas métricos em grafos

Dado um passeio P de um grafo G, designa-se por comprimento de P e denota-se por
comp(P) o numero de arestas que o constitui. Por exemplo, uma aresta é um caminho
de comprimento 1 e um vértice é um caminho de comprimento 0. Por outro lado, um
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triangulo é um ciclo de comprimento 3.

Dado um grafo G de ordem n e dois vértices z,y € V(G), denotando por Pe(z,y) o
conjunto de todos os caminhos de G entre z e y, designa-se por distdncia entre vértices
de G a fungao

dg : V(G) X V(G) = {0,...,n—1} U{oc} (5.4)
@y) ~ do(ey) = { zifl{comp(P) : P € Pg(z,y)}, :g ggg:z; i 87

A partir das defini¢oes de grafo conexo e de componente conexa, podemos con-
cluir que um grafo é conexo se e s6 se tem uma Unica componente ou, em
alternativa, se e s6 se existe um caminho entre quaisquer dois dos seus vértices.
A maior distancia entre vértices de um grafo G designa-se por didmetro de G e
denota-se por diam(G), por sua vez, designa-se por cintura de G e denota-se por
9(G), o comprimento do ciclo de menor comprimento contido em G. Quando
G nao é conexo, diz-se que tem didmetro infinito e escreve-se diam(G) = oo e
quando é aciclico (i.e, ndo tem ciclos) diz-se que tem cintura infinita e escreve-se
9(G) = .

Teorema 5.5. Dado um grafo G, se 6(G) > 2, entao G contém um caminho P
e um ciclo C tais que comp(P) > §(G) e comp(C) > 6(G) + 1.

Demonstragao. Seja P = vy, ...,v; um caminho de maior comprimento em
G. Entao todos os vizinhos de vy estdo em P (caso contrario, P poderia ser
estendido para um vizinho e néo teria comprimento maximo). Logo,

comp(P) =k > dg(vi) > §(G).

Por outro lado, se v; é o vértice de menor indice em P tal que v;v;, € E(G),

entao v;, Vit1, - - -, Uk, v; € um ciclo de comprimento pelo menos §(G) + 1 (dado
que {v;, vit1,...,Vk} contém todos os vértices adjacentes a vk, cujo nimero é
ndo inferior a 6(G)). O

Um vértice v € V(G) diz-se central em G se a maior das distancias entre v
e os restantes vértices é a menor possivel. Esta distancia designa-se por raio de
G e denota-se por raio(G), pelo que raio(G) = min,cy (g max{dg(v,z) : = €
V(G)}. Com facilidade se conclui que raio(G) < diam(G) < 2raio(Q).

5.2.1 Problemas de caminho mais curto

Para grafos com custos ou pesos nas arestas, o custo de um caminho é igual a
soma dos custos ou pesos das suas arestas e 0 mesmo se passa no caso de grafos
orientados com custos (ou pesos) nos arcos. Em certas aplicagoes, porém, os cus-
tos referem-se a distancias entre vértices, pelo que, algumas vezes, designamos
o custo de um caminho como sendo o seu comprimento. Assim, neste contexto,
o caminho de custo minimo ou o caminho mais curto nao é necessariamente o
que tem menor nimero de arestas (no caso dos grafos) ou arcos (no caso dos
digrafos).



124 Redes e Grafos

Por exemplo, no grafo representado na Figura 5.4, existem trés caminhos en-
tre os vértices v1 e vg, cujos custos sdo os apresentados na Tabela 5.1. Conforme
se pode verificar, de entre estes caminhos, o caminho de custo minimo é o que
tem maior nimero de arestas.

caminho | nimero de arestas | soma de pesos
V1V2 1 5
V10302 2 5
V104V3V2 3 4

Tabela 5.1: Comprimentos dos caminhos entre os vértices v; e vo do grafo da
Figura 5.4.

Um grafo simples com custos nas ares- V4 9 s
tas representa-se pelo terno G = (V, E, W),
onde W = (w;;) denota a matriz de custos. ) 4 )

Nesta matriz, a entrada w;; corresponde ao
custo da aresta ij, se uma tal aresta existe,
ou w;; = oo se ij ¢ E(G). Adicionalmente, U1 5 U2
assume-se que w;; = 0 para cada i. Deste
modo, podemos lidar com o grafo como se
tratasse de um grafo completo, no qual as
arestas com custo infinito correspondem a arestas ausentes no grafo original.
Por exemplo, o grafo representado na Figura 5.4 tem como matriz de custos a
matriz:

Figura 5.4: Grafo com custos nas
arestas.

0 5 4 1
5 0 1 o
W= 4 1 0 2
1 0o 2 0

Quando todos os custos das arestas sao nao negativos, o algoritmo que fre-
quentemente mais se utiliza na determinacao de um caminho de custo minimo
entre dois vértices s e t é o algoritmo de Digkstra. A idea bésica deste algoritmo
consiste em agrupar num conjunto, sucessivamente mais alargado, os vértices a
menor distancia de s até se incluir nesse conjunto o vértice ¢, marcando-se tem-
porariamente os vértices que no passo corrente se consideram mais proximos de
s e mudando-se a marca temporaria de um vértice v para marca permanente
quando se obtém o caminho mais curto entre s e v. Na descricao deste algoritmo
vamos utilizar a seguinte notacao:

e Marca[v] — comprimento do caminho mais curto entre s e v, de entre os
caminhos ja determinados;

o Antecessor[v] — antecessor do vértice v no caminho mais curto entre s e
v, de entre os ja determinados;

e Temporarios — conjunto dos vértices com marca temporaria;
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e z — vértice com menor marca temporaria corrente que passa a ser perma-
nente.

Descrigao do algoritmo de Dijkstra.

1. Inicializacao das varidveis. Marcar inicialmente o vértice s com a marca
permanente 0 (uma vez que dist(s,s) = 0) e marcar todos os restantes
vértices com a marca temporéaria oo, ou seja, Marcals] < 0, Marcalv] —
00, para v # s, Tempordrios — V(G) \ {s} e z < s.

2. Para cada vértice v que nao tenha marca permanente, determinar uma
nova marca, conforme se indica:

Marcalz] + Wz, se Marca[v] > Marcalz] + w.y,
Marcalv] =

Marcalv), se Marca[v] < Marca|z] + w,y.
Observe-se que a desigualdade Marcalv] > Marca|z] + w,,, significa que
o caminho mais curto entre s e v, de entre os caminhos ja determinados,
passa pelo vértice z, ou seja, é o definido pelo (s, z)-caminho mais curto,
ao qual se junta a aresta (ou arco) zv. Neste caso, o antecessor de v é z,
ou seja, Antecessor|v] « z.

3. Determinar um novo vértice z de marca minima, de entre todos os vértices
com marca temporaria. Mudar a marca de z para marca permanente, ou
seja, Temporarios <« Tempordarios \ {z}.

4. Se z # t, entao voltar ao passo 2.

5. FIM — o comprimento de um caminho mais curto entre s e ¢t (dist(s,t)) é
igual a Marcal[t] e este caminho é o definido pela sequéncia de vértices

(s,..., Antecessor[Antecessor|t]|, Antecessor|t],t).

Exemplo 5.5. Utilizando algoritmo de Dijkstra, vamos determinar um caminho
mais curto (e a respectiva distdncia) entre os vértices vs e vs do grafo definido
pela matriz de distdncias:

U1 (%) V3 . Vs V6 Uy Us

Ny

1 0 12 oo o0 12 0o oo o©
ve | 12 0 13 oo 12 14 15 o©
v3|l oo 13 0 13 oo oo 11 15
W= vyl oo o0 13 0 oo oo oo 11
v | 12 12 o0 oo 0 15 oo o
v | oo 14 oo oo 15 0 13 oo
vr | oo 15 11 oo oo 13 0 12
vg \oo oo 15 11 oo oo 12 0
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Solugao. A Tabela 5.2 apresenta os valores obtidos durante a aplicagdo do
algoritmo de Dijkstra em cada um dos respectivos passos. Note-se que nesta
tabela, para cada vértice v, em cada passo determinamos um par

(Marcalv], Antecessor|v]),

onde Marca[v] corresponde a distdncia corrente ao vértice inicial que apa-
rece a negrito quando passa a permanente. Analisando a tabela, conclui-se que
dist(vs, vs) = 39 e que o (vs, vg)-caminho mais curto (que possivelmente néo é

unico) é o determinado pela sequéncia de vértices vsvov7vs. O
Us U1 U2 U3 Vg Vg U7 Ug
(07_) (OO,—) (007_) (007_) (OO,—) (007_) (007_) (007_)
(127 V5) (12, U5) (OO, _) (OO, _) (157 ’U5) (OO, _) (OO, _)

(127 V5) (OO, _) (OO’ _) (157 U5) (OO, _) (OO’ _)
(25,v2)  (co,—) (15,vs) (27,v2) (o0,—)

(25,v2) (o0, —) (27,v2)  (00,—)

(38, ’1}3) (277 Vz) (407 ’Ug)

(387 V3) (397 ’U7)

Tabela 5.2: Determinacao de um caminho mais curto entre os vértices vs e vg,
por aplicacao do algoritmo de Dijkstra.

Us 15 U6 13 v7 12 Us
15
12 12 14 19 11 11
U1 12 U2 13 U3 13 (2

Figura 5.5: Grafo do Exemplo 5.5.

A determinagdo do caminho mais curto entre dois vértices pode ser esten-
dida a determinacao do ciclo de comprimento minimo de um grafo, ou seja, a
determinacédo da sua cintura g(G). Com efeito, para qualquer aresta uv € E(G)
podemos determinar o caminho mais curto entre u e v no grato G — {u, v} (caso
exista). Juntando a este caminho a aresta wv, obtém-se um ciclo de G de menor
comprimento de entre os que contém wuv. Assim, denotando por Cy, um ciclo
de menor comprimento de entre os ciclos que contém uv,

9(G) = min{comp(Cyy) : wv € E(G)}.
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5.3 Grafos bipartidos, arvores e florestas

Um grafo G diz-se bipartido se existe uma parti¢do do seu conjunto de vértices
em V' e V" tal que ndo existem arestas entre qualquer par de vértices de V'
nem entre qualquer par de vértices de V”. Um tal grafo bipartido é usualmente
representado por G = (V/, V" E), onde FE denota o respectivo conjunto de
arestas. Quando |V'| =m, |[V"|=neVz e V' Yy e V" zy € E(Q) este grafo
designa-se por grafo bipartido completo e denota-se por K.

Teorema 5.6. Um grafo € bipartido se e s6 se nio tem circuitos de comprimento
mpar.

Demonstragao. Se G = (V', V", E(G)) é um grafo bipartido, entao é claro que
todos os circuitos tém comprimento par. Com efeito, uma vez que tanto em V’
como em V" ndo existem vértices adjacentes, partindo-se, por exemplo, de um
vértice em V’, de cada vez que se passa para V", para se obter um circuito, tem
de se voltar a V’ na aresta seguinte, pelo que qualquer circuito tem comprimento
par.

Reciprocamente, suponha que GG nao tem circuitos de comprimento impar. Uma
vez que um grafo é bipartido se e s6 se cada uma das suas componentes constitui
um subgrafo bipartido, podemos supor, sem perda de generalidade, que G é
conexo. Considere um veértice arbitrario z € V(G) e seja V' = {w € V(G) :
de(z,w) € impar}. Nestas condigdes ndo existem arestas que liguem vértices
de V' (caso contréario existiriam circuitos de comprimento impar). Por outro
lado, como todos os vértices de V(G) \ V' estdo a uma distancia par de z (em
particular z estd a uma distancia 0 dele proprio), ndo existem vértices adjacentes
em V(G)\ V' (uma vez que, por razdes idénticas as anteriores, em tais condigdes,
existiriam circuitos de comprimento impar). Logo, fazendo V”? = V(G) \ V'
obtém-se uma biparticdo para G, dada por G = (V', V" E(G)). O

Os grafos conexos aciclicos (i.e, sem ciclos) designam-se por drvores e cons-
tituem uma classe especial de grafos bipartidos. Por sua vez, designa-se por
floresta todo o grafo aciclico, pelo que uma floresta é um grafo cujas componen-
tes sao arvores.

Teorema 5.7. Sendo G um grafo, sao equivalentes as sequintes proposigoes:
1. G é uma drvore.
2. G € conexo e tem |V (G)| — 1 arestas.

3. G nao tem circuitos, mas acrescentando-se uma aresta a G resulta um
unico circusto.

Demonstragao. Para provar a implicagao 1 = 2, dado que uma arvore é um
grafo conexo, basta provar que se G € uma arvore, entao tem |V (G)|— 1 arestas,
para o que vamos utilizar induc¢do sobre o nimero de arestas de grafos que
definem arvores. Seja Gy, uma arvore com k arestas. Para k = 1, |[V(G1)| = 2,
pelo que o resultado se verifica. Suponha que o resultado é verdadeiro para k > 1
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e considere a arvore Gy1. Dado que G471 ndo tem circuitos, existe pelo menos
um vértice, v, com grau 1. Considerando o subgrafo obtido de G41, retirando-
se o vértice v (e consequentemente a aresta que lhe é incidente), determinamos
um grafo Gy que continua a ser uma arvore (uma vez que permanece COnexo
e sem circuitos). Logo, por hipotese de inducdo, |E(Gg)| = |V(Gg)| — 1. Dado
que |V(Gg+1)| = |V(Gi)| + 1 conclui-se que Gyt tem |V (Gri1)| — 1 arestas,
completando-se assim a prova da implica¢ao 1 = 2. A prova das implicagoes 2
= 3 e 3 = 1, fica como exercicio. O

Teorema 5.8. Um grafo G é uma floresta se e so se
|E(G)| = V(G| + cc(G) = 0,
onde cc(G) denota o nimero de componentes de G.

Demonstragao. = A prova da condi¢do necessaria vai ser feita por indugao

sobre o numero de arestas de GG, tendo em conta que o resultado se verifica
trivialmente para |E(G)| = 0.
Suponha |E(G)| > 0 e que o resultado se verifica para todas as florestas
com menos do que |E(G)| arestas. Seja G’ um subgrafo de G obtido por
eliminagdo de uma aresta arbitraria. Logo G’ é uma floresta com |E(G)|—1
arestas, V(G)| vértices e cc(G) + 1 componentes. Por hipdtese de indugao,
aplicada a G,

0= |B(G)|=[V(G)|+¢(G) = |E(G)|=1=|V(G)|+cc(G)+1 = |E(G)|=[V(G)|+cc(G).

< Suponha que G tem p componentes, G1, ..., G, pelo que |E(G)|—|V(G)|+
p=225— (|E(G))] = [V(G))| +1). Entdo

IEG)| = IV(@)|+p=0 & Y (B(G) - V(Gj)+1)=0

j=1
e, uma vez que Vj € {1,...,p} |E(G;)| —|V(G;)|+ 1> 0, conclui-se que
Vi€ (L. p} |B(G)| = V(G +1=0.

Consequentemente, de acordo com o Teorema 5.7, todos os grafos G, com
j€{1,...,p}, sdo arvores.
O

Deste teorema decorre que todo o grafo G tal que |E(G)| > |V(G)| contém
pelo menos um circuito.

Dado um grafo conexo G, designa-se por arvore abrangente ou de suporte de
G todo o subgrafo de G que é uma arvore e contém todos os vértices de G.

Teorema 5.9. Todo o grafo conexo tem uma drvore abrangente.
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Demonstragao. Seja G um grafo conexo. Se G nao tem circuitos entao, por
defini¢ao, é uma arvore e o resultado verifica-se. Suponha que G tem um circuito.
Entao retirando uma aresta a esse circuito o grafo mantém-se conexo (porqué?).
Repetindo este processo, ao fim de um nimero finito de arestas eliminadas,

obtém-se uma arvore abrangente (uma vez que o conjunto de vértices nao foi
alterado). O

5.3.1 Arvores abrangentes de custo minimo

No caso de grafos com custos nas arestas, o custo de wm subgrafo corresponde
ao custo determinado pela soma dos custos das respectivas arestas. Em muitas
aplicagoes, é frequente a determinacao de arvores abrangentes de custo minimo.
Por exemplo, supondo que se pretendem ligar n cidades por intermédio de uma
rede de telecomunicagoes, e que se conhecem os custos de ligagao de cada par de
cidades, a determinagao dos pares de cidades que se devem ligar com o menor
custo, mas de modo que seja possivel o estabelecimento de uma ligagao entre
quaisquer cidades, corresponde & determinacao de uma arvore abrangente de
custo minimo. Os algoritmos mais populares para a determinacao de arvores
abrangentes de custo minimo, sdo o algoritmo de Kruskal (que é um algoritmo
guloso, greedy na terminologia inglesa) e o algoritmo de Prim (que escolhe o
vizinho mais préximo).

Algoritmo de Kruskal

O passo basico do algoritmo de Kruskal, aplicado a um grafo G com custos nas
arestas, consiste na escolha sucessiva de uma aresta com custo minimo e na sua
posterior eliminagdo, obtendo-se uma versao modificada do grafo original. Uma
vez determinado um subconjunto de arestas S C E(G) com menor custo e que
ndo formam um ciclo, determina-se uma aresta e de custo minimo em E(G)\ S
tal que S U {e} continua a ndo formar um ciclo (note-se que a aresta de custo
minimo que é analisada é eliminada do grafo modificado, independentemente
de ser ou nao escolhida para S). Este procedimento é repetido até se obterem
|[V(G)| — 1 arestas ou até ndo existirem mais arestas no grafo modificado (neste
ultimo caso, conclui-se que o grafo original nao é conexo). Segue-so o algoritmo
de Kruskal, cujos dados de entrada sao o grafo G e a funcao de pesos nas arestas
w.

e Algoritmo de Kruskal(G,w)
1. Ordenar as arestas de G, E(G) = {e1,...,en} de tal forma que
wler) < ... <w(ew);
2. Fazer V=V(GQ), E°=0¢e k =0;
3. Se (V, E¥ U{ej4+1}) ndo tem circuitos,
(a) entdo E*t = EF U {epy1);
(b) sendo EFt1 = E¥;
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4. Se |[EM < |V]-1lek<m,
(a) entdo k < k + 1 e voltar ao passo 3
(b) sendo, se k < m,
i. entdo devolver o grafo (V, E¥*1);

ii. caso contrario, G nao é conexo;

e Fim do algoritmo.

O teorema que se segue, mostra que o algoritmo de Kruskal determina uma
arvore abrangente de custo minimo de um grafo conexo com custos nas arestas.

Exemplo 5.6. Vamos determinar um drvore abrangente de custo minimo do
grafo G com custos nas arestas, definido pela matriz de custos

1 o~ 10 8 3

1 0 13 10 6 4

oo 13 0 15 oo 4
We=110 10 15 © 9 ool

8 6 oo 9 0 7

3 4 4 o~ 7 0

utilizando o algoritmo de Kruskal.

Solugao. O primeiro passo do algoritmo consiste na ordenagao das arestas de
G. Vamos assumir que, como resultado desta ordenacao, se obtém: e; = viva,
€2 = U1Vg, €3 = V2Vg, €4 = V3V, €5 = VU5, €6 = UsVg, €7 = V1Us5, €8 = V4Us,
€9 = V1V4, €10 = V2V4, €11 = V2V3 € €12 = U3V4.

Segue-se uma tabela, onde se pretende descrever cada um dos passos resul-
tantes da aplicacao do algoritmo.

k| ek w(eg) | Insere e? Arvore

1| vivs 1 sim {viv2}

2 | v1vg 3 sim {v1v2,v106}

3 | vavg 4 nao

4 | v3vg 4 sim {v1v2, V106, V36 }

5 VU5 6 sim {1}1’02, V1Vs, U3Vs, 1)2’05}

6 V5Vg 7 nao

7 | vivs 8 nao

8 | v4vs 9 sim {v1v2, V106, V36, V25, V4U5 }

Note-se que o algoritmo termina, apos a inser¢ao da quinta aresta. Na Figura 5.6,
representa-se o grafo G e a arvore abrangente de custo minimo obtida. O

Teorema 5.10. Se G é um grafo conexo, entio o algoritmo de Kruskal deter-
mina uma drvore abrangente de custo minimo.
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Vs 9 U4
6
1
( U1 v U3
3
4
U6
G T

Figura 5.6: Grafo G do Exemplo 5.6 e arvore abrangente de custo minimo T'
(obtida pelo algoritmo de Kruskal).

Demonstragao. Uma vez que ¢é imediato concluir que o algoritmo de Kruskal
determina uma arvore abrangente (no caso de grafos conexos), apenas vamos
mostrar, por redug¢ao ao absurdo, que esta arvore tem custo minimo.

Sem perda de generalidade, vamos supor que ap6s Ordenar(E(G))(que ordena as
arestas segundo os respectivos custos), se verifica w(e1) < w(ez) < -+ < w(em).
Suponha que a arvore i determinada pelo algoritmo de Kruskal, nao é optima
(ou seja, ndo tem custo minimo) e seja 7 uma arvore abrangente éptima tal
que T e T tém as mesmas arestas com indices ndo superiores a k — 1 e que
k € o maior indice nesta condigoes. Entao, ey ¢ a proxima aresta a considerar
para (eventual) inser¢do no conjunto de arestas que vao formar 7'. Sem perda de
generalidade, suponhamos que ey, é inserida em T (ou seja, nao forma qualquer
ciclo conjuntamente com as arestas anteriormente inseridas) e é tal que e ¢
E(T). Logo, E(T)U{ek} contém um ciclo C que, necessariamente, contém uma
aresta e que ndo pertence a E(T) e é tal que w(e) > w(ey,). Consequentemente,
substituindo E(T) por (E(T)\ {e}) U {ex} obtém-se uma &rvore abrangente 7"
de custo nao superior ao custo de T'.

1. Se w(e) > w(eg), entdo T’ tem custo inferior ao de T, o que é absurdo,
uma vez que, por hipétese, T' é uma arvore éptima.

2. Se w(e) = w(ek), entdo T’ tem custo igual ao de T, o que também é ab-
surdo, uma vez que T” tem pelo menos as k primeiras arestas coincidentes
com as de T' (em contradi¢do com a defini¢do de T).

Como consequéncia, podemos concluir que 7' é uma arvore abrangente 6ptima.
O
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Algoritmo de Prim

O algoritmo de Prim, também conhecido por algoritmo do vizinho mais prozimo,
aplicado a um grafo G, comega com um vértice arbitrario u € V(G), a partir do
qual se escolhe a aresta de custo minimo uv, de entre as que lhe sao incidentes,
com a qual se forma o conjunto corrente de arestas candidatas a incluir na
arvore abrangente de custo minimo. Sendo Arvore o subconjunto corrente de
arestas da arvore abrangente de custo minimo e 7" o respectivo subconjunto de
vértices, determina-se a aresta de custo minimo, de entre as arestas do corte
d(T) que, conjuntamente com as arestas em Arvore, nao forma qualquer ciclo.
Este procedimento é repetido, até nao ser possivel incluir em Arvore qualquer
aresta adicional.

Exemplo 5.7. Vamos determinar uma drvore abrangente de custo minimo,
para o grafo do Exemplo 5.6, por aplicagdo do algoritmo de Prim.

Solugao. Seja vz, por exemplo, o vértice inicial, pelo que T' = {v3} e Arvore =
(. Depois de iniciadas as diferentes variaveis, na tabela a seguir, para cada vértice
v; € V\ T apresenta-se «; (o vértice mais proximo de v; de entre os vértices da
arvore corrente T') e 3; (a distancia entre v; e a arvore T', ou seja, o custo da
aresta o;v;).

i |1 2 4 5 6
2 CRICE! U3
Bi oo 13 15 oo 4

Seguem-se as tabelas de valores obtidos ao longo das cinco iteragoes necessarias
para a determinacao da arvore abrangente de custo minimo, por aplicacao do
algoritmo de Prim.

1. O menor valor de (; é B = 4. Logo, inserimos o vértice vg em T e a
aresta v3vg na arvore. Como consequéncia, T' = {vs, v}, Arvore = {vsvg}
e obtém-se:

7 1 2 4 5
Q5 Vg V6 V3 V6
B, |3 4 15 7

2. Neste caso, o menor valor de 3; é 51 = 3. Logo, T = {v1, vs, vs}, Arvore =
{v3ve,v106} € obtém-se:

) 2 4 5
Q; | V1 U1 Vg

B | 1 10 7

3. O menor valor de §3; é B2 = 1. Logo, T = {v1,v2,v3,v6}, Arvore =
{")31)67 V1Vg, 'Ulvz} e obtém-se:
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il4 5
Q; | U1 U2
3. 110 6

4. O menor valor de §; é 32 = 6. Logo, T = {v1,v9,v3, 05,06}, Arvore =
{US'UG; V1Ve, V102, U2U5} €

) 4
(67} Vs
Bi| 9

5. Tendo em conta a dltima tabela obtida, conclui-se que o vértice vs é o
vértice da drvore mais proximo de v4. Logo, obtém-se a arvore abrangente
de custo minimo: T = V(G) e Arvore = {vsvg, v1Vg, V102, V2Us, V4Us }.

Note-se que, embora as arestas tenham sido inseridas por uma ordem distinta,
a arvore abrangente de custo minimo obtida pelo algoritmo de Prim é a mesma
que foi obtida pelo algoritmo de Kruskal. No caso geral, porém, quando existem
varias arvores abrangentes 6ptimas, nem sempre os algoritmos de Kruskal e de
Prim produzem a mesma arvore abrangente de custo minimo. |

Em geral, ¢ dificil dizer qual é o melhor algoritmo, de entre os algoritmos
de Kruskal e de Prim. Na pratica, porém, verifica-se que o algoritmo de Prim é
mais rapido para grafos de ordem pequena e dimensao elevada e o algoritmo de
Kruskal comporta-se melhor para grafos de ordem elevada e com poucas arestas.

5.4 Exercicios.

Exercicio 5.1. Dado um grafo G de ordem n > 2 prove que
1. Fz,y € V(G) tal que x £y A dg(x) =da(y);
2. o numero de vértices de grau impar € par.

Exercicio 5.2. Sabendo que uma bola de futebol € fabricada unindo pentdigonos
e hexdgonos regulares, de tal forma que cada pentagono é cosido a cinco hexdgo-
nos e cada hexdgono a trés pentagonos e trés hexdagonos, alternadamente, diga
se o numero de pentdgonos € par ou impar.t

Exercicio 5.3. Determine o nimero de arestas do grafo bipartido completo
K.

Exercicio 5.4. Determine o nimero de arestas de um grafo conexo G, com
apenas dois circuitos, sabendo que |V (G)| = n.

1Este problema foi motivado por um outro (um pouco mais complicado, mas muito inte-
ressante) publicado em [4].
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Exercicio 5.5. Sabendo que um grafo tem dimensao m e ordem n, determine
a dimensao do complementar.

Exercicio 5.6. Dado um grafo G, prove as desigualdades: raio(G) < diam(G) <
2raio(G).

Exercicio 5.7. Prove as implicagoes 2 = 3 e 3 = 1 do Teorema 5.7.

Exercicio 5.8. Dado um grafo G, prove que se |E(G)| > |V(G)|, entdo G tem
pelo menos um circuito.

Exercicio 5.9. Prove que a noc¢ao de distdncia entre vértices € uma métrica.

Exercicio 5.10. Dada uma matriz quadrada A, denote-se o trago de A (ou
seja, a soma dos seus elementos diagonais) por tr(A), o menor e o maior valor
proprio de A por Apin(A) € Aoz (A), respectivamente, a matriz quadrada com
entradas todas iguais a unidade por J e a matriz identidade de ordem n por I,.
Tendo em conta esta notagio e sendo G um grafo arbitrdrio tal que V(G) =
{v1,...,0n}, prove cada wma das afirmagoes:

1. tr(A%) € igual a 6t, onde t denota o numero de tridngulos em G.

2. diam(G) < k se e s6 se Zf:o At > J, onde A° = I,, e a desigualdade é
considerada componente a componente.

Exercicio 5.11. Dado um digrafo G tal que V(@) = {z1,...,2n}, prove a

igualdade BaB% = Dy — Ag, onde D = diag(dg(x1), ..., dc(zn)).

Exercicio 5.12. Prove cada uma das desigualdades (6.14).

Exercicio 5.13. Determine os caminhos mais curtos entre cada par de vértices
do multidigrafo definido pela sequinte matriz de custos nas arestas:

0 2 o 1 oo ™
oo 0 1 8 oo o™
2 oo 0 oo oo 2

W:oooooo()l()oo’
oo 4 oo oo 0 2
oo 6 1 oo 3 0

utilizando o algoritmo de Dijkstra.

Exercicio 5.14. Determine os caminhos mais curtos entre cada par de vértices
do grafo definido pela seguinte matriz de custos nas arestas:

0 1 oo 5 4 13
1 0 3 7 3 1
© 3 0 12 oo 14

We=145 712 0 9 ool
4 3 o0 9 0 7
131 14 oo 7 0

utilizando o algoritmo de Dijkstra.



5.4 Exercicios.

Exercicio 5.15. A exploragao de uma determinada rede de transportes obriga
a garantir um conjunto de ligagdes regulares (ida e volta) entre pares de cida-
des de modo a permitir o transporte de passageiros (com eventuais mudangas
de autocarro em pontos intermédios) entre quaisquer duas cidades da tabela a

sequir, onde se indicam as distdncias entre pares de cidades.

2 3 4 5 6 7 8

1. Beja 507 348 141 372 183 454 144
2. Braga 166 621 256 357 49 388
3. Coimbra 462 155 198 114 230
4. Faro 511 297 568 257
5. Guarda 368 203 381
6. Lisboa 304 44
7. Porto 336
8. Setibal

Supondo que uma dada companhia pretende obter esta concessao, com wm con-
junto de ligagoes regulares cuja distdncia total seja minima, indique o grafo

correspondente ao conjunto de ligagcoes a propor,

a) utilizando o algoritmo de Kruskal;

b) utilizando o algoritmo de Prim.

Exercicio 5.16. Determina a drvores abrangente de custo minimo do grafo

representado pela matriz de custos do Ezercicio 5.14,

a) utilizando o algoritmo de Kruskal;

b) utilizando o algoritmo de Prim.






Capitulo 6

Problemas Classicos em
Optimizacao Combinatoria

6.1 Poliedros combinatoérios e teorema de Konig

Uma ideia muito simples, com consequéncias muito tuteis em Optimizagao Com-
binatéria e que tem sido alvo de intensa investigacao, consiste em formular
os problemas combinatérios como problemas de optimizagao linear inteira ou
mesmo (em certos casos) como problemas de optimizagao linear.

Suponha que temos um problema de minimizacio de uma funcdo c : 2F — R,
num conjunto S C 2% de solugdes admissiveis (note-se que 27 corresponde ao
conjunto das partes de E) e seja RF o espago vectorial real |E|-dimensional,
onde cada vector x tem as suas componentes indexadas pelos elementos de FE.
Para cada subconjunto F' C FE, denotando por z(F') o vector caracteristico de
F (ou seja, o vector x = z(F) tal que qualquer que sejae € E, . =1see € F
ex. = 0see ¢ F), vamos associar ao conjunto de solucoes admissiveis S, o
invélucro convexo dos vectores caracteristicos dos elementos de S, ou seja, um
politopo Ps = H({z(F) € RF : F € §}). Assim, o problema de optimizagao
combinatéria

min{c¢(F): F € S}, (6.1)

pode escrever-se (considerando ¢ como vector do espaco dual de R¥) na forma
min{c’z : x € Ps}. (6.2)

Qualquer solugao admissivel para o problema de optimizacao combinatéria (6.1)
corresponde a um vértice do politopo Ps e reciprocamente. Uma vez que Ps é
um politopo, o problema (6.2) é um programa linear que tem uma solugao
optima que é um ponto extremo de Ps, qualquer que seja a funcdo objectivo.
Logo, resolvendo (6.2), obtemos um vector caracteristico * que corresponde a
um conjunto F* € § que é solugdo Optima para (6.1).
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Antes de prosseguirmos convém introduzir o conceito de matriz totalmente
unimodular, bem como alguns resultados associados. Uma matriz B com en-
tradas inteiras diz-se unimodular se det(B) = =+1. Por sua vez, uma matriz
arbitraria A com entradas inteiras diz-se totalmente unimodular se toda a sub-
matriz quadrada de A, nao singular, é unimodular. Como consequéncia desta
defini¢do, podemos concluir o seguinte resultado.

Lema 6.1. Se no sistema Bx = b, a matriz quadrada de ordem n, B, é uni-
modular e o vector de termos independentes b tem componentes inteiras, entdo
este sistema tem uma solugdo inteira.

Demonstragao. Com efeito, sendo B = [131, ..., by], por aplicacdo da regra de
Cramer, parai=1,...,n, vem

o det([lsl,...,Bi,176,8i+1,...,8n]
o= det(B) (6.3)

e, consequentemente, as componentes de x sdo inteiras (uma vez que, na expres-
sd0 (6.3), o numerador ¢é inteiro e o denominador é +1). O

Teorema 6.2. Dado um politopo definido pelo conjunto X = {x € R™ : Az =
b,x > 0}, onde A é wma matriz totalmente unimodular, se as componentes
de b sao inteiras, entdo os pontos extremos de X (ou seja, as solugdes bdsicas
admissiveis para X ), tém componentes inteiras.

Demonstragao. A prova decorre directamente das consideraces anteriores.
O

Teorema 6.3. Uma matriz B cujas entradas b;; € {0,+1,—1} é totalmente
unimodular se nao mais do que duas componentes em cada coluna sao nao nulas
e podemos partir o conjunto de indices linha de B em dois subconjuntos I e I
de tal modo que

1. se uma coluna tem duas componentes nao nulas com o mesmo sinal, entdo
as linhas correspondentes tém os seus indices em subconjuntos diferentes;

2. se uma coluna tem duas componentes nao nulas de sinal diferente, entdao
as linhas correspondentes tém os seus indices no mesmo subconjunto.

Demonstragao. A prova vai ser feita por inducao sobre a ordem das subma-
trizes quadradas de B, tendo em conta que qualquer submatriz nao nula com
um unico elemento é unimodular. Assim, seja C' uma submatriz quadrada de
B de ordem k > 1 e vamos supor que o resultado se verifica para submatrizes
quadradas de ordem inferior a k. Se C' tem uma coluna de zeros entao é singu-
lar. Se C' tem uma coluna com uma tnica componente nao nula, entado podemos
expandir o respectivo determinante ao longo dessa coluna, pelo que o resultado
decorre da hipétes de inducgao. Finalmente, quando C tem duas componentes
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nao nulas, em cada uma das suas colunas, as as condi¢oes 1. e 2. implicam que
para qualquer indice coluna de C, j, se verifique a igualdade

> b= b,

i€l i€ls

pelo que as linhas de C' sao linearmente dependentes e, consequentemente, C é
singular. |

Com base neste teorema, podemos concluir que as matrizes de incidéncia
arco vértice dos digrafos sao matrizes totalmente unimodulares. Com efeito, no

phir
caso de um digrafo, G, podemos partir os indices linha de Bz nos subconjuntos

L=0el,= V(E')), os quais verificam as condigoes exigidas pelo Teorema 6.3.
Por outro lado, também podemos concluir que a matriz de incidéncia de um
grafo G nao orientado bipartido também é totalmente unidmodular, uma vez
que sendo G = (V1, Vo, E), se pode fazer I; = Vi e Iy = V5.

6.2 Conjuntos independentes e coloracoes

Duas arestas dizem-se adjacentes se tém um vértice em comum. Um subcon-
junto de vértices (arestas) dois a dois ndo adjacentes diz-se um estdvel (empa-
relhamento) ou conjunto independente de vértices (arestas). Um estével (em-
parelhamento) de maxima cardinalidade designa-se por estdvel mdzimo (empa-
relhamento mdzimo). O nimero de vértices de um estavel maximo de um grafo
G denota-se por a(G) e designa-se nimero de estabilidade ou nimero de inde-
pendéncia de G.

Diz-se que um emparelhamento M satura um vértice v se v € V(M ). Um empa-
relhamento que satura todos os vértices do grafo, ou seja, um emparelhamento
M C E(G) tal que V(M) = V(G), designa-se por emparelhamento perfeito.
Para o caso dos grafos linha, conclui-se que a um estéavel maximo de L(G)
corresponde um emparelhamento maximo em G. Logo, se M C F(G) é um em-
parelhamento maximo de G, entdo a(L(G)) = |M].

Um caminho (ou um passeio) diz-se M-alternado ou, simplesmente, alter-
nado, se as suas sucessivas arestas estdo, alternadamente, em M e em M (onde
M = E(G)\ M). Se um caminho M-alternado, com pelo menos uma aresta,
comeca e termina em vértices nao-saturados, dizemos que é um caminho de au-
mento, relativamente a M. O teorema a seguir, caracteriza os emparelhamentos
maximos em funcao da existéncia de caminhos de aumento.

Teorema 6.4 (Berge). Dado um grafo conezxo G, um emparelhamento M é
mdximo se e s se ndo existe nenhum caminho de aumento relativamente a M.

Demonstragao. Seja M um emparelhamento maximo de G e suponha que
existe um caminho P de aumento, relativamente a M. Para M’ = E(P) \ M,
vem que M’ é um emparelhamento em G e |M'| = [M|+ 1, o que constitui uma
contradi¢ao (uma vez que, por hipétese, M é um emparelhamento maximo).
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Reciprocamente, seja M um emparelhamento de G que ndo é maximo e que
G nao contém nenhum caminho de aumento, relativamente a M. Sendo M’
um emparelhamento maximo de G, por definigdo, |M’| > |M|. Considerando o
subgrafo H, cujas arestas pertencem & diferenca simétrica dos emparelhamentos
M e M’ e cujos vértices sdo exactamente os extremos destas arestas, ou seja,
EH)=M A M eV(H)={z:a2y € M A M'}, podemos concluir que cada
vértice de H tem grau um ou dois (uma vez que é extremo de ndo mais do
que uma aresta de cada um dos emparelhamentos). Como consequéncia, cada
componente de H é um ciclo de comprimento par ou um caminho com arestas
alternadamente em M e em M'. Uma vez que |M'| > |M|, H contém mais
arestas de M’ do que de M e, consequentemente, dado que os ciclos contém
tantas arestas de M como de M’, existe pelo menos uma componente P de H
que é um caminho que comega e termina numa aresta de M’. Logo, é claro
que os vértices extremos de P sao M-livres, nao s6 em H, como também em G.
Assim, considerando o caminho P em G, podemos concluir que P é um caminho
de aumento, relativamente a M, o que constitui uma contradigao. O

Teoricamente, com base no Teorema 6.4 (teorema de Berge), é facil descrever
um algoritmo combinatério que determine um emparelhamento méaximo. Com
efeito, este algoritmo pode descrever-se do seguinte modo:

1. M + um emparelhamento;

2. enquanto existe um caminho P de aumento relativamente a M
e M — E(P)\ M’;

3. devolver M.

O principal problema deste algoritmo, porém, reside na determinacao de um
caminho de aumento. Com efeito, em geral, uma tal tarefa exige um elevado
numero de operacoes, pelo que é computacionalmente pesada. No caso de grafos
bipartidos, porém, existem métodos muito eficientes para a determinacao de
emparelhamentos maximos.

6.2.1 Emparelhamentos em grafos bipartidos

Quer pela sua maior simplicidade, quer pela sua grande aplicacao prética, o
problema da determinagdo de emparelhamentos (perfeitos ou ndo) em grafos bi-
partidos, ocupa lugar de destaque na teoria dos grafos. Seguem-se dois exemplos
que evidenciam, precisamente, a aplicabilidade destes emparelhamentos.

1. Suponha que temos um conjunto finito de raparigas e um conjunto finito
de rapazes, cada um dos quais conhece um dado subconjunto de raparigas.
Sera que é possivel casar todos os rapazes de tal forma que cada um se
case com uma rapariga que conhece? Por exemplo, supondo que X =
{91,92,93, 94,95} € o conjunto das raparigas e Y = {b1,b2,b3,b4} € 0
conjunto dos rapazes, e ainda que b; conhece g1, g2 e g3, ba conhece gs,
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bs conhece g2, g3 € g5 e by conhece g4 € g5, uma solugao possivel consiste
em casar b; com g, ba com go, b3 com g3 e by com g5. Na linguagem da
teoria dos grafos, o grafo bipartido G tal que V(G) = X UY e E(G) =
{zy € X xY : x conhece y} (ver Figura 6.1-(A)), modela este problema
que, assim, consiste na determinacdo de um emparelhamento que satura
todos os vértices de Y.

2. Uma universidade convida os professores Py, P», P3 e Py, para leccionarem
disciplinas do conjunto { D1, D2, D3, D4, Ds}. Supondo que o professor Py
esta preparado para leccionar D1, P, para leccionar D; e D3, Ps para lec-
cionar D; e D3 e P4 para leccionar Ds, D3, Dy e D5, como se distribuem
as disciplinas, de modo que cada professor leccione uma tnica disciplina
de entre aquelas para as quais estd preparado. Neste caso, considerando-
-se o grafo bipartido representado na Figura 6.1-(B), o objectivo é de-
terminar um emparelhamento que sature todos os vértices do conjunto
{P1, Py, P3, Py}.

b1 b2 b3 b4 Pl P2 P3 P4

g1 g2 g3 g4 g5 D1 DQ D3 D4 D5
(4) (B)
Figura 6.1: Exemplos de grafos bipartidos.

Teorema 6.5. Se G é um grafo bipartido, entdo o invélucro convexo dos vec-
tores caracteristicos dos emparelhamentos M de G (matching polytope de M)
fica definido pelo sequinte conjunto de desigualdades:

Yo ome <1, WweV(G), (6.4)
e€d({v})
z. > 0, Ve E(G). (6.5)

Demonstragao. Vamos denotar por M(G) o conjunto dos vectores caracte-
risticos representativos dos emparelhamentos de G, ou seja, M(G) = {z(M) :
M é um emparelhamento de G}, e por X C R” o conjunto de solugoes do sis-
tema de desigualdades (6.4)-(6.5).

e Dado um emparelhamento arbitrario M de G, é claro que o seu vector
caracteristico z(M) verifica as restrigdes (6.4)-(6.5), donde M (G) C X.

o Se as restri¢oes (6.4) acrescentarmos as variaveis de desvio, obtém-se um
sistema de |V (G)| equagoes e |E(G)| + |V (G)| variaveis, cuja matriz dos
coeficientes [A4, I] verifica as condigoes do Teorema 6.3. Logo, trata-se de
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uma matriz totalmente unimodular, donde as suas submatrizes quadradas
ndo singulares tém determinantes iguais a £1. Como consequéncia, as
solucdes basicas admissiveis para (6.4)-(6.5), sdo solugbes inteiras que,
de acordo com as restrigoes, tém componentes com valores no conjunto
{0, 1}, ou seja, sdo vectores caracteristicos de subconjuntos de arestas sem
vértices comuns, pelo que X C M(G).

O

E facil verificar que as restrigoes (6.4)-(6.5) ndo sdo suficientes para caracte-
rizarem emparelhamentos em grafos ndo bipartidos. Por exemplo, considerando
o tridngulo com vértices v, v2 € v3, e arestas a; = vivg, az = VU3 € agz = V3U1,
concluimos que = = %(1, 1,1) é um ponto extremo do poliedro definido pelas
restri¢oes (6.4)-(6.5), ou seja,

Ta, + T, < 1,

Tay + Toy <1,
Ta, + + Te <1,
Ta;, 3 Xay 5 Tgy = 0.

Teorema 6.6. Se A € uma matriz totalmente unimodular e ¢ um vector de com-
ponentes inteiras, entio qualquer vértice do poliedro convexo P = {y : yT A >
e y > 0}, tem componentes inteiras.

Demonstracao. Dado que A é totalmente unimodular, AT é também total-
mente unimodular e, consequentemente, a matriz [A7, —I] é totalmente unimo-
dular. Com efeito, o calculo do determinante de qualquer submatriz quadrada
C de [AT, —1I] que contenha (no seu todo ou em parte) uma ou mais colunas de
—1I, pode ser feito (no caso de nenhuma delas ser a coluna nula), expandindo
sucessivamente cada uma dessas colunas, até se obter uma submatriz C’ de
AT Logo, tendo em conta que essas colunas sdo subvectores da base canénica,
det(C) = (—1)Pdet(C") = £1 e, consequentemente, do Teorema 6.2, decorre que
os pontos extremos de P tém componentes inteiras. O

Como corolério deste teorema, podemos concluir que dada uma matriz A
totalmente unimodular e dois vectores de inteiros b e ¢, cada um dos lados da
relacao de dualidade

max{c z: Az < b,z >0} =min{yTb: yT A>T y >0},

tem solucao inteira, z* e y*, respectivamente, desde que os programas lineares
tenham 6ptimo finito.

Dado um grafo G, designa-se por cobertura por vértices de G, um subcon-
junto de vértices C' C V(G), relativamente ao qual, cada aresta e € E(G) tem
pelo menos um extremo em C. Se C é uma cobertura por vértices e nao existe
uma cobertura por vértices C’ tal que |C’| < |C|, diz-se que C é uma cober-
tura por vértices minima (ou de cardinalidade minima) e a sua cardinalidade
designa-se por ntimero de cobertura de G e denota-se por 3(G).
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Note-se que o conceito de cobertura por vértices aparece em muitas apli-
cagoes. Por exemplo, sendo H um grafo cujos vértices sao salas e dois vértices
sao adjacentes se existe um corredor entre as respectivas salas, o qual pode ser
iluminado por uma fonte de luz colocada & entrada de uma das salas, pode-
mos concluir que um conjunto de fontes de luz que ilumine todos os corredores
constitui um conjunto de cobertura por vértices de H.

Do Teorema 6.2 decorre ainda que a determinagao de um emparelhamento
de cardinalidade maxima de um grafo bipartido G se pode fazer resolvendo o
programa linear (P):

max Z Te (6.6)

ecE(G)
s.a Z ze < 1 Yo € V(G), (6.7)

e€o({v})
ze > 0, Ve € E(Q), (6.8)

que, numa forma mais condensada, toma o aspecto:

T

max € x
s.aBgxr < e
xz > 0,

onde é denota o vector com |F(G)| componentes todas unitarias e € denota o
vector com |V (G)| componentes todas unitarias. Denotando por V' (e) o conjunto
dos vértices extremos da aresta e, (P) tem como dual o programa linear (D):

min Z Yo (6.9)

veV(G)
s.a Z Yo > 1 Ve € E(G), (6.10)

veV (e)
Yo = 0 Yo e V(Q), (6.11)

que se pode escrever na forma mais condensada:

min yTé
s.ayTBG > ¢
y > 0.

Com facilidade se verifica que o programa linear (D), determina o vector carac-
teristico de um conjunto de cobertura por vértices do grafo bipartido G. Com
efeito, qualquer vector de inteiros com componentes em {0, 1} que verifique as
restrigoes (6.9)-6.11 é vector caracteristico de uma cobertura por vértices de G
e, reciprocamente, o vector caracteristico de qualquer cobertura por vértices de
G verifica as restrigdes (6.9)-6.11.

Na sequéncia do Teorema 6.6, existe uma solucao éptima para (D) que cor-
responde ao vector caracteristico de um conjunto de cobertura por vértices de
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cardinalidade minima. Adicionalmente, dado que os valores éptimos primal e
dual coincidem, temos o seguinte teorema.

Teorema 6.7 (Konig, 1931). Num grafo bipartido, a cardinalidade de um emn-
parelhamento mdximo € igual & cardinalidade de wma cobertura minima por
vértices.

Demonstracao. Esta prova decorre, directamente, da analise que acabamos
de fazer. O

6.2.2 Estaveis e conjuntos de cobertura

Um problema muito conhecido, relacionado com a determinacao de um estével
maximo de um grafo, é o problema das oito rainhas que consiste em colocar 8
rainhas num tabuleiro de xadrez de tal forma que as posi¢dbes que ocupem nao
permita que nenhuma das rainhas possa atacar as outras (ou seja, de tal forma
que ndo existam duas rainhas na mesma linha, coluna ou diagonal). Existem 92
solucdes distintas para este problema. Como exercicio, modele o problema das
8 rainhas como um problema de determinacao de um estavel méximo de um
grafo.

Um conjunto de vértices adjacentes entre si designa-se por cligue. Uma clique
de maxima cardinalidade designa-se por cliqgue mdxima e a respectiva cardina-
lidade por numero de clique. O nimero de clique de um grafo G denota-se por
w(@). E claro que a(G) = w(G) e w(G) = a(G). Por outro lado, também se
conclui facilmente que w(G) < x(G).

O teorema a seguir estabelece uma certa correspondéncia entre cliques, es-
taveis e coberturas por vértices.

Teorema 6.8. Dado um grafo G e um subconjunto de vértices S C V(G), sdo
equivalentes as sequintes proposicoes:

1. S € uma clique de G.
2. S € um estdvel de G.

3. V(G)\ S é uma cobertura por vértices de G.

Demonstragao. Vamos fazer a prova da equivaléncia das proposicoes, pro-
vando as implicagoes 1 = 2,2=3e 3 = 1.

(1=2) Se S ¢ uma clique de G, entdo, tendo em conta a defini¢ao de G, é claro
que S é um estavel de G.

(2 = 3) Se S & um estével de G, entdo nao existem arestas de G a ligar dois vértices
de S, donde todas as arestas de G tém pelo menos um dos seus vértices
extremos fora de S. Como consequéncia, V(G) \ S é uma cobertura por
vértices de G.

(3=1) Se V(G)\ S € uma cobertura por vértices de G, entdo nenhuma aresta de
G tem ambos os extremos em S. C_onsequentemente, nao existe um par de
vértices de S com uma aresta de GG entre eles, donde S é uma clique de G.
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Teorema 6.9 (Gallai, 1959). Dado um grafo G, a(G) + B(G) = |[V(G)|.

Demonstragao. Seja S um estavel méximo para o grafo G. Pelo Teorema 6.8,
V(G)\ S & um conjunto de cobertura por vértices e, consequentemente,

VIG)\ S| = V(G)] = (G) = B(G). (6.12)

De modo semelhante se conclui que, sendo C' um conjunto de cobertura minima
por vértices de G, V(G) \ C é um estavel de G e, consequentemente,

V(G Cl = V(&) = B(G) < a(G). (6.13)

Tendo em conta as desigualdades (6.12)-(6.13), vem |V (G)| = a(G) + B(G). O

6.2.3 Coloracoes de vértices e arestas

Uma coloragao de vértices de um grafo G é uma aplicagao sobrejectiva

c:V(Q) — {1,...,k}

v o o),

A coloragao ¢ diz-se propria se para cada zy € E(G) se verifica c(z) # c(y).
Como consequéncia, uma k-coloragao prépria dos vértices de um grafo G é equi-
valente & parti¢do do conjunto dos seus vértices em k estaveis (Vi,Va, ..., V).
Se existe uma k-coloragao proépria de um grafo G, entao G diz-se k-colordvel
(para os vértices).

Dado um grafo arbitrario G, a determinagao de uma coloragao de vértices
proépria pode facilmente obter-se recorrendo, por exemplo, ao seguinte algoritmo:

1. Algoritmo guloso (greedy) para coloracao de vertices

e Dados de entrada: grafo G;

o Resultados de saida: uma coloragado propria dos vértices de Gj
2. Seja V(G) = {v1,v2,...,0,};
3. Parai=1,2,...,n, colorir v; com a menor cor possivel.

Porém, para um valor fixo de k, verificar se um grafo é k-coloravel pode
tornar-se muito mais dificil, em particular, se pretendermos determinar o menor
k para o qual tal acontece. O menor k para o qual existe uma colorag¢ao prépria
dos vértices de G designa-se por nimero cromdtico de G denota-se por x(G).

Teorema 6.10. Dado um grafo arbitririo G, x(G) < A(G) + 1.

Demonstragao. O algoritmo guloso (greedy) néo utiliza mais do que A(G)+1
cores. Logo, x(G) < A(G) + 1. O
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Seguem-se mais alguns resultados sobre o nimero cromatico de um grafo.

Teorema 6.11. Qualquer que seja o grafo G,

X(G) < U1§3EE)5(G[U]) +1

Demonstragao. Suponha que G tem ordem n e seja

k= .
e

Seja v, um vértice de G tal que dg(v,) < ke H,_1 = G — {v,}. Por hipétese,
H,,_1 tem um vértice de grau ndo superior a k. Seja v,_1 um desses vértices
eseja H, o = Hy,_1 — {v,_1}, isto &, H,_2 = G — {v,,v,—1}. Continuando

este processo, obtém-se uma sequéncia de vértices de G, vy, ..., v1, tal que v; é
adjacente a um méaximo de k vértices que o precedem. Consequentemente, para
os colorir, no méximo, sao necessarias k + 1 cores. O

Se G é um grafo conexo ndo regular, entdo

Urgn‘?(xa)é(G[U]) <AG) -1

e, consequentemente, a partir do Teorema 6.11, podemos concluir a desigual-
dade x(G) < A(G). O teorema de Brooks, que a seguir se apresenta sem de-
monstragdo, estende esta desigualdade aos grafos conexos regulares que nao sao
completos nem ciclos de comprimento impar.

Teorema 6.12 (Brooks, 1941). Sendo G um grafo conexo, se G nao é completo
nem wm ciclo de comprimento impar, entao x(G) < A(G).

Por sua vez, uma colora¢ao de arestas de um grafo G é uma aplicacao so-
brejectiva

dEG) — {1,....K'}
xy ~  c(zy).

Uma coloracdo de arestas ¢’ diz-se propria se, para cada par de restas zy, uv €
E(G) adjacentes, ou seja, tais que {x,y}N{u,v} # 0, se verifica ¢/ (xy) # ¢ (uv).
O menor &’ para o qual existe uma coloragéo propria de arestas de G, designa-se
por indice cromdtico de G e denota-se por x'(G).

E claro que se o grafo G é ndo nulo, entdo x'(G) = x(L(G)), onde L(G) denota
o grafo linha de G. O teorema de Vizing que a seguir se apresenta sem demons-
tragao, estabelece limites muito apertados para a coloracao de arestas de grafos
arbitrérios.

Teorema 6.13 (Vizing, 1964). Dado umn grafo G, verificam-se as desigualdades

A(G) <X'(G) < AG) + 1.
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Deve observar-se que, de acordo com a definicdo de coloragdo de arestas,
um conjunto de arestas com a mesma cor é um emparelhamento. Como con-
sequéncia, dado um grafo arbitrario G e sendo M C E(G) um emparelhamento
maximo de G,

E@)|  _|E(@)]
X'(G) T AG)+1

Para o caso particular dos grafos bipartidos, segue-se (sem demonstragio)
um teorema publicado por Kénig em 1916.

M| > (6.14)

Teorema 6.14 (Konig, 1916). Se G é um grafo bipartido entio X' (G) = A(G).

A coloragao de arestas de grafos bipartidos tem também aplica¢do na pro-
dugao de quadrados latinos. Com efeito, denotando o conjunto dos indices das
linhas de um quadrado latino L de ordem n, por I = {i1,...,i,} e o conjunto
dos indices das colunas por J = {ji,...,Jn}, qualquer coloragido das arestas
do grafo bipartido completo K, = (I,J, E), con n cores, determina um qua-
drado latino L. Note-se que, de acordo com o Teorema 6.14, x'(K,,) = n. Logo,
identificando os n simbolos do quadrado latino L com as n cores utilizadas na
coloracao das arestas, conclui-se que nao existem dois simbolos iguais na mesma
linha ou coluna (uma vez que tal equivaleria a existéncia de duas arestas com a
mesma cor incidentes num mesmo vértice).

e Exemplo de aplicagao.
No caso do quadrado latino de ordem 3, obtém-se o grafo bipartido com-
pleto K33, representado na Figura 6.2, onde as letras indicam a coloragao
adoptada para as arestas e se observa que cada conjunto de arestas com a
mesma letra constitui um emparelhamento. Como consequéncia, a partir

(51 J1
12 J2
b
[0} a
iB C j3

Figura 6.2: Grafo K33 com uma colorac¢ao de arestas

desta coloracao de arestas, obtém-se o quadrado latino

Ji1 Jo J3
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6.3 Circuitos de Euler e ciclos de Hamilton

Nesta seccao, vamos analisar os circuitos de Euler e os ciclos de Hamilton,
algumas implicagdes que a sua existéncia tem na estrutura de um grafo e alguns
algoritmos para a sua determinacao, no contextos dos problemas de optimizacao
combinatéria. No caso dos circuitos de Euler, em geral, consideramos multigrafos
em vez de grafos.

6.3.1 Grafos de Euler

Um trajecto designa-se por trajecto de Euler se contém todos as arestas do mul-
tigrafo. Por sua vez, designa-se por circuito de Euler, todo o circuito que é um
trajecto de Euler (ou seja, trajecto de Euler fechado). Também se podem definir
trajectos e circuitos de Euler em multigrafos orientados (utilizando, nesse caso,
as nogoes de trajecto e circuito orientado). Um multigrafo diz-se euleriano (ou
multigrafo de Euler) se admite um circuito de Euler e diz-se semi-euleriano se
admite um trajecto de Euler. E claro que todo o multigrafo euleriano é também
semi-euleriano. Com base nestes conceitos, o problema das sete pontes de Ko-
nigsberg reduz-se a questao de saber se o multigrafo que modela este problema
é ou nao euleriano.

Exemplo 6.1. Vamos demonstrar que se um multigrafo G € euleriano, entao
todos os vértices tém grau par.

Solugao. Seja G um multigrafo euleriano e C um circuito de Euler. Escolha-se
um vértice u para vértice inicial e final do circuito C'. Percorrendo o circuito C,
cada vez que passamos por um vértice v # wu percorremos duas novas arestas
incidentes em v donde, dado que o circuito utiliza todas as arestas, vem que o
grau de v é par. Analogamente, quando passamos pelo vértice u percorremos
duas arestas incidentes em u. Juntando a todas estas arestas percorridas a pri-
meira e a ultima aresta incidentes em u, podemos concluir que todos os vértices
de G tém grau par. O

Exemplo 6.2. Seja G um multigrafo e C um circuito de G. Vamos demonstrar
que para cada vértice v € V(QG), a paridade do grau de v em G € a mesma que
em G — E(C).

Solugao. Sendo C' um circuito de G e H = (V, E(C)), todos os vértices de H
tém grau par. Uma vez que

Vv € V(G) da(v) = deE(C)(U) +dp(v)
e dy(v) é par, entdo dg(v) e dg_pg(c)(v) tém a mesma paridade. O

O teorema que se segue ¢ conhecido como teorema de Euler (dada a sua
relacdo com a resolucao do problema das sete pontes de Konigsberg, obtida por
Euler em 1736). A sua primeira demonstragdo, porém, foi publicada por Carl
Hierholzer em 1873.



6.3 Circuitos de Euler e ciclos de Hamilton 149

Teorema 6.15 (Euler-Hierholzer). Um multigrafo conexo ndo trivial é euleri-
ano se e s6 se nenhum dos seus vértices tem grau impar.

Demonstragao. Utilizando o Exemplo 6.1, podemos concluir que se um mul-
tigrafo é euleriano entao nao tem vértices de grau impar. Assim, resta provar a
implicacao reciproca que demonstraremos por redugao ao absurdo.

Suponha que G é um multigrafo conexo, nao trivial, sem vértices de grau
impar que nao é euleriano e ainda que qualquer submultigrafo de G (com menos
arestas) nao tem esta propriedade. Uma vez que todos os vértices tém grau par,
podemos concluir que G contém um circuito.

Seja C' um circuito de G com comprimento méaximo. Uma vez que G nao
¢é euleriano, C' nao é um circuito de Euler. Como consequéncia, o multigrafo
G — E(C) tem uma compounente G’ com |E(G")| > 0. Do Exemplo 6.2 decorre
que o multigrafo conexo G’ nao tem vértices de grau impar. Porém, uma vez que
|E(G")| < |E(G)|, G" admite um circuito de Euler C”. Adicionalmente, dado que
G & conexo, existe um vértice v € V(C) NV (C"), o qual podemos escolher para
vértice inicial (e final) do circuito CUC” que, naturalmente, tem mais arestas do
que as de C, o que constitui uma contradigdo (tendo em conta a maximalidade
de C). O

Exemplo 6.3. Vamos demonstrar que wm multigrafo conexo é semi-euleriano
se e so se nao tem mais do que dois vértices de grau impar.

Solugao. Se G contém um trajecto de Euler com vértices inicial e final coin-
cidentes, entao este trajecto ¢ um circuito de Euler e pelo Teorema 6.15, todos
os vértices tém grau par. Se os vértices inicial e final do trajecto sao distintos,
entdo ligando-os por uma nova aresta e, obtém-se um grafo G +e que é euleriano
e, novamente pelo Teorema 6.15, todos os vértices de G + e tém grau par. Logo,
no grafo G apenas os vértices extremos da aresta e tém grau impar.
Reciprocamente, seja G um multigrafo conexo com nao mais do que dois
vértices de grau impar. Uma vez que em qualquer grafo o namero de vértices de
grau impar é par, temos dois casos — o nimero de vértices de grau impar é zero
ou dois. No primeiro caso (auséncia de vértices de grau impar), o Teorema 6.15
implica que G tenha um circuito (que é também um trajecto) de Euler. No
segundo caso, existindo dois vértices de grau impar, podemos ligar estes vértices
por uma nova aresta e e o grafo obtido, G + e, ndo tem vértices de grau impar.
Logo, aplicando o Teorema 6.15, o multigrafo G + e tem um circuito de Euler
C, donde C — e é um trajecto de Euler para G. O

Segue-se um algoritmo para determinacao de circuitos de Euler.

Descrigao de algoritmo de Hierholzer.
Dados de entrada: Um grafo G.
Resultados de saida: Um circuito de Euler C', se um tal circuito existe.

1. Escolher um vértice v € V(G) e determinar um circuito (ciclo) C' que se
inicie e termine em v. Fazer G — G — E(C).

2. Repetir (a)...(c) até que G seja um grafo nulo (sem arestas).
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(a) Determinar v € V(C) com pelo menos uma aresta de G incidente.
(b) Determinar um circuito (ciclo) C’ que se inicie e termine em v.

(c) Juntar os circuitos C' e C’ e denotar o circuito resultante por C;
Fazer G — G — E(C).

3. Devolver o circuito de Euler C.

Problema do carteiro chinés

Neste problema, um carteiro levanta a correspondéncia numa estagao de cor-
reios, faz a respectiva distribuig@o e regressa ao ponto de partida. Assumimos
que o carteiro deve percorrer todas as ruas da respectiva area de distribui-
¢do pelo menos uma vez. Sujeito a estas condi¢oes, pretendemos determinar
o percurso que deve fazer o carteiro de modo a andar o menos possivel. A
designacao de problema do carteiro chinés deve-se ao facto de ter sido primei-
ramente formulado pelo matematico chinés Mei-Ko Kwan em 1962. Podemos
formular este problema na linguagem dos grafos com pesos (ndo negativos) nas
arestas, da seguinte forma: considere-se o grafo correspondente a rede de ruas
da area de distribuicao do carteiro e associe-se a cada aresta o peso igual ao
comprimento da rua a que se refere. Neste grafo, define-se peso de um passeio
fechado vpeyi,viea, ..., e vy como sendo a soma dos pesos de suas arestas, ou
n
seja, Y w(e;). Assim, o objectivo é encontrar um passeio fechado que contenha
i=1

todas as arestas e tenha peso minimo, o qual seré designado por passeio dptimo
para o carteiro chinés. E claro que se o grafo considerado é de Euler, entdo um
passeio é 6ptimo para o carteiro chinés se e s6 se é um circuito de Euler e, neste
caso, o problema resolve-se por aplicagao do algoritmo de Hierholzer. No caso
contrario, porém, o problema é mais complicado, uma vez que o carteiro terd de
passar mais do que uma vez por algumas ruas e temos de escolher quais. Para
resolver este problema, vamos introduzir a operacao de duplicacao de arestas.

Dado um grafo (ou multigrafo) G e uma fungdo de pesos nas arestas w :
E(G) — R, a duplicagdo da aresta e € E(G), com peso w(e), consiste em
adicionar ao grafo (ou multigrafo) uma nova aresta com os mesmos vértices
extremos de e e 0 mesmo peso (ou seja, consiste em criar uma aresta paralela a
€ Comm O ImMesmo Peso).

Utilizando a operagao de duplicacao de arestas, o problema do carteiro chinés
pode reformular-se como a seguir se indica.

Seja G um grafo com pesos ndo negativos nas arestas.

(i) Com recurso a duplicacdo de arestas, determinar um supermultigrafo G*
do multigrafo G que seja euleriano e tal que o somatoério

Yo wle)

e€E(G*)—E(G)

tenha o menor valor possivel.
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(ii) Determinar um circuito de Euler para o multigrafo G*.

Seja V'~ o conjunto de vértices de grau impar num grafo G (é claro que |V |
é par) e seja M o conjunto de arestas que definem caminhos entre vértices de
V~. Entéo, denotando por G (M) o grafo obtido a partir de G por duplicacao
das arestas contidos em M, temos o seguinte resultado.

Teorema 6.16. Dado um multigrafo G com pesos nas arestas, existe um con-
junto de caminhos M em G que emparelham os vértices de grau impar tal que
0 peso de M € minimo e o circuito de Euler do grafo GT(M) € uma solugdo
optima para o problema do carteiro chinés.

Demonstragao. Observe-se que as arestas duplicadas (ou seja, as arestas de
M) nao contém nenhum ciclo. Caso contrario, tendo em conta o Exemplo 6.2
e o teorema de Euler-Hierholzer, eliminadas as arestas deste ciclo, o grafo teria
um circuito de Euler com menor peso.

Seja v um vértice de grau impar no grafo G. Entao, qualquer passeio fechado
optimo C passa por uma das arestas incidentes em v mais do que uma vez. Seja
e1 = v1v2 a aresta repetida durante a construcao do passeio 6ptimo C. Se vg
tem grau impar em G, entao vie;vy é um caminho de M que liga vértices de
grau fmpar em G. Se vy tem grau par em G entao, com a duplicagao de e,
v passa a ter grau impar e, tal como anteriormente, qualquer passeio fechado
optimo passa por uma das arestas incidentes em v, mais do que uma vez. Este
procedimento repete-se até que todos os vértices de grau impar estejam ligado
por passeio formados pelas aresta repetidas pertencentes a M. Acrescentando
estas arestas ao grafo original obtemos um novo grafo onde todos os vértices
tém grau par. Assim, admitindo que M é o conjunto de arestas que definem os
caminhos entre os pares de vértices de grau impar que no seu conjunto tém peso
minimo, obtém-se o resultado pretendido. [l

No caso particular de um grafo G com exactamente dois vértices u e v de
grau fmpar, a solucdo de (i) é equivalente & determinagdo de um (u,v)-caminho
mais curto e & duplicagao das arestas desse caminho.

Exemplo 6.4. Vamos resolver o problema do carteiro chinés para o grafo de-
finido pela sequinte matriz de pesos:

V1 V2 V3 Vg VU5 Vg U7 Ug

v, foO 2 00 00 00 00 00 2

vl 2 oo 3 oo oo oo H 4
v3|l o0 3 oo 8 oo 6 3 ™
vyl oo o0 8 oo H 2 o0 o©

W(G) = vs | 00 00 0 5 oo 7 oo oo
v 0 oo 6 2 7 oo 9 oo

vrloo 5 3 o0 o0 9 oo 2

1w \2 4 o0 oo 00 oo 2 oo
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Solugao. Tendo em conta a Figura 6.3, onde se representa o grafo que modela
este problema, é facil verificar que apenas os vértices vy e vg tém grau impar.
Determinado o caminho mais curto entre eles, com recurso (por exemplo) ao
algoritmo de Dijkstra,

DIJKSTRA(G = ({Ulv s 7’08}7 W(G))7U4a 1}8),

vem que o comprimento de um (vg4,vg)-caminho mais curto é 13 e um destes
caminhos é vsv7v3vs (0 outro caminho com o mesmo peso é vgvrvgUy)-

V1 2 (%) 3 V3 8 V4

4

Ug 2 vy 9 vg 7 Us,

Figura 6.3: Grafo que modela o problema do carteiro chinés do Exemplo 6.4.

Duplicando as arestas deste caminho, obtemos o multigrafo euleriano repre-
sentado na Figura 6.4.

Figura 6.4: Grafo euleriano obtido a partir o grafo representado na Figura 6.3
por duplicagao das arestas de um caminho mais curto entre v4 e vg.

A soma dos pesos das arestas de um circuito de Euler deste grafo é igual a
72 e um destes circuitos é, por exemplo,

V1V2U3V4V3V6V4V5V6 U7 VU3VTVUV2UTU8Y]

sendo claro que este circuito é um passeio 6ptimo para o carteiro chinés. O

6.3.2 Grafos de Hamilton

Um caminho que contém todos os vértices de um grafo diz-se um caminho de
Hamilton (ou hamiltoniano). Por sua vez, um ciclo que contém todos os vértices
de um grafo, designa-se por ciclo de Hamilton (ou hamiltoniano). Também se
podem definir caminhos e ciclos de Hamilton para grafos orientados (utilizando,
nesse caso, a nogdo de caminho e ciclo orientado).

Como exemplo, considere-se um tabuleiro de xadrez e associe-se a cada um
dos seus 64 quadrados um vértice de um grafo G cujas arestas ligam os vértices
correspondentes a quadrados entre os quais é possivel efectuar um movimento de
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cavalo. Neste grafo existem ciclos de Hamilton que correspondem a movimentos
sucessivos de um cavalo de forma a que todos os quadrados (pretos e brancos)
sejam visitados uma tunica vez. Na Figura 6.5 representa-se um dos ciclos de
Hamilton possiveis para o referido grafo.

Figura 6.5: Circuito de Hamilton.

Um grafo (digrafo ou multidigrafo) que admite um ciclo de Hamilton, designa-
-se por grafo (digrafo ou multidigrafo) hamiltoniano ou grafo (digrafo ou mul-
tidigrafo) de Hamilton. Por sua vez, um grafo (digrafo ou multidigrafo) que
admite um caminho de Hamilton diz-se um grafo (digrafo ou multidigrafo) semi-
-hamiltoniano.
Contrariamente ao que acontece no caso dos circuitos eulerianos, nao se conhece
nenhuma condi¢ao necesséria e suficiente para a existéncia de um ciclo de Ha-
milton. No entanto, podem apresentar-se, separadamente, condicoes necessarias
e condicdes suficientes.

Os grafos hamiltonianos apresentam propriedades muito interessantes. Por

exemplo, é muito facil colorir as arestas de um grafo ctibico hamiltoniano, G,

utilizando trés cores. Com efeito, sendo C' = (x1,z2,. .., %2k, 1) um ciclo de
Hamilton em G, podemos atribuir a cor 1 as arestas xo;_1%2;, paraj =1,...,k,
a cor 2 & aresta xopx1 € as arestas Tojxojq1, paraj =1,...,k —1 e a cor 3 as

restantes. Logo, tendo em conta o teorema de Vizing (Teorema 6.13), podemos
concluir que os grafo cibicos hamiltonianos tém indice cromatico 3.
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Problema do caixeiro viajante

O problema do caixeiro viajante que usualmente se denota por TSP (iniciais de
Traveling Salesman Problem), consiste em determinar um percurso que permita
visitar uma conjunto de cidades, passando uma tnica vez em cada cidade e vol-
tando & cidade de origem, com custo (ou tempo) total minimo. Na terminologia
da teoria dos grafos, dado uma grafo (digrafo) completo com pesos ndo negativos
nas arestas (arcos), este problema reduz-se & determinacao de um ciclo (ciclo
orientado) de Hamilton de peso minimo. Usando apenas a notagao dos grafos
(uma vez que para os digrafos tudo se passa de modo equivalente), ndo existe
perda de generalidade ao definir-se o problema para o grafo completo, uma vez
que, sendo G um grafo arbitrario com pesos nao negativos nas arestas definidos
pela fungao wg : E(G) — RT U {0}, a determinagio de um ciclo de Hamilton
de peso minimo em G ¢ equivalente & resolugao do TSP para o grafo completo
K com fungao de pesos wg : F(K) — RT U {co} tal que

| wg(e), se ec E(Q);
wi(e) = { o, se cdB(C)

O TSP é facil de formular e, em geral, ndo é necessario grande talento para
a obtencdo de ciclos de Hamilton de peso aceitavel (quando existem), mesmo
para grandes problemas. No entanto, a determinacao da solugao do problema
tem resistido & obtencao de "bons" algoritmos de resolucao. Trata-se assim de
um problema que contém todos os condimentos que tém atraido muitos mate-
maticos ao longo dos séculos — formulacao simples e dificuldade de resolugao.
Existem também razoes de caracter pratico que contribuem para a importancia
do TSP, dado que muitos problemas da vida real se podem formular como casos
particulares do TSP.

Uma abordagem imediata para a resolucao do TSP consiste na pesquisa
exaustiva de todos os ciclos de Hamilton do grafo (digrafo ou multidigrafo) e na
escolha daquele que apresenta peso minimo. A seguir descreve-se um algoritmo
que utiliza esta pesquisa exaustiva num grafo e que, naturalmente, se pode
estender a um digrafo ou multidigrafo.

Algoritmo de resolugao do TSP por pesquisa exaustiva
Dados de entrada: grafo G de ordem n, com matriz de custos W = (w;;);
Resultados de saida: ciclo de Hamilton de peso minimo C

1. Fazer PesoMin = oo;
2. Para todas as permutagoes 7w de [n] fazer
n—1
(a) Peso — Wr(nyr(1) + 25—y Wn(iyn(i+1):
(b) Se Peso < PesoMin entdo PesoMin « Peso e C «— m;

3. Devolver C.

Um digrafo (ou multidigrafo) completo de ordem n tem (n — 1)! ciclos
de Hamilton, os quais podem ser agrupado em pares de ciclos que diferem



6.3 Circuitos de Euler e ciclos de Hamilton 155

apenas no sentido em que sdo percorridos (se a permutacdo do conjunto de
vértices [1,2,...,n — 1,n] define um ciclo de Hamilton entdo a permutagio
[n,n—1,...,2,1] também define). No caso de grafos ndo orientados, ou seja, no
caso simétrico em que w;; = wj;, existem "apenas" %(n— 1)! ciclos de Hamilton.
No entanto, mesmo para valores de n nao muito grandes, este niimero continua
a ser muito elevado. Por exemplo, para n = 12, %11! = 19.958.400 ciclos ha-
miltonianos candidatos a ciclos de peso minimo. Assim, esta pesquisa exaustiva
tem um custo computacional muito elevado. Alternativamente ao método de
pesquisa exaustiva que exige um esforco computacional que cresce exponencial-
mente com n, é comum, na pratica, a utilizacado de métodos heuristicos com os
quais, embora nao se tenha a garantia de optimalidade, as experiéncias compu-
tacionais realizadas sugerem a obtengao de solugoes proximas da solugao éptima
de modo eficiente.

Vamos introduzir uma técnica de "branch and bound"! para a determina-
¢ao da solugao 6ptima do TSP, introduzida por Little em 1963. Esta técnica
apresenta a vantagem de, em muitos casos, a solucao 6ptima ser obtida sem
se analisarem exaustivamente todos os ciclos de Hamilton. Por questoes de
simplicidade, utilizaremos W* para denotar a matriz de pesos nao negativos
de um multidigrafo de ordem v, com os elementos diagonais modificados para
wj; = 00,1 = 1,...,v, a qual vamos designar por matriz de pesos modificada.

Antes de prosseguirmos, convém ainda introduzir o seguinte resultado evidentes
mas de grande utilidade.

Teorema 6.17. Dado um digrafo definido pela matriz quadrada de ordem v de

pesos modificada W* = (w};), parai=1,...,v,

. . .

wr = min{w};,j € [v]},

_ . .

ws, = min{w},,? € [v]},
para r,s = 1,...,v, seja W o vector coluna cujas componentes sao W,, para
r=1,...,v, w" o vector linha cujas componentes sao W, para s =1,...,v e é

o vector coluna cujas componentes sao todas iguais a 1. Denote-se por W* —weT
(W* — ew! ) a matriz que se obtém de W* subtraindo ; a todas as entradas
da i-ésima linha, para 1 =1,...,v (w;f a todas as entradas da j-ésima coluna,
paraj=1,...,v). Se P(W*) é o peso da solu¢io dptima para o TSP do digrafo
definido pela matriz W*, entao

PW*) = 1y + P(W* —we)
1=1

(POW*) =37y wj + P(W* — éw™)).

Demonstragao. Tendo em conta que qualquer que seja o vértice 7 a solucao
optima utiliza necessariamente um dos arcos com cauda em ¢ (e também um dos
arcos com cabeca em 7), o menor dos pesos destes arcos esti necessariamente
presente na solucao 6ptima e, consequentemente, o resultado verifica-se. [l

IDesignacgdo inglesa que caracteriza uma familia de algoritmos de optimizagao discreta.
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O algoritmo de Little, que a seguir se descreve, em cada itera¢ao determina
um minorante para a peso 6ptimo (com base no Teorema 6.17) e quando ter-
mina devolve um ciclo de Hamilton de peso minimo. Como veremos, o processo
iterativo desenvolve-se ao longo de uma arvore de decisao, onde cada vértice
corresponde & decisdo de considerar a inclusao (ou nao) de um dado arco num
ciclo em construgao e & determinacao do minorante obtido com essa decisao.
A ramificagdo (producdo de duas novas arestas que conduzem a outros tantos
vértices, um dos quais relativo a inclusao de um dado arco no ciclo e outro a
situacdo contraria) deve ser feita a partir do vértice corrente que é o que tem mi-
norante mais favorével de entre os vértices nao ramificados. Com esta estratégia,
caso se obtenha um ciclo de Hamilton com peso coincidente com o minorante,
podemos concluir que esse ciclo é uma solugao 6ptima para o TSP. Ao longo do
algoritmo, vamos denotar por C' e C' o par de caminhos tais que C é a parte
conhecida (corrente) do ciclo de Hamilton eventualmente a determinar e C, com
inicio no vértice final de C' e fim no vértice inicial de C, é a parte desconhecida.
Quando |E(C)| = |V(5>)|, vem que C' define um ciclo de Hamilton.

Algoritmo de Little

Dados de entrada: Matriz de pesos modificada W* = (wj;) de um digrafo Zﬁ;
Resultados de saida: Ciclo de Hamilton C' de peso minimo;

1. Fazer Min=0e E(C) = 0.

2. (a) Determinar o, fazer W* «— W* —wé” e Min «— Min+ Y ,_, ;.

(b) Determinar w, fazer W* «— W* — éw” e Min «— Min+ Y ;_, 0;.

3. Escolher para vértice corrente da arvore de decisao a folha da arvore com
minorante (Min) mais favoravel.

4. Considerar um dos arcos ij cuja entrada em W* tem peso corrente nulo
e proceder a ramificagdo a partir do vértice corrente da arvore de decisao,
analisando no ramo (a) a possibilidade deste arco fazer parte do ciclo de
Hamilton e o caso contrério no ramo (b):

(a) Neste ramo F(C) «— E(C)U{ij} e alinha correspondente ao vértice 4
e a coluna correspondente ao vértice j sao eliminadas da matriz W*.
Adicionalmente, para evitar o aparecimento de subcircuitos, os pesos
dos arcos que ligam o vértice final (neste caso j) do caminho C (de-
signado por caminho corrente) a qualquer dos vértices ja percorridos
tomam o valor co.

(b) Neste ramo (ij € E(G) \ (E(C)U E(C)) a entrada w}; passa a ter o

valor oo.

5. Repetir os passos anteriores (com excepcdo do primeiro) até se obter um
ciclo de Hamilton C.

6. Devolver o ciclo de Hamilton C' e o minorante Min.
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Exemplo 6.5. Vamos resolver o TSP para o digrafo definido pela seguinte
matriz de pesos modificada:

1 2 3 4
1 /o0 3 9 7
« 2] 3 oo 6 5
W= 315 6 oo 6
4\9 7 4 o0
Solugao. Depois de fazermos Min = 0 e E(C) = (), vamos aplicar os restantes

passos e do algoritmo de Little.

2 -(a) Tendo em conta que o minimo da primeira linha de W* é 3, o da
segunda 3, o da terceira 5 e o da quarta 4, obtém-se

1 2 3 4
1/cc 0 6 4
. 200 o 3 2
o= 5l 0 1 = 1 (6.15)
s\5 3 0
Min «— 0+ (3+3+5+4)=15. (6.16)

2 -(b) Tendo em conta que o minimo da primeira coluna de W* é 0, o da
segunda 0, o da terceira 0 e o da quarta 1, obtém-se

1 2 3 4
1/ 0 6 3
) 210 o 3 1

L (6.17)
4\5 3 0 o

Min — 154+(04+0+0+1)=16 (6.18)

3 Neste caso estamos no inicio da arvore de decisao.

4 Considerando o arco (1,2) de peso corrente wj, = 0, vamos analisar a
ramificac¢do relativa (a) a inclusdo deste arco no circuito a construir ou (b)
nao inclusao.

(a) E(C) — 0U {12} = {12} e uma vez que a presenca de (1,2) impede
a utilizacao de qualquer outro arco com cabeca em 2 e qualquer
outro arco com cauda em 1, a primeira linha e a segunda coluna de
W* devem ser eliminadas. Adicionalmente o peso do arco (2,1) deve
passar a ser oo.

o
o ® o~

4

1

0
00

o8 w w
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2 -(a) Tendo em conta que o minimo da primeira linha de W*
corrente é 1, o da segunda 0, o da terceira 0, obtém-se

1 3 4
2 o0 2 0

W « 310 oo 0 (6.19)
4\5 0 o

Min <« 164+ (14+040)=17. (6.20)

2 -(b) Tendo em conta que o minimo de qualquer das colunas de
W* corrente é 0, W* mantém-se, bem como o valor de Min = 17.

(b) Neste caso, E(C) mantém-se e a entrada relativa ao arco (1,2) passa
a wi, = 0o, obtendo-se

2 -(a) Tendo em conta que o minimo da primeira linha de W* ¢ 3
e o das restantes é 0, vem

1 2 3 4
1 /o0 oo 3 0
" 21 0 oo 3 1
W* 310 1 s 0 (6.21)
4\5 3 0 o
Min <« 164(3404+0+4+0)=19. (6.22)

2 -(b) Tendo em conta que o minimo da segunda coluna de W* é
1 e o das restantes é 0, vem

1 2 3 4
1 /o0 0o 3 0
. 2[ 0 o 3 1
W* «— 3l o0 0 o 0 (6.23)
4\5 2 0 o0
Min «— 19+ (0+140+0) = 20. (6.24)

3 Vamos considerar o ponto da &rvore de decisao com Min mais favoravel,
no qual se tem C = {12} e Min = 17.

4 Considerando o arco (2,4) de peso corrente w3, = 0, vamos analisar a
ramificagao relativa & inclusao deste arco no circuito a construir.
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(a) BE(C) « {12} U {24} = {12,24} e uma vez que a presenca de (2,4)
impede a utilizagdo de qualquer outro arco com cabeca em 4 e qual-
quer outro arco com cauda em 2, a linha relativa ao vértice 2 e coluna
relativa ao vértice 4 de W* devem ser eliminadas. Adicionalmente, o
peso do arco (4,1) deve passar a ser co.

1 3
" 3/0 oo
W« 4(00 O)

2 -(a) Nao ha qualquer actualizagdo a fazer, uma vez que o minimo em cada
uma das linhas é 0.

2 -(b) Nao ha qualquer actualizagao a fazer, uma vez que o minimo em cada
uma das colunas é 0.

3 Vamos considerar o ponto da arvore de decisao com Min mais favoravel,
no qual se tem C = {12,24} e Min = 17.

4 Resta-nos escolher os arcos (4,3) e (3,1), os quais nio trazem qualquer
acréscimo a Min, obtendo-se um ciclo de Hamilton com peso igual ao
minorante Min = 17 até ao momento obtido, pelo que se trata de um
ciclo hamiltoniano de peso minimo.

O
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