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ã �Zä£k®o<qso�å<����æ)���£Ñ��çÌÍ����rs���K�!è'�Wmp���Kjlk®�?� é ã¸K� �ÔêG¨ª  §v¡v¥¦¬ Ö¦��¡�¢A¬ ���K  ���ÍÝ>½v¢A¬µ³�¡ë�'���'���'�'���'���'���'�'���'���'���'�'�ìÃ£¸¸K� �v� �íÚ6�®¢¦³�¥¦¬µ¼n²ª¡�¤W¡���î�Ö¦¡W¤W¡«¢A¬ ���K  ���ì�'���'���'���'�'���'���'���'�'�ìÃ£â¸K� �v� °ïÚ6��Ö¦�n¥¦��¬ >¨v¼n²ª¡�¤W�'»K�«¨�¢A¡v  »>¼n²ª¡�Ý>½v¢A¬µ³n¨�¨v¤W��¬µ¢¦¢AÄ Àv�n l¬ K¬µ³�¬µ¨ª H�'�Üává¸K� �v� ¸ðÚ6��Ö¦�n¥¦��¬ >¨v¼n²ª¡�¤K¨�¬ ?Àv�n¥©¢¦¨�¤K¨�Ý>¨v¢A�'³�¡v¥¦¥¦�n£Ö¦�S�'���'���'���'�'��¯vÞ¸K� °%ñ�î�Ö¦¡W¤W¡«¢A¬ ���K  ��� ¥¦�nÀ?¬µ¢IÖ¦¡ò�'���'���'���'�'���'���'���'�'���'���'���'�'��¯K�¸K� ¸òÓ:¡v?Àv�n¥¦§vón>³�¬µ¨�¤W¡���î�Ö¦¡W¤W¡«¢A¬ ���K  ���ì���'�'���'���'���'�'���'���'���'�'��¯£á¸K� Ãºô\¨ª¥¦¬µ¨ª£Ö¦�®¢P¤W¡«��î�Ö¦¡W¤W¡«¢A¬ ���K  �������'���'�'���'���'���'�'���'���'���'�'�bØpÞ¸K� Ã>� �íñ�î�Ö¦¡W¤W¡«¢A¬ ���K  ���Í�>¨ª¥©¨�Àp¨ª¥¦¬µ½ÁÀv�n¬µ¢:  ¬ ��¬ Ö©¨v¤K¨v¢ç�'�'���'���'���'�'�bØpÞ¸K� Ã>� °ïñ�î�Ö¦¡W¤W¡«¤W�!¤W�®³�¡v����¡£¢A¬µ¼n²ª¡�¤W�!ÚË¨ª£Ö¦õn¬ §ªöø÷ù¡v  úû�ü���'���'���'�'�bØvØ¸K� áÔ�D�W�n¥©³�Äµ³�¬ ¡£¢Å���'���'���'�'���'���'���'���'�'���'���'���'�'���'���'���'�'��·ªÃ
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= �«¨Íúû¡v¥¦�«¨v¼n²ª¡ ¨v¤W�?>£»>¨v¤K¨ �n�à¬ ?Àv�®¢IÖ¦¬ §£¨v¼n²ª¡Í¡v���n¥©¨v³�¬ ¡v>¨ª sú�¨v³�¬   ¬ Ö©¨�¨ ¬ £Ö¦�n§v¥©¨v¼n²ª¡ �n��?>£»K¬ �>¨v¢*��»K  Ö¦¬ ö8¤W¬µ¢¦³�¬ �K  ¬ >¨ª¥¦�®¢n×�¤W�!�n  �nÀp¨v¤W¡Í¤W�®¢A�n�����n��K¡>×>>¨«¬ ���K  �n���n£Ö©¨v¼n²ª¡Í¤W�!�K¥¦¡ªöÕI�®³+Ö¦¡£¢C¤W�'§v¥©¨ª>¤W�!³�¡v���K  ���W¬µ¤K¨v¤W����¤W¬ ���n>¢¦²ª¡>×>³�¡v��¡«¢A�IÕA¨ª� ×>¨H¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨v¼n²ª¡«¤W�'¥¦¡ªöÖ©¨v¢«�n�ì¢A¬µ¢IÖ¦�n�«¨v¢H¤W���n£Ö¦¥¦�n§£¨ ¤W���n>³�¡v���n>¤K¨v¢H¨ù  ¡vK§£¨�¤W¬µ¢IÖA@ª>³�¬µ¨K×\¨�¤W��¾>K¬µ¼n²ª¡�¤W���¡v  Ä Ö¦¬µ³n¨v¢\¤W�C¬ ?Àv�®¢IÖ¦¬ ���n£Ö¦¡'�nK�n¥¦§vî�Ö¦¬µ³�¡>×ª¨��K¥¦¡W¤W»>¼n²ª¡!¤W�C�?>£»K¬ �>¨ª���n£Ö¦¡£¢D¤W�6¨ª  Ö©¨ËÖ¦�®³�K¡ªö  ¡v§v¬µ¨«�K¥¦¡W¤W»Kõn¬µ¤W¡£¢Ë¨ÍÝ>¨ª¬ �W¡Í³�»>¢IÖ¦¡>×l��Ö©³ª�CB6¨ÍÀv�n¥©¤K¨v¤W�v×�¢¦²ª¡Í¬ EDK���n¥©¨v¢Ë¨v¢6¡v¥¦§£¨ªK¬ õ®¨v¼�Û?�®¢�H�?>£»K¬ �>¨ª���n£Ö¦¡£¢!³�»pÕI¡£¢!��¡W¤W�n  ¡£¢!�H�K¥¦¬ >³�Ä �K¬ ¡£¢�¤W�«úû»K>³�¬ ¡v>¨ª���n£Ö¦¡N¢¦²ª¡ç¤W�H>¨pÖ¦»K¥¦�nõ®¨�«¨pÖ¦�n�«½pÖ¦¬µ³n¨K�Wô6¬ Àv�n��¡£¢*?»K�«¨«¢A¡W³�¬ �®¤K¨v¤W�!¤W¡v��¬ >¨v¤K¨����n µ¨�K¡W¼n²ª¡«¤W�!�K¥¦¡W¤W»WÖ¦¡«¬ >¤W»>¢IöÖ¦¥¦¬µ¨ª GFû¬ � �v� ×v¡vÝWÕI�®³+Ö¦¡!³�¡v�/»K�«¨�úû»K>¼n²ª¡'Ý��n�$¤W��¾>K¬µ¤K¨!³�»pÕA¨����W¬µ¢IÖ¦ón>³�¬µ¨'¢A�C¤W�nÀv�6¨ª¡Ëú�¨v³+Ö¦¡¤W�!¢A��Ö¦�n¥C¬µ¤W�n£Ö¦¬ ¾�³n¨v¤W¡�»K�¿���n¥©³n¨v¤W¡��>¨ª¥©¨��n  �IH+�lêZ¢A�n»�¨ª�>¨ª¥¦�®³�¬ ���n£Ö¦¡>×W��¡v¥¦în� ×K���W¬ §v�»K� �K¥¦¡W³��®¢¦¢A¡��K¥¦�®³��®¤W�n£Ö¦�!¤W�'¡v�WÖ¦¬ ��¬ õ®¨v¼n²ª¡«¤W�'Àp½ª¥¦¬ ¡£¢P¨v¢A���®³+Ö¦¡£¢J>£»K�'Àp²ª¡«¤W�®¢¦¤W�!¨�¢A»>¨³�¡v>³��n�l¼n²ª¡�¨pÖ¦îLKç¢A»>¨�³�¡v���n¥©³�¬µ¨ª  ¬ õ®¨v¼n²ª¡>×l�>¨v¢¦¢¦¨ª>¤W¡>×V>¨pÖ¦»K¥©¨ª  ���n£Ö¦�v×1���n µ¨ ¥¦�®¢A���®³+Ö¦¬ Àp¨�K¥¦¡W¤W»>¼n²ª¡>�£�\� Ö¦¡W¤W¡��®¢IÖ¦�����n¥©³�»K¥©¢A¡����W¬µ¢IÖ¦�n� Àp½ª¥¦¬ ¡£¢P³�¡v>¢IÖ¦¥©¨ªK§v¬ ���n£Ö¦¡£¢:��î'³n¨v¤K¨�Àv�nõ�«¨ª¬µ¢P³�¥¦Ä Ö¦¬µ³�¡�¥¦�M�>�®³+Ö¦¬ ¥*¢A¡vÝK¥¦�6�n  �®¢n×?��¡W¤W�n µ¨ª¥*³�¡v?Àv�nK¬ �n£Ö¦�n���n£Ö¦�6¡£¢:�K¥¦¡vÝK  �n�«¨v¢^¨v¢¦¢A¡W³�¬ ö¨v¤W¡£¢n×?¢A¬ ��»K µ¨ª¥P³��n>½ª¥¦¬ ¡£¢^¨ª  Ö¦�n¥¦>¨pÖ¦¬ Àv¡£¢n×£¨ª�K  ¬µ³n¨ª¥:Ö¦î®³�K¬µ³n¨v¢P¤W�'¨ª>½ª  ¬µ¢A�Ë¨ª�K¥¦¡v�K¥¦¬µ¨v¤K¨v¢n×v��Ö©³ª��$¨N>£»K¬µ¢A¬µ¼n²ª¡ ¤W�«³�¡v������Ö¦ón>³�¬µ¨v¢�>¨ ½ª¥¦�®¨Í¤K¨ ��¡W¤W�n µ¨v¼n²ª¡ �«¨pÖ¦�n�«½pÖ¦¬µ³n¨ ¤W���K¥¦¡vÝK  �n�«¨v¢ú�¨ªõ�ö8¢A�v×ª�n�$§v�n¥©¨ª  ×v�®¢IÖ¦»>¤K¨ª>¤W¡!��¡W¤W�n  ¡£¢VÕA½!���W¬µ¢IÖ¦�n£Ö¦�®¢\�6¨ª>¨ª  ¬µ¢¦¨ª>¤W¡!¤W¬ úû�n¥¦�n£Ö¦�®¢\úû¡v¥¦��»Wö µ¨v¼�Û?�®¢n�V�:¢IÖ¦�«�®¢IÖ¦»>¤W¡��H¨ª>½ª  ¬µ¢A��¥¦�?>£»K�n¥®×V��¡v¥¦în� ×<¡ç³�¡v��K�®³�¬ ���n£Ö¦¡�¤K¨v¢'�K¥¦¡v�K¥¦¬ �®¤K¨v¤W�®¢>£»K�Í¡£¢�¡vÝWÕI�®³+Ö¦¡£¢'úû¡v¥¦�«¨ª  ¬ õ®¨v¤W¡£¢'Ö¦ón�}K¡£¢�¨ª��ÝK¬ �n£Ö¦�®¢!�n�O>£»K� ¢A�Í¬ >¢A�n¥¦�n�Â�v×D¨ç�>¨ª¥AöÖ¦¬ ¥�¤W�n µ¨v¢n×s¤W¡£¢!¬ >¢IÖ¦¥¦»K���n£Ö¦¡£¢!�HÖ¦î®³�K¬µ³n¨v¢!�«¨pÖ¦�n�«½pÖ¦¬µ³n¨v¢!¤W�Í¥¦�®¢A¡v  »>¼n²ª¡ ¡v» ¢A¬ ��»K µ¨v¼n²ª¡¨ª>¨ª  Ä Ö¦¬µ³n¨«�QPÁ¡v»ç³�¡v��ÝK¬ >¨pÖ¦´v¥¦¬µ¨K�>ñ�»K¬ Ö¦¡£¢6¤W¡£¢6��¡W¤W�n  ¡£¢C�«¨pÖ¦�n�«½pÖ¦¬µ³�¡£¢6¤K¨SR8?Àv�®¢IÖ¦¬ §£¨v¼n²ª¡ê6���n¥©¨v³�¬ ¡v>¨ª V¢¦²ª¡«�K¥¦¡vÝK  �n�«¨v¢C¤W�!�K¥¦¡v§v¥©¨ª�«¨v¼n²ª¡��«¨pÖ¦�n�«½pÖ¦¬µ³n¨T>£»K��¢A�!¤W�®¢A¬ §v>¨ª� ×>¢A¬ ��ö�K  �®¢A���n£Ö¦�v×£��¡v¥P�K¥¦¡v§v¥©¨ª�«¨v¢D�«¨pÖ¦�n�«½pÖ¦¬µ³�¡£¢n� = � �K¥¦¡v§v¥©¨ª�«¨��«¨pÖ¦�n�«½pÖ¦¬µ³�¡>×?³�¡v>¢A¬µ¢IÖ¦�6>¨¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨v¼n²ª¡ ¤W�
x∗ ∈ X

Ö©¨ª ->£»K�
f(x∗) = inf{f(x) : x ∈ S}

×:³�¡v�
S ⊆ X

�ñç¨ª¬µ¢\úû¡v¥¦�«¨ª  ���n£Ö¦�v×£¡£¢^�K¥¦¡v§v¥©¨ª�«¨v¢D�«¨pÖ¦�n�«½pÖ¦¬µ³�¡£¢:���W�K¥¦¬ ���n��ö8¢A�Ë³�¡v��¡��K¥¦¡vÝK  �n�«¨v¢^¤W�¡v�WÖ¦¬ ��¬ õ®¨v¼n²ª¡�¤W¡�Ö¦¬ ��¡$U
(P )

inf f(x)¢n� ¨K�
x ∈ S,¡v>¤W�

S
¤W�nK¡ªÖ©¨�¡Í³�¡vpÕI»K£Ö¦¡H¤W�!��¡v£Ö¦¡£¢6¨v¤W��¬µ¢¦¢AÄ Àv�n¬µ¢n×W§v�n¥©¨ª  ���n£Ö¦�v×K¥¦�n�K¥¦�®¢A�n£Ö©¨v¤W¡���¡v¥»K�$³�¡vpÕI»K£Ö¦¡!¤W�C¥¦�®¢IÖ¦¥¦¬µ¼�Û?�®¢n×

S = {x ∈ X : gi(x) ≥ 0, i = 1, . . . , m}
×ªK¡�>£»>¨ª  ×ª�>¨ª¥©¨³n¨v¤K¨

i ∈ {1, . . . , m}
×
gi

»K�«¨Cúû»K>¼n²ª¡6¥¦�®¨ª ?³�»pÕI¡�¤W¡v��Ä K¬ ¡Ëî
X
Fû¬ � �v� ×

gi : X → R
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ñ�»K¬ Ö¦¡£¢P�K¥¦¡vÝK  �n�«¨v¢P¤W��§v¥©¨ª>¤W�Ë¬ £Ö¦�n¥¦�®¢¦¢A�Ë�K¥©½pÖ¦¬µ³�¡���¡W¤W�n�¿¢A�n¥^úû¡v¥¦��»K µ¨v¤W¡£¢P³�¡v��¡��K¥¦¡ªö§v¥©¨ª�«¨v¢\  ¬ K�®¨ª¥¦�®¢n�£�D�W¬µ¢IÖ¦�n� ��¡W¤W�n  ¡£¢P¤W�ËÙ\¥¦¡v§v¥©¨ª�«¨v¼n²ª¡1`<¬ K�®¨ª¥^�n� ½ª¥¦�®¨v¢^³�¡v��¡�¨�¤W¡£¢Ö¦¥©¨ª>¢A��¡v¥AÖ¦�®¢D¨ªîn¥¦�n¡£¢gFû§v�®¢IÖ©²ª¡!¤W�*úû¥¦¡ªÖ©¨v¢n×£¢A�?>£»K�n>³�¬µ¨ª���n£Ö¦¡'¤W�*Ö¦¥¦¬ �K»K µ¨v¼�Û?�®¢n×£³�¡v£Ö¦¥¦¡v  ¡'¤W�¥¦�®¢A�n¥¦Àp¨v¢n×l�K µ¨ªK�®¨ª���n£Ö¦¡�¤W��Ö¦¥©½púû�n§v¡ �n� ¨ª�n¥¦¡v��¡v¥AÖ¦¡£¢AH+×�Ö¦¥©¨ª>¢A��¡v¥AÖ¦�®¢ËÖ¦�n¥¦¥¦�®¢IÖ¦¥¦�®¢�F �I¥¦¡v»WöÖ¦¬ K§Q�+×1  ¡W³n¨ª  ¬ õ®¨v¼n²ª¡ç¤W� ¨ª¥¦�«¨ªõnîn>¢'�QPÁ¡v»�¤W�n��´£¢A¬ Ö¦¡£¢n×s¢A�?>£»K�n>³�¬µ¨ª���n£Ö¦¡ç� ¨púû�®³+Ö©¨v¼n²ª¡ç¤W�Àv�nÄµ³�»K  ¡£¢AH+×£¾>>¨ª>³��n¬ ¥©¨fF�¢A�n  �®³n¼n²ª¡��'¡v�WÖ¦¬ ��¬ õ®¨v¼n²ª¡�¤W�'¬ ?Àv�®¢IÖ¦¬ ���n£Ö¦¡£¢n×?§v�®¢IÖ©²ª¡�¤W�J�A³n¨v¢j�E�+×¢A�n§v»K¥¦¡£¢AH+×v�K¥¦¡W³��®¢¦¢A¡£¢:¬ >¤W»>¢IÖ¦¥¦¬µ¨ª¬µ¢�Fû¥¦��¾>>¨v¼n²ª¡�¤W���K¥¦¡W¤W»WÖ¦¡£¢n×?  ¡v§vÄµ¢IÖ¦¬µ³n¨K×£¡v�WÖ¦¬ ��¬ õ®¨v¼n²ª¡�¤W���¬µ¢IÖ¦»K¥©¨v¢AH+×:§v�®¢IÖ©²ª¡ ¤K¨��K¥¦¡W¤W»>¼n²ª¡7Fû�K µ¨ªK�®¨ª���n£Ö¦¡ ¤K¨��K¥¦¡W¤W»>¼n²ª¡>×:§v�®¢IÖ©²ª¡ ¤W�ù¢IÖ¦¡W³AhW¢n×¢A�?>£»K�n>³�¬µ¨ª���n£Ö¦¡N¤W�HÖ©¨ª¥¦��ú�¨v¢AH+×s§v�®¢IÖ©²ª¡ç�Í�K µ¨ªK�®¨ª���n£Ö¦¡ù¤K¨ç�K¥¦¡W¤W»>¼n²ª¡N¨ª§v¥¦¡v���®³�»>½ª¥¦¬µ¨K×¤W��¾>K¬µ¼n²ª¡!¤W�6¥¦�®¤W�®¢:¤W�CÖ¦¥©¨ª>¢A��¡v¥AÖ¦�1F�¤W�Ë¤W¬µ¢IÖ¦¥¦¬ ÝK»K¬µ¼n²ª¡�¤W�6�nK�n¥¦§v¬µ¨��n  î®³+Ö¦¥¦¬µ³n¨K×v¤W�Ë¨ªÝ>¨v¢IÖ¦��ö³�¬ ���n£Ö¦¡�¤W�!½ª§v»>¨K×W¤W��§£½v¢^>¨pÖ¦»K¥©¨ª �H+×W§v�®¢IÖ©²ª¡�¤W�J�A¢IÖ©¨Q���TF�¢A�?>£»K�n>³�¬µ¨ª���n£Ö¦¡�¤W�'�?>£»K¬ �>¨v¢��î®¤W¬µ³n¨v¢\�QPÁ¡v»H¤W��¨ª��¡v¬ ¡1�K¡£¢A�K¬ Ö©¨ª µ¨ª¥XH+×£¤W��¾>K¬µ¼n²ª¡�¤W�g�I µ¨I�v¡v»WÖi�+×v¨ÁÀp¨ª  ¬µ¨v¼n²ª¡!¤K¨!���W��¡£¢A¬µ¼n²ª¡K�¥©¨v¤W¬µ¨v¼n²ª¡>×£�n£Ö¦¥¦����»K¬ Ö©¨v¢P¡v»WÖ¦¥©¨v¢n��$¨ª¥AÖ¦��¤K¨Í��¡W¤W�n µ¨v¼n²ª¡ �«¨pÖ¦�n�«½pÖ¦¬µ³n¨ ¤W���K¥¦¡vÝK  �n�«¨v¢6¥¦�®¨ª¬µ¢n×l¥¦�?>£»K�n¥�>²ª¡ ¢A´ »K�«¨ ¨v¤W��ö>£»>¨v¤K¨��K¥¦�n�>¨ª¥©¨v¼n²ª¡6�«¨pÖ¦�n�«½pÖ¦¬µ³n¨K×£³�¡v��¡�Ö©¨ª��Ý�în�S»K�S§v¥©¨ª>¤W�P�®¢A�KÄ ¥¦¬ Ö¦¡�¤W�*¡vÝ>¢A�n¥¦Àp¨v¼n²ª¡�H�n  �nÀp¨v¤K¨����W���n¥¦¬ ón>³�¬µ¨K�_[6»K�®¢IÖ¦Û?�®¢!³�¡v��¡f�©ê�>£»K�HîÍ¡ç�K¥¦¡vÝK  �n�«¨I�+×��A[6»>¨ª¬µ¢'¡£¢�¤K¨v¤W¡£¢¥¦�n  �nÀp¨ª£Ö¦�®¢A�X�+×G�©Ó:¡v��¡�¢A�ç¥¦�n µ¨v³�¬ ¡v>¨ª�S�X�+×G�A[6»>¨ª¬µ¢H¨v¢H¤W�®³�¬µ¢AÛ?�®¢«�n� ÕI¡v§v¡E�X� �®¢IÖ©²ª¡ úû¥¦��ö>£»K�n£Ö¦�n���n£Ö¦�«¨v¢¦¢A¡W³�¬µ¨v¤K¨v¢�K ��¡W¤W�n µ¨v¼n²ª¡�¤W�H¢A¬ Ö¦»>¨v¼�Û?�®¢'³�¡v���K  ���K¨v¢Ë���n¥©¨ª£Ö¦�«¨v¢1>£»>¨ª¬µ¢î!K�®³��®¢¦¢¦½ª¥¦¬ ¡�Ö¦¡v�«¨ª¥Ë¤W�®³�¬µ¢AÛ?�®¢n��Ú6��¨v³�¡v¥©¤W¡H³�¡v�¿¡£¢C�K¥¦¡W³��®¤W¬ ���n£Ö¦¡£¢*»>¢A»>¨ª¬µ¢6¤K¨L�X�$ Q¡X¢X£¤a¥ ¦]§W¨I©Nª7«G¬ ¡M §N®M¥&ª � §Q¯ F�¨v³+Ö¦¬ À?¬µ¤K¨v¤W�ç³�¬ �n£Ö¦Ä ¾�³n¨�¤W�®¤W¬µ³n¨v¤K¨cK ¥¦�®¢A¡v  »>¼n²ª¡ ¤W���K¥¦¡vÝK  �n�«¨v¢¥¦�n µ¨v³�¬ ¡v>¨v¤W¡£¢6³�¡v��¨ÍÖ¦¡v�«¨v¤K¨Í¡v»N¡�¨ª��¡v¬ ¡lKHÖ¦¡v�«¨v¤K¨ ¤W�«¤W�®³�¬µ¢AÛ?�®¢AHC»K�à�K¥¦¡W³��®¢¦¢A¡ ¤W�Ö¦¡v�«¨v¤K¨�¤W�!¤W�®³�¬µ¢¦²ª¡��n?Àv¡v  Àv�v×?§v�n¥©¨ª  ���n£Ö¦�v×?¡£¢*¢A�n§v»K¬ £Ö¦�®¢P�>¨v¢¦¢A¡£¢nU
�v�6ê6Ý>¢A�n¥¦Àp¨v¼n²ª¡�¤K¨�¢A¬ Ö¦»>¨v¼n²ª¡«¨v¢¦¢A¡W³�¬µ¨v¤K¨�K�¤W�®³�¬µ¢¦²ª¡«¨�Ö¦¡v�«¨ª¥?d
°W�*¹*�®³�¡v��K�®³�¬ ���n£Ö¦¡��'¤W��¾>K¬µ¼n²ª¡«¤W¡«�K¥¦¡vÝK  �n�«¨�d
¸K�*ñ�¡W¤W�n µ¨v¼n²ª¡�³�¡v>³��n�WÖ¦»>¨ª V��úû¡v¥¦��»K µ¨v¼n²ª¡��«¨pÖ¦�n�«½pÖ¦¬µ³n¨�¤W¡��K¥¦¡vÝK  �n�«¨�d
Ã>�*Ú6��Ö¦�n¥¦��¬ >¨v¼n²ª¡�¤W�'»K�«¨«¢A¡v  »>¼n²ª¡��>¨ª¥©¨�¡��K¥¦¡vÝK  �n�«¨��«¨pÖ¦�n�«½pÖ¦¬µ³�¡�¡vÝWÖ¦¬µ¤W¡$d



" �Zo<qs�?��o���qs�ç��mpo��>mp�K���KtvuKo��:��js�?�Wm
áW�g^1¡v�«¨v¤K¨�¤W�!¤W�®³�¬µ¢¦²ª¡�³�¡v� Ý>¨v¢A��>¨�¢A¡v  »>¼n²ª¡��n>³�¡v£Ö¦¥©¨v¤K¨�d
¯K��R8���K  �n���n£Ö©¨v¼n²ª¡«¤K¨�¤W�®³�¬µ¢¦²ª¡��!¨ÁÀp¨ª  ¬µ¨v¼n²ª¡�¤W¡£¢P¥¦�®¢A»K  Ö©¨v¤W¡£¢n�

°1±n° ²´³ (C��µl¶��!" 0 (·µ &)�!�'&),���,!"�¶���� (*,'&)(*"
BC�®¢IÖ¦�ç³n¨ª�KÄ Ö¦»K  ¡ Àp¨ª��¡£¢��K¥¦¡W³�»K¥©¨ª¥®×)¥¦�®³�¡v¥¦¥¦�n>¤W¡ù¨ùÀp½ª¥¦¬ ¡£¢����W�n���K  ¡£¢n×D¬   »>¢IÖ¦¥©¨ª¥«»KK¬µ³n¨pö���n£Ö¦�'¨��>¨v¢¦¢¦¨ª§v�n� ¤W¡��>¨v¢¦¢A¡«°fFû¥¦�®³�¡v��K�®³�¬ ���n£Ö¦¡��'¤W��¾>K¬µ¼n²ª¡«¤W¡��K¥¦¡vÝK  �n�«¨]H:�>¨ª¥©¨�¡�>¨v¢¦¢A¡�ÃLFû��¡W¤W�n µ¨v¼n²ª¡!³�¡v>³��n�WÖ¦»>¨ª K�*úû¡v¥¦��»K µ¨v¼n²ª¡��«¨pÖ¦�n�«½pÖ¦¬µ³n¨'¤W¡'�K¥¦¡vÝK  �n�«¨]HD³��n£Ö¦¥©¨ªWö¤W¡ªöøK¡£¢C>¨v¢C��DK  Ö¦¬ �K µ¨v¢Ë¢A¬ Ö¦»>¨v¼�Û?�®¢->£»K����¡W¤W�n��¢A�n¥6¥¦�®¢A¡v  À?¬µ¤K¨v¢C¥¦�®³�¡v¥¦¥¦�n>¤W¡«¨H��¡W¤W�n  ¡£¢¤W��Ù\¥¦¡v§v¥©¨ª�«¨v¼n²ª¡S`<¬ K�®¨ª¥®�¸V?�n§v»K�n��ö8¢A��¨ª  §v»K>¢Ë���W�n���K  ¡£¢�¤W����¡W¤W�n  ¡£¢�¤W���K¥¦¡vÝK  �n�«¨v¢Ù\¥¦¡v§v¥©¨ª�«¨v¼n²ª¡�`<¬ K�®¨ª¥®�
Ê6Ñ<�?��æ)��o w�¹�w Fû�K¥¦¡vÝK  �n�«¨�¤K¨�¤W¬ ��Ö©¨�´v�WÖ¦¬ �«¨kH ¹»º�¼ �$½ ¤  ¥&®M¥&ª � ¥ ¢ ¤¾§l¬ �¡ ¤ ¡M�Z¿N¡ ¬$À ¡ ¼ ¬ �Á ¤a¥&®A§ ½ ¼ ¤a¥ ¬$ª ¿N¡ §Q¯ ¥ ¼ ¡M� ¤¾§W¨I©NªÃÂ ½$¡S¢ §Q¤a¥ ¢3Ä §W¨I§Ã® ¡M ¤¾§ ¢f¡�Å ¥ ¦]Æ � ®M¥&§ ¢f¡ ¼ ¤ ¡M ¼ ª ¢¿ ª ¢��$½ ¤  ¥ ¡M� ¤ ¡X¢ Â ½$¡ ¬$ª ¿N¡�Ä ª X�Z¡ ® ¡MAÇ ®Aª ¼ ª ¢n¡3È § ¼ Ç ¬  ªQ¤ ¡MÉ�� § ¢AÇ ® Á ¯ ®M¥&ª ¡b  ¥�¤¾§ ¼ ¥ � § ¢AÇ®Aª ¼ ª ¼ ¡M� ª  ® ½E¢ ¤¾ª�¬$ª ¢A¢XÉ� Q¡ ¯ ÊZË ¢A¢ ¥ ¼ ÇG¢X½ ¬$ª ��Ì §�Â ½$¡J¢ ©Nª �Z¡ ® ¡X¢A¢nÁQ ¥&§ ¢

b1
½�� ¥ ¿ § ¿N¡X¢+¿N¡�$½ ¤  ¥ ¡M� ¤ ¡X¢�¿ ªT¤a¥ ¬$ª

N1
Ç
b2
½�� ¥ ¿ § ¿N¡X¢�¿N¡+�$½ ¤  ¥ ¡M� ¤ ¡X¢+¿ ª�¤a¥ ¬$ª

N2, . . . ,
¡

bm

½�� ¥ ¿ § ¿N¡X¢¿N¡g�$½ ¤  ¥ ¡M� ¤ ¡X¢g¿ ª�¤a¥ ¬$ª
Nm
Ê�Í ½ ¬$ª ��Ì §1§Q¥ �Z¿ §�Â ½$¡-¡X¢ ¤¾©Nª ¿ ¥ ¢ ¬$ª �$É� Q¡ ¥ ¢

n
¤a¥ ¬$ª ¢J¿ ¥ ÄM¡M�¡M� ¤ ¡X¢¿N¡ §Q¯ ¥ ¼ ¡M� ¤¾ª ¢�¡ Â ½$¡

aij

Ç ¬$§  §
i = 1, . . . , m

¡
j = 1, . . . , n

Ç ®Aª X�¡X¢ ¬$ª �Z¿N¡ §Nª �$Î ¼ ¡M ª¿N¡�½�� ¥ ¿ § ¿N¡X¢S¿N¡��$½ ¤  ¥ ¡M� ¤ ¡�¿ ªf¤a¥ ¬$ª
Ni
®Aª � ¤a¥ ¿ ª ¢T¡ ¼ ®A§ ¿ § ½�� ¥ ¿ § ¿N¡L¿N¡ §Q¯ ¥ ¼ ¡M� ¤¾ª ¿ ª¤a¥ ¬$ª

j
Ê�Í ¡M�Z¿ ª

x1, x2, . . . , xn

ÇÏ�¡X¢ ¬ ¡ ®M¤a¥   § ¼ ¡M� ¤ ¡XÇ §fÂ ½ § � ¤a¥ ¿ § ¿N¡T¿N¡ §Q¯ ¥ ¼ ¡M� ¤¾ª ¿ ªL¤a¥ ¬$ª
1, . . . , n

¡
c1, . . . , cn

ª ¢b�¡X¢ ¬ ¡ ®M¤a¥   ª ¢ ® ½E¢ ¤¾ª ¢�½�� ¥�¤ ÁQ ¥&ª ¢�¿N¡ ®A§ ¿ § ½ ¼ ¿ ª ¢ ¤a¥ ¬$ª ¢Ã¿N¡§Q¯ ¥ ¼ ¡M� ¤¾ª ¡ ¼ ®A§ ½E¢ § Ç ®Aª ¼ § Ä ª  ¼ ½ ¯ §W¨I©NªfÂ ½$¡ § ¢n¡ ¦ ½ ¥ �¢n¡ ¥ �Z¿ ¥&®A§
min f(x) =

∑n
j=1 cjxj¢X½XÈn¡ ¥�¤¾ªL§ ∑n

i=1 aijxj ≥ bi,
¬$§  §

i = 1, . . . , m
xj ≥ 0,

¬$§  §
j = 1, . . . , n,

¿N¡ ¤ ¡M ¼ ¥ � § £Ð¢n¡ ªLÑiª ½ ª ¢ÐÒ
n
£¾½ ¬Z¯ ª�Ñ ¢ÐÒe¿N¡-�$Î ¼ ¡M ª ¢J�¡ §Q¥ ¢

(x1, x2, . . . , xn)
Â ½$¡XÇÓ¿N¡+¡M� ¤ �¡ª ¢ Â ½$¡�¢ §Q¤a¥ ¢3Ä §?Ô ¡ ¼ § ¢��¡X¢ ¤  ¥3¨IÕ ¡X¢ ¥ �Z¿ ¥&®A§ ¿ § ¢AÇ ¼ ¥ � ¥ ¼ ¥ Ô?§ÖÑiª ½ ¼ ¥ � ¥ ¼ ¥ Ô?§ ¼ Ò § ÄA½�� ¨I©Nª

f(x)
Ê

Ê6Ñ<�?��æ)��o w�¹ Æ Fû�K¥¦¡vÝK  �n�«¨C¤W�:Ö¦¥©¨ª>¢A��¡v¥AÖ¦�®¢�H ¹Sº�¼ § ¿ § ¿ §�®Aª ¼ ¬$§ ��Ì ¥&§ �Z¡ ® ¡X¢A¢ ¥�¤¾§+§N×A§ ¢X£¤ ¡ ® ¡M
n
ÄMÁ ×  ¥&®A§ ¢ ®Aª ¼ ½ ¼ ¿N¡ ¤ ¡M ¼ ¥ � § ¿ ªg¬  ª ¿Q½ ¤¾ª Ç §\¬$§  ¤a¥ 
¿N¡

m
§  ¼ §?Ô?Ø ��¢ Ê�Í ½ ¬$ª ��Ì §Â ½$¡XÇ��¡ ¯ §Q¤a¥   § ¼ ¡M� ¤ ¡ §Nª�¬  ª ¿Q½ ¤¾ª ¡ ¼ ®A§ ½E¢ § Ç�¡�Å ¥ ¢ ¤ ¡ ¼

bi

½�� ¥ ¿ § ¿N¡X¢1� ª
i
£ Ø ¢ ¥ ¼ ªL§  ¼ § £Ô?Ø ¼ Ñi®Aª ¼

i ∈ {1, . . . , m}
Ò�¡ Â ½$¡ §

j
£ Ø ¢ ¥ ¼ § ÄMÁ ×  ¥&®A§J¬ �¡ ¤ ¡M�Z¿N¡ § ¿ Â ½ ¥  ¥ 

aj

½�� ¥ ¿ § ¿N¡X¢Ñi®Aª ¼
j ∈ {1, . . . , n}

Ò ÊCÍ ½ ¬$ª �Z¿ ªT§Q¥ �Z¿ §LÂ ½$¡ §TÂ ½ § � ¤a¥ ¿ § ¿N¡�¿ ¥ ¢ ¬$ª �$É� Q¡ ¯ ÇÏ� §e¤¾ªQ¤¾§Q¯ ¥ ¿ § ¿N¡¿ ª ¢ §  ¼ §?Ô?Ø ��¢AÇ Ø)¥ ¦ ½ §Q¯�Ùc¤¾ªQ¤¾§Q¯ ¥ ¿ § ¿N¡Ö¿ §ÚÂ ½ § � ¤a¥ ¿ § ¿N¡ ¬ �¡ ¤ ¡M�Z¿ ¥ ¿ §�¬ ¡ ¯ § ¢�¿ ¥ ÄM¡M�¡M� ¤ ¡X¢ÄMÁ ×  ¥&®A§ ¢AÇ ª ½l¢n¡3È § Ç
m∑

i=1

bi =

n∑

j=1

aj

¡ Â ½$¡ ª1® ½E¢ ¤¾ª ¿ ª+¤  § ��¢ ¬$ª  ¤ ¡J¿N¡g½ ¼ § ½�� ¥ ¿ § ¿N¡
¿N¡ ¬  ª ¿Q½ ¤¾ª ¿ ª
i
£ Ø ¢ ¥ ¼ ª1§  ¼ §?Ô?Ø ¼ ¬$§  §§

j
£ Ø ¢ ¥ ¼ § ÄMÁ ×  ¥&®A§bØ

cij
Ñ ¬$§  §

i = 1, . . . , m
¡

j = 1, . . . , n
Ò ÊGÛ ¡X¢ ¤¾§ ¢ ®Aª �Z¿ ¥3¨IÕ ¡X¢AÇ ª¬  ªN×M¯ ¡ ¼ § ¡ ¼ Â ½$¡X¢ ¤¾©Nª �¡X¢X½ ¼ ¡M£Ð¢n¡ Ù ¿N¡ ¤ ¡M ¼ ¥ � §W¨I©Nª ¿ § ¢ Â ½ § � ¤a¥ ¿ § ¿N¡X¢f¿N¡ ¬  ª ¿Q½ ¤¾ª)§¤  § ��¢ ¬$ª  ¤¾§ 
¡M� ¤ �¡ ®A§ ¿ § ½ ¼ ¿ ª ¢ §  ¼ §?Ô?Ø ��¢�¡ ®A§ ¿ § ½ ¼ § ¿ § ¢�ÄMÁ ×  ¥&®A§ ¢�¿N¡ ¼ ª ¿ ª�§eÂ ½$¡



w�¹�w Ê6Ñ<�?��æ)��o���qs��æsmpo��>mp�K���K������js�?�Wmp�?� Ò
¡X¢ ¤ ¡ ¤  § ��¢ ¬$ª  ¤ ¡
¢n¡�Ä §W¨I§L®Aª ¼ ª ¼ ¡M� ª  ® ½E¢ ¤¾ªJ¬$ª ¢A¢XÉ� Q¡ ¯ ÊGË ¢A¢ ¥ ¼ ÇÓ¢n¡M�Z¿ ª

xij
ª �$Î ¼ ¡M ª¿N¡�½�� ¥ ¿ § ¿N¡X¢Ã¿N¡ ¬  ª ¿Q½ ¤¾ª´§k¤  § ��¢ ¬$ª  ¤¾§ �¡M� ¤ �¡ ª

i
£ Ø ¢ ¥ ¼ ª´§  ¼ §?Ô?Ø ¼ ¡ §

j
£ Ø ¢ ¥ ¼ §ÄMÁ ×  ¥&®A§ Ç ª
¬  ªN×M¯ ¡ ¼ §�¬$ª ¿N¡\Ä ª  ¼ ½ ¯ § X£Ð¢n¡e¿ ª ¢n¡ ¦ ½ ¥ � ¤ ¡ ¼ ª ¿ ªNÜ

min
∑m

i=1

∑n

j=1 cijxij¢X½XÈn¡ ¥�¤¾ªL§ ∑n

j=1 xij = bi,
¬$§  §

i = 1, . . . , m∑m

i=1 xij = aj ,
¬$§  §

j = 1, . . . , n
xij ≥ 0,

¬$§  §
i = 1, . . . , m

¡
j = 1, . . . , n.Ê6Ñ<�?��æ)��o w�¹ ã Fû�K¥¦¡vÝK  �n�«¨Ë¤W�^¡v�WÖ¦¬ ��¬ õ®¨v¼n²ª¡Ë¤K¨6�K¥¦¡W¤W»>¼n²ª¡�H ¹ Í ½ ¬$ª ��Ì §�Â ½$¡�½ ¼ § ¿ § ¿ §ÄMÁ ×  ¥&®A§TØ+®A§�¬$§?Ô ¿N¡ ¬  ª ¿Q½ ÔM¥ -� ¬  ª ¿Q½ ¤¾ª ¢�¿ ¥ ¢ ¤a¥ � ¤¾ª ¢-½ ¤a¥�¯ ¥ Ô?§ �Z¿ ª

m
�¡ ® ½�A¢ ª ¢ ¯ ¥ ¼ ¥�¤¾§ ¿ ª ¢AÇª ¢ Â ½ §Q¥ ¢ ¬$ª ¿N¡ ¼ ¢n¡MgÌ ª  § ¢�¿N¡ ¤  §N×A§Q¯ Ì ªTª ½ ¤ ¡ ¼ ¬$ª ¢
¿N¡ ª�¬ ¡M §W¨I©Nª ¿N¡
 QÁQ ¥&§ ¢ ¼ Á Â ½ ¥ � § ¢¬$ª L¢n¡ ¼ § � § Ç ¼ §Q¤¾Ø  ¥&§ ¢ ¬  ¥ ¼ § ¢AÇ�¡ ¤¾®?ÊJÍ ¡M�Z¿ ª

cj
ª�¯ ½ ®  ªcªN×M¤a¥ ¿ ªL¬$ª  ®A§ ¿ § ½�� ¥ ¿ § ¿N¡¿ ª

j
£ Ø ¢ ¥ ¼ ª1¬  ª ¿Q½ ¤¾ª Ç

bi
§�Â ½ § � ¤a¥ ¿ § ¿N¡S¿N¡��¡ ® ½�A¢ ª

i
¿ ¥ ¢ ¬$ª �$É� Q¡ ¯ ¡

aij
§�Â ½ § � ¤a¥ ¿ § ¿N¡¿N¡��¡ ® ½�A¢ ª

i
½ ¤a¥�¯ ¥ Ô?§ ¿ §l¬$ª l½�� ¥ ¿ § ¿N¡Ã¿N¡ ¬  ª ¿Q½ ¤¾ª

j
Ç § ¿N¡ ¤ ¡M ¼ ¥ � §W¨I©Nª ¿ ªc¯ ¡ Â ½$¡)¿N¡¬  ª ¿Q½ ¤¾ª ¢ §T¬  ª ¿Q½ ÔM¥ AÇ × ¡ ¼ ®Aª ¼ ªÃ§ ¢S¢X½ § ¢l¿ ¥ ÄM¡M�¡M� ¤ ¡X¢ Â ½ § � ¤a¥ ¿ § ¿N¡X¢ ®Aª ¼ ª ¼ ÁnÅ ¥ ¼ ª¯ ½ ®  ª Ç ªN×M¤¾Ø ¼ £Ð¢n¡1�¡X¢ ªQ¯  Q¡M�Z¿ ªfª
¬  ªN×M¯ ¡ ¼ §NÜ

max
∑n

j=1 cjxj¢X½XÈn¡ ¥�¤¾ªL§ ∑n
i=1 aijxj ≤ bi,

¬$§  §
i = 1, . . . , m

xj ≥ 0,
¬$§  §

j = 1, . . . , n.Ê6Ñ<�?��æ)��o w�¹ é Fû�K¥¦¡vÝK  �n�«¨«¤W��§v�®¢IÖ©²ª¡«¤W�
�A¢IÖ©¨Q���eH ¹lÝ ª ��¢ ¥ ¿N¡M�¡ Â ½$¡��$½ ¼ ¿ § ¿ ª Ì ª ¢X£¬Z¥�¤¾§Q¯ ¡�Å ¥ ¢ ¤ ¡ ¼·Þ ¤ ½�X� ª ¢e¿ ¥ ÁQ ¥&ª ¢S¡ ¼ ®A§ ¿ § ½ ¼ ¿ ª ¢ Â ½ §Q¥ ¢ ª �$Î ¼ ¡M ª ¼ É�� ¥ ¼ ª ¿N¡T¡M�$£ÄM¡M ¼ ¡ ¥  § ¢+�Z¡ ® ¡X¢A¢nÁQ ¥&§ ¢ ¬$§  §L§ ¢A¢n¡ ¦ ½� §  ª ¢n¡MX  ¥3¨IªfØeªT¥ �Z¿ ¥&®A§ ¿ ª � ªSÂ ½ § ¿Q ªL§ ¢n¡ ¦ ½ ¥  Ê

ß ½�X� ª à á â ã ä Þå ¡MXÉ ª ¿ ª æ £ ã Ì ã £içIÌ çW£ àQá Ì àQá £ à Þ Ì à Þ £ áEæ Ì áEæ £ á?ã ÌÛ Î ¼ ¡M ª ç àNæ àQá àNæ ç Þ

Í ½ ¬$ª �Z¿ ªÃÂ ½$¡ § ¢l¡M�?ÄM¡M ¼ ¡ ¥  § ¢ ¤¾Æ ¼ çbÌ ª  § ¢l¿ ¥ ÁQ ¥&§ ¢b¿N¡ ¤  §N×A§Q¯ Ì ªÚÑ ¢n¡ ¦ ½ ¥ ¿ § ¢ÐÒÃ¡ Â ½$¡¥ � ¥&®M¥&§ ¼ ¢n¡ ¼ ¬ �¡ ª ¢n¡M½ ¤  §N×A§Q¯ Ì ª � ªÏ¬  ¥ � ® É ¬Z¥&ª ¿N¡J½ ¼ ¤ ½�X� ª Ç ¬ �¡ ¤ ¡M�Z¿N¡M£Ð¢n¡-¿N¡ ¤ ¡M ¼ ¥ � § ª ¼ ¡M� ª S�$Î ¼ ¡M ª ¿N¡l¡M�?ÄM¡M ¼ ¡ ¥  § ¢f¿N¡ ¼ ª ¿ ª�§�Â ½$¡T¢n¡3È § ¼ ¦]§  § � ¤a¥ ¿ ª ¢ ª ¢T�$Î ¼ ¡M ª ¢¼ É�� ¥ ¼ ª ¢ ¥ �Z¿ ¥&®A§ ¿ ª ¢�� ªTÂ ½ § ¿Q ªNÊZË ¢A¢ ¥ ¼ ÇG¢n¡M�Z¿ ª
xj
Ñ ¬$§  §

j = 1, . . . , 6
Ò ª �$Î ¼ ¡M ª ¿N¡¡M�?ÄM¡M ¼ ¡ ¥  § ¢ Â ½$¡ ®Aª ¼ ¡ ¨I§ ¼ §e¤  §N×A§Q¯ Ì § +� ª

j
£ Ø ¢ ¥ ¼ ªe¤ ½�X� ª Ç ªJ¬  ªN×M¯ ¡ ¼ § ¡ ¼ Â ½$¡X¢ ¤¾©Nª®Aª X�¡X¢ ¬$ª �Z¿N¡ §Nª ¢n¡ ¦ ½ ¥ � ¤ ¡ ¬  ª�¦  § ¼ §S¯ ¥ �Z¡ §  Ü

min x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6¢X½XÈn¡ ¥�¤¾ªL§
x1 + x6 ≥ 8
x1 + x2 ≥ 10

x2 + x3 ≥ 12
x3 + x4 ≥ 10

x4 + x5 ≥ 8
x5 + x6 ≥ 6

x1, x2, x3 x4, x5, x6 ≥ 0.



� �Zo<qs�?��o���qs�ç��mpo��>mp�K���KtvuKo��:��js�?�Wm
è\¼ ×Aª  § ÇÏ¡ ¼  ¥ ¦]ª AÇ_¢n¡1¿N¡M Q¡X¢A¢n¡ ¤¾§ ¼ ×AØ ¼ ¥ ¼ ¬$ª  Â ½$¡ § ¢
  §  ¥ ÁQ Q¡ ¥ ¢

x1
Ç
x2
Ç
x3
Ç
x4
Ç
x5¡

x6
Ä ª ¢A¢n¡ ¼ ¥ � ¤ ¡ ¥  § ¢AÇ��Z¡X¢ ¤ ¡ ®A§ ¢ ª Ç_¡X¢ ¤¾§�®Aª �Z¿ ¥3¨I©NªJ¬$ª ¿N¡-¢n¡M-�¡ ¯ § Å § ¿ § ÇÓ½ ¼ §  Q¡ Ô+Â ½$¡ ª¬  ªN×M¯ ¡ ¼ §L¥ �Z¿ ¥&®A§ ¿ ª ¿NÁS½ ¼ § ¢ ªQ¯ ½ ¨I©Nªfé�¬Z¤a¥ ¼ §L¥ � ¤ ¡ ¥  §NÊ Ý ª ¼ ¡&ÄM¡ ¥�¤¾ª Ç

x∗
1 = 8

Ç
x∗

2 = 4
Ç

x∗
3 = 8

Ç
x∗

4 = 2
Ç
x∗

5 = 6
¡

x∗
6 = 0

®Aª ��¢ ¤a¥�¤ ½ ¥ ½ ¼ § ¢ ªQ¯ ½ ¨I©NªLé�¬Z¤a¥ ¼ §NÊ
Ê6Ñ<�?��æ)��o4w�¹ � Fû�K¥¦¡vÝK  �n�«¨ ¤W��¬ ?Àv�n£Ö©½ª¥¦¬ ¡lH ¹ Û ½ ¼ ¿ § ¿ ªe¬ ¡MXÉ ª ¿ ª

t
Ç�¢n¡3È §

xt
§�¬  ª £¿Q½ ¨I©NªfÑ �$Î ¼ ¡M ª ¿N¡ §  ¤a¥ ¦]ª ¢ ¬  ª ¿Q½ ÔM¥ ¿ ª ¢ÐÒT¿N¡�½ ¼ § ¿ § ¿ § ÄMÁ ×  ¥&®A§ ÇÓ¢n¡3È §

It
ª�¥ �$ Q¡M� ¤ ÁQ ¥&ªÑ �$Î ¼ ¡M ª ¿N¡ §  ¤a¥ ¦]ª ¢L¡ ¼ëê ¢ ¤¾ª?®Aì�í Ò�¡

pt
§1¬  ª?® ½� §ÃÑ �$Î ¼ ¡M ª ¿N¡ §  ¤a¥ ¦]ª ¢ ¬ �¡ ¤ ¡M�Z¿ ¥ ¿ ª ¢¬ ¡ ¯ ª ¼ ¡M ®A§ ¿ ª Ò Ê è � ¤¾©Nª Ç § �¡ ¯ §W¨I©Nªb¦ ¡M §Q¯ ¡M� ¤ �¡l¡X¢ ¤¾§ ¢L  §  ¥ ÁQ Q¡ ¥ ¢ ¬$§  §Ãª ¢l¿ ¥ ÄM¡M�¡M� ¤ ¡X¢¬ ¡MXÉ ª ¿ ª ¢1 Q¡ ¼ ¿ § ¿ §+¬$ª  Ü

xt + It−1 = pt + It,
¬$§  §

t = 1, . . . , T.

Í ½ ¬$ª ��Ì §�Â ½$¡XÇ ¬$§  §
t =
à Ç á ¡ â Ç ª ¢ ® ½E¢ ¤¾ª ¢-½�� ¥�¤ ÁQ ¥&ª ¢�¿N¡ ¬  ª ¿Q½ ¨I©Nª ¢ ©Nª

15
¡M½� ª ¢AÇ

30¡M½� ª ¢+¡
40
¡M½� ª ¢AÇ_�¡X¢ ¬ ¡ ®M¤a¥   § ¼ ¡M� ¤ ¡XÇÏ¡ Â ½$¡ ª ¢ ® ½E¢ ¤¾ª ¢
½�� ¥�¤ ÁQ ¥&ª ¢1¿N¡ §  ¼ §?Ô ¡M� § ¼ ¡M� ¤¾ª¢ ©Nª ¿N¡

10
¡M½� ª
¬$ª  ¬ ¡MXÉ ª ¿ ªNÊ�Í ½ ¬$ª �Z¿ ªL§Q¥ �Z¿ §fÂ ½$¡ §
¬  ª?® ½� § �Z¡X¢ ¤ ¡X¢ ¤  Æ ¢ ¬ ¡MXÉ ª ¿ ª ¢ Ø¿N¡

10 000
§  ¤a¥ ¦]ª ¢J� ª

1◦
¬ ¡MXÉ ª ¿ ª Ç

20 000
� ª

2◦
¡
25 000

� ª
3◦
Ç ®Aª ¼ ªeªN× Èn¡ ®M¤a¥   ª ¿N¡¼ ¥ � ¥ ¼ ¥ Ô?§  ª ¢ ® ½E¢ ¤¾ª ¢ ¦W¯ ªN×A§Q¥ ¢e¿N¡ ¼ ª ¿ ªf§ ¢ §Q¤a¥ ¢3Ä §?Ô ¡M §
¬  ª?® ½� § Ç�¿N¡M Q¡MX£Ð¢n¡M£ Ù �¡X¢ ªQ¯  Q¡Mª ¢n¡ ¦ ½ ¥ � ¤ ¡ ¬  ª�¦  § ¼ §S¯ ¥ �Z¡ §  Ü

min 15x1 + 30x2 + 40x3 + 10I1 + 10I2 + 10I3îiïjðMñjòYó&ô�õ x1 − I1 = 10 000
x2 + I1 − I2 = 20 000

x3 + I2 − I3 = 25 000
x1, x2, x3, I1, I2, I3 ≥ 0.

°1±�ö ÷ �'&D��,!"�µ ,!0Í&Óø!�È(úù^,!�fû!� �Mù^, 0 (üµ &)�!�'&),���,!"�¶���ý
� (*,'&)(*"

^P¬ �K¬µ³n¨ª���n£Ö¦�v×�¡£¢C�K¥¦¡vÝK  �n�«¨v¢6¤W���K¥¦¡v§v¥©¨ª�«¨v¼n²ª¡�  ¬ K�®¨ª¥Ë¨ª�K¥¦�®¢A�n£Ö©¨ª��ö8¢A�'>¨«úû¡v¥¦�«¨«�>¨pö¤W¥©²ª¡�¡v» >¨�úû¡v¥¦�«¨�³n¨ªK´vK¬µ³n¨��+>£»>¨ª>¤W¡�Ö©¨ª <>²ª¡«¨v³�¡v£Ö¦�®³��Ëî���¡£¢¦¢AÄ Àv�n lÖ¦¥©¨ª>¢Iúû¡v¥¦�«¨pöø  ¡£¢¤W�'��¡W¤W¡�Ö¦¡v�«¨ª¥¦�n� »K�«¨�¤W�®¢IÖ©¨v¢^úû¡v¥¦�«¨v¢n�
ý �]4)js��tvuKo$w�¹�w�¹Tþ § ¿ § ½ ¼ § ¼ §Q¤  ¥ Ô

A = [aij ]i=1,...,m j=1,...,n
Ñi®Aª ¼

m
¯ ¥ ��Ì § ¢b¡

n
®AªQ¯ ½�� § ¢ÐÒIÇ+½ ¼

m
£¾½ ¬Z¯ ª ¿N¡l�¡ §Q¥ ¢

bt = [b1, . . . , bm]
¡f½ ¼

n
£¾½ ¬Z¯ ª ¿N¡��¡ §Q¥ ¢

cT =
[c1, . . . , cn]

Ç-¿N¡X¢ ¥ ¦ � § £Ð¢n¡ ¬$ª  ¬  ª�¦  § ¼ §l¯ ¥ �Z¡ § L¿N¡ ¼ ¥ � ¥ ¼ ¥ Ô?§W¨I©NªÖÑ ¼ § Å ¥ ¼ ¥ Ô?§W¨I©Nª Ò�� §Ä ª  ¼ §1¬$§ ¿Q ©NªÃÑiª ½b¢ ¤¾§ �Z¿ § �¿AÒIÇJ¡S¿N¡M� ªQ¤¾§ £Ð¢n¡ ¬$ª 
PL(A, b, c)

¿N¡ ¼ ¥ � ¥ ¼ ¥ Ô?§W¨I©NªÃÑ ¼ § £Å ¥ ¼ ¥ Ô?§W¨I©Nª Ò´� § Ä ª  ¼ §)¬$§ ¿Q ©Nª Ç ªb¬  ªN×M¯ ¡ ¼ § ¿N¡k¿N¡ ¤ ¡M ¼ ¥ � §W¨I©Nª ¿N¡c½ ¼
n
£¾½ ¬Z¯ ª ¿N¡�¡ §Q¥ ¢

xT = [x1, . . . , xn]
Â ½$¡ ¼ ¥ � ¥ ¼ ¥ Ô?§7Ñ ¼ § Å ¥ ¼ ¥ Ô?§ Ò § ÄA½�� ¨I©NªkªN× Èn¡ ®M¤a¥   ª

f(x) =
c1x1 + c2x2 + . . . + cnxn

Ç_� ªT®Aª �nÈX½�� ¤¾ª ¿N¡ ¬$ª � ¤¾ª ¢+¿N¡
R

n Â ½$¡�¢ §Q¤a¥ ¢3Ä §?Ô ¡ ¼ § ¢��¡X¢ ¤  ¥ £¨IÕ ¡X¢ Ü
a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,ÊÊÊ ÊÊÊ ÊÊÊ ÊÊÊ ÊÊÊ ÊÊÊ ÊÊÊ ÊÊÊ ÊÊÊ
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm,¡

xj ≥ 0
Ç ¬$§  §

j = 1, 2, . . . , n
Ê



w�¹ Æbÿ o>mp���K��æ)�Kq1mpuKo���%v�Kjsþ�js�&%v� qs��æsmpo��>mp�K���K������js�?�Wmp�?� �

Û ½ ¼ § Ä ª  ¼ § ¼ §Q¥ ¢ ®Aª �Z¿N¡M��¢ § ¿ § Ç�¡X¢ ¤ ¡ ¬  ªN×M¯ ¡ ¼ §f®Aª X�¡X¢ ¬$ª �Z¿N¡ § ¿N¡ ¤ ¡M ¼ ¥ � §  ª

min(max) cT x¢X½XÈn¡ ¥�¤¾ªL§
Ax = b

x ≥ 0.

ý �]4)js��tvuKo w�¹ Æ ¹Sþ § ¿ §Ú§ ¼ §Q¤  ¥ Ô
A = [aij ]i=1,...,m j=1,...,n

Ñi®Aª ¼
m
¯ ¥ ��Ì § ¢�¡

n®AªQ¯ ½�� § ¢ÐÒIÇe½ ¼
m
£¾½ ¬Z¯ ª ¿N¡��¡ §Q¥ ¢

bT = [b1, . . . , bm]
¡�½ ¼

n
£¾½ ¬Z¯ ª ¿N¡��¡ §Q¥ ¢

cT =
[c1, . . . , cn]

Ç
¿N¡X¢ ¥ ¦ � § £Ð¢n¡ ¬$ª  ¬  ª�¦  § ¼ §�¯ ¥ �Z¡ § S¿N¡ ¼ ¥ � ¥ ¼ ¥ Ô?§W¨I©NªcÑ ¼ § Å ¥ ¼ ¥ Ô?§W¨I©Nª Òb� §Ä ª  ¼ §7®A§ � é � ¥&®A§ Çf¡k¿N¡M� ªQ¤¾§ £Ð¢n¡ ¬$ª 
PL(A, b, c)

¿N¡ ¼ ¥ � ¥ ¼ ¥ Ô?§W¨I©Nª Ñ ¼ § Å ¥ ¼ ¥ Ô?§W¨I©Nª Ò� § Ä ª  ¼ §�®A§ � é � ¥&®A§ Ç ªe¬  ªN×M¯ ¡ ¼ § ¿N¡l¿N¡ ¤ ¡M ¼ ¥ � §W¨I©Nª ¿N¡S½ ¼
n
£¾½ ¬Z¯ ª ¿N¡L�¡ §Q¥ ¢

xT =
[x1, . . . , xn]

Â ½$¡ ¼ ¥ � ¥ ¼ ¥ Ô?§)Ñ ¼ § Å ¥ ¼ ¥ Ô?§ Ò § ÄA½�� ¨I©NªfªN× Èn¡ ®M¤a¥   ª
f(x) = c1x1 + c2x2 +

. . . + cnxn

Ç�� ªL®Aª �nÈX½�� ¤¾ª ¿N¡ ¬$ª � ¤¾ª ¢�¿N¡
R

n Â ½$¡+¢ §Q¤a¥ ¢3Ä §?Ô ¡ ¼ § ¢+�¡X¢ ¤  ¥3¨IÕ ¡X¢ Ü

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn ≥ b1 (a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn ≤ b1),
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn ≥ b2 (a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn ≤ b2),ÊÊÊ ÊÊÊ

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn ≥ bm (am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn ≤ bm),

¡
xj ≥ 0

Ç ¬$§  §
j = 1, 2, . . . , n

Ê
Û ½ ¼ § Ä ª  ¼ § ¼ §Q¥ ¢ ®Aª �Z¿N¡M��¢ § ¿ § Ç ª1¬  ª�¦  § ¼ §f¯ ¥ �Z¡ § 

PL(A, b, c)
� § Ä ª  ¼ §b®A§ £� é � ¥&®A§L®Aª X�¡X¢ ¬$ª �Z¿N¡XÇÏ�¡X¢ ¬ ¡ ®M¤a¥   § ¼ ¡M� ¤ ¡XÇ § ¿N¡ ¤ ¡M ¼ ¥ � §  ª

min cT x max cT x¢X½XÈn¡ ¥�¤¾ªL§
Ax ≥ b

¢X½XÈn¡ ¥�¤¾ªL§
Ax ≤ b

x ≥ 0 x ≥ 0.

è\¼ § ¼ ×A§ ¢ § ¢�¿N¡ � � ¥3¨IÕ ¡X¢ § ¢�¡M� ¤  § ¿ § ¢+¿ § ¼ §Q¤  ¥ Ô
A
Ñi®Aª ¡ � ®M¥ ¡M� ¤ ¡X¢

aij

Ò�¿N¡X¢ ¥ ¦ � § ¼ £Ð¢n¡¬$ª  ®Aª ¡ � ®M¥ ¡M� ¤ ¡X¢ ¤ ¡ ® � ªQ¯ é�¦W¥&®Aª ¢ Ê
Ú6��¨v³�¡v¥©¤W¡Í³�¡v� ¨Í¤W��¾>K¬µ¼n²ª¡ ¨ª£Ö¦�n¥¦¬ ¡v¥®×K?»K� �K¥¦¡v§v¥©¨ª�«¨�  ¬ K�®¨ª¥�Fû¡v»ç�K¥¦¡vÝK  �n�«¨Í¤W��K¥¦¡v§v¥©¨ª�«¨v¼n²ª¡�  ¬ K�®¨ª¥XHg�>½L>£»K��¤W�®¢IÖ©¨v³n¨ª¥Ë¨v¢ ÐK�Wmp��ÎvÐ��?��� qs�ùqs�E%v���®uKo ×l¤W�nK¡ªÖ©¨v¤K¨v¢C��¡v¥

x1
×)�n�n�n×

xn

×V¨ �ørsjstvuKo o$#��®�E%ªk®�ûÐ�o ¤W�nK¡ªÖ©¨v¤K¨«��¡v¥
cT x

Fû¡v»
f(x) = c1x1 + c2x2 +

. . . + cnxn

H+×K¨v¢^¥¦�®¢IÖ¦¥¦¬µ¼�Û?�®¢\>£»K�v×W�n��Ý�¡v¥©¨�¢A����¡£¢¦¢¦¨ª��F�³�¡vWúû¡v¥¦����¤W��¾>K¬µ¼n²ª¡ �v� �IH:¨ª�K¥¦��ö¢A�n£Ö©¨ª¥*¨�úû¡v¥¦�«¨�¤W�'�?>£»>¨v¼�Û?�®¢n×W>¨�¤W��¾>K¬µ¼n²ª¡ �v� °fF&>£»K�!¢A�'¥¦��úû�n¥¦��»KK¬µ³n¨ª���n£Ö¦�+K�úû¡v¥¦�«¨³n¨ªK´vK¬µ³n¨]HD¢¦²ª¡�³�¡v>¢IÖ¦¬ Ö¦»KÄµ¤K¨v¢:��¡v¥^¬ K�?>£»>¨v¼�Û?�®¢:¤W¡�Ö¦¬ ��¡��
≤
�6¡v»e�

≥
�C��¨v¢:³�¡v>¤W¬µ¼�Û?�®¢^¤W�>²ª¡�K�n§£¨pÖ¦¬ À?¬µ¤K¨v¤W�'¤K¨v¢PÀp¨ª¥¦¬µ½ÁÀv�n¬µ¢n�

� �®¢A���®³�¬ ¾�³n¨v¼n²ª¡'¤W�P»K�S�K¥¦¡vÝK  �n�«¨�¤W�P�K¥¦¡v§v¥©¨ª�«¨v¼n²ª¡6  ¬ K�®¨ª¥JFû¡v�WÖ¦¬ ��¬ õ®¨v¼n²ª¡Ë  ¬ K�®¨ª¥XH+×
PL(A, b, c)

×�>¨^úû¡v¥¦�«¨*³n¨ªK´vK¬µ³n¨^¡v»'�>¨v¤W¥©²ª¡>×©ú�¨ªõ�ö8¢A�v×�¢A¬ £Ö¦��Ö¦¬µ³n¨ª���n£Ö¦�v×®¨v¤W¡v�WÖ©¨ª>¤W¡P»K�«¨¤K¨v¢^úû¡v¥¦��»K µ¨v¼�Û?�®¢^¨«¢A�n§v»K¬ ¥P¬ >¤W¬µ³n¨v¤K¨v¢n�



w�� �Zo<qs�?��o���qs�ç��mpo��>mp�K���KtvuKo��:��js�?�Wm
Fû�«¨p�W¬ ��¬ õ®¨v¼n²ª¡EH Fû��¬ K¬ ��¬ õ®¨v¼n²ª¡EH

F úû¡v¥¦�«¨��>¨v¤W¥©²ª¡EH max cT x¢n�>¨K�
Ax = b
x ≥ 0

min cT x¢n�K¨K�
Ax = b
x ≥ 0

F úû¡v¥¦�«¨�³n¨ªK´vK¬µ³n¨]H max cT x¢n�>¨K�
Ax ≤ b
x ≥ 0

max cT x¢n�K¨K�
Ax ≥ b
x ≥ 0

[6»>¨ª Y>£»K�n¥
n
öø»K�K  ¡�¤W��¥¦�®¨ª¬µ¢
>£»K�«¢¦¨pÖ¦¬µ¢Iú�¨v¼n¨Í¡ ³�¡vpÕI»K£Ö¦¡�¤W��¥¦�®¢IÖ¦¥¦¬µ¼�Û?�®¢Ë¤W¡

PL(A, b, c)¤W¬ õ�ö8¢A��»K�«¨�¢A¡v  »>¼n²ª¡�¨v¤W��¬µ¢¦¢AÄ Àv�n C�ç¡ ³�¡vpÕI»K£Ö¦¡�¤W��Ö¦¡W¤K¨v¢Í¨v¢H¢A¡v  »>¼�Û?�®¢H¨v¤W��¬µ¢¦¢AÄ Àv�n¬µ¢¤W�®¢A¬ §v>¨pö8¢A� ��¡v¥H³�¡vpÕI»K£Ö¦¡�¡v» ¥¦�n§v¬µ²ª¡�¨v¤W��¬µ¢¦¢AÄ Àv�n  �DÙ)¡v¥H¡v»WÖ¦¥¦¡  µ¨v¤W¡>×
x∗ ¤W¬ õ�ö8¢A� »K�«¨¢A¡v  »>¼n²ª¡�´v�WÖ¦¬ �«¨��>¨ª¥©¨�¡

PL(A, b, c)
¤W����¬ K¬ ��¬ õ®¨v¼n²ª¡�Fû�«¨p�W¬ ��¬ õ®¨v¼n²ª¡EH:¢A�

cT x∗ = min (max) {cT x : x
î!¢A¡v  »>¼n²ª¡�¨v¤W��¬µ¢¦¢AÄ Àv�n l�>¨ª¥©¨

PL(A, b, c)}.

BC¡ªÖ¦��ö8¢A�:¨ª¬ >¤K¨g>£»K�\¡*ú�¨v³+Ö¦¡6¤W�:�®¢IÖ©¨ª¥¦��¡£¢<¨*³�¡v>¢A¬µ¤W�n¥©¨ª¥<»K�Å�K¥¦¡vÝK  �n�«¨C¤W�\�«¨p�W¬ ��¬ õ®¨v¼n²ª¡¡v»Í��¬ K¬ ��¬ õ®¨v¼n²ª¡�îË¬ ¥¦¥¦�n  �nÀp¨ª£Ö¦�6»K�«¨�Àv�nõ
>£»K�v×W¥¦�n µ¨pÖ¦¬ Àp¨ª���n£Ö¦�
K�¢A¡v  »>¼n²ª¡!¡v» ³�¡vpÕI»K£Ö¦¡¤W��¢A¡v  »>¼�Û?�®¢6´v�WÖ¦¬ �«¨v¢6¨Í¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨ª¥®×�¡Í�K¥¦¡vÝK  �n�«¨H¤W����¬ K¬ ��¬ õ®¨v¼n²ª¡
min{cT x : x ∈

R
n, Ax = b

�
x ≥ 0}

î��?>£»K¬ Àp¨ª  �n£Ö¦�!¨ª¡«�K¥¦¡vÝK  �n�«¨H¤W�!�«¨p�W¬ ��¬ õ®¨v¼n²ª¡
PL(A, b,−c)

�Ó:¡v�ì��úû�n¬ Ö¦¡>×^¢A�
x∗ îN¨v¤W��¬µ¢¦¢AÄ Àv�n C�>¨ª¥©¨ PL(A, b, c)

�çîçÖ©¨ª 
>£»K�
−cT x∗ ≥ −cT x�>¨ª¥©¨HÖ¦¡W¤W¡ ¡

x
¨v¤W��¬µ¢¦¢AÄ Àv�n D�>¨ª¥©¨

PL(A, b,−c)
×V�n£Ö©²ª¡

cT x∗ ≤ cT x
�>¨ª¥©¨HÖ¦¡W¤W¡�¡

x¨v¤W��¬µ¢¦¢AÄ Àv�n >�>¨ª¥©¨!¡
PL(A, b, c)

�E�6¢^¤W»>¨v¢:úû¡v¥¦�«¨v¢-F�³n¨ªK´vK¬µ³n¨'¡v»Í�>¨v¤W¥©²ª¡EH)�n��>£»K�Ë»K��K¥¦¡v§v¥©¨ª�«¨�  ¬ K�®¨ª¥Cî�¨ª�K¥¦�®¢A�n£Ö©¨v¤W¡«¢¦²ª¡«³�¡v���K  ��Ö©¨ª���n£Ö¦�!�?>£»K¬ Àp¨ª  �n£Ö¦�®¢n×K»K�«¨�Àv�nõ�>£»K�'î��¡£¢¦¢AÄ Àv�n ^�>¨v¢¦¢¦¨ª¥�¤W� »K�«¨N�>¨ª¥©¨ç¡v»WÖ¦¥©¨N¢A�n�ë>£»K� ¡ ³�¡vpÕI»K£Ö¦¡ù¤W� ¢A¡v  »>¼�Û?�®¢�¢A� ¨ª  Ö¦�n¥¦�v�Ó:¡v� ��úû�n¬ Ö¦¡>×>¨��>¨ª¥AÖ¦¬ ¥C¤W��»K�«¨�¥¦�®¢IÖ¦¥¦¬µ¼n²ª¡�¤W¡�Ö¦¬ ��¡
n∑

j=1

aijxj ≤ bi ⇔ bi −
n∑

j=1

aijxj ≥ 0⇔ xn+i = bi −
n∑

j=1

aijxj ,
³�¡v�

xn+i ≥ 0,

¨v³�¥¦�®¢¦³��n£Ö©¨ª>¤W¡ªö8¢A�'¨HÀp¨ª¥¦¬µ½ÁÀv�n 1¤W��¤W�®¢AÀ?¬ ¡�Fû¡v»�úû¡v  §£¨LH
xn+i

×l¡vÝWÖ¦în��ö8¢A��¨H¥¦�®¢IÖ¦¥¦¬µ¼n²ª¡H¤W�¬ §v»>¨ª µ¤K¨v¤W�
n∑

j=1

aijxj + xn+1 = bi,
³�¡v�

xn+i ≥ 0.

Ú6�!��¡W¤W¡Í¨T>£»K��¢A�'ú�¨v¼n¨«¨H¤W¬µ¢IÖ¦¬ >¼n²ª¡«�n£Ö¦¥¦�!¨v¢CÀp¨ª¥¦¬µ½ÁÀv�n¬µ¢^¡v¥¦¬ §v¬ >¨ª¬µ¢
(x1, . . . , xn)

��¨v¢Àp¨ª¥¦¬µ½ÁÀv�n¬µ¢\¤W�Ë¤W�®¢AÀ?¬ ¡fFû¡v»«úû¡v  §£¨]H\¨v¢\�K¥¦¬ ���n¬ ¥©¨v¢:¤W�®¢A¬ §v>¨ª��ö8¢A�C��¡v¥^Àp¨ª¥¦¬µ½ÁÀv�n¬µ¢\¤W�Ë¤W�®³�¬µ¢¦²ª¡>�
Ú6�nÀv�'¡vÝ>¢A�n¥¦Àp¨ª¥Aö8¢A�Ë¨ª¬ >¤K¨�>£»K�1K�Àp¨ª¥¦¬µ½ÁÀv�n l¤W�!¤W�®¢AÀ?¬ ¡���¡W¤W�v×K�n� §v�n¥©¨ª  ×W¤K¨ª¥Aö8¢A�Ë»K�«¨³��n¥AÖ©¨*¬ £Ö¦�n¥¦�K¥¦��Ö©¨v¼n²ª¡P�®³�¡vK´v��¬µ³n¨*¡v»�úûÄµ¢A¬µ³n¨!×Á³�¡v>¢A¡£¨ª£Ö¦�D¡C�K¥¦¡vÝK  �n�«¨K�pÓ:¡v�Å��úû�n¬ Ö¦¡>×Á¢A�:K¡�D�W�n���K  ¡ �v� ¸��>¨v¢¦¢¦¨ª¥¦��¡£¢D¡��K¥¦¡vÝK  �n�«¨��>¨ª¥©¨!¨!úû¡v¥¦�«¨��>¨v¤W¥©²ª¡>×v¡�Àp¨ª  ¡v¥�>£»K��¨�Àp¨ª¥¦¬µ½ÁÀv�n ¤W��¤W�®¢AÀ?¬ ¡

xn+i

Ö¦¡v�«¨K×l�>¨ª¥©¨«»K�«¨Í¤K¨v¤K¨Í¢A¡v  »>¼n²ª¡Í¨v¤W��¬µ¢¦¢AÄ Àv�n )³�¡v¥¦¥¦�n£Ö¦�v×�³�¡v¥¦¥¦�®¢A��¡v>¤W�K�>£»>¨ª£Ö¦¬µ¤K¨v¤W�'¤W�
i
öøî®¢A¬ ��¡�¥¦�®³�»K¥©¢A¡�>£»K��>²ª¡�î�»WÖ¦¬   ¬ õ®¨v¤K¨�>¨�¥¦��úû�n¥¦¬µ¤K¨�¢A¡v  »>¼n²ª¡>�



w�¹ ã �Í�?�®o���rstvuKo �>mpÎ�4Ó%v� qs��æsmpo��>mp�K���K������js�?�Wmp�?�e%vo��üqsrs�K��ÐK�Wmp��ÎvÐ��?��� w�w
BC¡�³n¨v¢A¡ ¤W�«¢A��Ö¦�n¥�»K�«¨ ¥¦�®¢IÖ¦¥¦¬µ¼n²ª¡ ¤W��¬ §v»>¨ª µ¤K¨v¤W�v×l�®¢IÖ©¨ î�ú�¨v³�¬   ���n£Ö¦�«³�¡v?Àv�n¥AÖ¦¬µ¤K¨�n� ¤W»>¨v¢P¥¦�®¢IÖ¦¥¦¬µ¼�Û?�®¢P¤W�!¤W�®¢A¬ §v»>¨ª µ¤K¨v¤W�v×?»K�«¨�Àv�nõ+>£»K�

n∑

j=1

aijxj = bi ⇔

{
ai1x1 + . . . + ainxn ≤ bi

ai1x1 + . . . + ainxn ≥ bi
⇔

{
ai1x1 + . . . + ainxn ≤ bi

−ai1x1 − . . .− ainxn ≤ −bi

Ù)¡v¥<¡v»WÖ¦¥¦¡* µ¨v¤W¡>×n>£»>¨ª Y>£»K�n¥<Àp¨ª¥¦¬µ½ÁÀv�n Á  ¬ À?¥¦�v×n¬ � �v� ×?>£»>¨ª Y>£»K�n¥<Àp¨ª¥¦¬µ½ÁÀv�n p>²ª¡*¥¦�®¢IÖ¦¥¦¬ K§v¬µ¤K¨�F�¨ª¡£¢¥¦�®¨ª¬µ¢\>²ª¡!K�n§£¨pÖ¦¬ Àv¡£¢AH+×
xj

×£��¡W¤W��³�¡v?Àv�n¥AÖ¦�n¥Aö8¢A�P?»K� �>¨ª¥^¤W�ËÀp¨ª¥¦¬µ½ÁÀv�n¬µ¢D>²ª¡!K�n§£¨pÖ¦¬ Àp¨v¢n×
x′

j ≥ 0
�

x′′
j ≥ 0

×K�®¢¦³�¥¦�nÀv�n>¤W¡ªö8¢A�
xj = x′

j − x′′
j

�>Ú6�®¢IÖ¦�'��¡W¤W¡>×>¤K¨v¤W¡�»K�¿¢A¬µ¢IÖ¦�n�«¨«¤W��?>£»>¨v¼�Û?�®¢
Ax = b

×?�n��>£»K�'¨v¢^Àp¨ª¥¦¬µ½ÁÀv�n¬µ¢^¢¦²ª¡�>²ª¡�¥¦�®¢IÖ¦¥¦¬ K§v¬µ¤K¨v¢n×vú�¨ªõn�n>¤W¡
x = x′ − x′′³�¡v�

x′ ≥ 0
×
x′′ ≥ 0

×W¡vÝWÖ¦în��ö8¢A��¡«¢A¬µ¢IÖ¦�n�«¨�³�¡v� Àp¨ª¥¦¬µ½ÁÀv�n¬µ¢:¥¦�®¢IÖ¦¥¦¬ K§v¬µ¤K¨v¢nU
A(x′ − x′′) = b⇔ Ax′ −Ax′′ = b⇔ [A,−A]

[
x′

x′′

]
= b,

¡v» ¢A�IÕA¨K×
Āy = b

³�¡v�
Ā = [A,−A]

�
y =

[
x′

x′′

]
≥ 0
�

°1±�� � (*"1�1¶
	��\ø!� �'&���lù^, 0 ({µ &)�!�'&),���,!" ¶���� (*,'&)(*" ù^���
0�	 ,!"��Ë,'&)�
��!(*��"

êË¢:�K¥¦¡vÝK  �n�«¨v¢:¤W�Ë�K¥¦¡v§v¥©¨ª�«¨v¼n²ª¡�  ¬ K�®¨ª¥P³�¡v� ¤W»>¨v¢:Àp¨ª¥¦¬µ½ÁÀv�n¬µ¢\��¡W¤W�n� ¥¦�®¢A¡v  Àv�n¥Aö8¢A�*§v¥©¨pö¾�³n¨ª���n£Ö¦�v×s»K�«¨NÀv�nõf>£»K�v×)K�®¢IÖ¦� ³n¨v¢A¡>×)¨�úû»K>¼n²ª¡ù¡vÝWÕI�®³+Ö¦¬ Àv¡N¤W��¾>K� »K�«¨N¥¦�®³+Ö©¨)>£»K���¡W¤W�'¢A�n¥C¤W�®¢A  ¡W³n¨v¤K¨�K¡«¢A�n£Ö¦¬µ¤W¡«¤W¡«¢A�n» §v¥©¨v¤W¬ �n£Ö¦�v×W¨pÖ¦î'¢A�ËÖ¦¡v¥¦>¨ª¥^Ö©¨ªK§v�n£Ö¦�+K�¥¦�n§v¬µ²ª¡¨v¤W��¬µ¢¦¢AÄ Àv�n  �1êË¢���¡v£Ö¦¡£¢'¤W��Ö©¨ªK§vón>³�¬µ¨ ¡vÝWÖ¦¬µ¤W¡£¢TFû»K� ×<K�n��?»K� ×<¡v» »K�«¨ ¬ W¾>K¬µ¤K¨v¤W�IH³�¡v¥¦¥¦�®¢A��¡v>¤W�n� ¨ª¡£¢V��¡v£Ö¦¡£¢<¤K¨*¥¦�n§v¬µ²ª¡*¨v¤W��¬µ¢¦¢AÄ Àv�n N>£»K�\¡v�WÖ¦¬ ��¬ õ®¨ª�E¨^úû»K>¼n²ª¡C¡vÝWÕI�®³+Ö¦¬ Àv¡>�êË¢*¤W¡v¬µ¢*���W�n���K  ¡£¢g>£»K�!¨�¢A�n§v»K¬ ¥C¢A��¬ >¤W¬µ³n¨ª� ×K¡v>¤W�v×K��¡v¥*¬ £Ö¦�n¥¦��î®¤W¬ ¡H¤K¨v¢P¥¦�®¢A���®³+öÖ¦¬ Àp¨v¢'¥¦�n�K¥¦�®¢A�n£Ö©¨v¼�Û?�®¢Ë§v¥©½p¾�³n¨v¢n×lK¡��K¥¦¬ ���n¬ ¥¦¡�¢A�H¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨�¨�¢A¡v  »>¼n²ª¡ ´v�WÖ¦¬ �«¨ �«K¡¢A�n§v»K>¤W¡Ë¢A�P³�¡v>³�  »K¬K¨Ë¨ª»>¢Aón>³�¬µ¨6¤W�P´v�WÖ¦¬ ��¡6¾>K¬ Ö¦¡>×p¬   »>¢IÖ¦¥©¨ª�G¡Ë��¡W¤W¡�¤W�*¨v³+Ö¦»>¨ª¥sK�®¢IÖ¦�®¢³n¨v¢A¡£¢n�
Ê6Ñ<�?��æ)��o�w�¹ " ¹

max x1 + x2¢ Ê_§NÊ
−x1 + x2 ≤ 1
x1 − 2x2 ≤ 2
x2 ≤ 2
x1, x2 ≥ 0

Ú6�nÀv� ¡vÝ>¢A�n¥¦Àp¨ª¥Aö8¢A�L>£»K�v×D¨ª��´£¢�¨N¬ £Ö¦¥¦¡W¤W»>¼n²ª¡ù¤K¨v¢�Àp¨ª¥¦¬µ½ÁÀv�n¬µ¢�¤W��¤W�®¢AÀ?¬ ¡>×)¨N¥¦�n§v¬µ²ª¡¨v¤W��¬µ¢¦¢AÄ Àv�n �¾�³n¨�¤W��¾>K¬µ¤K¨����n  ¡«³�¡vpÕI»K£Ö¦¡

{




x1

x2

x3

x4

x5



∈ R

5 :



−1 1 1 0 0
1 −2 0 1 0
0 1 0 0 1







x1

x2

x3

x4

x5




=




1
2
2


 , x1, x2, x3, x4, x5 ≥ 0}



w Æ �Zo<qs�?��o���qs�ç��mpo��>mp�K���KtvuKo��:��js�?�Wm
x2

x1-2x2=2

(1,2)

(6,2)

-x1+x2=1

1

2

3

4 5 63

-1

1 2

c

c

c

c

c

c

±s¬ §v»K¥©¨ �v� �NU��C�K  ¬µ³n¨v¼n²ª¡�¤W¡���î�Ö¦¡W¤W¡«§v¥©½p¾�³�¡�¨�»K� �K¥¦¡vÝK  �n�«¨�³�¡v� ´v�WÖ¦¬ ��¡�¾>K¬ Ö¦¡>�
�v×^��¡v¥Í���W�n���K  ¡>×:¡£¢H��¡v£Ö¦¡£¢

(1, 2)
�

(6, 2)
³�¡v¥¦¥¦�®¢A��¡v>¤W�n� ×\¥¦�®¢A���®³+Ö¦¬ Àp¨ª���n£Ö¦�v×^¨ª¡£¢��¡v£Ö¦¡£¢

(1, 2, 0, 5, 0)T � (6, 2, 5, 0, 0)T �Ê6Ñ<�?��æ)��o�w�¹ ÒC¹
max 2x1 + x2¢ Ê_§NÊ

−x1 + x2 ≤ 1
x1 − 2x2 ≤ 2
x1, x2 ≥ 0

x1

x2

x1-2x2=2

1

2

3

4 5 63

-1

1 2

c

c

(2,0)

±s¬ §v»K¥©¨Í�v� °�U��C�K  ¬µ³n¨v¼n²ª¡�¤W¡«��î�Ö¦¡W¤W¡�§v¥©½p¾�³�¡�¨�»K� �K¥¦¡vÝK  �n�«¨�¢A�n� ´v�WÖ¦¬ ��¡�¾>K¬ Ö¦¡>�
BC�®¢IÖ¦�!³n¨v¢A¡>×£Ö¦¥©¨ª>¢Iúû¡v¥¦�«¨ª>¤W¡�¡��K¥¦¡vÝK  �n�«¨�>¨�úû¡v¥¦�«¨��>¨v¤W¥©²ª¡>×?¡vÝWÖ¦în��ö8¢A�

max{2x1 + x2 :

[
−1 1 1 0
1 −2 0 1

]



x1

x2

x3

x4


 =

[
1
2

]
, x1, x2, x3, x4 ≥ 0}



w�¹ éùÊ6Ñ<�£mQ%��&%v��o�� w ã
�v×ª¨Ë�>¨ª¥AÖ¦¬ ¥\¤K¨ËÝ>¨v¢A�*¨v¢¦¢A¡W³�¬µ¨v¤K¨6¨ª¡���¡v£Ö¦¡

(2, 0)
>£»K�v×v¨ª��´£¢)¥¦�n¡v¥©¤W�n>¨v¼n²ª¡6¤K¨v¢)Àp¨ª¥¦¬µ½ÁÀv�n¬µ¢n×

³�¡v¥¦¥¦�®¢A��¡v>¤W�*¨ª¡!��¡v£Ö¦¡



x1

x2

x3

x4


 =




2
3
0
0



�CÖ¦�n>¤W¡!�n� ³�¡v£Ö©¨1>£»K�Ë¨'Ý>¨v¢A�6³�¡v¥¦¥¦�®¢A��¡vWö

¤W�n£Ö¦�«î
B =

[
−1 1
1 0

] ×1¡vÝWÖ¦ón��ö8¢A�«¨v¢'¤W¬ ¥¦�®³n¼�Û?�®¢�  ¬ K�®¨ª¥¦���n£Ö¦�«¬ >¤W�n���n>¤W�n£Ö¦�®¢!¤W¡
¢A»KÝ��®¢A�>¨v¼�¡�?»K µ¨�¤K¨��«¨pÖ¦¥¦¬ õ'¤W�'¤W�®³�¬µ¢¦²ª¡

d′ =




d′B
d′3
d′4


 =



−B−1a2

1
0


 �

d′′ =




d′′B
d′′3
d′′4


 =



−B−1a4

0
1


 .

^1�n>¤W¡��n�/³�¡v£Ö©¨
>£»K�
B−1 =

[
0 1
1 1

] ×
a2 =

[
1
−2

] �
a4 =

[
0
1

] ×ªÀv�n� >£»K�
d′ =




2
1
1
0



�

d′′ =




−1
−1
0
1



�Z`<¡v§v¡>×>��¡W¤W�n��¡£¢Ë³�¡v>³�  »K¬ ¥
>£»K�

d′
³�¡v>¢IÖ¦¬ Ö¦»K¬)»K�«¨H¤W¬ ¥¦�®³n¼n²ª¡

���?Ö¦¥¦�n�«¨!�>¨ª¥©¨!¨!¥¦�n§v¬µ²ª¡�¨v¤W��¬µ¢¦¢AÄ Àv�n l¤W¡��K¥¦¡vÝK  �n�«¨!�n� ³n¨ª»>¢¦¨!�>¨ª¥P¨�¨e>£»>¨ª  ×vÖ¦�n>¤W¡��n�³�¡v£Ö©¨->£»K�^¡Ë§v¥©¨v¤W¬ �n£Ö¦�^¤K¨6úû»K>¼n²ª¡Ë¡vÝWÕI�®³+Ö¦¬ Àv¡6î
cT = [cB , cN ] = [2, 0, 1, 0]

×®¢A�^Àv�n¥¦¬ ¾�³n¨>£»K�
cT d′ = 5 > 0

�sÓ:¡v>¢A�?>£»K�n£Ö¦�n���n£Ö¦�v×
d′ î«»K�«¨ ¤W¬ ¥¦�®³n¼n²ª¡ ���?Ö¦¥¦�n�«¨ ¥¦�®¢A��¡v>¢¦½ÁÀv�n ���n µ¨�¬ K���W¬µ¢IÖ¦ón>³�¬µ¨�¤W�'´v�WÖ¦¬ ��¡�¾>K¬ Ö¦¡bF Ö©¨ª 1³�¡v��¡�¢A�'¡vÝ>¢A�n¥¦Àp¨�§v¥©¨p¾�³n¨ª���n£Ö¦�IH+�

°1±�� ²´³ (P&Óù��Mù^���!"
Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��o w�¹�w�¹ÃÝ ª ��¢ ¥ ¿N¡M�¡)½ ¼ § ÄMÁ ×  ¥&®A§ ¡ ¼ Â ½$¡ ¬$§  §k§f¬  ª ¿Q½ ¨I©Nª ¿N¡ ®A§ ¼ ¥ ¢ § ¢AÇ®A§Q¯ ¨I§ ¢f¡ ®A§ ¢ §N®Aª ¢T¢ ©Nª ¡�ÅE¡ ® ½ ¤¾§ ¿ § ¢ ª�¬ ¡M §W¨IÕ ¡X¢f¿N¡ ®Aª  ¤ ¡XÇ ®Aª ¢ ¤ ½� § ¡l¡ ¼ ¬$§N®AªQ¤¾§ ¼ ¡M� ¤¾ªNÊÝ ª ��¢ ¥ ¿N¡M�¡ §Q¥ �Z¿ §TÂ ½$¡ ª ¢ ¤ ¡ ¼ ¬$ª ¢g¢n¡ ¼ § � §Q¥ ¢�¿ ¥ ¢ ¬$ª �$É� Q¡ ¥ ¢ Ñ ¡ ¼ ¼ ¥ �$½ ¤¾ª ¢ÐÒ ¬$§  §�§ ¢�¿ ¥ ÄM¡M£�¡M� ¤ ¡X¢ ª�¬ ¡M §W¨IÕ ¡X¢AÇ ª ¢ ¤ ¡ ¼ ¬$ª ¢��¡ Â ½$¡M ¥ ¿ ª ¢ ¬$ª  ®A§ ¿ § ½ ¼ ¿ ª ¢ ¬  ª ¿Q½ ¤¾ª ¢-¡ ª ¢��¡X¢ ¬ ¡ ®M¤a¥   ª ¢¯ ½ ®  ª ¢�½�� ¥�¤ ÁQ ¥&ª ¢ ®Aª X�¡X¢ ¬$ª �Z¿N¡ ¼ §Nª ¢1  §Q¯ ª �¡X¢ §�¬ �¡X¢n¡M� ¤¾§ ¿ ª ¢�� ªSÂ ½ § ¿Q ªf§ ¢n¡ ¦ ½ ¥  Ê

ß ¡ ¼ ¬$ª ¢ Ñ ¼ ¥ � Ê Ò���½�� ¥ ¿ § ¿N¡ ¬  ª ¿Q½ ÔM¥ ¿ §
®A§ ¼ ¥ ¢ § ¢®A§Q¯ ¨I§ ¢®A§ ¢ §N®Aª ¢¤ ¡ ¼ ¬$ª ¢�¿ ¥ ¢ ¬¸Ê

®Aª  ¤ ¡ ®Aª ¢ ¤ ½� § ¡ ¼ ¬$§N®AªQ¤¾§  Êà ã àá ä àà àNæ á� æNæNæ â ç æNæNæ Þ æNæNæ

¯ ½ ®  ª ¢�½�� ¥�¤ ÁQ ¥&ª ¢â ¡M½� ª ¢��¡M½� ª ¢çf¡M½� ª ¢

ËÏ¬ �¡X¢n¡M� ¤ ¡�½ ¼ § Ä ª  ¼ ½ ¯ §W¨I©Nª ¿N¡ å  ª�¦  § ¼ §W¨I©Nª��Ó¥ �Z¡ § AÇ1¢ §N× ¡M�Z¿ ªÚÂ ½$¡�¢n¡ ¬ �¡ ¤ ¡M�Z¿N¡¿N¡ ¤ ¡M ¼ ¥ � §  §
¬  ª ¿Q½ ¨I©Nª ¢n¡ ¼ § � §Q¯ÓÂ ½$¡ ¼ § Å ¥ ¼ ¥ Ô?§fªT¯ ½ ®  ªNÊ
Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��o w�¹ Æ ¹ Û ½ ¼ § ½�� ¥ ¿ § ¿N¡ §n¦  ª £ ¬ ¡ ® ½$ÁQ ¥&§L®  ¥&§ ¼ £Ð¢n¡ ¦]§Q¯ ¥ ��Ì § ¢ ®Aª ¼  §W¨IÕ ¡X¢ ªN× £¤a¥ ¿ § ¢ Ù�® ½E¢ ¤¾§ ¿ § ¼ ¥ ¢ ¤ ½� § ¿N¡ ¼ ¥�¯ Ì ª Ç ¯ ¥ ¼ § ¡ §Q¯ Ä §Q¯ Ä § ¿N¡ ¼ ª ¿ ªT§ ¢ §Q¤a¥ ¢3Ä §?Ô ¡M ª ¢
  §Q¯ ª �¡X¢
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¼ É�� ¥ ¼ ª ¢S¿ ¥ ÁQ ¥&ª ¢L¡ ¼ ¬  ªQ¤ ¡MÉ�� § ¢AÇ�Ì ¥ ¿Q ª?®A§  ×Aª � §Q¤¾ª ¢L¡�  ¥�¤¾§ ¼ ¥ � § ¢ Â ½$¡e¢n¡ ¥ �Z¿ ¥&®A§ ¼ � ªÂ ½ § ¿Q ªf§ ¢n¡ ¦ ½ ¥  Ê¸Û ¡X¢A¢n¡ Â ½ § ¿Q ª ÇÏ¢ ©NªS¤¾§ ¼ ×AØ ¼ ¥ �Z¿ ¥&®A§ ¿ ª ¢ ª ¢1  §Q¯ ª �¡X¢e¿ ª ¢1�$½ ¤  ¥ ¡M� ¤ ¡X¢Ä ª X�Z¡ ®M¥ ¿ ª ¢ ¬$ª  ®A§ ¿ § ½�� ¥ ¿ § ¿N¡1¿ § ¢-¢X½ × ¢ ¤! � ®M¥&§ ¢ Â ½$¡ ®Aª ¼ ¬$Õ ¡ ¼ §  §W¨I©NªT× ¡ ¼ ®Aª ¼ ªTª ¢�¡X¢ ¬ ¡ ®M¤a¥   ª ¢ ® ½E¢ ¤¾ª ¢ Ê

�X� ¦ �¡A¿ ¥ ¡M� ¤ ¡X¢ " §Q¯ ª �¡X¢Û ½ ¤  ¥ ¡M� ¤ ¡X¢å  ªQ¤ ¡MÉ�� § ¢# ¥ ¿Q ª?®A§  ×Aª �Z¡ ¤¾ª ¢" ¥�¤¾§ ¼ ¥ � § ¢Ý ½E¢ ¤¾ª ¢$� º � ¥�¤ ÁQ ¥&ª ¢

% ¥�¯ Ì ª&�Ó¥ ¼ § Ë-¯ Ä §Q¯ Ä §á ã ãã á ãá â ãàNæ Þ �

% É�� ¥ ¼ ª ¢ þ ¥ ÁQ ¥&ª ¢àNæÞä

ÍC§N× ¡M�Z¿ ªTÂ ½$¡-¢n¡ ¬ �¡ ¤ ¡M�Z¿N¡1¿N¡ ¤ ¡M ¼ ¥ � §  § ¼ ¥ ¢ ¤ ½� § ¿N¡ ® ½E¢ ¤¾ª ¼ É�� ¥ ¼ ª Ç §�¬ �¡X¢n¡M� ¤ ¡
½ ¼ §Ä ª  ¼ ½ ¯ §W¨I©Nª ¿N¡ å  ª�¦  § ¼ §W¨I©Nª'�Ó¥ �Z¡ §  ¬$§  § ¡X¢ ¤ ¡ ¬  ªN×M¯ ¡ ¼ §NÊ
Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��o w�¹ ã ¹TÝ ª ��¢ ¥ ¿N¡M�¡ Â ½$¡�½ ¼ § ¿ § ¿ § ÄMÁ ×  ¥&®A§ ¿N¡ ×  ¥ � Â ½$¡A¿ ª ¢ ¬ �¡ ¤ ¡M�Z¿N¡ ¯ § � ¨I§ � ª ¼ ¡M ®A§ ¿ ª ½ ¼ §�×Aª �Z¡ ®A§ ÇG½ ¼ ®A§ X ª ¡-½ ¼�ê ¬ ½ ÔAÔM¯ ¡ í Ç ®Aª ¼ ¬  ª ¿Q½ ¨IÕ ¡X¢ Â ½$¡
¡M�$  ªQ¯  Q¡ ¼ §½ ¤a¥�¯ ¥ Ô?§W¨I©Nª ¿N¡ â
¤a¥ ¬$ª ¢�¿N¡ ¼ Á Â ½ ¥ � § ¢ Ñ

A
Ç
B
¡
C
Ò�¿N¡ ¤¾§Q¯ Ä ª  ¼ §�Â ½$¡XÇ�� ª�®A§ ¢ ª ¿ §�×Aª �Z¡ ®A§ Ç¡�Å ¥ ¢ ¤ ¡ ¼ ¿Q½ § ¢ ¯ ¥ ��Ì § ¢T¿N¡�Ä §N×  ¥&®Aªb§Q¯ ¤ ¡MX� §Q¤a¥   § ¢ Ñ

L1
¡

L2
Ò § ¢ Â ½ §Q¥ ¢e� ©Nª ½ ¤a¥�¯ ¥ Ô?§ ¼ ª ¢¼ ¡X¢ ¼ ª ¢ ¤a¥ ¬$ª ¢-¿N¡ ¼ Á Â ½ ¥ � § ¢ Ê Ý ª ��¢ ¥ ¿N¡M�¡ §Q¥ �Z¿ §�Â ½$¡ ª ¢ ¤ ¡ ¼ ¬$ª ¢ ®Aª ��¢X½ ¼ ¥ ¿ ª ¢ ¬$ª  ®A§ ¿ §§  ¤a¥ ¦]ª Çg� § ¢S¿ ¥ ÄM¡M�¡M� ¤ ¡X¢ ¼ Á Â ½ ¥ � § ¢S¡ Ñ ¬$§  §b§�×Aª �Z¡ ®A§ Òf¢n¡ ¦ ½��Z¿ ª�§ ¢T¿ ¥ ÄM¡M�¡M� ¤ ¡X¢ ¯ ¥ ��Ì § ¢¿N¡ ¬  ª ¿Q½ ¨I©Nª Ç ª �$Î ¼ ¡M ª ¿ ¥ ÁQ ¥&ª ¿N¡fÌ ª  § ¢b¿ ¥ ¢ ¬$ª �$É� Q¡ ¥ ¢ ¬$ª  ¤a¥ ¬$ª ¿N¡ ¼ Á Â ½ ¥ � § ¡ ª ¢¯ ½ ®  ª ¢+½�� ¥�¤ ÁQ ¥&ª ¢ ªN×M¤a¥ ¿ ª ¢+¢ ©NªLª ¢ Â ½$¡+¢n¡ ¥ �Z¿ ¥&®A§ ¼ Ê

Ë  ¤a¥ ¦]ª ¢
n◦ ¿N¡�Ì ª  § ¢

% §NÂ?Ê
A% §NÂ?Ê
B% §NÂ?Ê
C� ½ ®  ª ¢ º � ¥�¤ ÁQ ¥&ª ¢

×Aª �Z¡ ®A§�Ñ
L1
Ò ×Aª �Z¡ ®A§�Ñ

L2
Ò ®A§ X ª ê ¬ ½ ÔAÔM¯ ¡ íá Ì Ê æ Ì Ê á Ì Ê ã Ì Êæ Ì Ê ã Ì Ê ä Ì Ê á Ì ÊÞ Ì Ê ã Ì Ê â Ì Ê Þ Ì Êã ã â ç

¿ ¥ ¢ ¬$ª �$É� Q¡ ¥ ¢àNæNæ Ì ÊáEæNæ Ì ÊáEäNæ Ì Ê

ËÏ¬ �¡X¢n¡M� ¤ ¡b½ ¼ § Ä ª  ¼ ½ ¯ §W¨I©Nª ¿N¡ å  ª�¦  § ¼ §W¨I©Nª��Ó¥ �Z¡ § AÇ1¢ §N× ¡M�Z¿ ª´Â ½$¡�¢n¡ ¬ �¡ ¤ ¡M�Z¿N¡¿N¡ ¤ ¡M ¼ ¥ � §  §e¬  ª ¿Q½ ¨I©Nª ¿ ¥ ÁQ ¥&§ÖÑ � ◦ ¿N¡ ×Aª �Z¡ ®A§ ¢�¢n¡ ¦ ½��Z¿ ªb®A§ ¿ § ½ ¼ § ¿ § ¢ ¯ ¥ ��Ì § ¢f¿N¡¬  ª ¿Q½ ¨I©Nª ÇÏ� ◦ ¿N¡ ®A§ X ª ¢�¡1� ◦ ¿N¡ ê ¬ ½ ÔAÔM¯ ¡X¢ í ÒL¿N¡ ¼ §Q¥&ª  ¯ ½ ®  ªNÊ
Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��oSw�¹ éG¹ Í ½ ¬$ª ��Ì §ÃÂ ½$¡f½ ¼ § ¿ § ¿ § ¡ ¼ ¬ �¡X¢ §S¬  ª ¿Q½ Ô ¿ ªQ¥ ¢ ¤a¥ ¬$ª ¢l¿N¡ §  ¤a¥ ¦]ª ¢
A
¡

B
Ç ª ¢ Â ½ §Q¥ ¢AÇJ� § ¢X½ § Ä §N×  ¥&®A§W¨I©Nª Ç ª?® ½ ¬$§ ¼ �Z¡ ® ¡X¢A¢ §  ¥&§ ¼ ¡M� ¤ ¡ § ¢ ¼ Á Â ½ ¥ � § ¢1�S¡�j� ÊGÍ ½ ¬$ª ��Ì §f§Q¥ �Z¿ §fÂ ½$¡ ª ¢ ¤ ¡ ¼ ¬$ª ¢�¿ ¥ ¢ ¬$ª �$É� Q¡ ¥ ¢ ¬$§  §f§
¬  ª ¿Q½ ¨I©Nª �Z¡X¢ ¤¾§ ¢ ¼ Á Â ½ ¥ � § ¢AÇ× ¡ ¼ ®Aª ¼ ª)ª ¢ ¤ ¡ ¼ ¬$ª ¢T�Z¡ ® ¡X¢A¢nÁQ ¥&ª ¢ Ñ ¡ ¼ ®A§ ¿ § ¼ Á Â ½ ¥ � § Ò ¬$§  §�§e¬  ª ¿Q½ ¨I©Nª ¿N¡S½ ¼ §½�� ¥ ¿ § ¿N¡�¿ ª ¢�¿ ¥ ÄM¡M�¡M� ¤ ¡X¢ §  ¤a¥ ¦]ª ¢�¢ ©Nªfª ¢ ¥ �Z¿ ¥&®A§ ¿ ª ¢�� §T¤¾§N× ¡ ¯ §L§ ¢n¡ ¦ ½ ¥  Ê



w�¹ éùÊ6Ñ<�£mQ%��&%v��o�� wK�
Ë  ¤a¥ ¦]ª

A
Ë  ¤a¥ ¦]ª

B
Û ◦ ¿N¡ # ª  § ¢ þ ¥ ¢ ¬$ª �$É� Q¡ ¥ ¢% Á Â ½ ¥ � § � á Ì Ê ã Ì Ê � áEæ Ì Ê% §NÂ ½ ¥ � § �j� ã Ì Ê ã Ì Ê çNç æ Ì Ê

ÍC§N× ¡M�Z¿ ªÃ§Q¥ �Z¿ §cÂ ½$¡ ª ¢ ¯ ½ ®  ª ¢S½�� ¥�¤ ÁQ ¥&ª ¢ ¬$§  §Ãª ¢ §  ¤a¥ ¦]ª ¢
A
¡

B
¢ ©Nª Ç��¡X¢ ¬ ¡ ®M¤a¥   § £¼ ¡M� ¤ ¡XÇ

4
¡

2
¡M½� ª ¢AÇ�¿N¡ ¤ ¡M ¼ ¥ �Z¡ §f¬  ª ¿Q½ ¨I©Nª7Ñ � ◦ ¿N¡ §  ¤a¥ ¦]ª ¢)¿ ªc¤a¥ ¬$ª A

¡b� ◦ ¿N¡§  ¤a¥ ¦]ª ¢�¿ ªS¤a¥ ¬$ª
B
Ò Â ½$¡ ¼ § Å ¥ ¼ ¥ Ô?§LªT¯ ½ ®  ªT¤¾ªQ¤¾§Q¯ Ê

Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��o$w�¹ �C¹�Ý ª ��¢ ¥ ¿N¡M�¡ ®A§ ¿ § ½ ¼ ¿ ª ¢ ¬  ªN×M¯ ¡ ¼ § ¢)¿N¡ å  ª�¦  § ¼ §W¨I©Nª(�Ó¥ �Z¡ §  §¢n¡ ¦ ½ ¥  ¥ �Z¿ ¥&®A§ ¿ ª ¢
max 2x1 + 5x2 min 2x1 − x2¢ Ê_§NÊ

2x1 + 3x2 ≥ 6
¢ Ê_§NÊ

−2x1 + x2 ≤ 1
x1 + x2 ≤ 4 x1 + 2x2 ≥ 4
x1, x2 ≥ 0 x1, x2 ≥ 0

¡+�¡X¢ ªQ¯   § £ ª ¢ ¬$ª  §�¬Z¯ ¥&®A§W¨I©Nª ¿ ª ¼ ØM¤¾ª ¿ ª�¦ �Á � ®AªNÊ





� p�����tl���C� )

� _ü:�* c{~ � �Pc{� ce`ba�}�6 c{~ fhc
� `,+��g|g~ c ��_�`.-Üc0/ }

�\� Ö¦�n¥¦��¡£¢C§v�n¥©¨ª¬µ¢n×W��¡W¤W�n��¡£¢6¨p¾>¥¦�«¨ª¥J>£»K�!¡£¢*�K¥¦¡vÝK  �n�«¨v¢C¤W�!¡v�WÖ¦¬ ��¬ õ®¨v¼n²ª¡«  ¬ K�®¨ª¥6¢A�³n¨ª¥©¨v³+Ö¦�n¥¦¬ õ®¨ª� ���n µ¨�¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨v¼n²ª¡ç¤W¡����n  �K¡v¥LFû¡v» »K�Â¤W¡£¢'���n  �K¡v¥¦�®¢AHË��¡v£Ö¦¡�F�¢AH'¤W�»K����¡v  ¬ �®¤W¥¦¡�³�¡v?Àv���W¡Í�>¨ª¥©¨ »K�«¨ ³��n¥AÖ©¨Íúû»K>³�¬ ¡v>¨ª D  ¬ K�®¨ª¥SF úû»K>¼n²ª¡ ¡vÝWÕI�®³+Ö¦¬ Àv¡EH+�l�:¢IÖ¦�ú�¨v³+Ö¦¡�ÕI»>¢IÖ¦¬ ¾�³n¨l>£»K�«¢A���®¢IÖ¦»>¤W�n� ×<³�¡v�à¨ª  §v»K��¤W��Ö©¨ª  �K�v×V¡£¢�³�¡vpÕI»K£Ö¦¡£¢�³�¡v?Àv���W¡£¢C�«¢A�¨ª>¨ª  ¬µ¢A�n� ¨ª  §v»K�«¨v¢*¤K¨v¢*¢A»>¨v¢^�K¥¦¡v�K¥¦¬ �®¤K¨v¤W�®¢n�
öT±n° -/�!�213	 �54s�!"�6lù^�!� (*" (·µù�1¶���(*0Í&)�!"<ù^�!�7�!( ³ �!"
ý �]4)js��tvuKo Æ ¹�w�¹�þ § ¿ ª ½ ¼ ®Aª �nÈX½�� ¤¾ª ¿N¡ ¬$ª � ¤¾ª ¢�¿N¡

R
n Ç {x1, . . . , xp}

ÇZ¡\½ ¼ ®Aª �nÈX½�� ¤¾ª¿N¡-¡X¢ ®A§Q¯ § �¡X¢AÇ
{λ1, . . . , λp}

ÇZ¢n¡ ∑p

i=1 λi = 1
Ç�¡M� ¤¾©Nª ∑p

i=1 λix
i ¿N¡X¢ ¥ ¦ � § £Ð¢n¡ ¬$ª  ®Aª ¼ £×M¥ � §W¨I©Nª�§ � ¼ ¿ ª ¢ ¬$ª � ¤¾ª ¢

x1 Ç Ê?Ê?Ê Ç xp Ê�Ë ¿ ¥&®M¥&ª � §Q¯ ¼ ¡M� ¤ ¡XÇ�¢n¡ λi ≥ 0 ∀i ∈ {1, . . . , p}
Ç¡M� ¤¾©Nª ∑p

i=1 λix
i ¿ ¥ Ô £Ð¢n¡1½ ¼ §L®Aª ¼ ×M¥ � §W¨I©NªL¯ ¥ �Z¡ §  ®Aª �$ Q¡�Å § ¿ ª ¢ ¬$ª � ¤¾ª ¢ x1 Ç Ê?Ê?Ê Ç xp Êº�¼ ®Aª �nÈX½�� ¤¾ª

S ⊆ R
n ¿ ¥ Ô £Ð¢n¡ ®Aª �$ Q¡�Å ª ¢n¡
∀x, y ∈ S ∀λ ∈ [0, 1], λx + (1− λ)y ∈ S

ÑÐ¥&Ê ¡ Ê ÇJ¢n¡ ¤¾ª ¿ §)§)®Aª ¼ ×M¥ � §W¨I©Nªb¯ ¥ �Z¡ §  ®Aª �$ Q¡�Å § ¿N¡ Â ½ §Q¥ ¢ Â ½$¡ML¿ ªQ¥ ¢ ¬$ª � ¤¾ª ¢L¿N¡
S
¡X¢ ¤ Á¡ ¼

S
Ò Ê
ÚË¨v¤W¡£¢Ë¤W¡v¬µ¢C��¡v£Ö¦¡£¢Ë¤W��»K� ³�¡vpÕI»K£Ö¦¡ ³�¡v?Àv���W¡

S
×
x
�

y
×�¡ ³�¡vpÕI»K£Ö¦¡ ¤W��³�¡v��ÝK¬ ö>¨v¼�Û?�®¢*  ¬ K�®¨ª¥¦�®¢C³�¡v?Àv���K¨v¢P¤W�

x
�

y
×
{z = λx + (1− λ)y : 0 ≤ λ ≤ 1}

×�¤W�®¢A¬ §v>¨pö8¢A���¡v¥C¢A�n§v���n£Ö¦¡�>£»K�'»KK�
x
�

y
�!¤W�nK¡ªÖ©¨pö8¢A�Ë��¡v¥

xy
�ÚË¨ÍÚ6��¾>K¬µ¼n²ª¡ °W� ��¤W�®³�¡v¥¦¥¦��¨Í¢A�n§v»K¬ £Ö¦��¤W��¾>K¬µ¼n²ª¡ ¨ª  Ö¦�n¥¦>¨pÖ¦¬ Àp¨H¤W��³�¡vpÕI»K£Ö¦¡ ³�¡v?Àv���W¡$U»K�¿³�¡vpÕI»K£Ö¦¡

S
î!³�¡v?Àv���W¡�¢¦¢A�v×W�>¨ª¥©¨

p ≥ 2
×

∀x1, . . . , xp ∈ S ∀λ1, . . . , λp ≥ 0 :

p∑

i=1

λi = 1,

p∑

i=1

λix
i ∈ S.

= �«¨�Àv�nõ+>£»K�'î'¬ ���®¤W¬µ¨pÖ¦¡�Àv�n¥¦¬ ¾�³n¨ª¥g>£»K�!¨�³�¡v>¤W¬µ¼n²ª¡�î!¢A»W¾�³�¬ �n£Ö¦�v×>¨ª���n>¨v¢PÀp¨ª��¡£¢�K¥¦¡pÀp¨ª¥�>£»K�«¢A��Ö¦¥©¨pÖ©¨ ¤W��»K�«¨ ³�¡v>¤W¬µ¼n²ª¡ K�®³��®¢¦¢¦½ª¥¦¬µ¨K�Z�6¢¦¢A¬ � ×1¢A�n>¤W¡
S
»K�à³�¡vpÕI»K£Ö¦¡



w�� Ç o<tvÉ<�?��ÊË���?���?jlk®�Wmp�?��qs�çÌÍjsÎK�����®�NÏ�o�jlÐ��£Ñ<�
³�¡v?Àv���W¡>×l�>¨ª¥©¨

p = 2
×1¨ç³�¡v>¤W¬µ¼n²ª¡ î«¬ ���®¤W¬µ¨pÖ©¨ª���n£Ö¦�H¢¦¨pÖ¦¬µ¢Iúû�n¬ Ö©¨ÖFû��¡v¥�¨ª�K  ¬µ³n¨v¼n²ª¡�¤K¨Ú6��¾>K¬µ¼n²ª¡�°W� �IH+�\V?»K��¡v��>¨pö8¢A��>£»K��¨�³�¡v>¤W¬µ¼n²ª¡ùî�Àv�n¥©¤K¨v¤W�n¬ ¥©¨ç�>¨ª¥©¨

p ≤ n
��¢A�IÕA¨ª�

x1 ×��n�n�n× xn+1 ��¡v£Ö¦¡£¢ ¤W� S
�

λ1
×��n�n�n×

λn+1
�®¢¦³n¨ª µ¨ª¥¦�®¢H>²ª¡ K�n§£¨pÖ¦¬ Àv¡£¢«Ö©¨ª¬µ¢f>£»K�

∑n+1
i=1 λi = 1

��V?�
λn+1 ∈ {0, 1}

×ªîË³� µ¨ª¥¦¡1>£»K� ∑n+1
i=1 λix

i ∈ S
�E�6¢¦¢A¬ � ×£Àp¨ª��¡£¢:¢A»K��¡v¥>£»K�

0 < λn+1 < 1
�D�\� Ö©¨ª¬µ¢H³�¡v>¤W¬µ¼�Û?�®¢n× ∑n

i=1 λi > 0
�v×)Ö¦�n>¤W¡��n�ì³�¡v£Ö©¨�>£»K�

λi∑
n
i=1

λi
≥ 0 ∀i ∈ {1, . . . , n}

� ∑n
i=1

λi∑
n
i=1

λi
= 1
×?ú�¨ªõn�n>¤W¡

n+1∑

i=1

λix
i =

n∑

i=1

λix
i + λn+1x

n+1 = (

n∑

i=1

λi)

n∑

i=1

λi

(
∑n

i=1 λi)
xi + λn+1x

n+1,

¤K¨b�K¬ ��´ªÖ¦�®¢A� ¤W�®³�¡v¥¦¥¦�S>£»K�
x =

∑n

i=1
λi∑

n
i=1

λi
xi ∈ S

�Ó`<¡v§v¡>×<Ö¦�n>¤W¡N�n�}³�¡v£Ö©¨b>£»K�
∑n

i=1 λi ≥ 0
×
λn+1 ≥ 0

� ∑n
i=1 λi + λn+1 = 1

×K¡vÝWÖ¦în��ö8¢A�
n+1∑

i=1

λix
i =

n∑

i=1

λix
i + λn+1x

n+1 ∈ S,

¡T>£»K�!³�¡v���K  ��Ö©¨�¨��K¥¦¡pÀp¨��K¥¦��Ö¦�n>¤W¬µ¤K¨K�R8§v»>¨ª  ���n£Ö¦��¢A���K¥¦¡pÀp¨T>£»K��¨H¬ £Ö¦�n¥©¢A�®³n¼n²ª¡H¤W��»K�«¨«ú�¨ª��Ä   ¬µ¨H¤W��³�¡vpÕI»K£Ö¦¡£¢Ë³�¡v?Àv���W¡£¢Pî»K�¿³�¡vpÕI»K£Ö¦¡«³�¡v?Àv���W¡lFûÀv�n¥P�D�W�n¥©³�Äµ³�¬ ¡H°W� �IH+�
ý �]4)js��tvuKo Æ ¹ Æ ¹bº�¼ ®Aª �nÈX½�� ¤¾ª ¿N¡ ¬$ª � ¤¾ª ¢

{x1, . . . , xp}
¿ ¥ Ô £Ð¢n¡e¿N¡ ¬ ¡M�Z¿N¡M� ¤ ¡ § � ¼ ¢n¡¡�Å ¥ ¢ ¤ ¡ ¼ ¡X¢ ®A§Q¯ § �¡X¢

λ1, . . . , λp

Ç�� ©NªJ¤¾ª ¿ ª ¢Ï�$½ ¯ ª ¢AÇ ¤¾§Q¥ ¢ Â ½$¡ ∑p
i=1 λi = 0

¡ ∑p
i=1 λix

i =
0
Ê Ý § ¢ ªL®Aª � ¤ �ÁQ ¥&ªfªL®Aª �nÈX½�� ¤¾ª

{x1, . . . , xp}
¿ ¥ Ô £j¡ ¥ �Z¿N¡ ¬ ¡M�Z¿N¡M� ¤ ¡ § � ¼ Ê

Ú6�'¨v³�¡v¥©¤W¡�³�¡v�$�®¢IÖ©¨�¤W��¾>K¬µ¼n²ª¡>×?¢A�Ë»K� ¤K¨v¤W¡���¡v£Ö¦¡
x
î�³�¡v��ÝK¬ >¨v¼n²ª¡!  ¬ K�®¨ª¥P³�¡vWöÀv���K¨6¤W�P»K�/³�¡vpÕI»K£Ö¦¡�¤W�P��¡v£Ö¦¡£¢

{x1, . . . , xp}
×Á�n£Ö©²ª¡Ë¡�³�¡vpÕI»K£Ö¦¡

{x}∪{x1, . . . , xp}î�¤W�n���n>¤W�n£Ö¦��¨p¾>� �<Ó:¡v�¿��úû�n¬ Ö¦¡>×V¢A�
∃λ1, . . . , λp ≥ 0

Ö©¨ª¬µ¢
>£»K� ∑p
i=1 λi = 1

�
x =∑p

i=1 λix
i ×Á�n£Ö©²ª¡ x−λ1x

1−. . .−λpx
p = 0

�v×p¨ª  în�G¤W¬µ¢¦¢A¡>×
1−λ1−λ2−. . .−λp = 0

�Ù)¡W¤W�n��¡£¢�¨ª¬ >¤K¨ ¨p¾>¥¦�«¨ª¥�>£»K��»K� ³�¡vpÕI»K£Ö¦¡�¤W�
p + 1

��¡v£Ö¦¡£¢
{x0, . . . , xp}

î�¬ >¤W��ö���n>¤W�n£Ö¦��¨p¾>� ¢¦¢A�6¡�³�¡vpÕI»K£Ö¦¡�¤W�
p
Àv�®³+Ö¦¡v¥¦�®¢

{x1−x0, . . . , xp−x0}
î6  ¬ K�®¨ª¥¦���n£Ö¦�¬ >¤W�n���n>¤W�n£Ö¦�SF�³�¡v��¡����W�n¥©³�Äµ³�¬ ¡>×£ú�¨v¼n¨�¨��K¥¦¡pÀp¨�¤W�®¢IÖ©¨�¨p¾>¥¦�«¨v¼n²ª¡EH+�

� �?o>mp�?��� Æ ¹�w�¹ Í ¡3È §
S = {x0, . . . , xk}

½ ¼ ®Aª �nÈX½�� ¤¾ª ¿N¡ ¬$ª � ¤¾ª ¢ ¥ �Z¿N¡ ¬ ¡M�Z¿N¡M� ¤ ¡X¢§ � ¼ Ê è � ¤¾©Nª�®A§ ¿ §g¬$ª � ¤¾ª
x
¿ ª�®Aª �nÈX½�� ¤¾ª ¿ § ¢ ®Aª ¼ ×M¥ � §W¨IÕ ¡X¢ § � ¼ ¿N¡ ¬$ª � ¤¾ª ¢
¿N¡

S
¤ ¡ ¼½ ¼ § �¡ ¬ �¡X¢n¡M� ¤¾§W¨I©Nª Î�� ¥&®A§L®Aª ¼ ªL®Aª ¼ ×M¥ � §W¨I©Nªl§ � ¼ ¿ ª ¢ ¬$ª � ¤¾ª ¢

x0 Ç Ê?Ê?Ê Ç xk Êý �?��o�js�nknmp�KtvuKoG¹ V?�IÕA¨
x =

∑k

i=1 λix
i ×P³�¡v� ∑k

i=1 λi = 1
×^� ¢A»K��¡v��>¨pö8¢A�)>£»K�Ö©¨ª��Ý�în�S¢A�PÀv�n¥¦¬ ¾�³n¨Ë¨��?>£»>¨v¼n²ª¡

x =
∑k

i=1 αix
i �ª�\£Ö©²ª¡ x−x =

∑k

i=1 (λi − αi)x
i =

0
� ∑k

i=1 λi − αi = 0
�W`<¡v§v¡>×®»K�«¨ËÀv�nõ�>£»K�P¡£¢s��¡v£Ö¦¡£¢

x0, . . . , xk ¢¦²ª¡Ë¬ >¤W�n���n>¤W�n£Ö¦�®¢¨p¾>� ×K³�¡v>³�  »K¬ ö8¢A�+>£»K�
λi = αi

×K�>¨ª¥©¨
i = 0, . . . , k

�
Ú6��»K�e��¡W¤W¡Í¨ª>½ª  ¡v§v¡«¢A�!�K¥¦¡pÀp¨T>£»K��¢A�n>¤W¡

S = {x0, . . . , xk}
»K� ³�¡vpÕI»K£Ö¦¡Í¤W���¡v£Ö¦¡£¢'¬ >¤W�n���n>¤W�n£Ö¦�®¢�¨p¾>� ×1�n£Ö©²ª¡ç³n¨v¤K¨ ��¡v£Ö¦¡

x
¤W¡N³�¡vpÕI»K£Ö¦¡ç¤K¨v¢�³�¡v��ÝK¬ >¨v¼�Û?�®¢  ¬ K�®¨ª¥¦�®¢1³�¡v?Àv���K¨v¢V¤W�:��¡v£Ö¦¡£¢1¤W�

S
Ö¦�n�E»K�«¨C¥¦�n�K¥¦�®¢A�n£Ö©¨v¼n²ª¡�DKK¬µ³n¨C³�¡v��¡6³�¡v��ÝK¬ >¨v¼n²ª¡  ¬ K�®¨ª¥C³�¡v?Àv���K¨�¤W¡£¢P��¡v£Ö¦¡£¢

x0, . . . , xk �



Æ ¹�wçÏ�o�j8�®rsjlk®o���9Ó%vo�js�?�«� æ:o������?q1mpo��e%vo�jlÐ��£Ñ<o�� w��
ý �]4)js��tvuKo Æ ¹ ã ¹�þ ¡X¢ ¥ ¦ � § £Ð¢n¡ ¬$ª S  §  ¥ ¡A¿ § ¿N¡ ¯ ¥ �Z¡ §  Ñiª ½c¢X½ × ¡X¢ ¬$§W¨Iª�§ � ¼ ÒIÇ ¤¾ª ¿ §�§¤  § ��¢ ¯ §W¨I©Nª ¿N¡e½ ¼ ¢X½ × ¡X¢ ¬$§W¨Iª  Q¡ ®M¤¾ª  ¥&§Q¯ Ç ¥&Ê ¡ Ê ÇJ¿ § ¿ ª ½ ¼ ¢X½ × ¡X¢ ¬$§W¨Iª  Q¡ ®M¤¾ª  ¥&§Q¯ ¿N¡

R
n Ç

E
Ç�¡f½ ¼ ¬$ª � ¤¾ª

x ∈ R
n Ç x + E

¿N¡X¢ ¥ ¦ � § £Ð¢n¡ ¬$ª L  §  ¥ ¡A¿ § ¿N¡ ¯ ¥ �Z¡ §  Ñiª ½c¢X½ × ¡X¢ ¬$§W¨Iª§ � ¼ Ò ÊCË ¿ ¥ ¼ ¡M��¢ ©Nª ¿ §   §  ¥ ¡A¿ § ¿N¡ ¯ ¥ �Z¡ § 
U = x + E

¿N¡M� ªQ¤¾§ £Ð¢n¡ ¬$ª 
dim(U)

¡ ®Aª X£�¡X¢ ¬$ª �Z¿N¡ Ù ¿ ¥ ¼ ¡M��¢ ©Nª ¿N¡
E
Ê þ § ¿ ª ½ ¼ ®Aª �nÈX½�� ¤¾ª ¿N¡ ¬$ª � ¤¾ª ¢

S ⊆ R
n Ç�¿N¡X¢ ¥ ¦ � § £Ð¢n¡¬$ª e¿ ¥ ¼ ¡M��¢ ©Nª ¿N¡

S
¡�¿N¡M� ªQ¤¾§ £Ð¢n¡ ¬$ª 

dim(S)
Ç § ¿ ¥ ¼ ¡M��¢ ©Nª ¿ §   §  ¥ ¡A¿ § ¿N¡ ¯ ¥ �Z¡ § e¿N¡¼ ¡M� ª 1¿ ¥ ¼ ¡M��¢ ©NªfÂ ½$¡ ®Aª � ¤¾Ø ¼

S
Ê

Ó:¡v��¡�³�¡v>¢A�?>£»Kón>³�¬µ¨C¤W�®¢IÖ©¨Ë¤W��¾>K¬µ¼n²ª¡�³�¡v>³�  »K¬ ö8¢A�\>£»K�^»K�Z��¡v£Ö¦¡Ëî^»K�«¨6Àp¨ª¥¦¬ �®¤K¨v¤W�  ¬ K�®¨ª¥*¤W�!¤W¬ ���n>¢¦²ª¡«ÞK�
ý �]4)js��tvuKo Æ ¹ éG¹+þ § ¿ ª ½ ¼ ®Aª �nÈX½�� ¤¾ª ¿N¡ ¬$ª � ¤¾ª ¢

S
Çg¿N¡X¢ ¥ ¦ � § £Ð¢n¡ ¬$ª  ¥ �$  éQ¯ ½ ®  ªl®Aª �$£ Q¡�Å ª ¿N¡

S
¡L¿N¡M� ªQ¤¾§ £Ð¢n¡ ¬$ª 

H(S)
§�¥ � ¤ ¡MA¢n¡ ®�¨I©Nª ¿N¡ ¤¾ª ¿ ª ¢ ª ¢ ®Aª �nÈX½�� ¤¾ª ¢ ®Aª �$ Q¡�Å ª ¢Â ½$¡ ®Aª � ¤¾Æ ¼

S
¡S¿N¡X¢ ¥ ¦ � § £Ð¢n¡ ¬$ª  ¥ �$  éQ¯ ½ ®  ªb§ � ¼ ¿N¡

S
¡L¿N¡M� ªQ¤¾§ £Ð¢n¡ ¬$ª 

Aff(S)
§¥ � ¤ ¡MA¢n¡ ®�¨I©Nª ¿N¡ ¤¾ª ¿ § ¢ § ¢+  §  ¥ ¡A¿ § ¿N¡X¢ ¯ ¥ �Z¡ § �¡X¢ Ñ ¢X½ × ¡X¢ ¬$§W¨Iª ¢ § � ¼ Ò Â ½$¡ ®Aª � ¤¾Æ ¼

S
Ê

Ó:¡v��¡ç³�¡v>¢A�?>£»Kón>³�¬µ¨ ¤W�®¢IÖ©¨ ¤W��¾>K¬µ¼n²ª¡�Àv�n�·>£»K�«»K�Â³�¡vpÕI»K£Ö¦¡
S
îH³�¡v?Àv���W¡ ¢¦¢A�

S = H(S)
�

�v�JV?�IÕA¨
S
»K��³�¡vpÕI»K£Ö¦¡Í³�¡v?Àv���W¡>�KÙ)�n µ¨H¤W��¾>K¬µ¼n²ª¡ ¤W�

H(S)
×ÓFû¬�H

H(S) ⊇ S
��Ù)¡v¥¡v»WÖ¦¥¦¡� µ¨v¤W¡>×�>£»>¨ª Y>£»K�n¥�>£»K�'¢A�IÕA¨�¡�³�¡vpÕI»K£Ö¦¡�³�¡v?Àv���W¡

C
>£»K�'³�¡v£Ö¦�n��>¨

S
×
C ⊇

H(S)
�G`<¡v§v¡>×l»K�«¨ Àv�nõT>£»K�

S
îH³�¡v?Àv���W¡Í�

S ⊇ S
×<³�¡v>³�  »K¬ ö8¢A�T>£»K��Fû¬ ¬�H

S ⊇
H(S)

�$^1�n>¤W¡��n�¿³�¡v£Ö©¨lFû¬�H^�TFû¬ ¬�HPÀv�n��>£»K�
S = H(S)

�
°W�JV?»K��¡v��>¨pö8¢A�T>£»K�

S
>²ª¡ î«³�¡v?Àv���W¡>� = �«¨ Àv�nõT>£»K�

H(S)
î«¨ ¬ £Ö¦�n¥©¢A�®³n¼n²ª¡ ¤W�³�¡vpÕI»K£Ö¦¡£¢1³�¡v?Àv���W¡£¢n×���¡W¤W�^³�¡v>³�  »K¬ ¥Aö8¢A�Ï>£»K�

H(S)
î^³�¡v?Àv���W¡>�n`<¡v§v¡

S 6= H(S)
�

Ú6�«»K�à��¡W¤W¡�¬µ¤Wón£Ö¦¬µ³�¡�¨ª¡�¨ª£Ö¦�n¥¦¬ ¡v¥'¢A�«³�¡v>³�  »K¬Ï>£»K�
S
î«»K�«¨ Àp¨ª¥¦¬ �®¤K¨v¤W��  ¬ K�®¨ª¥¢¦¢A�

S = Aff(S)
�V?�

S
î!»K� ³�¡vpÕI»K£Ö¦¡Í¨ª¥¦ÝK¬ Ö¦¥©½ª¥¦¬ ¡«¤W����¡v£Ö¦¡£¢*K¡f>£»>¨ª 1���W¬µ¢IÖ¦�!»K� ³�¡vpÕI»K£Ö¦¡H�«¨p�W¬ ö�«¨ª \¤W�

k + 1
��¡v£Ö¦¡£¢�¬ >¤W�n���n>¤W�n£Ö¦�®¢!¨p¾>�

{x0, x1, . . . , xk}
Fû�«¨p�W¬ �«¨ª DK¡�¢A�n£Ö¦¬µ¤W¡�n��>£»K�

∀x ∈ S {x0, x1, . . . , xk}∪{x}
î6»K� ³�¡vpÕI»K£Ö¦¡�¤W�n���n>¤W�n£Ö¦�Ë¨p¾>�SH+×?¢A�n>¤W¡

E¡H¢A»KÝ��®¢A�>¨v¼�¡«Àv�®³+Ö¦¡v¥¦¬µ¨ª <§v�n¥©¨v¤W¡����n  ¡Í³�¡vpÕI»K£Ö¦¡H¤W��Àv�®³+Ö¦¡v¥¦�®¢
{x1 − x0, . . . , xk − x0}

×�n£Ö©²ª¡���¡W¤W�!³�¡v>³�  »K¬ ¥Aö8¢A��>£»K�
x0 + E

î'¨�Àp¨ª¥¦¬ �®¤K¨v¤W��  ¬ K�®¨ª¥C¤W�����nK¡v¥C¤W¬ ���n>¢¦²ª¡T>£»K�³�¡v£Ö¦în�
S
×>¡v»�¢A�IÕA¨K×

x0 + E = Aff(S)
�$BC¡ªÖ¦��ö8¢A�1>£»K�!¨�Àp¨ª¥¦¬ �®¤K¨v¤W��  ¬ K�®¨ª¥C¤W�!���nK¡v¥¤W¬ ���n>¢¦²ª¡e>£»K��³�¡v£Ö¦în�

S
³�¡v¥¦¥¦�®¢A��¡v>¤W�-K�¬ £Ö¦�n¥©¢A�®³n¼n²ª¡�¤W�6Ö¦¡W¤K¨v¢P¨v¢:Àp¨ª¥¦¬ �®¤K¨v¤W�®¢:  ¬ K�®¨pö¥¦�®¢�>£»K�!³�¡v£Ö¦ón�

S
�

� �?o>mp�?��� Æ ¹ Æ ¹;: ½ §Q¯ Â ½$¡M Â ½$¡
¢n¡3È §SªS®Aª �nÈX½�� ¤¾ª
S
Ç
H(S)

®AªQ¥ � ®M¥ ¿N¡ ®Aª ¼ ªT®Aª �nÈX½�� ¤¾ª¿N¡ ¤¾ª ¿ § ¢ § ¢ ®Aª ¼ ×M¥ � §W¨IÕ ¡X¢ ¯ ¥ �Z¡ § �¡X¢ ®Aª �$ Q¡�Å § ¢f¿N¡ ¬$ª � ¤¾ª ¢f¿N¡
S
¡

Aff(S)
®AªQ¥ � ®M¥ ¿N¡®Aª ¼ ªL®Aª �nÈX½�� ¤¾ª ¿N¡ ¤¾ª ¿ § ¢ § ¢ ®Aª ¼ ×M¥ � §W¨IÕ ¡X¢ § � ¼ ¿N¡ ¬$ª � ¤¾ª ¢�¿N¡

S
Ê

ý �?��o�js�nknmp�KtvuKoG¹ V?�IÕA¨
T
¡�³�¡vpÕI»K£Ö¦¡�¤W�ËÖ¦¡W¤K¨v¢P¨v¢P³�¡v��ÝK¬ >¨v¼�Û?�®¢:  ¬ K�®¨ª¥¦�®¢^³�¡v?Àv���K¨v¢¤W�:��¡v£Ö¦¡£¢1¤W�

S
�ÁÚË¨v¤W¡->£»K�

H(S)
î^³�¡v?Àv���W¡=<D�

S ⊆ H(S)
×®�n£Ö©²ª¡C��¡W¤W�n��¡£¢s³�¡v>³�  »K¬ ¥>£»K��¨v¢Ë³�¡v��ÝK¬ >¨v¼�Û?�®¢C  ¬ K�®¨ª¥¦�®¢Ë³�¡v?Àv���K¨v¢C¤W����¡v£Ö¦¡£¢Ë¤W�

S
�®¢IÖ©²ª¡Í�n�

H(S)
×l¡v»N¢A�IÕA¨K×>£»K�

H(S) ⊇ T.
F °W� �IH

>�?A@�BDC!EGFDCIHKJLC
H(S) MIN O BDC�PQFDC�R�S�T�@�ULCIR�@ O�V J O BD@WFXR�@ O
Y C!Z[@WF�\



Æ � Ç o<tvÉ<�?��ÊË���?���?jlk®�Wmp�?��qs�çÌÍjsÎK�����®�NÏ�o�jlÐ��£Ñ<�
Ù)¡v¥�¡v»WÖ¦¥¦¡ù µ¨v¤W¡>×

∀x, y ∈ T, ∃x1, . . . , xp ∈ S, ∃y1, . . . , yq ∈ S, ∃λ1, . . . , λp ≥
0
×C³�¡v� ∑p

j=1 λj = 1
×C�
∃β1, . . . , βq ≥ 0

×C³�¡v� ∑q

i=1 βi = 1
×PÖ©¨ª¬µ¢�>£»K�

x =∑p

j=1 λjx
j � y =

∑q

i=1 βiy
i �Z`<¡v§v¡>× ∀α ∈ [0, 1] αx + (1− α)y =

∑p

j=1 αλjx
j +∑q

i=1 (1− α)βiy
i ×>³�¡v� αλj ≥ 0 ∀j ∈ {1, . . . , p}, (1− α)βi ≥ 0 ∀i ∈ {1, . . . , q}

�
p∑

j=1

αλj +

q∑

i=1

(1− α)βi = α

p∑

j=1

λj + (1− α)

q∑

i=1

βi = 1.

Ó:¡v>¢A�?>£»K�n£Ö¦�n���n£Ö¦�v×P³�¡v>³�  »K¬ ö8¢A��>£»K�
T
îN»K�ü³�¡vpÕI»K£Ö¦¡ ³�¡v?Àv���W¡k>£»K� ³�¡v£Ö¦în�

S
×¤W¡v>¤W�

H(S) ⊆ T.
F °W� °NH

Ú6��F °W� �IH1��F °W� °NHsÀv�n�G¾>>¨ª  ���n£Ö¦�->£»K�
H(S) = T

�N� �K¥¦¡pÀp¨�¤W�->£»K�
Aff(S)

³�¡v¬ >³�¬µ¤W�³�¡v�Ü¡ ³�¡vpÕI»K£Ö¦¡ ¤W�NÖ¦¡W¤K¨v¢ ¨v¢ ³�¡v��ÝK¬ >¨v¼�Û?�®¢Í¨p¾>�b¤W�ù��¡v£Ö¦¡£¢ ¤W�
S
îù¬µ¤Wón£Ö¦¬µ³n¨ÚK¨ª£Ö¦�n¥¦¬ ¡v¥®�

êÅÖ¦�n¡v¥¦�n�«¨e>£»K�'¢A��¢A�n§v»K�v×W³�¡v��K�®³�¬µ¤W¡���¡v¥g^1�n¡v¥¦�n�«¨�¤W��Ó^¨ª¥©¨pÖ��K�n¡W¤W¡v¥��v×£³�¡v>¢IÖ¦¬ Ö¦»K¬»K�¿¤W¡£¢P¥¦�®¢A»K  Ö©¨v¤W¡£¢^�«¨ª¬µ¢P¥¦�n  �nÀp¨ª£Ö¦�®¢P�n� Ë �ZÁ ¯ ¥ ¢n¡ Ý ª �$ Q¡�Å § �
� �?o>mp�?��� Æ ¹ ã F�¤W� Ó^¨ª¥©¨pÖ��K�n¡W¤W¡v¥���H ¹ Í ¡

S
Ø ½ ¼ ¢X½ ×A®Aª �nÈX½�� ¤¾ª � ©Nª   §?ÔM¥&ª ¿N¡

R
n Ç¡M� ¤¾©Nª

∀x ∈ H(S)
Ç
∃x1, . . . , xp ∈ S

Ç ®Aª ¼
p ≤ n+1

Ç ¤¾§Q¥ ¢ Â ½$¡
x ∈ H({x1, . . . , xp})Ñiª ½�¢n¡3È § Ç

x
¬$ª ¿N¡f¡�Å ¬  ¥ ¼ ¥ X£Ð¢n¡ ®Aª ¼ ª)®Aª ¼ ×M¥ � §W¨I©Nªb¯ ¥ �Z¡ §  ®Aª �$ Q¡�Å § ¿N¡S� ©Nª ¼ §Q¥ ¢S¿ ªÂ ½$¡

n + 1
¬$ª � ¤¾ª ¢�¿N¡

S
Ò Ê

ý �?��o�js�nknmp�KtvuKoG¹ V?�IÕA¨
x ∈ H(S)

×®�n£Ö©²ª¡C¡-^1�n¡v¥¦�n�«¨C°W� °^§£¨ª¥©¨ª£Ö¦��>£»K�
x
���n¥AÖ¦�n>³��:¨ª¡³�¡vpÕI»K£Ö¦¡�¤K¨v¢)³�¡v��ÝK¬ >¨v¼�Û?�®¢<  ¬ K�®¨ª¥¦�®¢)³�¡v?Àv���K¨v¢1¤W�^��¡v£Ö¦¡£¢)¤W�

S
×Á¬ � �v� ×

∃x1, . . . , xp ∈ S�
∃λ1, . . . , λp ≥ 0

×>³�¡v� ∑p
i=1 λi = 1

×WÖ©¨ª¬µ¢->£»K�
x =

∑p
i=1 λix

i ��¹*�®¢IÖ©¨��K¥¦¡pÀp¨ª¥J>£»K�îù��¡£¢¦¢AÄ Àv�n Ë�®¢¦³�¡v  �K�n¥ ¡£¢Í��¡v£Ö¦¡£¢ ¤W�ù��¡W¤W¡´>£»K�
p
¢A�IÕA¨ >²ª¡ ¢A»K���n¥¦¬ ¡v¥ ¨

n + 1
�JV?�

p > n + 1
×)�n£Ö©²ª¡N¡£¢���¡v£Ö¦¡£¢

x1 ×*�n�n�n× xp ¢¦²ª¡ù¤W�n���n>¤W�n£Ö¦�®¢«¨p¾>� �_`<¡v§v¡>×s���W¬µ¢IÖ¦�n��®¢¦³n¨ª µ¨ª¥¦�®¢
α1
×D�n�n�n×

αp

×l>²ª¡ÍÖ¦¡W¤W¡£¢Ë?»K  ¡£¢n×>Ö©¨ª¬µ¢�>£»K� ∑p

i=1 αi = 0
� ∑p

i=1 αix
i = 0

�Ó:¡v>¢A�?>£»K�n£Ö¦�n���n£Ö¦�v×�Ö¦�n>¤W¡ �n�à³�¡v£Ö©¨f>£»K�
{αi > 0 : 1 ≤ i ≤ p} 6= ∅ ] ×lú�¨ªõn�n>¤W¡

θ = min{ λi

αi
: αi > 0, 1 ≤ i ≤ p}

×
βi = λi − θαi

×��>¨ª¥©¨
i = 1, . . . , p

×���¢A»K��¡v>¤W¡
θ = λs

αs

×K¡vÝWÖ¦în��ö8¢A�
p∑

i=1

βix
i =

p∑

i=1

(λi − θαi)x
i =

p∑

i=1

λix
i − θ

p∑

i=1

αix
i = x,

³�¡v�
βi ≥ 0 ∀i ∈ {1, . . . , p} ^ × βs = λs −

λs

αs
αs = 0

�
p∑

i=1

βi =

p∑

i=1

(λi − θαi) =

p∑

i=1

λi − θ

p∑

i=1

αi = 1.

_W`XaLFDC�P Y C!EGFDCbHKJLCbJLc�d Y C�ebHKJLCb@WFfC�FDR�d�g d�PQC�F α1, . . . , αp h O T�@7F$T�@iBD@KUL@WF O JLg @WF h Ujd5C�HKJjd�S�T�@∑p
i=1 αi = 0

PQC!B N PDdkEGFDClHKJLCIC!Z N FQBDC�cnmoC�g @pcfC O @WF3UL@ N FAC�FDR�d�g d�PQC�FXULCIF N O d�gqR�@ O BDPDr�P N @L\s
tu@WcvC!w C N BD@ h Ujd�UL@=HKJLC θ > 0 h ∀i ∈ {1, . . . , p}
FDC

αi ≤ 0
C O B$T�@ λi − θαi ≥ 0

CpFDC
αi > 0C O B$T�@ θ ≤ λi

αi
⇔ λi − θαi ≥ 0

\



Æ ¹�wçÏ�o�j8�®rsjlk®o���9Ó%vo�js�?�«� æ:o������?q1mpo��e%vo�jlÐ��£Ñ<o�� Æ w
Ú6�®¢IÖ¦�'��¡W¤W¡>×K���W�K¥¦¬ ����ö8¢A�

x
³�¡v��¡H³�¡v��ÝK¬ >¨v¼n²ª¡�  ¬ K�®¨ª¥6³�¡v?Àv���K¨�¤W�

p− 1
��¡v£Ö¦¡£¢C¤W�

S
��V?�

p − 1 ≤ n + 1
×)�n£Ö©²ª¡N¡vÝWÖ¦în��ö8¢A� ¡Ã>£»K� ¢A� �K¥¦��Ö¦�n>¤W¬µ¨K×D³n¨v¢A¡ù³�¡v£Ö¦¥©½ª¥¦¬ ¡ç�®¢IÖ¦��K¥¦¡W³��®¢¦¢A¡�¥¦�n����Ö¦��ö8¢A�'¨pÖ¦î1>£»K�ËÖ©¨ª 1¨v³�¡v£Ö¦�®¼n¨K�

ý �]4)js��tvuKo Æ ¹ �C¹ «Ú¥ �$  éQ¯ ½ ®  ªe®Aª �$ Q¡�Å ª ¿N¡J½ ¼ ®Aª �nÈX½�� ¤¾ª � � ¥�¤¾ª ¿N¡ ¬$ª � ¤¾ª ¢-¿N¡X¢ ¥ ¦ � § £Ð¢n¡¬$ª  ¬$ªQ¯ ¥�¤¾ª�¬$ªNÊZÍ ¡
S = {x0, . . . , xk}

Ø ½ ¼ ®Aª �nÈX½�� ¤¾ª+¥ �Z¿N¡ ¬ ¡M�Z¿N¡M� ¤ ¡ § � ¼ ÇÓ¡M� ¤¾©Nª
H(S)¿N¡X¢ ¥ ¦ � § £Ð¢n¡ ¬$ª �¢ ¥ ¼ ¬Z¯ ¡�Å)¿N¡S¿ ¥ ¼ ¡M��¢ ©Nª

k
Ñiª ½

k
£j¿ ¥ ¼ ¡M��¢ ¥&ª � §Q¯ Òb¡ ª ¢ ¬$ª � ¤¾ª ¢

x0 Ç Ê?Ê?Ê Ç
xk Ç\¿N¡X¢ ¥ ¦ � § ¼ £Ð¢n¡ ¬$ª +  Ø  ¤a¥&® ¡X¢ Ê
B6¨�¾>§v»K¥©¨�¨�¢A�n§v»K¬ ¥*¥¦�n�K¥¦�®¢A�n£Ö©¨ª��ö8¢A�Ë¤W¡v¬µ¢*³�¡vpÕI»K£Ö¦¡£¢*¢A¬ ���K  ¬µ³�¬µ¨ª¬µ¢*¤W�

R
2 �

�
�

�
��

x0

x1

x N cfmLg C!ZfULCIU N cfC O F$T�@2y
�

�
�

��

@
@

@
@@

x0

x2

x1

x N cfmLg C!ZfULCIU N cfC O F$T�@pz

±s¬ §v»K¥©¨�°W� �NUW�D�W�n���K  ¡£¢*¤W�!³�¡vpÕI»K£Ö¦¡£¢*¢A¬ ���K  ¬µ³�¬µ¨ª¬µ¢*¤W�
R

2 �
êË¢6³�¡vK�®¢C��¡£¢C��¡v  ¬ �®¤W¥¦¡£¢C³�¡v?Àv���W¡£¢C¤W�®¢A�n�����n��>¨ª�¿»K�e�>¨ª���n s¥¦�n  �nÀp¨ª£Ö¦�!�n�e¡v�WöÖ¦¬ ��¬ õ®¨v¼n²ª¡�  ¬ K�®¨ª¥®�

ý �]4)js��tvuKo Æ ¹ " ¹Úº�¼ §Ú§�¬Z¯ ¥&®A§W¨I©Nª Ç
f : R

n 7→ R
m Ç�¿ ¥ Ô £Ð¢n¡ ¯ ¥ �Z¡ § �¢n¡ ØÃ§ ¿ ¥�¤a¥   § ¡Ì ª ¼ ª�¦]Ø �Z¡ § Ç ª ½f¢n¡3È § ÇÏ¢n¡

∀u, v ∈ R
n ∀λ ∈ R f(u + v) = f(u) + f(v) ∧ f(λu) = λf(u).

º�¼ §S§�¬Z¯ ¥&®A§W¨I©Nªf¯ ¥ �Z¡ § �¿N¡
R

n ¡ ¼
R
¿ ¥ Ô £Ð¢n¡1½ ¼ § ÄA½�� ®M¥&ª � §Q¯¸¯ ¥ �Z¡ § e¿N¡

R
n Ê�:¢IÖ©¨ù¤W��¾>K¬µ¼n²ª¡ ¤K½ç¡v¥¦¬ §v�n�}¨ª¡ù³�¡v>³��n¬ Ö¦¡ ¤W�f�K¬ ���n¥¦�K µ¨ªK¡N� ¤W� ���n¬ ¡ù�®¢A�>¨v¼�¡ÚFû¡v»¢A�n��¬ öø�®¢A�>¨v¼�¡EH+��V?�n>¤W¡

f
»K�«¨�úû»K>³�¬ ¡v>¨ª 1  ¬ K�®¨ª¥Ë¤W�

R
n >²ª¡H¬µ¤W�n£Ö¦¬µ³n¨ª���n£Ö¦�!?»K µ¨K×>¬ � �v×�>¨ª¥©¨�>£»>¨ª 

∃u ∈ R
n Ö©¨ª �>£»K� f(u) 6= 0

×
Hα = {x ∈ R

n : f(x) = a}
¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨«»K��K¬ ���n¥¦�K µ¨ªK¡)FûÀp¨ª¥¦¬ �®¤K¨v¤W�!  ¬ K�®¨ª¥�¤W��¤W¬ ���n>¢¦²ª¡

n − 1
HJ>£»K��¤W¬ À?¬µ¤W�

R
n K¡£¢Ë¤W¡v¬µ¢C���n¬ ¡£¢�®¢A�>¨v¼�¡£¢nU

H+
α = {x ∈ R

n : f(x) ≥ α}
�

H−
α = {x ∈ R

n : f(x) ≤ α},K¡«¢A�n£Ö¦¬µ¤W¡��n� >£»K�
R

n = H+
α ∪H−

α

�
Hα = H+

α ∩H−
α

�[6»>¨ª Y>£»K�n¥:�?>£»>¨v¼n²ª¡!¤W¡!Ö¦¬ ��¡
aT x = α

×W³�¡v�
a ∈ R

n \ {0}
�

α ∈ R
Fû�?>£»>¨v¼n²ª¡!  ¬ K�®¨ª¥XH+×��¡W¤W�'¢A�n¥*¥¦�n�K¥¦�®¢A�n£Ö©¨v¤K¨����n  ¡«¢A¬µ¢IÖ¦�n�«¨��?>£»K¬ Àp¨ª  �n£Ö¦�'¤W�'¬ K�?>£»>¨v¼�Û?�®¢P  ¬ K�®¨ª¥¦�®¢nU

{
aT x ≤ α,
aT x ≥ α,¡T>£»>¨ª <¤W��¾>K�!¨�¬ £Ö¦�n¥©¢A�®³n¼n²ª¡�¤W�!¤W¡v¬µ¢P���n¬ ¡£¢P�®¢A�>¨v¼�¡£¢n�



Æ�Æ Ç o<tvÉ<�?��ÊË���?���?jlk®�Wmp�?��qs�çÌÍjsÎK�����®�NÏ�o�jlÐ��£Ñ<�
ý �]4)js��tvuKo Æ ¹ ÒC¹eþ ¡X¢ ¥ ¦ � § £Ð¢n¡ ¬$ª  ¬$ªQ¯ ¥ ¡A¿Q ªÃ®Aª �$ Q¡�Å ª)§b¥ � ¤ ¡MA¢n¡ ®�¨I©Nª ¿N¡S½ ¼ �$Î ¼ ¡M ª� � ¥�¤¾ª ¿N¡ ¼ ¡ ¥&ª ¢�¡X¢ ¬$§W¨Iª ¢ Ê
Ú6��¨v³�¡v¥©¤W¡ù³�¡v�}�®¢IÖ©¨ù¤W��¾>K¬µ¼n²ª¡>×)»K�¶³�¡vpÕI»K£Ö¦¡ùÀp¨ªõn¬ ¡Nî »K� ��¡v  ¬ �®¤W¥¦¡ù³�¡v?Àv���W¡>�Ù)¡v¥�¡v»WÖ¦¥¦¡Í µ¨v¤W¡>×l��¡W¤W�n��¡£¢'¨ª¬ >¤K¨ ³�¡v>³�  »K¬ ¥+>£»K��»K����¡v  ¬ �®¤W¥¦¡Í¾�³n¨ ¤W��¾>K¬µ¤W¡ ��¡v¥�»K�EDK���n¥¦¡�¾>K¬ Ö¦¡�¤W�6�?>£»>¨v¼�Û?�®¢D�C¡v»«¬ K�?>£»>¨v¼�Û?�®¢\  ¬ K�®¨ª¥¦�®¢n�N�6¢¦¢A¬ � ×?¢A�n>¤W¡

A
»K�«¨!�«¨pÖ¦¥¦¬ õ³�¡v�

m
  ¬ ��>¨v¢6�

n
³�¡v  »K>¨v¢�F

A ∈ R
m×n HC� b

»K�eÀv�®³+Ö¦¡v¥Ë¤W�
R

m F
b ∈ R

m H+×�Ö¦�n��ö8¢A�>£»K��¡H¢A¬µ¢IÖ¦�n�«¨�¤W���?>£»>¨v¼�Û?�®¢
Ax = b⇔

[
A
−A

]
x ≤

[
b
−b

]
.

¤W��¾>K�'»K� ��¡v  ¬ �®¤W¥¦¡>�
ý �]4)js��tvuKo Æ ¹Y�¸¹bº�¼ ¢X½ ×A®Aª �nÈX½�� ¤¾ª � ©Nª   §?ÔM¥&ª ¿N¡

R
n Ç K ÇÏ¿ ¥ Ô £Ð¢n¡�½ ¼ ®Aª �Z¡+¢n¡

∀λ > 0 ∀x ∈ K, λx ∈ K.

Í ¡XÇ § ¿ ¥&®M¥&ª � §Q¯ ¼ ¡M� ¤ ¡XÇ
K
Øe®Aª �$ Q¡�Å ª Ç ªL®Aª �Z¡e¿ ¥ Ô £Ð¢n¡ ®Aª �$ Q¡�Å ªLÊ

�
�

�
�

�
�

�

@
@

@
@@

O

K∗

K

R�@ O CIR�@ O
Y C!Z[@

A
A

A
AA

HHHHHHHH

��������

�
�
�
��

R�@ O C O T�@pR�@ O
Y C!Z[@

±s¬ §v»K¥©¨«°W� °�UW�D�W�n���K  ¡£¢*¤W�!³�¡vK�®¢�F�³�¡v?Àv���W¡��'>²ª¡«³�¡v?Àv���W¡EH+�
ÚË¨v¤W¡�»K�ì³�¡vpÕI»K£Ö¦¡>×

K
×\î ú�½v³�¬  Ë³�¡v>³�  »K¬ ¥L>£»K��¡�³�¡vpÕI»K£Ö¦¡

K∗ = {y ∈ R
n :

yT x ≤ 0 ∀x ∈ K}
î«»K� ³�¡vK�H³�¡v?Àv���W¡Íúû�®³A�>¨v¤W¡>�sÓ:¡v����úû�n¬ Ö¦¡>×1¢A�

y ∈ K∗ �n£Ö©²ª¡
λy ∈ K∗ ∀λ > 0

Fû  ¡v§v¡Hî!»K� ³�¡vK�IH*��¤K¨v¤W¡£¢6¤W¡v¬µ¢C��¡v£Ö¦¡£¢
u, v ∈ K∗ Fû¡v»ç¢A�IÕA¨K×>Ö©¨ª¬µ¢>£»K�

uT x ≤ 0
�

vT x ≤ 0 ∀x ∈ K
HD�n£Ö©²ª¡

∀α ∈ [0, 1]
Àv�n��>£»K�

(αu + (1−α)v)T x =
α(uT x)+(1−α)(vT x) ≤ 0 ∀x ∈ K

×£¤W¡v>¤W�
αu+(1−α)v ∈ K∗ Fû  ¡v§v¡'î6³�¡v?Àv���W¡EH+�ÙD¨ª¥©¨N¢A� ¡vÝWÖ¦�n¥«¨ç�K¥¦¡pÀp¨)>£»K�

K∗ î úû�®³A�>¨v¤W¡>×)³�¡v>¢A¬µ¤W�n¥©¨ª>¤W¡N»K�«¨ù¢A»>³��®¢¦¢¦²ª¡N¤W� K∗ ×
(uk)k∈N

×DÖ©¨ª ->£»K�
uk → u

×DÝ>¨v¢IÖ©¨ù�K¥¦¡pÀp¨ª¥T>£»K�
uT x ≤ 0 ∀x ∈ K

Fû¡v»
¢A�IÕA¨K×�>£»K�
u ∈ K∗ H+�ËÓ:¡v����úû�n¬ Ö¦¡>×*¢A»K��¡v��>¨pö8¢A�v×^��¡v¥ ¨ªÝ>¢A»K¥©¤W¡>×\>£»K�ù���W¬µ¢IÖ¦� x′ ∈ K

Ö©¨ª �>£»K�
uT x′ = ε > 0

��³�¡v>¢A¬µ¤W�n¥¦��ö8¢A��¨Í¨ª�K  ¬µ³n¨v¼n²ª¡Í³�¡v£Ö¦Ä ?»>¨
x′ ¤W�

R
n �n�

R
×V¤W��¾>K¬µ¤K¨Í��¡v¥



Æ ¹�wçÏ�o�j8�®rsjlk®o���9Ó%vo�js�?�«� æ:o������?q1mpo��e%vo�jlÐ��£Ñ<o�� Æ>ã
y → x′(y) = yT x′ �KÙ)�n µ¨�³�¡v£Ö¦¬ ?»K¬µ¤K¨v¤W�'¤W� x′ �n� u

×
∃n ∈ N

Ö©¨ª ¸>£»K�
∀k ≥ n

|x′(uk)− x′(u)| <
ε

2
⇔ −

ε

2
< x′(uk)− ε <

ε

2

⇔
ε

2
< x′(uk) <

3ε

2

⇔
ε

2
< (uk)T x′ <

3ε

2
,

¡T>£»K��î!¨ªÝ>¢A»K¥©¤W¡lF Ö¦�n>¤W¡«�n�¿³�¡v£Ö©¨e>£»K�
∀k ∈ N, (uk)T x ≤ 0 ∀x ∈ K

H+�= ¢A»>¨ª  ���n£Ö¦�v×
K∗ ¤W�®¢A¬ §v>¨pö8¢A�Ë��¡v¥ ®Aª �Z¡ ¬$ªQ¯ § �{L�Z¡ ¦]§Q¤a¥   ª ¤W� K

�
� �?o>mp�?��� Æ ¹ éG¹ Í ¡

A = [a1, . . . , an] ∈ R
m×n Ç
¡M� ¤¾©Nª K = {Ax : x ≥ 0}

Ø ½ ¼®Aª �Z¡ ®Aª �$ Q¡�Å ª ÄM¡ ® Ì § ¿ ªNÊ
ý �?��o�js�nknmp�KtvuKoG¹
= �«¨ÍÀv�nõe>£»K��¨H�K¥¦¡pÀp¨S>£»K�

K
î�»K��³�¡vK��³�¡v?Àv���W¡«î�¬ ���®¤W¬µ¨pÖ©¨K×¨ª���n>¨v¢^�K¥¦¡pÀp¨ª¥¦�n��¡£¢\>£»K�

K
î�úû�®³A�>¨v¤W¡>�V?�

A
î!¨��«¨pÖ¦¥¦¬ õ�?»K µ¨K×W�n£Ö©²ª¡

K = {0}
�'¡�¥¦�®¢A»K  Ö©¨v¤W¡�î�Ö¦¥¦¬ À?¬µ¨ª  ���n£Ö¦��Àv�n¥©¤K¨v¤W�n¬ ¥¦¡>�V?»K��¡v>¤W¡

A 6= 0
��³�¡v>¢A¬µ¤W�n¥©¨ª>¤W¡«»K�«¨Í¢A»>³��®¢¦¢¦²ª¡>×

{yk}k∈N

×V¤W�
K
Fû  ¡v§v¡

yk = Axk ×³�¡v�
xk ≥ 0

H^³�¡v?Àv�n¥¦§v�n£Ö¦�6�>¨ª¥©¨
y′ ×WÀp¨ª��¡£¢P�K¥¦¡pÀp¨ª¥g>£»K� y′ ∈ K

�
�v�JV?��¨v¢:³�¡v  »K>¨v¢^¤W�

A
×
a1
×��n�n�n×

an

¢¦²ª¡!  ¬ K�®¨ª¥¦���n£Ö¦�6¬ >¤W�n���n>¤W�n£Ö¦�®¢n×?�n£Ö©²ª¡!�>¨ª¥©¨³n¨v¤K¨
yk ���W¬µ¢IÖ¦� »K��DKK¬µ³�¡ xk Ö©¨ª g>£»K� Axk = yk �v×D���n µ¨ ³�¡v£Ö¦¬ ?»K¬µ¤K¨v¤W� ¤K¨¨ª�K  ¬µ³n¨v¼n²ª¡

y → x = (AT A)−1AT y
¨«¢A»>³��®¢¦¢¦²ª¡

(xk)k∈N

³�¡v?Àv�n¥¦§v���>¨ª¥©¨
x′ Ö©¨ª >£»K�

Ax′ = y′ �Ó:¡v��¡ ³�¡v>¢A�?>£»Kón>³�¬µ¨K×\¤K¨v¤W¡k>£»K�
R

n
+ = {x ∈ R

n : x ≥ 0}
îçúû�®³A�>¨v¤W¡��

{xk}k∈N ⊆ R
n
+

×K��¡W¤W�n��¡£¢*³�¡v>³�  »K¬ ¥J>£»K�
x′ ∈ R

n
+

×K¬ � �v×
x′ ≥ 0

�
°W�JV?�IÕA¨

v ∈ K
�'¢A»K��¡v��>¨�>£»K�

v = Au
Fû¡v>¤W�

u
îËÖ©¨ª C>£»K�'¨v¢*¢A»>¨v¢P³�¡v����¡vK�n£Ö¦�®¢¢¦²ª¡*¡£¢V�®¢¦³n¨ª µ¨ª¥¦�®¢�>²ª¡*K�n§£¨pÖ¦¬ Àv¡£¢

β1
×
β2
×v�n�n�n×

βn

Hl�Ï>£»K�v×��>¨ª¥©¨
Iu = {j : βj > 0}

×¨v¢*³�¡v  »K>¨v¢P¤W�
A
¨v¢¦¢A¡W³�¬µ¨v¤K¨v¢^¨��®¢IÖ¦�'³�¡vpÕI»K£Ö¦¡«¤W��Ä >¤W¬µ³��®¢*¢¦²ª¡�  ¬ K�®¨ª¥¦���n£Ö¦��¤W��ö���n>¤W�n£Ö¦�®¢n�W�\£Ö©²ª¡����W¬µ¢IÖ¦�n�

|Iu|
�®¢¦³n¨ª µ¨ª¥¦�®¢n×v>²ª¡!Ö¦¡W¤W¡£¢^?»K  ¡£¢�F

αj

³�¡v�
j ∈ Iu

H+×Ö©¨ª¬µ¢\>£»K� ∑
j∈Iu

αjaj = 0
×£¡v>¤W�v×£���n  ¡����nK¡£¢:»K� ¤W¡£¢:�®¢¦³n¨ª µ¨ª¥¦�®¢

αj

î6��¡£¢A¬ Ö¦¬ Àv¡F�³n¨v¢A¡�³�¡v£Ö¦¥©½ª¥¦¬ ¡6��»K  Ö¦¬ �K  ¬µ³n¨pö8¢A�P¨Ë�?>£»>¨v¼n²ª¡Ë¨ª£Ö¦�n¥¦¬ ¡v¥s��¡v¥
−1
H+�ªÚ6��Ö¦�n¥¦��¬ >¨ª>¤W¡ªö8¢A�

βp

αp
= min{ βj

αj
: j ∈ Iu, αj > 0}

Àv�n��>£»K�
v =

∑

j∈Iu

βjaj −
βp

αp

∑

j∈Iu

αjaj

=
∑

j∈Iu

(βj −
βp

αp

αj)aj

=
∑

j∈Iu|{p}

(βj −
βp

αp

αj)aj ,
³�¡v�

βj −
βp

αp

αj ≥ 0 ∀j ∈ Iu,

|�} FDFD@KR N d�UL@�d=JLc~FDJLaoR�@ O�V J O BD@ O T�@ Y d�e N @�ULC R
n h M h C!Z N FQBDCfB$d�c�a M c�d O @KS�T�@iULCfR�@ O�V J O BD@mo@Wg d�PIULC

M h @=HKJjd�g�B$d�c�a M c�FDCpULC O @�B$d=mo@WP M∗
CpR�@WPQPQC�FDmo@ O ULC2d�@=R�@ O�V J O BD@ M∗ = {y ∈ R

n :
yT x ≤ 1 ∀x ∈ M}

\



Æ é Ç o<tvÉ<�?��ÊË���?���?jlk®�Wmp�?��qs�çÌÍjsÎK�����®�NÏ�o�jlÐ��£Ñ<�
¡v»N¢A�IÕA¨K×

v ∈ K
F
Iu \ {p}

H+Fû¡v>¤W�
K(J)

¤W��¾>K��¡Í³�¡vK�!§v�n¥©¨v¤W¡«���n µ¨v¢6³�¡v  »K>¨v¢¤W�
A
³�»pÕI¡£¢DÄ >¤W¬µ³��®¢D�®¢IÖ©²ª¡

J
H+�]V?�C�®¢IÖ©¨v¢\³�¡v  »K>¨v¢D¢¦²ª¡�  ¬ K�®¨ª¥¦���n£Ö¦�C¤W�n���n>¤W�n£Ö¦�®¢n×�n£Ö©²ª¡�¡��K¥¦¡W³��®¢¦¢A¡�¥¦�n����Ö¦��ö8¢A��¨pÖ¦î'¢A��¡vÝWÖ¦�n¥*»K� ³�¡vpÕI»K£Ö¦¡«¤W�'Ä >¤W¬µ³��®¢

Iw

Ö©¨ª ¸>£»K�
{aj : j ∈ Iw}

î*  ¬ K�®¨ª¥¦���n£Ö¦�P¬ >¤W�n���n>¤W�n£Ö¦�*�
v ∈ K(Iw)

×N>£»K�*î*»K�S³�¡vpÕI»K£Ö¦¡úû�®³A�>¨v¤W¡>×?¤W��¨v³�¡v¥©¤W¡�³�¡v� ¨��K¥¦¡pÀp¨!¨ª�K¥¦�®¢A�n£Ö©¨v¤K¨'K¡���¡v£Ö¦¡Í�v�W±>¨ªõn�n>¤W¡�Àp¨ª¥¦¬µ¨ª¥
v�n�

K
×l��¡W¤W�n��¡£¢6¡vÝWÖ¦�n¥

K
³�¡v��¡ ¨H»KK¬µ²ª¡ ¤W¡£¢Ë³�¡vK�®¢Ë³�¡v?Àv���W¡£¢*úû�®³A�>¨v¤W¡£¢

K1
×

K2
×W�n�n�n×

Kr

×Á§v�n¥©¨v¤W¡£¢1��¡v¥D³�¡vpÕI»K£Ö¦¡£¢1�«¨p�W¬ �«¨ª¬µ¢)¤W�P³�¡v  »K>¨v¢)¤W�
A
  ¬ K�®¨ª¥¦���n£Ö¦�¬ >¤W�n���n>¤W�n£Ö¦�®¢
F�³�»pÕI¡�EDK���n¥¦¡!î*¾>K¬ Ö¦¡EH+�E`<¡v§v¡'Àv�n��>£»K�

K =
⋃

1≤i≤r Ki

×v���n  ¡>£»K�
K
î�úû�®³A�>¨v¤W¡>�

êGÖ¦�n¡v¥¦�n�«¨S>£»K��¢A��¢A�n§v»K�v×�³�¡v��K�®³�¬µ¤W¡«��¡v¥CÖ¦�n¡v¥¦�n�«¨H¤K¨H¢A�n�>¨ª¥©¨v¼n²ª¡��®¢IÖ¦¥¦¬ Ö©¨K×�³�¡v>¢IöÖ¦¬ Ö¦»K¬<»K� ¥¦�®¢A»K  Ö©¨v¤W¡«³�¡v� ¬ EDK���n¥©¨v¢P¨ª�K  ¬µ³n¨v¼�Û?�®¢^�n� å  ª�¦  § ¼ §W¨I©Nª % §Q¤ ¡ ¼ Á ¤a¥&®A§ �
� �?o>mp�?��� Æ ¹ � F�¤K¨�¢A�n�>¨ª¥©¨v¼n²ª¡6�®¢IÖ¦¥¦¬ Ö©¨�H ¹ Í ¡3È §

S
½ ¼ ¢X½ ×A®Aª �nÈX½�� ¤¾ª ÄM¡ ® Ì § ¿ ª Ç ®Aª �$ Q¡�Å ª Ç� ©Nª   §?ÔM¥&ª ¿N¡

R
n ¡ x ∈ R

n \ S
Ê è � ¤¾©Nª ¡�Å ¥ ¢ ¤ ¡

c ∈ R
n \ {0}

¡e¡�Å ¥ ¢ ¤ ¡
ε > 0

¤¾§Q¥ ¢ Â ½$¡
cT x ≥ cT y + ε ∀y ∈ S

Ê
ý �?��o�js�nknmp�KtvuKoG¹ V?�n>¤W¡

y′ ¡H��¡v£Ö¦¡H¤W� S
�«¨ª¬µ¢*�K¥¦´Á�W¬ ��¡H¤W�

x
FûK¡ªÖ¦��ö8¢A�1>£»K�v×K»K�«¨Àv�nõT>£»K�

S
î�úû�®³A�>¨v¤W¡ �«>²ª¡ Àp¨ªõn¬ ¡>×V»K� Ö©¨ª D��¡v£Ö¦¡ ���W¬µ¢IÖ¦��Fû��¡v¥A>£»KóI�IHb�ª×lÖ¦�n��ö8¢A�T>£»K�

||x− y′|| > 0
Fû��¡v¥A>£»KóI�IH+�

S

Y'

X

Y

±s¬ §v»K¥©¨�°W� ¸�U�Ó:¡vpÕI»K£Ö¦¡«³�¡v?Àv���W¡�úû�®³A�>¨v¤W¡>�
Ù\¥¦¬ ���n¬ ¥©¨ª���n£Ö¦�v×WÀp¨ª��¡£¢P��¡£¢IÖ¦¥©¨ª¥g>£»K�

(x − y′)T (y − y′) ≤ 0 ∀y ∈ S
�V?�n>¤W¡

y
»K�¿��¡v£Ö¦¡Í¨ª¥¦ÝK¬ Ö¦¥©½ª¥¦¬ ¡�¤W�

S
Ö¦�n��ö8¢A�1>£»K�

∀λ ∈]0, 1[, λy + (1− λ)y′ ∈ S
�v×»K�«¨�Àv�nõ+>£»K�

y′ î'¡���¡v£Ö¦¡«¤W� S
�«¨ª¬µ¢P�K¥¦´Á�W¬ ��¡�¤W�

x
×WÖ¦�n��ö8¢A�!¨ª¬ >¤K¨�>£»K�

||x− y′||2 ≤ ||x− λy − (1− λ)y′||2

= ||x− y′ + λ(y′ − y)||2

= ||x− y′||2 + 2λ(x− y′)T (y′ − y) + λ2||y′ − y||2,¤W¡v>¤W��Àv�n� >£»K�
0 ≤ 2(x−y′)T (y′−y)+λ||y′−y||2 ⇒ lim

λ→0
2(x−y′)T (y′−y)+λ||y′−y||2 = 2(x−y′)T (y′−y) ≥ 0.

�Wtu@Wc~C!w C N BD@ h JLc�d Y C�e�HKJLC S M�O T�@ Y d�e N @�C!Z N FQBDC z ∈ S
C�R�@ O F N ULC�PDd O UL@5d=ao@Wg d2w C�R$�jd�Ujd�ULCR�C O BDPQ@�C�c x

CIPDd N @ ||x − z||
@Wa[B M cpEGFDCIJLc�R�@ O�V J O BD@�R�@Wcfmjd�R!BD@pR�J V d N O BDC�PQFDC�R�S�T�@2R�@Wcn@pR�@ O�V J O BD@w C�R$�jd�UL@

S M B$d�c�a M c�R�@Wcfmjd�R!B$d[\utu@Wcf@id�ULC!BDC�PQc N O d�S�T�@5UL@imo@ O BD@iULC S
HKJLC2C�FQB$r5�bU N FQB$� O R N dcf� OLN c�d�ULC x

R�@WPQPQC�FDmo@ O ULC��fULC!BDC�PQc N O d�S�T�@2UL@2cf� OLN cf@�Ujdpw J O S�T�@2R�@ O BD� O Jjd f(y) = ||x − y|| O dPQC!w C�P N Ujd N O BDC�PQFDC�R�S�T�@ h Y C�cnHKJLCl@�mo@ O BD@fULCIcf� OLN cf@ h y′ ∈ S,
C!Z N FQBDCW\



Æ ¹�wçÏ�o�j8�®rsjlk®o���9Ó%vo�js�?�«� æ:o������?q1mpo��e%vo�jlÐ��£Ñ<o�� Æ �
Ó:¡v>³�  »K¬ ö8¢A��¨v¢¦¢A¬ ��>£»K�
(x−y′)T (y′−y) ≥ 0⇔ (x−y′)T (x−x+y′−y) = (x−y′)T (y′−x)+(x−y′)T (x−y) ≥ 0,���n  ¡T>£»K�v×Wú�¨ªõn�n>¤W¡

c = x− y′ � ε = ||x− y′||2
×>¢A��¡vÝWÖ¦în�

−ε + cT x− cT y ≥ 0⇔ cT x ≥ cT y + ε.

V?»K��¡v>¤W¡S>£»K�
M
î'»K�¿¢A»KÝl³�¡vpÕI»K£Ö¦¡H³�¡v���>¨v³+Ö¦¡��

N
»K�¿¢A»KÝl³�¡vpÕI»K£Ö¦¡�úû�®³A�>¨v¤W¡>×���n  ¡+>£»K�

M−N = {z = x−y : x ∈M, y ∈ N}
îP»K�S³�¡vpÕI»K£Ö¦¡�úû�®³A�>¨v¤W¡��*¢A»K��¡v>¤W¡>£»K�

M
�
N
¢¦²ª¡C³�¡v?Àv���W¡£¢n×n¤W¡v>¤W�

M−N
Ö©¨ª��Ý�în�Eî^³�¡v?Àv���W¡>×n³�¡v�ÅÝ>¨v¢A�:K¡-^1�n¡v¥¦�n�«¨°W� á��*Ö¦�n>¤W¡��n� ³�¡v£Ö©¨1>£»K�

M
�

N
¢¦²ª¡�¤W¬µ¢ûÕI»K£Ö¦¡£¢:¢¦¢A�

0 6∈M −N
×£��¡W¤W�n��¡£¢\¡vÝWÖ¦�n¥^¨¢A�n�>¨ª¥©¨v¼n²ª¡'�®¢IÖ¦¥¦¬ Ö©¨��n£Ö¦¥¦�Ë¡�¢A»KÝl³�¡vpÕI»K£Ö¦¡�³�¡v���>¨v³+Ö¦¡

M
�Ë¡�¢A»KÝl³�¡vpÕI»K£Ö¦¡�úû�®³A�>¨v¤W¡

N
×¤W¬µ¢ûÕI»K£Ö¦¡ ¤W�

M
×l¡vÝWÖ¦�n>¤W¡�¨ ¢A�n�>¨ª¥©¨v¼n²ª¡H�®¢IÖ¦¥¦¬ Ö©¨Í�n£Ö¦¥¦�

0 6∈ M − N
�

M − N
�1Ó:¡v���úû�n¬ Ö¦¡>×

cT 0 > cT z ∀z ∈M −N ⇔ 0 > cT (x− y) ∀x ∈M ∀y ∈ N

⇔ cT x > cT y ∀x ∈M ∀y ∈ N.Ú6�nÀv�ù¢A»KÝK  ¬ ��>¨ª¥Aö8¢A��>£»K�N�>¨ª¥©¨ ¨�¡vÝWÖ¦�n>¼n²ª¡ ¤K¨ ¢A�n�>¨ª¥©¨v¼n²ª¡��®¢IÖ¦¥¦¬ Ö©¨ �n£Ö¦¥¦�ù¤W¡v¬µ¢ ¢A»KÝWö³�¡vpÕI»K£Ö¦¡£¢!¤W¬µ¢ûÕI»K£Ö¦¡£¢�³�¡v?Àv���W¡£¢n×V>²ª¡�Ý>¨v¢IÖ©¨�>£»K�H�n  �®¢�¢A�IÕA¨ª�àúû�®³A�>¨v¤W¡£¢n×<îHK�®³��®¢¦¢¦½ª¥¦¬ ¡>£»K�����n  ¡����nK¡£¢P»K� ¤W�n  �®¢*¢A�IÕA¨�³�¡v���>¨v³+Ö¦¡>�?Ù)¡v¥*���W�n���K  ¡>×W�n��Ý�¡v¥©¨�¡£¢P¢A»KÝl³�¡vpÕI»K£Ö¦¡£¢
A = {(x, y) : x > 0

�
y ≥ 1

x
} ⊂ R

2 � B = {(x, y) : x ≥ 0
�

y = 0} ⊂ R
2 ¢A�IÕA¨ª�¤W¬µ¢ûÕI»K£Ö¦¡£¢n×W³�¡v?Àv���W¡£¢:�6úû�®³A�>¨v¤W¡£¢n×?>²ª¡����W¬µ¢IÖ¦��>£»>¨ª Y>£»K�n¥*¢A�n�>¨ª¥©¨v¼n²ª¡!�®¢IÖ¦¥¦¬ Ö©¨��n£Ö¦¥¦�Ë�n  �®¢n�

� �?o>mp�?��� Æ ¹ " ¹ Í ¡3È §
S ⊆ R

n ½ ¼ ¢X½ ×A®Aª �nÈX½�� ¤¾ªb®Aª �$ Q¡�Å ª�®Aª ¼ ¥ � ¤ ¡M ¥&ª S� ©Nª   §?ÔM¥&ª¡�¢n¡3È §
x
½ ¼ ¬$ª � ¤¾ª ¿ § ÄA ª � ¤ ¡ ¥  § ¿N¡

S
Ñ
x ∈ fr(S)

Ò
� Ê è � ¤¾©Nª ¡�Å ¥ ¢ ¤ ¡)½ ¼  Q¡ ®M¤¾ª 
v ∈ R

n \ {0}
¤¾§Q¯�Â ½$¡

vT x ≥ vT y ∀y ∈ S
Ê

ý �?��o�js�nknmp�KtvuKoG¹ V?�IÕA¨
x′ »K����¡v£Ö¦¡ ¬ £Ö¦�n¥¦¬ ¡v¥Í¤W� S

�v×^�>¨ª¥©¨
τ > 1

×P¢A�IÕA¨
xτ =

x′ + τ(x − x′)
���E³� µ¨ª¥¦¡f>£»K�

xτ 6∈ Ad(S) ∀τ > 1
×l¡v>¤W�

Ad(S)
¤W�nK¡ªÖ©¨ ¨ ¨v¤W�n¥¦ónWö³�¬µ¨ ¤W�

S � � = �«¨ Àv�nõT>£»K� xτ 6∈ Ad(S) ∀τ > 1
×V���n  ¡b^1�n¡v¥¦�n�«¨ °W� á�F�¤K¨�¢A�n�>¨ª¥©¨v¼n²ª¡�®¢IÖ¦¥¦¬ Ö©¨]HP�>¨ª¥©¨H³n¨v¤K¨

τ > 1
×����W¬µ¢IÖ¦�

uτ 6= 0
Ö©¨ª Ó>£»K�

uT
τ xτ > uT

τ y ∀y ∈ S
�CV?»K��¡v>¤W¡>×¢A�n� ���n¥©¤K¨ ¤W��§v�nK�n¥©¨ª  ¬µ¤K¨v¤W�v×Z>£»K�

||uτ || = 1 ∀τ > 1 � �«³�¡v>¢A¬µ¤W�n¥©¨ª>¤W¡H»K�«¨ ¢A»>³��®¢Iö¢¦²ª¡
(τk)k∈N

³�¡v?Àv�n¥¦§v�n£Ö¦�!�>¨ª¥©¨ç�lF
limτ→∞ τk = 1

H+×�Ö©¨ª �>£»K�
τk > 1 ∀k ∈ N

×V���n  ¡^1�n¡v¥¦�n�«¨�¤W���^¡v  õ®¨ªK¡ªöø÷ù�n¬ �n¥©¢IÖ¦¥©¨v¢¦¢\��¡W¤W�'³�¡v>³�  »K¬ ¥Aö8¢A��>£»K��¨�¢A»>³��®¢¦¢¦²ª¡�  ¬ ��¬ Ö©¨v¤K¨
(vk)

×
�W��d�UL@AJLc�R�@ O�V J O BD@ C ⊆ Rn h ULC�F N �WO dkEGFDC�mo@WP8w PQ@ O BDC N PDdAULC C

CuULC O @�B$dkEGFDCumo@WP fr(C)
@AR�@ O�V J O BD@ULCABD@KUL@WFA@WF�mo@ O BD@WF x

PQC�g dkB N Y d�cfC O BDCld�@WF�HKJjd N F h HKJjd�g HKJLC�P3ao@Wg d�FAd�aoC�P�B$d�R�C O BDPDd�UjdpC�c x N O BDC�PQFDC�R!B$d
C
CI@pFDC�J=R�@WcfmLg C�cfC O B$d�P C̄ h @WJ=FDC V d h ∀ε > 0

{y ∈ R
n : ||x − y|| < ε} ∩ C 6= ∅ ∧ {y ∈ R

n : ||x − y|| < ε} ∩ C̄ 6= ∅.

� ��d�UL@5JLc�R�@ O�V J O BD@ C ⊆ R
n h ULC�F N �WO dkEGFDCbmo@WPfd�ULC�PQ� O R N d7ULC C

C=ULC O @�B$dkEGFDCbmo@WP Ad(C) h @R�@ O�V J O BD@=ULC�BD@KUL@WFI@WF�mo@ O BD@WF x
PQC�g dkB N Y d�cfC O BDCfd�@WFIHKJjd N F h HKJjd�g HKJLC�PIao@Wg d2d�aoC�P�B$d2R�C O BDPDd�UjdbC�c xN O BDC�PQFDC�R!B$d C h @WJ=FDC V d ∀ε > 0 {y ∈ Rn : ||x − y|| < ε} ∩ C 6= ∅

\�W��d�PDd�B$d�g8ajd�FQB$dpc�JLg B N mLg N R�d�P uτ

moC�g @ N O
Y C�PQFD@fUjd�FDJjd O @WPQc�d[\
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³�¡v�

vk = uτk

×<¨v¤W��¬ Ö¦��»K�«¨ ¢A»KÝ>¢A»>³��®¢¦¢¦²ª¡>×
(vkp

)
×<³�¡v?Àv�n¥¦§v�n£Ö¦�!�>¨ª¥©¨

v ∈ R
n �C�*¤W¬ ö³�¬ ¡v>¨ª  ���n£Ö¦�v×s¤K¨v¤W¡b>£»K�

1 = limp→∞ ||vkp
|| = ||v||

³�¡v>³�  »K¬ ö8¢A�H¨ª¬ >¤K¨b>£»K�
v 6= 0

�Ú6�®¢IÖ©¨v¢*³�¡v>¢A¬µ¤W�n¥©¨v¼�Û?�®¢n×?¤W�®³�¡v¥¦¥¦�6¾>>¨ª  ���n£Ö¦�1>£»K�
∀y ∈ S

vT y = lim
p→∞

(vT
kp

y) ≤ lim
p→∞

(vT
kp

xkp
) = vT x,

¡v>¤W�
xτk

¢A�!¤W�nK¡ªÖ©¨���¡v¥
xk

�

S

u

Y

±s¬ §v»K¥©¨�°W� Ã$U�.C¬ ���n¥¦�K µ¨ªK¡«¤W�!¢A»K��¡v¥AÖ¦�'¤W��»K�¿³�¡vpÕI»K£Ö¦¡H³�¡v?Àv���W¡>�
�:�?��� Æ ¹ Ò F�¤W� ±>¨ª¥�hp¨v¢n×

1a Àv�n¥©¢¦²ª¡)H ¹Sþ § ¿ § ½ ¼ § ¼ §Q¤  ¥ Ô A = [a1, a2, . . . , an] ∈
R

m×n ¡ b ∈ R
m ÇÓ½ ¼ ¡�� ©Nª ¼ §Q¥ ¢+¿ ªTÂ ½$¡
½ ¼ ¿ ª ¢-¢ ¥ ¢ ¤ ¡ ¼ § ¢ § ¢n¡ ¦ ½ ¥  ¥ �Z¿ ¥&®A§ ¿ ª ¢ ¤ ¡ ¼¢ ªQ¯ ½ ¨I©NªNÊ

Ax = b,
¡

x ≥ 0;
F °W� ¸]H

yT A ≤ 0
¡

yT b > 0.
F °W� ÃEH

ý �?��o�js�nknmp�KtvuKoG¹ V?»K��¡v��>¨c>£»K�cF °W� ¸]H!Ö¦�n�ì¢A¡v  »>¼n²ª¡>×s¡v»
¢A�IÕA¨K×
∃x′ ∈ R

n Ö©¨ª J>£»K�
Ax′ = b

�
x′ ≥ 0

×1�n£Ö©²ª¡
∀ y ∈ R

m yT Ax′ = yT b
��`<¡v§v¡ç¢A�

∃y′ ∈ R
m Ö©¨ª \>£»K�

y′T A ≤ 0
×lÀv�n��>£»K�

y′T Ax′ = y′b ≤ 0
×l¡l>£»K��Ö¦¡v¥¦>¨Í¬ ����¡£¢¦¢AÄ Àv�n )¨ÍÀv�n¥¦¬ ¾�³n¨v¼n²ª¡Í¤K¨DK  Ö¦¬ �«¨�¬ K�?>£»>¨v¼n²ª¡�¤W�TF °W� ÃEH+�V?»K��¡v��>¨�¨ª§v¡v¥©¨+>£»K�eF °W� ¸]H\>²ª¡!Ö¦�n� ¢A¡v  »>¼n²ª¡>�v�\£Ö©²ª¡

b 6∈ K = {Ax : x ≥ 0}
�v×£»K�«¨Àv�nõ->£»K�eFû���n  ¡�^1�n¡v¥¦�n�«¨!°W� ÃEH

K
î6»K� ³�¡v?Àv���W¡�úû�®³A�>¨v¤W¡>×v��¡v¥P¨ª�K  ¬µ³n¨v¼n²ª¡!¤W¡e^1�n¡v¥¦�n�«¨°W� áç³�¡v>³�  »K¬ ö8¢A�f>£»K�

∃y ∈ R
m \ {0}

�
∃ε > 0

Ö©¨ª¬µ¢�>£»K�
yT b ≥ yT z + ε ∀z ∈ KFû¡v»ù¢A�IÕA¨K×

∀z : z = Ax
×<³�¡v�

x ≥ 0
H+�C`<¡v§v¡>×>Ö¦�n>¤W¡ �n��³�¡v£Ö©¨f>£»K�

0 ∈ K
�

ε > 0
×��¡W¤W�n��¡£¢'³�¡v>³�  »K¬ ¥1>£»K�

yT b > 0
�VÙ)¡v¥'¡v»WÖ¦¥¦¡  µ¨v¤W¡>×V¤K¨v¤W¡�>£»K�

K
î«»K�à³�¡vK�v×

∀z ∈
K ∀ρ > 0, ρz ∈ K

�lÓ:¡v>¢A�?>£»K�n£Ö¦�n���n£Ö¦�v×W�>¨ª¥©¨
z = Aej

×>³�¡v�
j ∈ {1, . . . , n}

Fû¡v>¤W�
ej

¤W�nK¡ªÖ©¨«¡
j
öøî®¢A¬ ��¡HÀv�®³+Ö¦¡v¥6¤K¨«Ý>¨v¢A��³n¨ªK´vK¬µ³n¨«¤W�

R
n H+×�Àv�n�{>£»K� ∀ρ > 0, ρyT z =

ρyT Aej = ρyT aj ≤ yT b − ε
×<¡)>£»K�H¢A´�î«��¡£¢¦¢AÄ Àv�n :¢A�

yT aj ≤ 0
F�³n¨v¢A¡ç³�¡v£Ö¦¥©½ª¥¦¬ ¡>×Ý>¨v¢IÖ©¨ª¥¦¬µ¨NÖ¦¡v�«¨ª¥

ρ = yT b−ε+1
yT aj

�>¨ª¥©¨c>£»K�N¨�¬ K�?>£»>¨v¼n²ª¡��n��³n¨ª»>¢¦¨ùúû¡£¢¦¢A��À?¬ ¡v µ¨v¤K¨]H+�
�6¢¦¢A¬ � ×)�K¥¦¡pÀp¨pö8¢A�L>£»K�

yT aj ≤ 0 ∀j ∈ {1, . . . , n}
�v×D³�¡v>¢A�?>£»K�n£Ö¦�n���n£Ö¦�v×Ó>£»K�

y
î»K�«¨�¢A¡v  »>¼n²ª¡��>¨ª¥©¨�¡«¢A¬µ¢IÖ¦�n�«¨lF °W� ÃEH+×W¡v» ¢A�IÕA¨K×

yT A ≤ 0
�

yT b > 0
�

�e¬ £Ö¦�n¥¦�K¥¦��Ö©¨v¼n²ª¡N§v�n¡v��î�Ö¦¥¦¬µ³n¨ù¤W¡   �n�«¨ ¤W��±>¨ª¥�hp¨v¢����n¥¦��¬ Ö¦�ç³�¡v>³�  »K¬ ¥T>£»K�v×:¢A�
b���n¥AÖ¦�n>³��'¨ª¡«³�¡vK�

K
×K§v�n¥©¨v¤W¡����n µ¨v¢C³�¡v  »K>¨v¢P¤W�

A
×K�n£Ö©²ª¡�>²ª¡����W¬µ¢IÖ¦�

y
���n¥AÖ¦�n>³��n£Ö¦�
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A
A

AAK
a2

6
a1

�
���

b

����*a3

������

�
�

�
��	

A
A
A
A
AA

K∗

y

±s¬ §v»K¥©¨�°W� á�U�R8£Ö¦�n¥¦�K¥¦��Ö©¨v¼n²ª¡�§v�n¡v��î�Ö¦¥¦¬µ³n¨�¤W¡T`<�n�«¨�¤W�!±>¨ª¥�hp¨v¢n�
¨ª¡ù³�¡vK� ��¡v µ¨ª¥�K�n§£¨pÖ¦¬ Àv¡ù¤W�

K
×
K∗ = {y ∈ R

m : ytz ≤ 0 ∀z ∈ K}
×sÖ©¨ª g>£»K�

ytb > 0
���Å¾>§v»K¥©¨�¨«¢A�n§v»K¬ ¥P¬   »>¢IÖ¦¥©¨��®¢IÖ©¨�¨p¾>¥¦�«¨v¼n²ª¡>�BC¡ªÖ¦��ö8¢A�+>£»K�

K∗ = {y ∈ R
m : yT z ≤ 0 ∀z ∈ K} = {y ∈ R

m : yT aj ≤ 0, j = 1, . . . , n}.Ó:¡v� ��úû�n¬ Ö¦¡>×>¢A�
yT aj ≤ 0 ∀j ∈ {1, . . . , n}

×W�n£Ö©²ª¡
yT Ax ≤ 0 ∀x ≥ 0⇔ yT z ≤ 0 ∀z ∈ K.¹*�®³�¬ �K¥¦¡W³n¨ª���n£Ö¦�v×1¢A�
yT z ≤ 0 ∀z ∈ K

×1�n£Ö©²ª¡>×1�n�Â�>¨ª¥AÖ¦¬µ³�»K µ¨ª¥®×
yT Aej ≤ 0 ∀j ∈

{1, . . . , n} ⇔ yT aj ≤ 0 ∀j ∈ {1, . . . , n}
�V?�n>¤W¡

A
»K�«¨6�«¨pÖ¦¥¦¬ õP³�¡v�

m
  ¬ ��>¨v¢s�

n
³�¡v  »K>¨v¢�F

A ∈ R
m×n H1� b

»K�ZÀv�®³+Ö¦¡v¥)¤W�
R

mF
b ∈ R

m H+×W¡«¢A¬µ¢IÖ¦�n�«¨�¤W��¬ K�?>£»>¨v¼�Û?�®¢ Ax ≤ b
>£»K�'¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨�»K� ��¡v  ¬ �®¤W¥¦¡�³�¡v?Àv���W¡>×��¡W¤W�6Ö¦¥©¨ª>¢Iúû¡v¥¦�«¨ª¥Aö8¢A�*K¡�¢A¬µ¢IÖ¦�n�«¨��?>£»K¬ Àp¨ª  �n£Ö¦�Ë¤W���?>£»>¨v¼�Û?�®¢n×

Ax + y = b
×W¤W�®¢¦¤W��>£»K�¢A��¨v³�¥¦�®¢¦³��n£Ö¦�n� ¨v¢�³�¡v>¤W¬µ¼�Û?�®¢�¤W��>²ª¡ K�n§£¨pÖ¦¬ À?¬µ¤K¨v¤W��¨ª¡

m
öø»K�K  ¡ ¤W��Àp¨ª¥¦¬µ½ÁÀv�n¬µ¢

y
×l¡v»¢A�IÕA¨K×

{x ∈ R
n : Ax ≤ b} = {x ∈ R

n : Ax + y = b, y ≥ 0}.Ó:¡v� ��úû�n¬ Ö¦¡>×>¢A�n>¤W¡
S = {x ∈ R

n : Ax ≤ b}
�

T = {x ∈ R
n : Ax + y = b, y ≥ 0}

×¢A�
x ∈ S

×�ú�¨ªõn�n>¤W¡
y = b − Ax ≥ 0

×V³�¡v>³�  »K¬ ö8¢A�e>£»K�
∃y ≥ 0

Ö©¨ª _>£»K�
Ax + y = b

×���n  ¡Ã>£»K�
x ∈ T

�Ó`<¡v§v¡>×
T ⊇ S

Fû¬�H+�\¹*�®³�¬ �K¥¦¡W³n¨ª���n£Ö¦�v×D¢A�
x ∈ T

×)�n£Ö©²ª¡
∃y ≥ 0Ö©¨ª J>£»K�

Ax + y = b
×D���n  ¡Ö>£»K�

x
î Ö©¨ª ->£»K�

b − Ax ≥ 0 ⇔ Ax ≤ b
×\¡v» ¢A�IÕA¨K×

x ∈ S
�KÓ:¡v>¢A�?>£»K�n£Ö¦�n���n£Ö¦�v×

S ⊇ T
Fû¬ ¬�H+�?Ú6�eFû¬�H\��Fû¬ ¬�H:³�¡v>³�  »K¬ ö8¢A�J>£»K�

S = T
�]�6¢¦¢A¬ � ×¢A»K��¡v>¤W¡T>£»K�

A ∈ R
m×n ×>¨��>¨ª¥AÖ¦¬ ¥*¤W�'»K�¿³�¡vpÕI»K£Ö¦¡

T = {

[
x
y

]
∈ R

m×n : [A, Im]

[
x
y

]
= b}

��¡v¥�¨ª�K  ¬µ³n¨v¼n²ª¡�¤K¨��K¥¦¡ªÕI�®³n¼n²ª¡
π : R

m×n → R
n ×<Ö©¨ª \>£»K� π(

[
x
y

]
) = x,

Àv�n� >£»K�
π(T ) = S

�$�E¥¦�®¢IÖ¦¥¦¬µ¼n²ª¡�¨
T
¤W�®¢IÖ©¨��K¥¦¡ªÕI�®³n¼n²ª¡>×£î'»K�«¨�¨ª�K  ¬µ³n¨v¼n²ª¡�ÝK¬ ÕI�®³+Ö¦¬ Àp¨��n£Ö¦¥¦�

T
�
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S
×K¨�>£»>¨ª 1¨v¤W��¬ Ö¦�v×K³�¡v��¡�¬ ?Àv�n¥©¢¦¨K×W¨�¨ª�K  ¬µ³n¨v¼n²ª¡

π−1(x) = (x, b−Ax)
��6¢DÀp¨ª¥¦¬µ½ÁÀv�n¬µ¢

y1
×
y2
×K�n�n�n×

ym

×ª¬ £Ö¦¥¦¡W¤W»Kõn¬µ¤K¨v¢)>¨��>¨v¢¦¢¦¨ª§v�n�/¤W�
S
�>¨ª¥©¨

T
×v¤W�®¢A¬ §v>¨ª��ö8¢A���¡v¥\Àp¨ª¥¦¬µ½ÁÀv�n¬µ¢)¤W�6¤W�®¢AÀ?¬ ¡'¡v»�úû¡v  §£¨K�ª¹*�®³�¡v¥¦¥¦�n>¤W¡'¨��®¢IÖ©¨v¢DÀp¨ª¥¦¬µ½ÁÀv�n¬µ¢D¤W�C¤W�®¢AÀ?¬ ¡>×ª�®¢IÖ©¨ª��¡£¢�n� ³�¡v>¤W¬µ¼�Û?�®¢:¤W��¨ª�K¥¦�®¢A�n£Ö©¨ª¥\»K�«¨�Àv�n¥©¢¦²ª¡!¨ª  Ö¦�n¥¦>¨pÖ¦¬ Àp¨�K!Àv�n¥©¢¦²ª¡!¤W¡�`<�n�«¨�¤W�Ë±>¨ª¥�hp¨v¢¨ª£Ö¦�n¥¦¬ ¡v¥¦���n£Ö¦�Ë¥¦��úû�n¥¦¬µ¤K¨K�

�:�?��� Æ ¹Y� F�¤W�'±>¨ª¥�hp¨v¢n×
2a Àv�n¥©¢¦²ª¡�H ¹�þ § ¿ § ½ ¼ § ¼ §Q¤  ¥ Ô A ∈ R

m×n ¡ b ∈ R
m Ç�½ ¼¡1� ©Nª ¼ §Q¥ ¢�¿ ªfÂ ½$¡1½ ¼ ¿ ª ¢�¢ ¥ ¢ ¤ ¡ ¼ § ¢ § ¢n¡ ¦ ½ ¥  ¥ �Z¿ ¥&®A§ ¿ ª ¢ ¤ ¡ ¼ ¢ ªQ¯ ½ ¨I©NªNÊ

Ax ≥ b
¡

x ≥ 0.
F °W� áNH

yT A ≤ 0, yT b > 0
¡

y ≥ 0.
F °W� ¯]H

ý �?��o�js�nknmp�KtvuKoG¹ R8£Ö¦¥¦¡W¤W»Kõn¬ >¤W¡6Àp¨ª¥¦¬µ½ÁÀv�n¬µ¢<¤W�P¤W�®¢AÀ?¬ ¡CK¡Ë¢A¬µ¢IÖ¦�n�«¨�F °W� áNH+×®¬ � �v� ×®ú�¨ªõn�n>¤W¡
Ax−s = b

×£³�¡v�
s ≥ 0

×ª¡£¢\¢A¬µ¢IÖ¦�n�«¨v¢JF °W� áNHs��F °W� ¯]Hs��¡W¤W�n�$�®¢¦³�¥¦�nÀv�n¥Aö8¢A�
F�¤W�6»K�S��¡W¤W¡�?>£»K¬ Àp¨ª  �n£Ö¦�IH^¤K¨«¢A�n§v»K¬ £Ö¦�Ëúû¡v¥¦�«¨�U
[A,−I ]

[
x
s

]
= b

� [
x
s

]
≥ 0.

F °W� ØWH
yT [A,−I ] ≤ 0

�
yT b > 0.

F °W� ·]H
BC�®¢IÖ©¨v¢:³�¡v>¤W¬µ¼�Û?�®¢n×ª��¡v¥^¨ª�K  ¬µ³n¨v¼n²ª¡'¤W¬ ¥¦�®³+Ö©¨!¤W¡1`<�n�«¨�°W� Ø?×£³�¡v>³�  »K¬ ö8¢A�*¡�>£»K�6¢A�C�K¥¦��Ö¦�nWö¤W¬µ¨K�
öT±�ö � �!�54s�!" ²´³ 41&)(C���!" (Â���+&)(gù����«(*" ²´³ 41&)(C��,!"
êË¢H³�¡vpÕI»K£Ö¦¡£¢H³�¡v?Àv���W¡£¢�Ö¦ón��³��n¥AÖ¦¡£¢���¡v£Ö¦¡£¢bFû��¡v£Ö¦¡£¢H���?Ö¦¥¦�n��¡£¢AH��ç¤W¬ ¥¦�®³n¼�Û?�®¢bF�¤W¬ ö¥¦�®³n¼�Û?�®¢!���?Ö¦¥¦�n�«¨v¢AH'³�¡v�Â�®¢A���®³�¬µ¨ª ^¬ £Ö¦�n¥¦�®¢¦¢A�v×1K¡ù³�¡v£Ö¦���?Ö¦¡N¤K¨ ê6�WÖ¦¬ ��¬ õ®¨v¼n²ª¡>×1��»K¬ Ö¦¡�>¨ª¥AÖ¦¬µ³�»K µ¨ª¥¦���n£Ö¦�v×K�n��ê6�WÖ¦¬ ��¬ õ®¨v¼n²ª¡S`<¬ K�®¨ª¥®�lÓ:¡v�¿��úû�n¬ Ö¦¡>×�³�¡v��¡HÀv�n¥¦�n��¡£¢n×K¢A�!¡Í³�¡vWöÕI»K£Ö¦¡H¤W�!¢A¡v  »>¼�Û?�®¢P´v�WÖ¦¬ �«¨v¢*¤W�'»K�«¨�úû»K>³�¬ ¡v>¨ª V  ¬ K�®¨ª¥*?»K� ��¡v  ¬ �®¤W¥¦¡«³�¡v?Àv���W¡�î'>²ª¡Àp¨ªõn¬ ¡>×ª�n£Ö©²ª¡��®¢¦¢A�C³�¡vpÕI»K£Ö¦¡!³�¡v£Ö¦în� ×ªK�®³��®¢¦¢¦¨ª¥¦¬µ¨ª���n£Ö¦�v×Á»K�S��¡v£Ö¦¡����?Ö¦¥¦�n��¡'�C¢A�*�®¢¦¢¦¨úû»K>³�¬ ¡v>¨ª *  ¬ K�®¨ª¥�>²ª¡ùÖ¦�n� ��Ä K¬ ��¡7Fû�«½p�W¬ ��¡EH!¾>K¬ Ö¦¡>×D�n£Ö©²ª¡ ���W¬µ¢IÖ¦� »K�«¨ ¤W¬ ¥¦�®³n¼n²ª¡���?Ö¦¥¦�n�«¨�¨ª¡�  ¡vK§v¡«¤K¨�>£»>¨ª <¨�úû»K>³�¬ ¡v>¨ª <  ¬ K�®¨ª¥Pî!¤W�®³�¥¦�®¢¦³��n£Ö¦��F�³�¥¦�®¢¦³��n£Ö¦�IH+�
ý �]4)js��tvuKo Æ ¹Y�¸¹ Í ¡M�Z¿ ª

S ⊆ R
n ½ ¼ ®Aª �nÈX½�� ¤¾ª+®Aª �$ Q¡�Å ª � ©Nª   §?ÔM¥&ª Ç�¿ ¥ Ô £Ð¢n¡ Â ½$¡ x ∈ SØ ½ ¼ ¬$ª � ¤¾ª ¡�Å ¤ �¡ ¼ ª ¿N¡

S
¢n¡�� ©Nª ¡�Å ¥ ¢ ¤ ¡ ¼ ¿ ªQ¥ ¢ ¬$ª � ¤¾ª ¢

y, z ∈ S
¿ ¥ ¢ ¤a¥ � ¤¾ª ¢ Ñ

y 6= z
Ò¡1½ ¼ ¡X¢ ®A§Q¯ § 

λ ∈]0, 1[
¤¾§Q¥ ¢ Â ½$¡

x = λy + (1− λ)z
Ê

ê
Ö¦�n¡v¥¦�n�«¨'¨'¢A�n§v»K¬ ¥:¤K½pöøK¡£¢D»K�«¨'³�¡v>¤W¬µ¼n²ª¡'K�®³��®¢¦¢¦½ª¥¦¬µ¨Ë�6¢A»W¾�³�¬ �n£Ö¦�*�>¨ª¥©¨+>£»K�C»K���¡v£Ö¦¡«¤W�'»K�¿³�¡vpÕI»K£Ö¦¡«³�¡v?Àv���W¡�¢A�IÕA¨�»K� ��¡v£Ö¦¡����?Ö¦¥¦�n��¡>�
� �?o>mp�?��� Æ ¹Y�¸¹�þ § ¿ ª ½ ¼ ®Aª �nÈX½�� ¤¾ªL®Aª �$ Q¡�Å ª

S ⊆ R
n Ç ª�¬$ª � ¤¾ª x ∈ S

Ø ½ ¼ ¬$ª � ¤¾ª¡�Å ¤ �¡ ¼ ª ¢A¢n¡
∀y ∈ S \ {x} {z ∈ R

n : z = x + λ(x − y), λ > 0} ∩ S = ∅
Ê
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S

X

S

X

±s¬ §v»K¥©¨�°W� ¯�UW�D�W�n���K  ¡£¢*¤W�'��¡v£Ö¦¡£¢P���?Ö¦¥¦�n��¡£¢n�
ý �?��o�js�nknmp�KtvuKoG¹ V?»K��¡v��>¨pö8¢A�
>£»K�

x
îË»K� ��¡v£Ö¦¡����?Ö¦¥¦�n��¡�¤W�

S
×W¢A�IÕA¨

y ∈ S \ {x}�
z = x+λ(x−y)

³�¡v�
λ > 0

�N`<¡v§v¡>×pÀv�n� >£»K�
x = 1

1+λ
z+ λ

1+λ
y
×v¤W¡v>¤W�C¢A�C³�¡v>³�  »K¬>£»K�

z /∈ S
Fû»K�«¨ùÀv�nõl>£»K�

x
î »K�¶��¡v£Ö¦¡ù���?Ö¦¥¦�n��¡ ¤W�

S
H+�^Ó:¡v��¡ ³�¡v>¢A�?>£»Kón>³�¬µ¨K×��¡W¤W�n��¡£¢*¨p¾>¥¦�«¨ª¥g>£»K�

{z ∈ R
n : z = x + λ(x − y), λ > 0} ∩ S = ∅.¹*�®³�¬ �K¥¦¡W³n¨ª���n£Ö¦�v×K¢A»K��¡v��>¨pö8¢A�+>£»K�

x
>²ª¡«î'»K�¿��¡v£Ö¦¡«���?Ö¦¥¦�n��¡H¤W�

S
×>¡v»�¢A�IÕA¨K×$>£»K����W¬µ¢IÖ¦�n� ¤W¡v¬µ¢\��¡v£Ö¦¡£¢^¤W�

S
×
y
�

z
×£¤W¬µ¢IÖ¦¬ £Ö¦¡£¢
F

y 6= z
H)�6»K� �®¢¦³n¨ª µ¨ª¥

α ∈]0, 1[
Ö©¨ª¬µ¢\>£»K�

x = (1− α)y + αz
���6¢¦¢A¬ � ×KÀv�n��>£»K�

z =
1

α
x−

1− α

α
y = x +

1− α

α
(x− y) = x + λ(x − y),

³�¡v�
λ = 1−α

α
> 0
×W���n  ¡T>£»K�

{z ∈ R
n : z = x + λ(x − y), λ > 0} ∩ S 6= ∅

�

ý �]4)js��tvuKo Æ ¹�w��¸¹ Í ¡M�Z¿ ª
S
½ ¼ ®Aª �nÈX½�� ¤¾ªe®Aª �$ Q¡�Å ª ¿N¡

R
n Ç d ∈ R

n \{0}
¿ ¥ Ô £Ð¢n¡
½ ¼ §¿ ¥ �¡ ®�¨I©Nª ¿N¡

S
¢n¡

∀x ∈ S, S ⊇ {y : y = x + λd, λ > 0}.þ ½ § ¢S¿ ¥ �¡ ®�¨IÕ ¡X¢
d1 ¡ d2 ¿ ¥ Ô ¡ ¼ £Ð¢n¡f¿ ¥ ¢ ¤a¥ � ¤¾§ ¢�¢n¡S� ©Nª ¡�Å ¥ ¢ ¤ ¡T½ ¼ ¡X¢ ®A§Q¯ §  α > 0

Ç ¤¾§Q¯Â ½$¡
d1 = αd2 Ê
Ó:¡v��¡�î�´vÝ?À?¬ ¡>×K¢A´�¡£¢*³�¡vpÕI»K£Ö¦¡£¢P¬   ¬ ��¬ Ö©¨v¤W¡£¢Pî+>£»K�!¨v¤W��¬ Ö¦�n�¿¤W¬ ¥¦�®³n¼�Û?�®¢n�

ý �]4)js��tvuKo Æ ¹�w�w�¹)º�¼ § ¿ ¥ �¡ ®�¨I©Nª
d
¿N¡e½ ¼ ®Aª �nÈX½�� ¤¾ªf®Aª �$ Q¡�Å ª

S ⊆ R
n ¿ ¥ Ô £Ð¢n¡e½ ¼ §¿ ¥ �¡ ®�¨I©Nª ¡�Å ¤ �¡ ¼ § ÇÓ¢n¡1� ©NªL§ ¿ ¼ ¥�¤a¥ 1½ ¼ § �¡ ¬ �¡X¢n¡M� ¤¾§W¨I©Nª ¿ ªT¤a¥ ¬$ª

d = d1 + d2,

ª �Z¿N¡
d1 ¡ d2 ¢ ©Nª ¿Q½ § ¢�¿ ¥ �¡ ®�¨IÕ ¡X¢�¿ ¥ ¢ ¤a¥ � ¤¾§ ¢�¿N¡ S

Ê
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d

S

±s¬ §v»K¥©¨�°W� ØEUW�D�W�n���K  ¡H¤W�'»K� ³�¡vpÕI»K£Ö¦¡S>£»K�'³�¡v£Ö¦în� ¤W¬ ¥¦�®³n¼�Û?�®¢n�
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BC¡T>£»K�!¢A�'¢A�n§v»K�v×

S
¬µ¤W�n£Ö¦¬ ¾�³n¨ª¥©½�¡«³�¡vpÕI»K£Ö¦¡«¤W�'��¡v£Ö¦¡£¢*¤W�

R
n ×

S = {x ∈ R
n : Ax = b, x ≥ 0},³�¡v�

A ∈ R
m×n Ö©¨ª _>£»K� r(A) = m

Fû¡v>¤W�
r(A)

¤W�nK¡ªÖ©¨ ¨ ³n¨ª¥©¨v³+Ö¦�n¥¦Äµ¢IÖ¦¬µ³n¨Í¤W�
A
H6�

b ∈ R
m �ý �]4)js��tvuKo Æ ¹�w Æ ¹kº�¼ § ¢ ªQ¯ ½ ¨I©Nª

x̄
¿ ª ¢ ¥ ¢ ¤ ¡ ¼ § ¿N¡�¡ Â ½ §W¨IÕ ¡X¢

Ax = b
Ñi§ � ¤ ¡M ¥&ª X£¼ ¡M� ¤ ¡��¡&ÄM¡M ¥ ¿ ª Ò´¿ ¥ Ô £Ð¢n¡b½ ¼ § ¢ ªQ¯ ½ ¨I©Nªk× ÁI¢ ¥&®A§ ¢n¡XÇ §�¬$é ¢)¡M Q¡M� ¤ ½ §Q¯ �¡ ª �¿N¡M� §W¨I©Nª ¿ § ¢¢X½ § ¢ ®Aª ¼ ¬$ª �Z¡M� ¤ ¡X¢T¡XÇ ®Aª ��¢n¡ Â ½$¡M� ¤ ¡ ¼ ¡M� ¤ ¡XÇJ¿ § ¢ ®AªQ¯ ½�� § ¢T¿N¡

A
Ç § ¼ §Q¤  ¥ Ô

A
§ ¿ ¼ ¥�¤a¥ ½ ¼ § ¿N¡ ®Aª ¼ ¬$ª ¢ ¥3¨I©Nª ¿ ªL¤a¥ ¬$ª

A = [B, N ]
Çg¡ ¼ Â ½$¡

B
Ø ½ ¼ § ¼ §Q¤  ¥ Ôe¥ �$ Q¡M ¤ É� Q¡ ¯ ¡�¢n¡ Q¡M ¥ � ®A§LÂ ½$¡

Ax̄ = Bx̄B + Nx̄N = Bx̄B = b
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x̄N = 0
Ò Ê_Ë ¿ ¥&®M¥&ª � §Q¯ ¼ ¡M� ¤ ¡XÇ- Q¡M ¥ � ®A§ �Z¿ ª £Ð¢n¡ Â ½$¡ § ¢ ®Aª ¼ ¬$ª �Z¡M� ¤ ¡X¢L¿N¡

x̄B

¢ ©Nª� ©Nª �Z¡ ¦]§Q¤a¥   § ¢AÇ § ¢ ªQ¯ ½ ¨I©Nª ¿ ¥ Ô £Ð¢n¡g½ ¼ § ¢ ªQ¯ ½ ¨I©Nª1× ÁI¢ ¥&®A§�§ ¿ ¼ ¥ ¢A¢XÉ� Q¡ ¯I¬$§  §
S
ÊEË ¢ ®Aª ¼ ¬$ª £�Z¡M� ¤ ¡X¢ § ¢A¢ ª?®M¥&§ ¿ § ¢ §

x̄B
Ñ
x̄N

Ò1¿N¡X¢ ¥ ¦ � § ¼ £Ð¢n¡ ¬$ª  ®Aª ¼ ¬$ª �Z¡M� ¤ ¡X¢ × ÁI¢ ¥&®A§ ¢ Ñ � ©Nª1× ÁI¢ ¥&®A§ ¢ÐÒ¿ § ¢ ªQ¯ ½ ¨I©Nªf× ÁI¢ ¥&®A§
x̄
Ê

� �?o>mp�?��� Æ ¹�w��¸¹
x
Ø ½ ¼ ¬$ª � ¤¾ª ¡�Å ¤ �¡ ¼ ª ¿N¡

S
¢A¢n¡ Ø ½ ¼ § ¢ ªQ¯ ½ ¨I©Nªb× ÁI¢ ¥&®A§b§ ¿ ¼ ¥ ¢X£¢XÉ� Q¡ ¯E¬$§  §

S
Ç ¥&Ê ¡ Ê Ç�¢A¢n¡ Ñi§�¬$é ¢1½ ¼ § ¡M Q¡M� ¤ ½ §Q¯ �¡ ª �¿N¡M� §W¨I©Nª ¿ § ¢ ®Aª ¼ ¬$ª �Z¡M� ¤ ¡X¢�¿N¡

x
¡XÇ®Aª ��¢n¡ Â ½$¡M� ¤ ¡ ¼ ¡M� ¤ ¡XÇ_¿ § ¢ ®AªQ¯ ½�� § ¢+¿N¡

A
Ò § ¼ §Q¤  ¥ Ô

A
§ ¿ ¼ ¥�¤a¥ �½ ¼ § ¿N¡ ®Aª ¼ ¬$ª ¢ ¥3¨I©Nª ¿ ª¤a¥ ¬$ª

A = [B, N ]
Ç\¡ ¼ Â ½$¡

B
Ø ½ ¼ § ¼ §Q¤  ¥ Ô1¥ �$ Q¡M ¤ É� Q¡ ¯ ¡

x =

[
xB

xN

]
=

[
B−1b
0

]
≥ 0.

ý �?��o�js�nknmp�KtvuKoG¹ V?»K��¡v��>¨�>£»K�
A
¢A�6��¡W¤W�Ë¤W�®³�¡v����¡v¥:>¨'úû¡v¥¦�«¨

[B, N ]
×?¡v>¤W�

B
î»K�«¨��«¨pÖ¦¥¦¬ õ�¬ ?Àv�n¥AÖ¦Ä Àv�n �Ö©¨ª G>£»K�

x =

[
B−1b
0

]
,

�P¢A�PÀv�n¥¦¬ ¾�³n¨
>£»K�
B−1b ≥ 0

�j� ³� µ¨ª¥¦¡
>£»K�v×pK�®¢IÖ©¨v¢D³�¡v>¤W¬µ¼�Û?�®¢n×
x
îP»K�«¨�¢A¡v  »>¼n²ª¡6Ý>½v¢A¬µ³n¨¨v¤W��¬µ¢¦¢AÄ Àv�n l�>¨ª¥©¨

S
�V?»K��¡v��>¨S>£»K�����W¬µ¢IÖ¦�n� ¤W¡v¬µ¢6��¡v£Ö¦¡£¢6¤W�

S
×
x′ � x′′ ×l��»K�e�®¢¦³n¨ª µ¨ª¥ λ ∈]0, 1[

�>¨ª¥©¨«¡£¢>£»>¨ª¬µ¢P¢A�'Àv�n¥¦¬ ¾�³n¨e>£»K�
x = λx′ + (1− λ)x′′ ��V?�IÕA¨

x′ =

[
x′

B

x′
N

] �
x′′ =

[
x′′

B

x′′
N

]
,

�n£Ö©²ª¡�Àv�n��>£»K�
[

B−1b
0

]
= λ

[
x′

B

x′
N

]
+ (1− λ)

[
x′′

B

x′′
N

]
,

¤W¡v>¤W� ¢A� ³�¡v>³�  »K¬+>£»K�
x′

N = x′′
N = 0

�g`<¡v§v¡
x′

B = x′′
B = B−1b � ×*���n  ¡´>£»K�

x′ = x′′ = x
×K¡T>£»K����¡£¢IÖ¦¥©¨�>£»K�

x
î'»K� ��¡v£Ö¦¡����?Ö¦¥¦�n��¡«¤W�

S
�¹*�®³�¬ �K¥¦¡W³n¨ª���n£Ö¦�v×:¢A»K��¡v��>¨c>£»K�

x
î�»K����¡v£Ö¦¡����?Ö¦¥¦�n��¡ ¤W�

S
�v×^¢A�n�ì���n¥©¤K¨�¤W�§v�nK�n¥©¨ª  ¬µ¤K¨v¤W�v×E>£»K�

x =




x1���
xk

0���
0




�
`XaLFDC�P Y C!EGFDCIHKJLC h JLc�d Y C�eIHKJLC x′
N

= x′′
N

= 0 h C O B$T�@
{

Bx′
B = b

Bx′′
B = b

⇔

{
x′

B = B−1b

x′′
B = B−1b
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xi > 0
×��>¨ª¥©¨

i = 1, . . . , k
�?V?»K��¡v��>¨C¨ª¬ >¤K¨�>£»K�v×®¢A�n>¤W¡

A = [a1, a2, . . . , ak, . . . , an]
×¡v>¤W�

a1
×
a2
×��n�n�n×

ak

×��n�n�n×
an

¤W�nK¡ªÖ©¨ª� ¨v¢^³�¡v  »K>¨v¢:¤W�
A
×?¨v¢^³�¡v  »K>¨v¢

a1
×
a2
×l�n�n�n×

ak¢¦²ª¡«  ¬ K�®¨ª¥¦���n£Ö¦�!¤W�n���n>¤W�n£Ö¦�®¢n×�¡v»�¢A�IÕA¨K×�>£»K�!���W¬µ¢IÖ¦�n�
k
�®¢¦³n¨ª µ¨ª¥¦�®¢n×

α1
×
α2
×1�n�n�n×

αk

×>²ª¡�Ö¦¡W¤W¡£¢P?»K  ¡£¢n×?Ö©¨ª¬µ¢g>£»K� ∑k

i=1 αiai = 0
�±>¨ªõn�n>¤W¡

u =




α1���
αk

0���
0




x′ = x + βu
�

x′′ = x − βu
×:³�¡v�

β > 0
� Ö©¨ª ->£»K�

x′ ≥ 0
�

x′′ ≥ 0
×DÖ¦�n��ö¢A�)>£»K�

x′, x′′ ∈ S
FûK¡ªÖ¦��ö8¢A�b>£»K�

Ax′ = Ax + βAu = b + β
∑k

i=1 αiai = b
�

Ax′′ = Ax − βAu = b − β
∑k

i=1 αiai = b
H+� = �«¨ùÀv�nõl>£»K�

x′ 6= x′′ <!� � x =
1
2x′ + 1

2x′′ ³�¡v>³�  »K¬ ö8¢A�S>£»K� x
>²ª¡çîH»K�Â��¡v£Ö¦¡ç���?Ö¦¥¦�n��¡N¤W�

S
×1¡)>£»K� ³�¡v£Ö¦¥©¨ª¥¦¬µ¨ ¨�K¬ ��´ªÖ¦�®¢A�v�p�:¢IÖ©¨Ë³�¡v£Ö¦¥©¨v¤W¬µ¼n²ª¡C¥¦�®¢A»K  Ö¦¡v»�¤W�*¢A�\�>¨ÁÀv�n¥)¢A»K��¡£¢IÖ¦¡�>£»K�

a1, a2, . . . , ak

¢A�n¥¦¬µ¨ª�  ¬ K�®¨ª¥¦���n£Ö¦�'¤W�n���n>¤W�n£Ö¦�®¢n���6¢¦¢A¬ � ×K�K¥¦¡pÀv¡v»Wö8¢A�
>£»K�'¢A�
x
î�»K� ��¡v£Ö¦¡����?Ö¦¥¦�n��¡«¤W�

S
×�n£Ö©²ª¡

a1, a2, . . . , ak

F�¨v¢H³�¡v  »K>¨v¢H¤W�
A
¨v¢¦¢A¡W³�¬µ¨v¤K¨v¢�¨�³�¡v����¡vK�n£Ö¦�®¢«�®¢IÖ¦¥¦¬ Ö©¨ª���n£Ö¦���¡£¢A¬ Ö¦¬ Àp¨v¢«¤W�

x
H«¢¦²ª¡ù  ¬ K�®¨ª¥¦���n£Ö¦� ¬ >¤W�n���n>¤W�n£Ö¦�®¢n×\���n  ¡Ö>£»K�

k ≤ m
�ÏBC¡�³n¨v¢A¡ ¤W�¢A��Ö¦�n¥

k < m
Ý>¨v¢IÖ©¨ª¥©½ ³�¡v���K  ��Ö©¨ª¥Í¨v¢

k
³�¡v  »K>¨v¢H¤W�

A
³�¡v�

m − k
³�¡v  »K>¨v¢n×:¤W��n£Ö¦¥¦�H¨v¢!³�¡v  »K>¨v¢

ak+1, . . . , an

×s¤W�«��¡W¤W¡N¨ ¡vÝWÖ¦�n¥Aö8¢A��»K�«¨��«¨pÖ¦¥¦¬ õ«¬ ?Àv�n¥AÖ¦Ä Àv�n 
B =

[a1 . . . akaj1 . . . ajm−k
]
×W�>¨ª¥©¨�¨�>£»>¨ª VÀv�n��>£»K�

b = x1a1 + . . .+xkak +0aj1 + . . .+0ajm−k
⇔ B




x1���
xk

0���
0




= b⇔




x1���
xk

0���
0




= B−1b.

Ú6�nÀv�*¡vÝ>¢A�n¥¦Àp¨ª¥Aö8¢A�v×ÁK¡'�n£Ö©¨ª£Ö¦¡>×W>£»K�*>²ª¡����W¬µ¢IÖ¦�*»K�«¨'³�¡v¥¦¥¦�®¢A��¡v>¤Wón>³�¬µ¨6ÝK¬ »KKÄ Àv¡W³n¨�n£Ö¦¥¦�C��¡v£Ö¦¡£¢D���?Ö¦¥¦�n��¡£¢-FûÀvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢AHs�Ë¢A¡v  »>¼�Û?�®¢DÝ>½v¢A¬µ³n¨v¢\¨v¤W��¬µ¢¦¢AÄ Àv�n¬µ¢n�?Ó:¡v�S��úû�n¬ Ö¦¡>×v�n��öÝ�¡v¥©¨ ¨ »K�«¨�¤K¨v¤K¨�¢A¡v  »>¼n²ª¡ùÝ>½v¢A¬µ³n¨ ¨v¤W��¬µ¢¦¢AÄ Àv�n 6³�¡v¥¦¥¦�®¢A��¡v>¤K¨N»K��DKK¬µ³�¡�Àvîn¥AÖ¦¬µ³��v×\¡¥¦�®³�Ä �K¥¦¡W³�¡�K�n�¿¢A�n���K¥¦��î�Àv�n¥©¤K¨v¤W�n¬ ¥¦¡>×?³�¡vWúû¡v¥¦���'¨�¢A�n§v»K¬ ¥C¢A�����W�n���K  ¬ ¾�³n¨K�BC¡���¡v  ¬ �®¤W¥¦¡«³�¡v?Àv���W¡
S = {(x, y) ∈ R

2 : 3x + 5y ≤ 40, 5x + 3y ≤ 40, x + y ≤ 10, x, y ≥ 0},¨'¢A�n§v»K¬ ¥D¥¦�n�K¥¦�®¢A�n£Ö©¨v¤W¡>×®ú�¨v³�¬   ���n£Ö¦�6¢A�*¥¦�®³�¡v��K�®³��g>£»K�C¨ª¡'��¡v£Ö¦¡
(5, 5)

³�¡v¥¦¥¦�®¢A��¡v>¤W�n��«¨ª¬µ¢*¤W¡T>£»K�'»K�«¨�¢A¡v  »>¼n²ª¡�Ý>½v¢A¬µ³n¨�¨v¤W��¬µ¢¦¢AÄ Àv�n  �
>Q  t�d�FD@pR�@ O BDPDr�P N @ h BDC�P�EGFDC!E N d x + βu = x − βu ⇔ 2βu = 0 h @�HKJLCIR�@ O BDPDd�P N df@�w¡d�R!BD@pULCIFDC�F$d�aoC�PHKJLC

β > 0
C

u 6= 0
\
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10

(5,5)
10



x

y

±s¬ §v»K¥©¨«°W� â�UWÙ)¡v£Ö¦¡����?Ö¦¥¦�n��¡«³�¡v¥¦¥¦�®¢A��¡v>¤W�n>¤W¡�¨�¢A¡v  »>¼�Û?�®¢^Ý>½v¢A¬µ³n¨v¢P¤W�n§v�nK�n¥©¨v¤K¨v¢n�
�:¢IÖ©¨v¢�¢A¬ Ö¦»>¨v¼�Û?�®¢6¡W³�¡v¥¦¥¦�n�¿�n��¢A¡v  »>¼�Û?�®¢6Ý>½v¢A¬µ³n¨v¢6¨v¤W��¬µ¢¦¢AÄ Àv�n¬µ¢Ë³�¡v�e»K�«¨Í¡v»ç�«¨ª¬µ¢³�¡v����¡vK�n£Ö¦�®¢^Ý>½v¢A¬µ³n¨v¢P?»K µ¨v¢n�

ý �]4)js��tvuKo Æ ¹�w ã ¹�º�¼ § ¢ ªQ¯ ½ ¨I©Nªb× ÁI¢ ¥&®A§ Ç
x̄
ÇJ¿ ª ¢ ¥ ¢ ¤ ¡ ¼ § ¿N¡L¡ Â ½ §W¨IÕ ¡X¢

Ax = b
Ç Â ½$¡§�¬ �¡X¢n¡M� ¤¾§�¬ ¡ ¯ ª ¼ ¡M� ª ¢�½ ¼ § ¿ § ¢�¢X½ § ¢ ®Aª ¼ ¬$ª �Z¡M� ¤ ¡X¢ × ÁI¢ ¥&®A§ ¢ ®Aª ¼   §Q¯ ª T�$½ ¯ ª ¿N¡X¢ ¥ £¦ � § £Ð¢n¡ ¬$ª J¢ ªQ¯ ½ ¨I©Nª�× ÁI¢ ¥&®A§ ¿N¡ ¦ ¡M�Z¡M § ¿ §LÑ ¡XÇG� ªe®A§ ¢ ª ¿N¡J¢n¡M § ¿ ¼ ¥ ¢A¢XÉ� Q¡ ¯ Ç�¿ ¥ Ô £Ð¢n¡ × ÁI¢ ¥&®A§§ ¿ ¼ ¥ ¢A¢XÉ� Q¡ ¯ ¿N¡ ¦ ¡M�Z¡M § ¿ § Ò Ê

BC¡6���W�n���K  ¡6¤K¨C±s¬ §v»K¥©¨6°W� âK×�Ö¦¥©¨ª>¢Iúû¡v¥¦�«¨ª>¤W¡P¡Ë¢A¬µ¢IÖ¦�n�«¨C¤W�:¬ K�?>£»>¨v¼�Û?�®¢VK¡6¢A¬µ¢IÖ¦�n�«¨¤W���?>£»>¨v¼�Û?�®¢*¤W��Àp¨ª¥¦¬µ½ÁÀv�n¬µ¢^>²ª¡�K�n§£¨pÖ¦¬ Àp¨v¢nU



3 5 1 0 0
5 3 0 1 0
1 1 0 0 1







x
y
z1

z2

z3




=




40
40
10


 ,

x, y, z1, z2, z3 ≥ 0,Àv�n¥¦¬ ¾�³n¨pö8¢A�+>£»K��¨ª¡«��¡v£Ö¦¡H���?Ö¦¥¦�n��¡
(5, 5)

�®¢IÖ©²ª¡Í¨v¢¦¢A¡W³�¬µ¨v¤K¨v¢*¨v¢C¢A¡v  »>¼�Û?�®¢*Ý>½v¢A¬µ³n¨v¢C¤W��ö§v�nK�n¥©¨v¤K¨v¢
(x, y, z1) = (5, 5, 0)

×
(x, y, z2) = (5, 5, 0)

�
(x, y, z3) = (5, 5, 0)

Kv¢\>£»>¨ª¬µ¢³�¡v¥¦¥¦�®¢A��¡v>¤W�n� ¨v¢PÝ>¨v¢A�®¢
B′ =




3 5 1
5 3 0
1 1 0



 , B′′ =




3 5 0
5 3 1
1 1 0



 , B′′′ =




3 5 0
5 3 0
1 1 1



 .
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= �«¨«Àv�nõ�>£»K��¡£¢6³n¨ª>¤W¬µ¤K¨pÖ¦¡£¢C¨«��¡v£Ö¦¡£¢C���?Ö¦¥¦�n��¡£¢6¤W�

S
¢¦²ª¡H¨v¢6¢A¡v  »>¼�Û?�®¢*Ý>½v¢A¬µ³n¨v¢6¤W¡¢A¬µ¢IÖ¦�n�«¨«¤W�'�?>£»>¨v¼�Û?�®¢

Ax = b
×K��¡W¤W�n��¡£¢C³�¡v>³�  »K¬ ¥J>£»K��>£»>¨ª Y>£»K�n¥*��¡v£Ö¦¡«���?Ö¦¥¦�n��¡«¤W�

S
Ö¦�n�S���n  ¡!���nK¡£¢

n−m
³�¡v����¡vK�n£Ö¦�®¢D?»K µ¨v¢D�J>£»K�C¡'EDK���n¥¦¡!¤W�*��¡v£Ö¦¡£¢D���?Ö¦¥¦�n��¡£¢¤W�

S
î�>²ª¡«¢A»K���n¥¦¬ ¡v¥C¨ (

n
m

)
= n!

m!(n−m)!

�
� �?o>mp�?��� Æ ¹�w�w�¹ Í ¡

S 6= ∅
¡M� ¤¾©Nª

S
¤ ¡ ¼ ¬ ¡ ¯ ª ¼ ¡M� ª ¢+½ ¼ ¬$ª � ¤¾ª ¡�Å ¤ �¡ ¼ ªNÊ

ý �?��o�js�nknmp�KtvuKoG¹ V?�IÕA¨
x ∈ S

�v×�¢A�n�ë���n¥©¤K¨G¤W�
§v�nK�n¥©¨ª  ¬µ¤K¨v¤W�v×!¢A»K��¡v��>¨s>£»K�
x = (x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xn)T ×l¡v>¤W� xi > 0

×l�>¨ª¥©¨
i = 1, . . . , k

�
xj = 0

×V�>¨ª¥©¨
j = k + 1, . . . , n

�_V?�IÕA¨
A = [a1 . . . akak+1 . . . an]

×)¡v>¤W�
a1, . . . , ak, ak+1, . . . , an¤W�nK¡ªÖ©¨ª� ¨v¢*³�¡v  »K>¨v¢*¤W�

A
�V?�

a1, . . . , ak

¢¦²ª¡ÍÀv�®³+Ö¦¡v¥¦�®¢6  ¬ K�®¨ª¥¦���n£Ö¦��¬ >¤W�n���n>¤W�n£Ö¦�®¢n×V�n£Ö©²ª¡
k ≤ m

�
x
î�»K�«¨¢A¡v  »>¼n²ª¡�Ý>½v¢A¬µ³n¨'¨v¤W��¬µ¢¦¢AÄ Àv�n  ×ª���n  ¡�>£»K��F�¤W�Ë¨v³�¡v¥©¤W¡'³�¡v�S¡1^1�n¡v¥¦�n�«¨!°W� �®Þ]HsîC»K�$��¡v£Ö¦¡���?Ö¦¥¦�n��¡>�V?»K��¡v��>¨»>£»K�����W¬µ¢IÖ¦�n�

k
�®¢¦³n¨ª µ¨ª¥¦�®¢n×

λ1, . . . , λk

×6³�¡v�ü���n  ¡
���nK¡£¢�»K�.��¡£¢A¬ Ö¦¬ Àv¡>×Ö©¨ª¬µ¢S>£»K� ∑k

j=1 λjaj = 0
×\¡v»
¢A�IÕA¨K×

a1, . . . , ak

¢¦²ª¡ Àv�®³+Ö¦¡v¥¦�®¢�  ¬ K�®¨ª¥¦���n£Ö¦��¤W�n���nWö¤W�n£Ö¦�®¢LFûK¡ªÖ¦��ö8¢A�L>£»K�Í¢A�Í���W¬µ¢IÖ¦�n�
k
�®¢¦³n¨ª µ¨ª¥¦�®¢'>²ª¡���¡£¢A¬ Ö¦¬ Àv¡£¢�>£»K�Í¢¦¨pÖ¦¬µ¢Iú�¨ªõn�n� ¡N¢A¬µ¢IöÖ¦�n�«¨ ¤W���?>£»>¨v¼�Û?�®¢ ∑k

j=1 λjaj = 0
×*��»K  Ö¦¬ �K  ¬µ³n¨ª>¤W¡ªöø¡£¢ ��¡v¥

−1
¡vÝWÖ¦ón��ö8¢A�

k
�®¢Iö³n¨ª µ¨ª¥¦�®¢H>²ª¡ K�n§£¨pÖ¦¬ Àv¡£¢L>£»K�ù¢¦¨pÖ¦¬µ¢Iú�¨ªõn�n�Ü¨v¢Í���®¢A�«¨v¢Í�?>£»>¨v¼�Û?�®¢AH+�P±>¨ªõn�n>¤W¡ªö8¢A�

α =
min1≤j≤k {

xj

λj
: λj > 0} = xi

λi

��¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨ª>¤W¡ªö8¢A�
x′ ¤W� Ö©¨ª ^úû¡v¥¦�«¨�>£»K� ¨v¢�¢A»>¨v¢³�¡v����¡vK�n£Ö¦�®¢PÀv�n��>¨ª� ¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨v¤K¨v¢^��¡v¥

x′
j =

{
xj − αλj ,

�>¨ª¥©¨
1 ≤ j ≤ k,

0,
�>¨ª¥©¨

j > k,Àv�n��>£»K�
x′

j ≥ 0
�>¨ª¥©¨K×

j = 1, . . . , k, x′
j = 0

�>¨ª¥©¨
j = k + 1, . . . , n

�
x′

i = 0
�BC�®¢IÖ©¨v¢*³�¡v>¤W¬µ¼�Û?�®¢n×

Ax′ =

n∑

j=1

x′
jaj =

k∑

j=1

(xj − αλj)aj =

k∑

j=1

xjaj − α

k∑

j=1

λjaj = b− 0 = b,

���n  ¡�>£»K�H¢A��¡vÝWÖ¦în�à»K�àK¡pÀv¡ ��¡v£Ö¦¡
x′ ³�¡v� ×<K¡ �«½p�W¬ ��¡ k − 1

³�¡v����¡vK�n£Ö¦�®¢��®¢IöÖ¦¥¦¬ Ö©¨ª���n£Ö¦�N��¡£¢A¬ Ö¦¬ Àp¨v¢n� = �«¨ Àv�nõ�>£»K�N�®¢IÖ¦�ù�K¥¦¡W³��®¢¦¢A¡ ¢A�N��¡W¤W�ù¥¦�n����Ö¦¬ ¥�¨pÖ¦î�>£»K�ÃKv¢³�¡v����¡vK�n£Ö¦�®¢D�®¢IÖ¦¥¦¬ Ö©¨ª���n£Ö¦�C��¡£¢A¬ Ö¦¬ Àp¨v¢:³�¡v¥¦¥¦�®¢A��¡v>¤K¨ª�/³�¡v  »K>¨v¢:¤W�
A
  ¬ K�®¨ª¥¦���n£Ö¦�*¬ Wö¤W�n���n>¤W�n£Ö¦�®¢n×>³�¡v>³�  »K¬ ö8¢A�Ë¡«�K¥¦��Ö¦�n>¤W¬µ¤W¡>�

öT±�� ���+&)(gù����«(*"/( ³ 41&)(C��,!"Z(¿&)(�µ &)(*"1(*�54s,i�\ø!� 0 ( µù�1¶���(Ïý
0Í&)�!"<ù^�!�7�!( ³ �!"

� �?o>mp�?��� Æ ¹�w Æ ¹�å ª ¿N¡ § �  ¼ § X£Ð¢n¡ Â ½$¡
d
Ø ½ ¼ § ¿ ¥ �¡ ®�¨I©Nª ¡�Å ¤ �¡ ¼ § ¿N¡

S
¢A¢n¡ Ñi§�¬$é ¢�¡ ª �¿N¡M� §W¨I©Nª ¿ § ¢ ®Aª ¼ ¬$ª �Z¡M� ¤ ¡X¢1¿N¡

d
¡XÇ ®Aª ��¢n¡ Â ½$¡M� ¤ ¡ ¼ ¡M� ¤ ¡XÇÏ¿ § ¢ ®AªQ¯ ½�� § ¢�¿N¡

A
Ò

àNÊ�§ ¼ §Q¤  ¥ Ô
A
§ ¿ ¼ ¥�¤ ¡�½ ¼ § ¿N¡ ®Aª ¼ ¬$ª ¢ ¥3¨I©Nª ¿ ªS¤a¥ ¬$ª

A = [B, N ]
Ç ª �Z¿N¡

B
Ø ½ ¼ §¼ §Q¤  ¥ Ô1¥ �$ Q¡M ¤ É� Q¡ ¯ Ç



Æ ¹ éùý �ûmp�E%vtvÉ<�?�«�£ÑVknmp�?���K����mp�£æsmp�?�®�?jlk®�KtvuKo�qs� æ:o������?q1mpo��e%vo�jlÐ��£Ñ<o�� ã �
áEÊ ¡�Å ¥ ¢ ¤ ¡ ¬ ¡ ¯ ª ¼ ¡M� ª ¢+½ ¼ §L®AªQ¯ ½�� §

aj
¤¾§Q¯�Â ½$¡

B−1aj ≤ 0
Ç

â]Ê
d
Ø ½ ¼�¼ Î ¯ ¤a¥ ¬Z¯ ª ¡X¢ ®A§Q¯ §  ¬$ª ¢ ¥�¤a¥   ª ¿N¡

[
−B−1aj

ej−m

]
,

®Aª ¼
ej−m

¿N¡M� ªQ¤¾§ �Z¿ ªfª
(j −m)

£ Ø ¢ ¥ ¼ ª  Q¡ ®M¤¾ª �¿ §f×A§ ¢n¡ ®A§ � é � ¥&®A§ ¿N¡
R

n−m Ê

ý �?��o�js�nknmp�KtvuKoG¹ F
⇐
HlV?�

B−1aj ≤ 0
×^�n£Ö©²ª¡

d ≥ 0
�v×^¨ª  în�Ü¤W¬µ¢¦¢A¡>×

Ad = 0
×¤W¡v>¤W�

d
îP»K�«¨�¤W¬ ¥¦�®³n¼n²ª¡Ë¤W�

S
�pô\¨ª��¡£¢s��¡£¢IÖ¦¥©¨ª¥_>£»K�*¢A�^Ö¦¥©¨pÖ©¨Ë¤W�P»K�«¨�¤W¬ ¥¦�®³n¼n²ª¡���?Ö¦¥¦�n�«¨K�V?�n>¤W¡

d = d′ + d′′
×W³�¡v�

d′
�

d′′
¤W»>¨v¢P¤W¬ ¥¦�®³n¼�Û?�®¢:¤W�

S
×£Ö¦�n��ö8¢A�
>£»K�

n−m− 1³�¡v����¡vK�n£Ö¦�®¢n×\Ö©¨ª£Ö¦¡�¤W�
d′
³�¡v��¡

d′′
×P¢¦²ª¡�¬ §v»>¨ª¬µ¢H¨�õn�n¥¦¡7Fû»K�«¨�Àv�nõ)>£»K�N¨v¢³�¡v¥¦¥¦�®¢A��¡v>¤W�n£Ö¦�®¢*³�¡v����¡vK�n£Ö¦�®¢6¤W�

d
¢¦²ª¡«?»K µ¨v¢AH+��BC�®¢IÖ©¨v¢6³�¡v>¤W¬µ¼�Û?�®¢n×KÖ©¨ª£Ö¦¡

d′³�¡v��¡
d′′
¢¦²ª¡«¤K¨�úû¡v¥¦�«¨

d′ =

[
d′B
αej−m

] �
d′′ =

[
d′′B
βej−m

]
,

³�¡v�
α + β = 1

�VÚË¨v¤W¡l>£»K�
Ad′ = Ad′′ = 0

×l¬ � �v� ×
Ad′ = Bd′B + αaj = 0

�
Ad′′ = Bd′′B + βaj = 0

×
d′B = α(−B−1aj)

�
d′′B = β(−B−1aj)

×>¡v»ç¢A�IÕA¨K×
d′�

d′′
>²ª¡«¢¦²ª¡�¤W»>¨v¢*¤W¬ ¥¦�®³n¼�Û?�®¢*¤W¬µ¢IÖ¦¬ £Ö©¨v¢n��`<¡v§v¡

d
î'»K�«¨�¤W¬ ¥¦�®³n¼n²ª¡����?Ö¦¥¦�n�«¨K�

F
⇒
H ¹*�®³�¬ �K¥¦¡W³n¨ª���n£Ö¦�v×p¢A»K��¡v��>¨
>£»K�

d
î^»K�«¨Ë¤W¬ ¥¦�®³n¼n²ª¡6���?Ö¦¥¦�n�«¨Ë¤W�

S
�v×p¢A�n�G���n¥©¤K¨¤W�'§v�nK�n¥©¨ª  ¬µ¤K¨v¤W�v×�>£»K�

d =




d1���
dk

0���
0
dj

0���
0




,

³�¡v�
di > 0

×W�>¨ª¥©¨
i = 1, . . . , k

�
i = j

�V?»K��¡v��>¨C¨ª¬ >¤K¨J>£»K�:¨v¢
k
�K¥¦¬ ���n¬ ¥©¨v¢<³�¡v  »K>¨v¢<¤W�

A
×
a1, . . . , ak

×®¢¦²ª¡*  ¬ K�®¨ª¥¦���n£Ö¦�¤W�n���n>¤W�n£Ö¦�®¢n�¸`<¡v§v¡>×����W¬µ¢IÖ¦�n�
k
�®¢¦³n¨ª µ¨ª¥¦�®¢n×

λ1, . . . , λk

×V>²ª¡HÖ¦¡W¤W¡£¢Ë?»K  ¡£¢n×�Ö©¨ª¬µ¢



ã�" Ç o<tvÉ<�?��ÊË���?���?jlk®�Wmp�?��qs�çÌÍjsÎK�����®�NÏ�o�jlÐ��£Ñ<�
>£»K� ∑k

i=1 λiai = 0
��V?�IÕA¨

u =




λ1���
λk���
0���
0




� �®¢¦³�¡v  �>¨pö8¢A�
α > 0

×D¢A»W¾�³�¬ �n£Ö¦�n���n£Ö¦� ���?>£»K�nK¡ù�>¨ª¥©¨)>£»K� ¡£¢�Àv�®³+Ö¦¡v¥¦�®¢
d′ =

d + αu
�

d′′ = d− αu
Ö¦�n��>¨ª�¿³�¡v����¡vK�n£Ö¦�®¢P>²ª¡�K�n§£¨pÖ¦¬ Àp¨v¢n��BC¡ªÖ¦��ö8¢A�+>£»K�

Ad′ = Ad + αAu = 0 +

k∑

i=1

λiai = 0 = 0−
k∑

i=1

λiai = Ad− αAu = Ad′′.

�6¢¦¢A¬ � ×
d′
�

d′′
¢¦²ª¡H¤W»>¨v¢6¤W¬ ¥¦�®³n¼�Û?�®¢C¤W�

S
¤W¬µ¢IÖ¦¬ £Ö©¨v¢6¤W�

d
��¤W¬µ¢IÖ¦¬ £Ö©¨v¢C�n£Ö¦¥¦�!¢A¬ ×»K�«¨ËÀv�nõ�>£»K�

α > 0
×
u 6= 0

�P¨
j
öøî®¢A¬ �«¨6³�¡v����¡vK�n£Ö¦�v×®Ö©¨ª£Ö¦¡�¤W�

d′ ³�¡v��¡�¤W� d′′
×¢¦²ª¡H¬ §v»>¨ª¬µ¢JK

j
öøî®¢A¬ �«¨«³�¡v����¡vK�n£Ö¦��¤W�

d
<k< �Z�*¤W¬µ³�¬ ¡v>¨ª  ���n£Ö¦�v×>��¡W¤W��³�¡v>³�  »K¬ ¥Aö¢A��>£»K�

d = 1
2d′ + 1

2d′′
×>¡S>£»K��³�¡v£Ö¦¥©¨v¤W¬ õ!¨«¢A»K��¡£¢A¬µ¼n²ª¡H¤W�

d
¢A�n¥C»K�«¨H¤W¬ ¥¦�®³n¼n²ª¡���?Ö¦¥¦�n�«¨K�<Ó:¡v>¢A�?>£»K�n£Ö¦�n���n£Ö¦�v×

a1, . . . , ak

¢¦²ª¡Í³�¡v  »K>¨v¢Ë¤W�
A
  ¬ K�®¨ª¥¦���n£Ö¦�!¬ Wö¤W�n���n>¤W�n£Ö¦�®¢P�v×?»K�«¨�Àv�nõ
>£»K��¨�³n¨ª¥©¨v³+Ö¦�n¥¦Äµ¢IÖ¦¬µ³n¨'¤W�

A
î

m
×£Ö¦�n��ö8¢A��>£»K�

k ≤ m
�BC�®¢IÖ©¨v¢«³�¡v>¤W¬µ¼�Û?�®¢n×D¨v³�¥¦�®¢¦³��n£Ö©¨ª>¤W¡ù¨v¢

m − k
³�¡v  »K>¨v¢�¤W�

A
>£»K�v×\³�¡vpÕI»K£Ö©¨pö���n£Ö¦�Í³�¡v�

a1, . . . , ak

×Vúû¡v¥¦�«¨ª�à»K�«¨�Ý>¨v¢A�«�>¨ª¥©¨
R

m �v×1³�¡v>¢A�?>£»K�n£Ö¦�n���n£Ö¦�v×³�¡v>¢IÖ¦¬ Ö¦»K�n� »K�«¨��«¨pÖ¦¥¦¬ õ�¬ ?Àv�n¥AÖ¦Ä Àv�n 
B
×Wú�¨ªõn�n>¤W¡

A = [B, N ]
×WÀv�n�

Ad = BdB + djaj = 0⇔ dB = djB
−1aj ,¤W¡v>¤W�

d = dj

[
−B−1aj

ej−m

]
.

Ó:¡v��¡�³�¡v¥¦¡v µ½ª¥¦¬ ¡>×>¬ ���®¤W¬µ¨pÖ¦¡>×<¤W�®¢IÖ¦��Ö¦�n¡v¥¦�n�«¨H��¡W¤W�H¨p¾>¥¦�«¨ª¥Aö8¢A�e>£»K��¡ EDK���n¥¦¡ ¤W�¤W¬ ¥¦�®³n¼�Û?�®¢^���?Ö¦¥¦�n�«¨v¢P¤W�
S
î�>²ª¡�¢A»K���n¥¦¬ ¡v¥C¨

(n−m)
(

n
m

) ×K¡v>¤W�
n−m

³�¡v¥¦¥¦�®¢A��¡v>¤W�¨ª¡HEDK���n¥¦¡Í¤W�!��¡£¢¦¢A¬ ÝK¬   ¬µ¤K¨v¤W�®¢6¤W���®¢¦³�¡v  �>¨H¤W�
aj

� (
n
m

) ³�¡v¥¦¥¦�®¢A��¡v>¤W�!¨ª¡«EDK���n¥¦¡Í¤W��>¨ª¥AÖ¦¬µ¼�Û?�®¢^��¡£¢¦¢AÄ Àv�n¬µ¢*¤W�
A
>¨�úû¡v¥¦�«¨

[B, N ]
�V?�n§v»K��ö8¢A�:»K�GÖ¦�n¡v¥¦�n�«¨
>£»K�P¤W�®¢A�n�����n��>¨Ë»K�Z�>¨ª���n W³�¥¦»>³�¬µ¨ª ?�n�$ê6�WÖ¦¬ ��¬ õ®¨v¼n²ª¡
`<¬ K�®¨ª¥®�

� �?o>mp�?��� Æ ¹�w ã F�¤K¨ ¥¦�n�K¥¦�®¢A�n£Ö©¨v¼n²ª¡ ¤W� ��¡v  ¬ �®¤W¥¦¡£¢ ³�¡v?Àv���W¡£¢fH ¹lþ § ¿ ª ½ ¼ ¬$ª � ¤¾ª
x ∈ R

n Ç x ∈ S
¢A¢n¡

x
§ ¿ ¼ ¥�¤ ¡�½ ¼ § �¡ ¬ �¡X¢n¡M� ¤¾§W¨I©Nª ¿ ªS¤a¥ ¬$ª

x =

p∑

j=1

αjx
j +

q∑

i=1

βid
i,

>!> tu@WcvC!w C N BD@ h d′ = τd′′
R�@Wc

τ > 0 h M C�HKJ N Y d�g C O BDC2d d + αu = τ(d − αu) ⇔ (1 + τ)αu =
(τ − 1)d ⇒ (τ − 1)dj = 0 ¢ JLc�d Y C�e�HKJLC�d j

E M F N c�d�R�@Wcfmo@ O C O BDC�ULC u MlO JLg d
£$\q��@WPX@WJ[BDPQ@2g d�UL@ hUjd�UL@fHKJLC ¢ mo@WPA� N mo¤�BDC�FDCk£ dj > 0 h R�@ O R�g J N EGFDCIHKJLC τ = 1
\L¥8@ � @ h 2αu = 0 h @pHKJLC M d�aLFDJLPQUL@ h BDC O UL@C�cnR�@ O B$dpHKJLC α > 0

C
u 6= 0

\



Æ ¹ éùý �ûmp�E%vtvÉ<�?�«�£ÑVknmp�?���K����mp�£æsmp�?�®�?jlk®�KtvuKo�qs� æ:o������?q1mpo��e%vo�jlÐ��£Ñ<o�� ã Ò
®Aª ¼ ∑p

j=1 αj = 1
Ç
αj ≥ 0

Ç ¬$§  §
j = 1, . . . , p

Çg¡
βi ≥ 0

Ç ¬$§  §
i = 1, . . . , q

Ç ª �Z¿N¡
ª ¢

xj ¢�¢ ©Nª�¬$ª � ¤¾ª ¢T¡�Å ¤ �¡ ¼ ª ¢�¿N¡ S
¡ ª ¢

di ¢�¢ ©Nª ¿ ¥ �¡ ®�¨IÕ ¡X¢S¡�Å ¤ �¡ ¼ § ¢T¿N¡ S
Ñ ¢n¡ ¤¾§Q¥ ¢¿ ¥ �¡ ®�¨IÕ ¡X¢�¡�Å ¥ ¢ ¤ ¡ ¼ Ò Ê

ý �?��o�js�nknmp�KtvuKoG¹
= �«¨6Àv�nõ\>£»K��>£»>¨ª Y>£»K�n¥s��¡v£Ö¦¡
x
>£»K�^¨v¤W��¬ Ö©¨6»K�«¨6¥¦�n�K¥¦�®¢A�n£Ö©¨v¼n²ª¡¤W¡ Ö¦¬ ��¡N¤K¨ ¬ >¤W¬µ³n¨v¤K¨ K¡ Ö¦�n¡v¥¦�n�«¨ î«»K� ��¡v£Ö¦¡�¤W�
S
Fû��¡v¥A>£»KóI�IH+×1¥¦�®¢IÖ©¨pöøK¡£¢Ë�K¥¦¡pÀp¨ª¥>£»K�+>£»>¨ª Y>£»K�n¥*��¡v£Ö¦¡«¤W�

S
¨v¤W��¬ Ö¦��»K�«¨�¥¦�n�K¥¦�®¢A�n£Ö©¨v¼n²ª¡�¤W�®¢IÖ¦�ËÖ¦¬ ��¡>�V?»K��¡v��>¨pö8¢A��>£»K�

∃x ∈ S
Ö©¨ª _>£»K�

x
>²ª¡Í¢A����¡W¤W��¥¦�n�K¥¦�®¢A�n£Ö©¨ª¥C���n µ¨Í¨v¤W¬µ¼n²ª¡Í¤W��»K�«¨³�¡v��ÝK¬ >¨v¼n²ª¡C  ¬ K�®¨ª¥D³�¡v?Àv���K¨C¤W�^��¡v£Ö¦¡£¢s���?Ö¦¥¦�n��¡£¢s¤W�

S
³�¡v�G»K�«¨Ë³�¡v��ÝK¬ >¨v¼n²ª¡6  ¬ K�®¨ª¥>²ª¡�K�n§£¨pÖ¦¬ Àp¨�¤K¨v¢*¢A»>¨v¢*¤W¬ ¥¦�®³n¼�Û?�®¢^���?Ö¦¥¦�n�«¨v¢n×W¬ � �v� ×WÖ©¨ª ¸>£»K�

x 6∈ X
×W¡v>¤W�

X = {

p∑

j=1

αjx
j+

q∑

i=1

βid
i :

p∑

j=1

αj = 1, αj ≥ 0, j = 1, . . . , p, βi ≥ 0, i = 1, . . . , q}.

ÚË¨v¤W¡e>£»K�
S 6= ∅

×£��¡W¤W�n��¡£¢P³�¡v>³�  »K¬ ¥�>£»K�
S
Ö¦�n� ���n  ¡����nK¡£¢:»K� ��¡v£Ö¦¡����?Ö¦¥¦�n��¡��v×³�¡v>¢A�?>£»K�n£Ö¦�n���n£Ö¦�v×�>£»K�

X 6= ∅
���*¤W¬µ³�¬ ¡v>¨ª  ���n£Ö¦�v×?ú�¨ªõn�n>¤W¡

C =

[
x1 . . . xp d1 . . . dq

1 . . . 1 0 . . . 0

] �
u = (α1, . . . , αp, β1, . . . , βq)

T

¤W¬ õn�n¥->£»K�
x 6∈ X

×>�?>£»K¬ Àp¨ª  ��¨H¨p¾>¥¦�«¨ª¥J>£»K��>²ª¡«���W¬µ¢IÖ¦�
u ≥ 0

Ö©¨ª �>£»K�
Cu =

[
x
1

] �
`<¡v§v¡>×W¨ª�K  ¬µ³n¨ª>¤W¡�¡T`<�n�«¨�¤W�!±>¨ª¥�hp¨v¢

∃

[
c
δ

]
∈ R

n+1 \ {0}
Ö©¨ª G>£»K�

[cT , δ]C ≤ 0
�

[cT , δ]

[
x
1

]
> 0,

¡T>£»K���?>£»K¬ Àp¨ª  �'¨«¨p¾>¥¦�«¨ª¥g>£»K�
�v�

cT xj + δ ≤ 0 ∀j ∈ {1, . . . , p}
×

°W�
cT di ≤ 0 ∀i ∈ {1, . . . , q}¸K�P�

cT x + δ > 0
�

V?�n>¤W¡
xk »K�S��¡v£Ö¦¡!���?Ö¦¥¦�n��¡!¤W� X

×ªÖ©¨ª �>£»K�
cT xk = max{cT xj , j = 1, . . . , p}

×�ËÖ¦�n>¤W¡«�n� ³�¡v£Ö©¨ �v�W�!¸K� ×K³�¡v>³�  »K¬ ö8¢A�+>£»K�
Ã>�

cT x > cT xk �
= �«¨�Àv�nõg>£»K�

xk î*»K�S��¡v£Ö¦¡����?Ö¦¥¦�n��¡'¤W� S
×ª���n  ¡1^1�n¡v¥¦�n�«¨'°W� �®ÞK×

xk î*»K�«¨'¢A¡v  »>¼n²ª¡Ý>½v¢A¬µ³n¨��>¨ª¥©¨
S
×K¡v» ¢A�IÕA¨K×W��¡W¤W�'¥¦�n�K¥¦�®¢A�n£Ö©¨ª¥Aö8¢A�6>¨�úû¡v¥¦�«¨

xk =

[
B−1b

0

]
,

¡v>¤W�
B
î »K�«¨ù¢A»KÝK�«¨pÖ¦¥¦¬ õ ¤W�

A
¬ ?Àv�n¥AÖ¦Ä Àv�n �>£»K�v×D¢A�n�}���n¥©¤K¨ù¤W� §v�nK�n¥©¨ª  ¬µ¤K¨v¤W�v×s¢A�¢A»K��Û?�6Ö©¨ª C>£»K�

B−1b > 0
�WÚË¨v¤W¡�>£»K�

x ∈ S
×£Ö¦�n��ö8¢A��>£»K�

Ax = b
�

x ≥ 0
×?���n  ¡�>£»K�v×

¤W�®³�¡v����¡v>¤W¡
x
�n� [

xB

xN

] ×>¢A��¡vÝWÖ¦în�
b = Ax = BxB + NxN ⇒ xB = B−1b−B−1NxN .



ã � Ç o<tvÉ<�?��ÊË���?���?jlk®�Wmp�?��qs�çÌÍjsÎK�����®�NÏ�o�jlÐ��£Ñ<�
Ù)¡v¥C¢A»>¨�Àv�nõv×K¤W�®³�¡v����¡v>¤W¡

cT �n� [cB , cN ]
×KÀv�n�

cT x = cBxB+cNxN = cBB−1b+(cN−cBB−1N)xN = cT xk+(cN−cBB−1N)xNFû»K�«¨�Àv�nõ+>£»K�
cT xk = cBB−1b

H+��`<¡v§v¡>×W¤W�'Ã>�K¤W�®³�¡v¥¦¥¦��>£»K�
cT xk + (cN − cBB−1N)xN > cT xk ⇔ (cN − cBB−1N)xN > 0.Ú6�®¢IÖ©¨+DK  Ö¦¬ �«¨!¬ K�?>£»>¨v¼n²ª¡>×v�C»K�«¨!Àv�nõ->£»K�Ë³n¨v¤K¨'³�¡v����¡vK�n£Ö¦�Ë¤W�

xN

îC>²ª¡!K�n§£¨pÖ¦¬ Àp¨K×¤W�®³�¡v¥¦¥¦�S>£»K�Í���W¬µ¢IÖ¦�Í���n  ¡N���nK¡£¢!»K�«¨N³�¡v����¡vK�n£Ö¦� ¤W�
xN

×
xr

×1Ö©¨ª �>£»K�
xr > 0

�
cr − cBB−1ar > 0

�BC�®¢IÖ©¨v¢Ë³�¡v>¤W¬µ¼�Û?�®¢n×
B−1ar

Ö¦�n� ���n  ¡Í���nK¡£¢6»K�«¨ ³�¡v����¡vK�n£Ö¦����¡£¢A¬ Ö¦¬ Àp¨K×V³n¨v¢A¡Í³�¡vWöÖ¦¥©½ª¥¦¬ ¡
B−1ar ≤ 0

�v×K³�¡v>¢A�?>£»K�n£Ö¦�n���n£Ö¦�v×
d =

[
−B−1ar

er−m

]
,

³�¡v�
er−m

¬µ¤W�n£Ö¦¬ ¾�³n¨ª>¤W¡!¡
(r−m)

öøî®¢A¬ ��¡'Àv�®³+Ö¦¡v¥:¤K¨�Ý>¨v¢A�C³n¨ªK´vK¬µ³n¨'¤W�
R

n−m ×v¢A�n¥¦¬µ¨»K�«¨�¤W¬ ¥¦�®³n¼n²ª¡����?Ö¦¥¦�n�«¨�¤W�
S
Ö©¨ª ¸>£»K�

cT d = −cBB−1ar + cr > 0
×?¡T>£»K�'³�¡v£Ö¦¥©¨v¤W¬ õ°W�K±>¨ªõn�n>¤W¡

x′ = xk + τd
×�³�¡v�

τ = min
1≤i≤m

{
(B1b)i

(B−1ar)i

: (B1ar)i > 0}

=
(B−1b)s

(B−1ar)s

,

¡vÝWÖ¦în��ö8¢A�
x′ ≥ 0

Ö©¨ª G>£»K�
Ax′ = Axk + τAd = b + 0 = b�Í¨ª¬ >¤K¨b>£»K�

x′ Ö¦�n�ÂK¡ç�«½p�W¬ ��¡ m
³�¡v����¡vK�n£Ö¦�®¢!��¡£¢A¬ Ö¦¬ Àp¨v¢LF�¤K¨v¤W¡)>£»K�

x′
s = 0

H+�Ó:¡v>¢A¬µ¤W�n¥©¨ª>¤W¡!¨�¢A»KÝK�«¨pÖ¦¥¦¬ õË¤W�
A
×
B′ ×£¡vÝWÖ¦¬µ¤K¨�¤W� B

���n µ¨�¢A»KÝ>¢IÖ¦¬ Ö¦»K¬µ¼n²ª¡�¤W�
as

��¡v¥
arFûK¡ªÖ¦��ö8¢A��>£»K�v×�¤K¨v¤W¡S>£»K�

(B−1ar)s 6= 0
×
B′ ³�¡v£Ö¦¬ ?»>¨�¬ ?Àv�n¥AÖ¦Ä Àv�n �< ] HC³�¡v>³�  »K¬ ö8¢A�1>£»K�

x′ î*»K�«¨�¢A¡v  »>¼n²ª¡�Ý>½v¢A¬µ³n¨6�>¨ª¥©¨ S
�v×v³�¡v>¢A�?>£»K�n£Ö¦�n���n£Ö¦�v×p»K�/��¡v£Ö¦¡����?Ö¦¥¦�n��¡>×pÖ©¨ª �>£»K�

cT x′ = cT xk + τcT d,³�¡v�
τ > 0

�
cT d > 0

�$`<¡v§v¡>×
cT x′ > cT xk ,¡T>£»K�'î'¨ªÝ>¢A»K¥©¤W¡>�

Ó:¡v��¡ ³�¡v>¢A�?>£»Kón>³�¬µ¨K×V¤W¡l^1�n¡v¥¦�n�«¨ °W� �®¸K×lÀp¨ª��¡£¢6Ö¦�n¥¦��¬ >¨ª¥Ë�®¢IÖ¦�«³n¨ª�KÄ Ö¦»K  ¡>×V¢A¡vÝK¥¦���¡v£Ö¦¡£¢D���?Ö¦¥¦�n��¡£¢\�6¤W¬ ¥¦�®³n¼�Û?�®¢D���?Ö¦¥¦�n�«¨v¢\¤W�6³�¡vpÕI»K£Ö¦¡£¢:³�¡v?Àv���W¡£¢n×ª³�¡v�S»K�S¥¦�®¢A»K  Ö©¨v¤W¡F�³�»pÕA¨ �K¥¦¡pÀp¨Íî«�K¥¦¡v��¡£¢IÖ©¨ÍK¡ �D�W�n¥©³�Äµ³�¬ ¡�°W� �pØWH->£»K�«K¡£¢Ë§£¨ª¥©¨ª£Ö¦��¨ ���W¬µ¢IÖ¦ón>³�¬µ¨ ¤W�«»K���¡v£Ö¦¡ç���?Ö¦¥¦�n��¡ç´v�WÖ¦¬ ��¡ç�n� �K¥¦¡vÝK  �n�«¨v¢!¤W�Í¡v�WÖ¦¬ ��¬ õ®¨v¼n²ª¡ç¤W�H»K�«¨�úû»K>³�¬ ¡v>¨ª :  ¬ K�®¨ª¥?»K� ��¡v  ¬ �®¤W¥¦¡�³�¡v?Àv���W¡>×W³�¡v� Àp¨ª  ¡v¥*´v�WÖ¦¬ ��¡�¾>K¬ Ö¦¡>�
>D_ tu@Wc¦C!w C N BD@ h FDJLmo@ O �jdkEGFDC�HKJLC ar M R�@Wc�a N O d�S�T�@Ag N O C�d�P8Ujd�F8R�@Wg J O d�F a1, . . . , as−1, as+1, . . . , am

\§ O B$T�@;C!Z N FQBDC5JLc m
EGJLmLg @;ULCiC�FDR�d�g d�PQC�F O T�@¨BD@KUL@ O JLg @WF uT = (α1, . . . , αm) h B$d N F=HKJLC ar =∑m

i=1 αiai

R�@Wc
αs = 0

\q¥8@ � @ h ULC ar = Bu Y C�c�HKJLC u = B−1ar h R�@Wc (B−1ar)s = 0 h @2HKJLCR�@ O BDPDd�P N d�d�� N mo¤�BDC�FDCW\



Æ ¹ �çÊ6Ñ<�£mQ%��&%v��o�� ã �
� �?o>mp�?��� Æ ¹�w?éG¹ Í ¡3È §

f
½ ¼ § ÄA½�� ®M¥&ª � §Q¯G¯ ¥ �Z¡ § AÇ

f : R
n 7→ R

ÊGÍ ¡
∃z∗ ∈ R

¤¾§Q¯�Â ½$¡
z∗ = max{f(x) : x ∈ S},

¡M� ¤¾©NªLª   §Q¯ ª 
z∗
Øe§Q¤a¥ � ¦W¥ ¿ ª �$½ ¼ ¬$ª � ¤¾ª ¡�Å ¤ �¡ ¼ ª ¿N¡

S
Ê

öT±k© ²´³ (P&Óù��Mù^���!"
Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��o Æ ¹�w�¹Jþ § ¿ §S§ Ä § ¼ É ¯ ¥&§ ¿N¡-¢X½ ×A®Aª �nÈX½�� ¤¾ª ¢ ®Aª �$ Q¡�Å ª ¢�¿N¡

R
n Ç Sj

®Aª ¼
j ∈ J

Ç¬  ª  Q¡ Â ½$¡
S =

⋂
j∈J Sj

Ø ½ ¼ ®Aª �nÈX½�� ¤¾ªS®Aª �$ Q¡�Å ªNÊ
Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��o Æ ¹ Æ ¹ Í ¡M�Z¿ ª

Ti

Ç ®Aª ¼
i ∈ I

Çg½ ¼ §�®AªQ¯ ¡ ®�¨I©Nª ¿N¡�¢X½ × ¡X¢ ¬$§W¨Iª ¢ § � ¼ Ç ¬  ª  Q¡Â ½$¡ ⋂
i∈I Ti

Ø ½ ¼ ¢X½ × ¡X¢ ¬$§W¨Iªf§ � ¼ Ê
Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��o Æ ¹ ã ¹gþ § ¿ ª ½ ¼ ¢X½ ×A®Aª �nÈX½�� ¤¾ª � � ¥�¤¾ª ¿N¡ ¬$ª � ¤¾ª ¢
¿N¡

R
n Ç S = {x1, . . . , xp}

Ç¬  ª  Q¡ Â ½$¡�¢n¡
p ≥ n + 2

Çg¡M� ¤¾©Nª
S
¬$ª ¿N¡ ¬$§  ¤a¥ X£Ð¢n¡S¡ ¼ ¿ ªQ¥ ¢�¢X½ ×A®Aª �nÈX½�� ¤¾ª ¢e¿ ¥ ¢�ÈX½�� ¤¾ª ¢

S1
¡

S2
¤¾§Q¥ ¢ Â ½$¡

H(S1) ∩H(S2) 6= ∅
< ^ Ê

å<rs���?�nk®uKoAª ÍC§N× ¡M�Z¿ ªÚÂ ½$¡ ¬$§  §
p ≥ n + 2

Ç ª ¢ ¬$ª � ¤¾ª ¢�¿N¡
S
¢ ©Nª¿N¡ ¬ ¡M�Z¿N¡M� ¤ ¡X¢ § � ¼ Ç §
¬$§  ¤a¥ e¿ §S¥ ¦ ½ §Q¯ ¿ § ¿N¡ ∑p

i=1 λix
i = 0

Ç ª �Z¿N¡ ª ¢
λi

¢� ©Nª ¢ ©Nª�¤¾ª ¿ ª ¢S�$½ ¯ ª ¢S¡T¢ ©Nª�¤¾§Q¥ ¢ Â ½$¡ ∑p

i=1 λi = 0
Ç ¬$ª ¿N¡ ¼ ª ¢ ®Aª � ®M¯ ½ ¥ § ¡�Å ¥ ¢ ¤¾Æ � ®M¥&§ ¿N¡�½ ¼ ¬$ª � ¤¾ª

x = 1
λ

∑p1

i=1 αix
i = 1

λ

∑p2

j=1 βjx
j Ç ®Aª ¼

αi ≥ 0
¬$§  §

i = 1, . . . , p1
Ç
βj ≥ 0

Ç ¬$§  §
j = 1, . . . , p2

Ç
p1 + p2 = p

¡
λ =

∑p1

i=1 αi =
∑p2

j=1 βj > 0
Ê

Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��o Æ ¹ éG¹ Í ¡M�Z¿ ª
F = {S1, . . . , Sp}

½ ¼ § Ä § ¼ É ¯ ¥&§ ¿N¡
p
¢X½ ®Aª �nÈX½�� ¤¾ª ¢ ®Aª �$ Q¡�Å ª ¢¿N¡

R
n Ç ®Aª ¼ p ≥ n + 1

Ç ¬  ª  Q¡ Â ½$¡1¢n¡ ¤¾ª ¿ §f§ ¢X½ × Ä § ¼ É ¯ ¥&§ ¿N¡
n + 1

®Aª �nÈX½�� ¤¾ª ¢�¿N¡
F¤ ¡ ¼ ¥ � ¤ ¡MA¢n¡ ®�¨I©Nª � ©Nª   §?ÔM¥&§ Ç�¡M� ¤¾©Nª ⋂

1≤i≤p Si 6= ∅
Ê <!{

å<rs���?�nk®uKoAª Ä §?Ô ¡M §�¬  ª   §S¬$ª  ¥ �Z¿Q½ ¨I©Nª ¢ ªN× �¡
p
ÑÐ¤ ¡M�Z¿ ª ¡ ¼ ®Aª � ¤¾§Â ½$¡ ª �¡X¢X½ ¯ ¤¾§ ¿ ªfØ�¤  ¥   ¥&§Q¯ ¼ ¡M� ¤ ¡e QÁ ¯ ¥ ¿ ª1¬$§  §

p = n + 1
ÒIÇ ®Aª ��¢ ¥ ¿N¡M § �Z¿ ªª �¡X¢X½ ¯ ¤¾§ ¿ ª  QÁ ¯ ¥ ¿ ªL¬$§  §

p = k ≥ n + 1
¡ §�¬Z¯ ¥&®A§ �Z¿ ªÖª �¡X¢X½ ¯ ¤¾§ ¿ ª ¿ ª¡�ÅE¡M ® É ®M¥&ªÃ§ � ¤ ¡M ¥&ª  ÑÐ¤ ¡ ª �¡ ¼ § ¿N¡'« § ¿ ª �WÒ §NªÃ®Aª �nÈX½�� ¤¾ª ¿N¡ ¬$ª � ¤¾ª ¢

S =
{xi ∈ S1 ∩ . . . ∩ Si−1 ∩ Si+1 . . . ∩ Sk+1 : 1 ≤ i ≤ k + 1}

ÊÓË ¬$§  ¤a¥ ¿N¡X¢ ¤ ¡ ®Aª �nÈX½�� ¤¾ª Ç ¬$ª  §�¬Z¯ ¥&®A§W¨I©Nª ¿ ª�¤ ¡ ª �¡ ¼ § ¿N¡f« § ¿ ª ��Ç ¬$ª ¿N¡-¢X½ ¬$À AÇG¢n¡ ¼¬ ¡M�¿ § ¿N¡ ¦ ¡M�Z¡M §Q¯ ¥ ¿ § ¿N¡XÇ Â ½$¡T¡�Å ¥ ¢ ¤ ¡ ¼ ¿ ªQ¥ ¢e¢X½ ×A®Aª �nÈX½�� ¤¾ª ¢AÇ
T1
¡

T2
Ç ¤¾§Q¥ ¢Â ½$¡

T = T1 ∪ T2
Ç ®Aª ¼

T1 = {x1, . . . , xr}, T2 = {xr+1, . . . , xk+1}
¡Â ½$¡

∃x ∈ H(T1) ∩H(T2)
ÊX¬�¥ � §Q¯ ¼ ¡M� ¤ ¡XÇJ¿ § ¿ §�§l®Aª �$ Q¡�Å ¥ ¿ § ¿N¡L¿ ª ¢

Si

¢AÇ¡1¿ § ¿ ªSÂ ½$¡ ¬$§  §
i ≤ r

Ç
xi ∈ Sr+1 ∩ . . .∩Sk+1

¡XÇ ¬$§  §
j ≥ r + 1

Ç
xj ∈

S1 ∩ . . .∩ Sr

Ç ¤ ¡M��Ì § ¡ ¼ ®Aª ��¢ ¥ ¿N¡M §W¨I©NªLÂ ½$¡
Sr+1 ∩ . . .∩ Sk+1 ⊇ H(T1)¡

S1 ∩ . . . ∩ Sr ⊇ H(T2)
Ê

>Qs § FQBDCIPQC�FDJLg B$d�UL@ M R�@ O �LC�R N UL@fmo@WP3�C�@WPQC�c�dpULCl®Ad�UL@ O \> | § FQBDCIPQC�FDJLg B$d�UL@ M R�@ O �LC�R N UL@fmo@WP3�C�@WPQC�c�dpULCl¯AC�g g °�\



éu� Ç o<tvÉ<�?��ÊË���?���?jlk®�Wmp�?��qs�çÌÍjsÎK�����®�NÏ�o�jlÐ��£Ñ<�
Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��o Æ ¹ �C¹)Ý ª ��¢ ¥ ¿N¡M § �Z¿ ªcª ¢ ¬$ª � ¤¾ª ¢l¿N¡

R
2 Ü x1 = (1, 0), x2 = (1, 3), x3 =

(4, 3), x4 = (4, 0)
¡

x = ( 7
4 , 5

4 )
Ç ¬ ¡ ¯ ªLÂ ½$¡

x = 1
2x1 + 1

4x2 + 1
6x3 + 1

12x4 Ç ®Aª ¼ ½ ¼ §¤¾ØA® � ¥&®A§�¥ ¿ Æ � ¤a¥&®A§cÙ ½ ¤a¥�¯ ¥ Ô?§ ¿ § � §T¬  ª   § ¿ ª�¤ ¡ ª �¡ ¼ § ¿N¡ Ý §  §Q¤ Ì�¡ ª ¿ ª W±IÇe¡�Å ¬  ¥ ¼ §
x®Aª ¼ ªL®Aª ¼ ×M¥ � §W¨I©NªL¯ ¥ �Z¡ §  ®Aª �$ Q¡�Å § ¿N¡

x1 Ç x2 ¡ x3 ÊÊ6Ñ<�£mQ%��&%v��o Æ ¹ " ¹ Í ½ ¬$ª �Z¿ ª�Â ½$¡
C1
Ø ½ ¼ ¢X½ ×A®Aª �nÈX½�� ¤¾ªf®Aª �$ Q¡�Å ª ¿N¡

R
n ¡ Â ½$¡ C2 =

R
n
+ = {x ∈ R

n : x ≥ 0}
Ç_ Q¡M ¥ � Â ½$¡ Â ½$¡

C1 + C2 = {x ∈ R
n : ∃x̄ ∈ C1, x̄ ≤ x}

Ê
Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��o Æ ¹ ÒC¹ Í ½ ¬$ª �Z¿ ªSÂ ½$¡

M
Ø�®Aª ¼ ¬$§N®M¤¾ª ¡

N
Ø ÄM¡ ® Ì § ¿ ª�¬  ª  Q¡ Â ½$¡

M + N
ØÄM¡ ® Ì § ¿ ªNÊ

å<rs���?�nk®uKoAª\Ý ª ��¢ ¥ ¿N¡M�¡�½ ¼ § ¢X½ ® ¡X¢A¢ ©Nª
{xk}

¿N¡
M +N

®Aª �$ Q¡M ¦ ¡M� ¤ ¡¬$§  §
x
Ñ ¬ ¡ ¯ ªkÂ ½$¡XÇ ¬$§  §k®A§ ¿ §

k ∈ N ∃yk ∈ M
¡
∃zk ∈ N

¤¾§Q¯
Â ½$¡
xk = yk + zk Òb¡ ¤ ¡M�Z¿ ª ¡ ¼ ®Aª � ¤¾§b§)®Aª ¼ ¬$§N®M¥ ¿ § ¿N¡b¿N¡ M

®Aª ��¢ ¥ ¿N¡M�¡ §¢X½ × ¢X½ ® ¡X¢A¢ ©Nª ¿N¡
{yk}

Ç
{yk′

}
Ç ®Aª �$ Q¡M ¦ ¡M� ¤ ¡ ¬$§  §

y ∈M
Ç�¿ ª �Z¿N¡
 Q¡ ¼ Â ½$¡

xk′

= yk′

+ zk′

⇔ zk′

= xk′

− yk′ ¡
{xk′

− yk′

} → x − y ∈ N
Ñ ½ ¼ § Q¡ ÔeÂ ½$¡

N
Ø ÄM¡ ® Ì § ¿ ª Ò Ê

Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��o Æ ¹Y�¸¹ Í ¡M�Z¿ ª
f : R

n → R
m ½ ¼ §�§�¬Z¯ ¥&®A§W¨I©Nª�¯ ¥ �Z¡ § AÇ

A
½ ¼ ¢X½ ×A®Aª �nÈX½�� ¤¾ª®Aª �$ Q¡�Å ª ¿N¡

R
n ¡ B

½ ¼ ¢X½ ×A®Aª �nÈX½�� ¤¾ªc®Aª �$ Q¡�Å ª ¿N¡
R

m ¬  ª  Q¡ Â ½$¡ ¤¾§ � ¤¾ª
f(A) =

{f(x) : x ∈ A}
®Aª ¼ ª

f−1(B) = {x ∈ R
n : f(x) ∈ B}

¢ ©Nªf®Aª �nÈX½�� ¤¾ª ¢ ®Aª �$ Q¡�Å ª ¢ Ê
Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��o Æ ¹Y�¸¹ Í ¡3È §

u ∈ R
n \ {0}

¡ ®Aª ��¢ ¥ ¿N¡M�¡ §f§�¬Z¯ ¥&®A§W¨I©Nª
f : R

n → R
¿N¡ � � ¥ ¿ §¬$ª 

f(x) = uT x
Ê

àNÊ % ª ¢ ¤ �¡ Â ½$¡ÏÄ Ø ½ ¼ § ÄA½�� ®M¥&ª � §Q¯¸¯ ¥ �Z¡ §  Ê
áEÊ
Ë�¬$§  ¤a¥ �¿N¡

f
Ç\¿N¡ ¤ ¡M ¼ ¥ �Z¡ ª Ì ¥ ¬ ¡M ¬Z¯ § � ªlÂ ½$¡ ®Aª � ¤¾Ø ¼ ª
¬$ª � ¤¾ª

u
Ê

â]Ê Ý ª ��¢ ¥ ¿N¡M § �Z¿ ª�Â ½$¡ ª Ì ¥ ¬ ¡M ¬Z¯ § � ª ¿N¡ ¤ ¡M ¼ ¥ � § ¿ ª ¡ ¼ × Ò»¿ ¥   ¥ ¿N¡
R

n ¡ ¼ ¿ ªQ¥ ¢¼ ¡ ¥&ª ¢e¡X¢ ¬$§W¨Iª ¢AÇ ¥ �Z¿ ¥&Â ½$¡ Â ½ §Q¯ ¿N¡ ¯ ¡X¢ ®Aª � ¤¾Ø ¼ §Lª  ¥ ¦ ¡ ¼ Ê
Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��o Æ ¹�w��¸¹ Í ¡3È §

S
½ ¼ ¢X½ ×A®Aª �nÈX½�� ¤¾ª ¿N¡

R
n ÄM¡ ® Ì § ¿ ª ¡e� ©Nª   §?ÔM¥&ª ¡ x ∈ R

n¤¾§Q¯�Â ½$¡
x 6∈ S

Ê
àNÊ å  ª  Q¡ Â ½$¡

∃x∗ ∈ S
¤¾§Q¯\Â ½$¡

x∗ Ø ½ ¼ ¬$ª � ¤¾ª ¿N¡ S
¼ §Q¥ ¢ ¬  é Å ¥ ¼ ª ¿N¡

x
Ñ � ª¢n¡M� ¤a¥ ¿ ª ¿ § ¼ ØM¤  ¥&®A§T¥ �Z¿Q½ ÔM¥ ¿ §+¬ ¡ ¯ § � ª  ¼ § ¡M½ ®M¯ ¥ ¿ ¥&§ � § Ò Ê

áEÊ å  ª  Q¡ Â ½$¡+¢n¡
x∗ Ø ½ ¼ ¬$ª � ¤¾ª � § ¢ ®Aª �Z¿ ¥3¨IÕ ¡X¢e¿ §f§Q¯ É��Z¡ §f§ � ¤ ¡M ¥&ª AÇ�¡M� ¤¾©Nª

||x− x∗|| > 0

Ñiª �Z¿N¡
||.||

¿N¡M� ªQ¤¾§L§ � ª  ¼ § ¡M½ ®M¯ ¥ ¿ ¥&§ � § Ò Ê
Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��o Æ ¹�w�w�¹ Í ¡M�Z¿ ª

A
¡

B
¿ ªQ¥ ¢�¢X½ ×A®Aª �nÈX½�� ¤¾ª ¢�¿N¡

R
n Ç ¬  ª  Q¡ Â ½$¡ A ∩ B 6= ∅¢A¢n¡

0 ∈ A−B
Ê

Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��o Æ ¹�w Æ ¹ Í ½ ¬$ª �Z¿ ªcÂ ½$¡ § ¼ §Q¤  ¥ Ô
A
Øl¤¾§Q¯JÂ ½$¡

A ∈ R
m×n ¡ Â ½$¡ § ¢X½ §®A§  §N®M¤ ¡MXÉY¢ ¤a¥&®A§fØ

n
Ç ¬  ª  Q¡ Â ½$¡ § ¼ §Q¤  ¥ Ô

AT A
Ø � ©Nª ¢ ¥ � ¦ ½ ¯ § �¡ Â ½$¡ § ¼ §Q¤  ¥ Ô

AAT¬$ª ¿N¡1¢n¡M
¢ ¥ � ¦ ½ ¯ §  Ê



Æ ¹ �çÊ6Ñ<�£mQ%��&%v��o�� é1w
Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��o Æ ¹�w ã ¹�þ § ¿ ª ½ ¼ ®Aª �Z¡

K
Ç ¦ ¡M § ¿ ª+¬ ¡ ¯ § ¢ ®Aª ¼ ×M¥ � §W¨IÕ ¡X¢ ¯ ¥ �Z¡ § �¡X¢1� ©Nª �Z¡M£¦]§Q¤a¥   § ¢e¿ ª ¢1 Q¡ ®M¤¾ª �¡X¢�¿N¡

R
m Ü {u1, . . . , un}

¡�½ ¼  Q¡ ®M¤¾ª 
b ∈ R

m Ç ¬  ª  Q¡ Â ½$¡ ª ½ ÑÐ¥ Ò
b ∈ K

ª ½ ÑÐ¥�¥ Ò
∀y ∈ K∗ Ñi®Aª �Z¡ ¬$ªQ¯ § ��Z¡ ¦]§Q¤a¥   ª ¿N¡ K

Ò
yT b > 0

Ç ¼ § ¢e� ©Nª�§ ¢T¿Q½ § ¢®AªQ¥ ¢ § ¢ Ê
å<rs���?�nk®uKoAª «-¡ ®Aª X §L§Nª7� ¡ ¼ § ¿N¡ ¬G§  ìN§ ¢ Ê

Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��o Æ ¹�w?éG¹ Í ¡M�Z¿ ª
S = {x ∈ R

n : Ax = b, x ≥ 0}
Ç ®Aª ¼

n > m
Ç

A ∈
R

m×n \ {0}
¡

b ∈ R
m ¬  ª  Q¡ ®A§ ¿ § ½ ¼ § ¿ § ¢�¢n¡ ¦ ½ ¥ � ¤ ¡X¢ § �  ¼ §W¨IÕ ¡X¢ Ü

àNÊ
S
Ø ½ ¼ ®Aª �nÈX½�� ¤¾ªS®Aª �$ Q¡�Å ªNÊ

áEÊ�Í ¡
r(A) = m

Ç\¡M� ¤¾©Nª
r(A) = r([A, b])

<�� Ê
â]Ê�Í ¡

r(A) 6= r([A, b])
Ç�¡M� ¤¾©Nª

S = ∅
Ê

ã�Ê�Í ¡
b = 0

¡
S 6= {0}

Ç�¡M� ¤¾©NªlÂ ½ §Q¯ Â ½$¡M ¬$ª � ¤¾ª ¿N¡
S
Ø ½ ¼ § ¿ ¥ �¡ ®�¨I©Nª ¿N¡

S
Ñiª ½¢n¡3È § Ç

S
Ø ½ ¼ ®Aª �Z¡¾Ò Ê

äNÊT« �$Î ¼ ¡M ª ¿N¡S¢ ªQ¯ ½ ¨IÕ ¡X¢ × ÁI¢ ¥&®A§ ¢ § ¿ ¼ ¥ ¢A¢XÉ� Q¡ ¥ ¢�¿N¡
S
Ø � ©Nª ¢X½ ¬ ¡M ¥&ª  § (

n
m

)
=

n!
m!(n−m)!

Ê
Þ ÊT« �$Î ¼ ¡M ª ¿N¡)¿ ¥ �¡ ®�¨IÕ ¡X¢)¡�Å ¤ �¡ ¼ § ¢�¿N¡

S
Ø � ©Nª ¢X½ ¬ ¡M ¥&ª  §

(n − m)
(

n
m

)
=

(n−m) n!
m!(n−m)!

Ê
Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��o Æ ¹�wK�C¹LÝ ª ��¢ ¥ ¿N¡M�¡ § �¡ ¦W¥&©Nª1¬$ªQ¯ ¥&Ø ¿Q ¥&®A§

S = {x ∈ R
5 : Ax = b, x ≥ 0}

Çª �Z¿N¡
A =



−5 1 1 0 0
−3 2 0 1 0

1 −4 0 0 1


 ¡

b =




5
12
2


 ,

¡+�¡X¢ ¬$ª �Z¿ §fÙ ¢�¢n¡ ¦ ½ ¥ � ¤ ¡X¢ Â ½$¡X¢ ¤¾Õ ¡X¢ Ü
àNÊ=¬G§W¨I§fª ¡X¢ ×Aªn¨Iª ¿ § �¡ ¦W¥&©Nª ¿N¡

R
2 Â ½$¡ ®Aª X�¡X¢ ¬$ª �Z¿N¡ Ù �¡ ¦W¥&©Nª S

Ê
áEÊ þ ¡ ¤ ¡M ¼ ¥ �Z¡Ã¿Q½ § ¢b¢ ªQ¯ ½ ¨IÕ ¡X¢ × ÁI¢ ¥&®A§ ¢ ¬$§  §

S
¡ ¥ �Z¿ ¥&Â ½$¡XÇe� § � ¦ ½� § ¿ §´§Q¯ É��Z¡ §§ � ¤ ¡M ¥&ª AÇ ª ¢+  Ø  ¤a¥&® ¡X¢ §LÂ ½$¡ ®Aª X�¡X¢ ¬$ª �Z¿N¡ ¼ Ê

â]Ê þ ¡ ¤ ¡M ¼ ¥ �Z¡ § ¢�¿Q½ § ¢�¿ ¥ �¡ ®�¨IÕ ¡X¢�¡�Å ¤ �¡ ¼ § ¢�¿N¡
S
Ê

Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��o Æ ¹�w " ¹ Í ½ ¬$ª �Z¿ ªLÂ ½$¡
X
Ø ½ ¼ ¬$ªQ¯ ¥�¤¾ª�¬$ªl® ½XÈ ª ¢ ¬$ª � ¤¾ª ¢�¡�Å ¤ �¡ ¼ ª ¢
¢ ©Nª

x1 =

[
1
0

]
, x2 =

[
1
3

]
, x3 =

[
4
3

] ¡
x4 =

[
4
0

]
,

®Aª ¼ �¡ ® ½�A¢ ªS§NªS¤ ¡ ª �¡ ¼ § ¿ § �¡ ¬ �¡X¢n¡M� ¤¾§W¨I©Nª ÇÏ Q¡M ¥ � Â ½$¡+¢n¡

x =

[
7
4
5
4

]
∈ X.

>D�
r(B)

ULC O @�B$d�d�R�d�PDd�R!BDC�PQ� FQB N R�d�Ujd�c�dkBDP N e B
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é Æ Ç o<tvÉ<�?��ÊË���?���?jlk®�Wmp�?��qs�çÌÍjsÎK�����®�NÏ�o�jlÐ��£Ñ<�
Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��o Æ ¹�wKÒC¹ ¬G§W¨I§f§
¬  ª   § ¿ ª ß ¡ ª �¡ ¼ §SáEÊ�àMã�Ê
Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��o Æ ¹�w��¸¹1þ § ¿ § ½ ¼ § ¼ §Q¤  ¥ ÔT¥ �$ Q¡M ¤ É� Q¡ ¯

B = [b1, . . . , bm] ∈ R
m×m ¡T½ ¼ Q¡ ®M¤¾ª 

u ∈ R
m ¤¾§Q¯_Â ½$¡

(B−1u)i 6= 0
Ç ¬  ª  Q¡ Â ½$¡ § ¼ §Q¤  ¥ Ô

B̄
ªN×M¤a¥ ¿ § ¿N¡

B
¢X½ × ¢ ¤a¥ £¤ ½ ¥ �Z¿ ªL§

i
£ Ø ¢ ¥ ¼ §L®AªQ¯ ½�� §
¬$ª 

u
Ç ®Aª � ¤a¥ �$½ §�¥ �$ Q¡M ¤ É� Q¡ ¯ Ê

Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��o Æ ¹�w��¸¹LÝ ª ��¢ ¥ ¿N¡M § �Z¿ ªlª
¬$ªQ¯ ¥�¤¾ª�¬$ª
X
¿ ª è ÅE¡M ® É ®M¥&ªSáEÊ�à Þ Çg¿N¡ ¤ ¡M ¼ ¥ �Z¡ Ü

àNÊ
max{2x1 + x2 :

[
x1

x2

]
∈ X}

Ê

áEÊ
min{2x1 + x2 :

[
x1

x2

]
∈ X}

Ê
Ñ å<rs���?�nk®uKoAª ½ ¤a¥�¯ ¥ Ô ¡ ª ß ¡ ª �¡ ¼ §SáEÊ�àMã Ò Ê

Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��o Æ ¹ Æ �¸¹fÝ ª ��¢ ¥ ¿N¡M�¡ § �¡ ¦W¥&©Nª1¬$ªQ¯ ¥&Ø ¿Q ¥&®A§
T = {x ∈ R : −1 ≤ x ≤ 1}

Ç §Â ½ §Q¯�ÑÐ¥ � ¤  ª ¿Q½ ÔM¥ �Z¿ ª   §  ¥ ÁQ Q¡ ¥ ¢�¿N¡e¿N¡X¢X  ¥&ª ÒS¢n¡ ¬$ª ¿N¡�¿N¡ � � ¥  ¬ ¡ ¯ § �¡ ¦W¥&©NªNÜ

U = {(x1, x2, x3) ∈ R
3 :

[
1 1 0
−1 0 1

]


x1

x2

x3



 =

[
1
1

]
, x2, x3 ≥ 0}.

àNÊ å  ª  Q¡ Â ½$¡ §Nª
¬$ª � ¤¾ª
0 ∈ T

®Aª X�¡X¢ ¬$ª �Z¿N¡�½ ¼ § ¢ ªQ¯ ½ ¨I©Nªf× ÁI¢ ¥&®A§�¬$§  §
U
Ê

áEÊ "�¡M ¥ � Â ½$¡�¢n¡ § ¢ ªQ¯ ½ ¨I©NªÚ× ÁI¢ ¥&®A§
(0, 1, 1) ∈ U

Ø ½ ¼ ¬$ª � ¤¾ª ¡�Å ¤ �¡ ¼ ª ¡ § � § £¯ ¥ ¢n¡ § ¡�Å ¥ ¢ ¤¾Æ � ®M¥&§fª ½b� ©Nª ¿N¡e½ ¼ §f®Aª � ¤  § ¿ ¥3¨I©Nª ¡M� ¤ �¡ §f®Aª � ®M¯ ½E¢ ©NªlªN×M¤a¥ ¿ § ¡ ª¡M�$½�� ®M¥&§ ¿ ª ¿ ª ß ¡ ª �¡ ¼ §TáEÊ�àNæNÊ
Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��o Æ ¹ Æ w�¹ Í ¡M�Z¿ ª

S
½ ¼ ¢X½ ×A®Aª �nÈX½�� ¤¾ªS®Aª �$ Q¡�Å ª ÄM¡ ® Ì § ¿ ª ¿N¡

R
n Ç ¬  ª  Q¡ Â ½$¡

∀x∗ ∈ fr(S) ∃c ∈ R
n \ {0}

¤¾§Q¯�Â ½$¡
cT x∗ = max{cT x : x ∈ S}

Ê
Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��o Æ ¹ Æ�Æ ¹ Í ¡3È § ¼

U
¡

V
¿ ªQ¥ ¢-¢X½ ×A®Aª �nÈX½�� ¤¾ª ¢ ®Aª �$ Q¡�Å ª ¢+¿N¡

R
n ¤¾§Q¥ ¢ Â ½$¡ W =

U − V
¡+¢n¡3È §

c ∈ R
n \ {0}

Ê¸Í ½ ¬$ª ��Ì §L§Q¥ �Z¿ §fÂ ½$¡
z∗ = min{cT x : x ∈W} > 0

Ê
àNÊ å  ª  Q¡ Â ½$¡

W
Ø ½ ¼ ®Aª �nÈX½�� ¤¾ªL®Aª �$ Q¡�Å ªNÊ

áEÊ å  ª  Q¡ Â ½$¡e¡�Å ¥ ¢ ¤ ¡+½ ¼ Ì ¥ ¬ ¡M ¬Z¯ § � ªlÂ ½$¡+¢n¡ ¬$§  § ¡X¢ ¤  ¥�¤¾§ ¼ ¡M� ¤ ¡
U
¡

V
Ê
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�G�>¨ª¥AÖ¦¬ ¥C¤W��¨ª§v¡v¥©¨�Àp¨ª��¡£¢*³�¡v>¢A¬µ¤W�n¥©¨ª¥P¡«�K¥¦¡v§v¥©¨ª�«¨�  ¬ K�®¨ª¥

PL(A, b, c)
>¨�úû¡v¥¦�«¨�>¨v¤W¥©²ª¡>×�>£»K�'³�¡v>¢A¬µ¢IÖ¦��K¡��K¥¦¡vÝK  �n�«¨�¤W�'¡v�WÖ¦¬ ��¬ õ®¨v¼n²ª¡

min{cT x : x ∈ S}
F�¸K� �IH

³�¡v�
S = {x ∈ R

n : Ax = b, x ≥ 0}
×V¡v>¤W�«¢A�«¢A»K��Û?�S>£»K�H¨ �«¨pÖ¦¥¦¬ õ

A ∈ R
m×nÖ¦�n� ³n¨ª¥©¨v³+Ö¦�n¥¦Äµ¢IÖ¦¬µ³n¨

m
Fû¬ � �v� ×<¬ §v»>¨ª D¨ª¡ EDK���n¥¦¡�¤W��  ¬ ��>¨v¢AH+�<ô\¨ª��¡£¢���¡W¤W¬ ¾�³n¨ª¥TF�¸K� �IH+×���W�K¥¦¬ ��¬ >¤W¡6»K�Z��¡v£Ö¦¡6§v�nKîn¥¦¬µ³�¡6¤W�

S
³�¡v��¡Ë¢A�n>¤W¡�¨6¨v¤W¬µ¼n²ª¡Ë¤W�^»K�G��¡v£Ö¦¡Ë�>¨ª¥AÖ¦¬µ³�»K µ¨ª¥³�¡v� »K�«¨�³�¡v��ÝK¬ >¨v¼n²ª¡!  ¬ K�®¨ª¥P>²ª¡�K�n§£¨pÖ¦¬ Àp¨�¤W��³��n¥AÖ©¨v¢^¤W¬ ¥¦�®³n¼�Û?�®¢P¤W¡��®¢A�>¨v¼�¡�?»K  ¡�¤K¨�«¨pÖ¦¥¦¬ õ

A
�

V?�
x0 î »K�}��¡v£Ö¦¡�¨ª¥¦ÝK¬ Ö¦¥©½ª¥¦¬ ¡N¤W� S

×)¬ � �v� ×D»K�«¨ù¢A¡v  »>¼n²ª¡ù¨ª¥¦ÝK¬ Ö¦¥©½ª¥¦¬µ¨ç¨v¤W��¬µ¢¦¢AÄ Àv�n �>¨ª¥©¨ ¡
PL(A, b, c)

¤W�Í��¬ K¬ ��¬ õ®¨v¼n²ª¡�>¨ úû¡v¥¦�«¨ �>¨v¤W¥©²ª¡>×<�Í¢A�
d1, d2, . . . , dp ×s¢¦²ª¡ pÀv�®³+Ö¦¡v¥¦�®¢6  ¬ K�®¨ª¥¦���n£Ö¦��¬ >¤W�n���n>¤W�n£Ö¦�®¢+>£»K�«§v�n¥©¨ª�e¡�¢A»KÝ��®¢A�>¨v¼�¡ ?»K  ¡�¤K¨ �«¨pÖ¦¥¦¬ õ

A
×

Ker(A)
×K�n£Ö©²ª¡

x ∈ S
¢¦¢A�
∃λ1, λ2, . . . , λp ∈ R

Ö©¨ª¬µ¢g>£»K�
x = x0 +

p∑

j=1

λjd
j ≥ 0.

Ó:¡v�Â��úû�n¬ Ö¦¡>×)¢A�
x ∈ S

×s�n£Ö©²ª¡
x ≥ 0

�v×)¤K¨v¤W¡�>£»K�
x = x0 + (x − x0)

×)Àv�n� >£»K�
x = x0 + d

×1³�¡v�
d = x − x0 ��`<¡v§v¡ Ad = A(x − x0) = 0

×<¡v»�¢A�IÕA¨K×
d
���n¥AÖ¦�n>³��¨ª¡ ¢A»KÝ��®¢A�>¨v¼�¡ ?»K  ¡�¤W�

A
�v×1³�¡v>¢A�?>£»K�n£Ö¦�n���n£Ö¦�v×

∃λ1, λ2, ..., λp ∈ R
Ö©¨ª¬µ¢+>£»K�

d =∑p

j=1 λjd
j �D¹*�®³�¬ �K¥¦¡W³n¨ª���n£Ö¦�v×)¢A»K��¡v>¤W¡ x = x0 +

∑p

j=1 λjd
j ≥ 0

×)�n£Ö©²ª¡
Ax =

Ax0 +
∑p

j=1 λjAdj = b + 0 = b
�v×�³�¡v>¢A�?>£»K�n£Ö¦�n���n£Ö¦�v×

x ∈ S
��BC�®¢IÖ©¨v¢6³�¡v>¤W¬µ¼�Û?�®¢n×¡��K¥¦¡v§v¥©¨ª�«¨

PL(A, b, c)
��¡W¤W�'�®¢¦³�¥¦�nÀv�n¥Aö8¢A�6>¨�úû¡v¥¦�«¨�U

min{cT (x0 +

p∑

j=1

λjd
j) :

p∑

j=1

λjd
j ≥ 0},



ã ¹�wb�à�K����o>mp�ûk®��oN�®����æ)���£ÑÃ#)ÎK�®�&%vo éV�
¡v» ¢A�IÕA¨K×

min cT x0 +
∑p

j=1 λjc
T dj ,¢n�>¨K�

x0 +
∑p

j=1 λjd
j ≥ 0.

V?»K��¡v>¤W¡>×®¢A�n�Å���n¥©¤K¨C¤W�\§v�nK�n¥©¨ª  ¬µ¤K¨v¤W�v×n>£»K�
x0 ³�¡v¥¦¥¦�®¢A��¡v>¤W�_KC¢A¡v  »>¼n²ª¡PÝ>½v¢A¬µ³n¨C¨v¤W��¬µ¢Iö¢AÄ Àv�n  ×

x0 =

[
x0

B

x0
N

] ×>³�¡v�
x0

B > 0
�

x0
N = 0

×WÀv�n� >£»K�

Ax0 = b⇔ [B, N ]

[
x0

B

x0
N

]
= b⇔ Bx0

B + Nx0
N = b⇔ Bx0

B + N0 = b,

�v×K³�¡v>¢A�?>£»K�n£Ö¦�n���n£Ö¦�v×�>£»K�
x0

B = B−1b
�

�*¤W¬µ³�¬ ¡v>¨ª  ���n£Ö¦�v×W¬µ¤W�n£Ö¦¬ ¾�³n¨ª>¤W¡���¡v¥
aj

¨
j
öøî®¢A¬ �«¨�³�¡v  »K>¨�¤W�

A
×K��ú�¨ªõn�n>¤W¡

dj−m =

[
−B−1aj

ej−m

]
,
�>¨ª¥©¨

j = m + 1, . . . , n,

¡v>¤W�
ej−m

³�¡v¥¦¥¦�®¢A��¡v>¤W� ¨ª¡
(j − m)

öøî®¢A¬ ��¡ùÀv�®³+Ö¦¡v¥«¤K¨ùÝ>¨v¢A� ³n¨ªK´vK¬µ³n¨ù¤W�
R

n−m ×¡vÝWÖ¦ón��ö8¢A�
n−m

Àv�®³+Ö¦¡v¥¦�®¢
dj−m ×£�>¨ª¥©¨ j = m+1, . . . , n

×]>£»K�6³�¡v>¢IÖ¦¬ Ö¦»K�n�$»K�«¨'Ý>¨v¢A��>¨ª¥©¨ ¡ç�®¢A�>¨v¼�¡�?»K  ¡ç¤K¨��«¨pÖ¦¥¦¬ õ
A
�\Ó:¡v� ��úû�n¬ Ö¦¡>×)¨�³n¨ª¥©¨v³+Ö¦�n¥¦Äµ¢IÖ¦¬µ³n¨ ¤W�

A
î

m
Fû  ¡v§v¡¤W¬ ��F

Ker(A) = n−m
H^�
∀j ∈ {m + 1, . . . , n}

×
Adj−m = 0

×W»K�«¨�Àv�nõ+>£»K�
Adj−m = [B, N ]

[
−B−1aj

ej−m

]
= −BB−1aj − aj = 0.

Ú6�®³�¡v����¡v>¤W¡
cT K¡£¢�³�¡v¥¦¥¦�®¢A��¡v>¤W�n£Ö¦�®¢!¢A»KÝ?Àv�®³+Ö¦¡v¥¦�®¢!  ¬ ��>¨ cB

�
cN

×)¬ � �v� ×1ú�¨ªõn�n>¤W¡
cT = [cB , cN ]

×K¡��K¥¦¡v§v¥©¨ª�«¨
PL(A, b, c)

¨ª£Ö¦�n¥¦¬ ¡v¥:¾�³n¨
min cBB−1b−

∑n

j=m+1 λj [cB , cN ]

[
B−1

0 aj

−ej−m

]

¢n�K¨K� [
x0

B

x0
N

]
−

∑n
j=m+1 λj

[
B−1aj

−ej−m

]
≥ 0.

BC�®¢IÖ©¨v¢6³�¡v>¤W¬µ¼�Û?�®¢n×K��¡W¤W��³�¡v>³�  »K¬ ¥Aö8¢A�1>£»K�!¡£¢C�®¢¦³n¨ª µ¨ª¥¦�®¢
λj

Fû�>¨ª¥©¨
j = m + 1, . . . , n

HÀp²ª¡�³�¡v¥¦¥¦�®¢A��¡v>¤W�n¥)¨ª¡£¢sÀp¨ª  ¡v¥¦�®¢)¤K¨v¢)Àp¨ª¥¦¬µ½ÁÀv�n¬µ¢1>²ª¡ËÝ>½v¢A¬µ³n¨v¢n×
xm+1, xm+2, . . . , xn

×p���n  ¡>£»K��¡
PL(A, b, c)

¢A�'��¡W¤W�'�®¢¦³�¥¦�nÀv�n¥^>¨�úû¡v¥¦�«¨
min cBB−1b−

∑n

j=m+1 xj(cBB−1aj − cj)
<

¢n�>¨K� [
B−1b
0

]
−

∑n

j=m+1 xj

[
B−1aj

−ej−m

]
≥ 0.

ê6¥¦§£¨ªK¬ õ®¨ª>¤W¡ªö8¢A�C¡£¢*¤W¬ úû�n¥¦�n£Ö¦�®¢C³�¡?��¾�³�¬ �n£Ö¦�®¢P¤W�!¨v³�¡v¥©¤W¡�³�¡v� ¡T>£»>¨v¤W¥¦¡



é " �Zä£k®o<qso�å<����æ)���£Ñ��çÌÍ����rs���K�!è'�Wmp���Kjlk®�?�
xm+1 . . . xm+k . . . xn

x1´´
x́q´´´
xm

B−1am+1 . . . B−1am+k . . . B−1an B−1b

xm+1 µ�¶ . . . · . . . · ·´´´ ´´´ ´´´ ´´´ ´´´ ´´´ ´´´
xm+k · . . . µ�¶ . . . · ·´´´ ´´´ ´´´ ´´´ ´´´ ´´´ ´´´
xn · . . . · . . . µ�¶ ·

cBB−1am+1 − cm+1 . . . cBB−1am+k − cm+k . . . cBB−1an − cn cBB−1b

¸[¹�º�»�¼ µQ½!¾ º�¸o¿qÀ ½ À ½lÁ ¸[¼�Â�¸[Ã ¾ Ãjº ¾�½I¾ ¼ÅÄ$¸[Æ[¸ ´Ç Â8À
È!º�É È2¿�¸'ÊjË8À[¿oÈ�¸�ÌÎÍ[ÀK¼�¸ ½p½!¾�Ï ¾�Á�Á É ¸[Ã8ÀKÃ8¿�¸¨Ëq¼ÐÍ ¾�Á º�¸KÈWÌu¿ ¾=¾ Ãjº!È ¾ ¸ ½ ÊjË ¾ Í ¾ È�É Ñ Á ÀK¼�À
É Ã ¾ ÊjË8ÀKÒWÓK¸ [cb, cN ]

[
B−1aj

−ej−m

]
= [cBB−1aj − cj ] > 0.

Ç ½!½ É ¼'Ì ½ ËqÂ�¸[Ã8¿�¸�ÊjË ¾f½!¾�½!¾�Ï ¾�Á�Á É ¸ µ
Ãq¸[Ë7¸ m + k µQÔ�½ É ¼�¸�Ìq¸[Ë ½!¾ Ä!ÀoÌ

[
B−1am+k

ek

]
, É Ã Á È ¾ ¼ ¾ Ãjº�ÀKÃ8¿�¸5Õ¡º�ÀKÃjº�¸�ÊjË8ÀKÃjº�¸2Â�¸ ½!½!Ö Í ¾�Ï × À

Á ¸KÈ!È ¾�½ Â�¸[Ã8¿ ¾ Ãjº ¾ Í[À
È�É ØWÍ ¾�Ï xm+k
Ì�¼iÀKÃjº ¾ Ã8¿�¸ µQ½!¾ À ½ ¿ ¾ ¼iÀKÉ ½ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ Ã8ÓK¸2¹8Ø ½ É Á À ½lÁ ¸[¼~Í[À Ï ¸KÈÃoË Ï ¸�ÌqÍ ¾ ¼

x1 =

[
B−1

0 b
0

]
− xm+k

[
B−1am+k

−ek

]
=




B−1b− xm+kB−1am+k

0
xm+k

0


 ,

ÕG¸[Ã8¿ ¾ 0 ¿ ¾ Ãq¸Kº�À�Ëq¼ ½ Ëq¹oÍ ¾�Á º�¸KÈA¿ ¾IÁ ¸[¼�Â�¸[Ã ¾ Ãjº ¾�½ ÃoË Ï À ½ ¿ ¾ ¿�É ¼ ¾ Ã ½ ÓK¸fÀ[¿ ¾ ÊjË8À[¿qÀ × ´[Ù ¸KÈX¸[Ë�º!È�¸
Ï À[¿�¸�Ì cT x1 = cT x0 − xjc

T

[
B−1am+k

−ek

]
= cBB−1b − xm+k(cBB−1am+k − cm+k).Ú ¸[¼�¸ Á ¸[Ã ½!¾ ÊjËq»�Ã Á É ÀoÌ ½!¾ xm+k > 0 ¾ cBB−1am+k − cm+k > 0 Ì ¾ Ãjº�ÓK¸�Â�¸o¿ ¾ ¼�¸ ½lÁ ¸[Ã Á�Ï ËqÉ ÈÀi¿ ¾�½ É Æ[Ë8À Ï ¿qÀ[¿ ¾ cT x1 < cT x0 Ì�Û8ÀWÍ ¾ Ã8¿�¸=º�¸o¿�¸i¸iÉ Ãjº ¾ È ¾�½!½!¾2¾ ¼ÜÉ Ã Á È ¾ ¼ ¾ Ãjº�À
ÈWÌ�º�ÀKÃjº�¸5ÊjË8ÀKÃjº�¸Â�¸ ½!½!Ö Í ¾�Ï Ì xm+k ´lÙ ¸KÈ Ô ¼'ÌlÀ ½7Á ¸[Ã8¿�É Ò�Ý ¾�½ ¿ ¾ Ã8ÓK¸�Ã ¾ ÆLÀ
º�É ÍoÉ ¿qÀ[¿ ¾ ¸[¹�È�É ÆLÀK¼ÞÀ�ÊjË ¾;½!¾ º ¾ ÃqÛ8À

x1 ≥ 0 Ì8¸�ÊjË ¾pÔp¾ ÊjËqÉ Í[À Ï ¾ Ãjº ¾ À B−1b− xm+kB−1am+k ≥ 0 Ìq¸[Ë ½!¾ Ä!ÀoÌ
xm+k(B−1am+k)i ≤ (B−1b)i ∀i ∈ {1, . . . , m}.Ç ½!½ É ¼'Ì�Â8À
È�À'ÊjË ¾�½!¾�Á Ëq¼�Â�È�É È�À Á ¸[Ã8¿�É ÒWÓK¸ x1 ≥ 0 Ì�¹8À ½ º�À¨ÊjË ¾b½!¾ Í ¾ È�É Ñ�ÊjË ¾ ¼�À ½ ¿ ¾�½ É µÆ[Ë8À Ï ¿qÀ[¿ ¾�½

xm+k ≤
(B−1b)i

(B−1am+k)i

∀i ∈ {1, . . . , m} º�À Ï ÊjË ¾ (B−1am+k)i > 0.

Ú À ½ ¸7Ã8ÓK¸ ¾kß É ½ º�À i ∈ {1, . . . , m} º�À Ï ÊjË ¾ (B−1am+k)i > 0 Ì�Â�¸o¿ ¾ ¼�¸ ½�Á ¸[Ã Á�Ï ËqÉ ÈfÊjË ¾ ¸Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ=Ã8ÓK¸bº ¾ ¼�à[Â�º�É ¼�¸=Ñ8ÃqÉ º�¸'ÕGÂ�¸KÈ�ÊjËq»
á × ´ Ú À ½ ¸ Á ¸[Ãjº!È�Ø
È�É ¸�Ì Á ¸[¼�¸�¸[¹oÄ ¾�Á º�É ÍL¸5¿ ¾ É Ã Á È ¾kµ¼ ¾ Ãjº�À
ÈI¸b¼iÀKÉ ½ Â�¸ ½!½!Ö Í ¾�Ï À=Í[À
È�É ØWÍ ¾�Ï xm+k
Ì�âGÀKã µQ½!¾

xm+k = min{
(B−1b)i

(B−1am+k)i

: (B−1am+k)i > 0, i = 1, . . . , m}.
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ä ËqÂ�¸[Ã8¿�¸7ÊjË ¾ min{ (B−1b)i

(B−1ak)i
: (B−1ak)i > 0, i = 1, . . . , m} =

(B−1b)q

(B−1ak)q

ÌÎÂ�¸o¿ ¾ ¼�¸ ½
Á ¸[Ã Á�Ï ËqÉ È=ÊjË ¾ À k µQÔ�½ É ¼iÀ Á ¸[¼�Â�¸[Ã ¾ Ãjº ¾ ¿ ¾ x1 Õ�ÊjË ¾ Â8À
È�À x0 ¾ È�À7ÃoË Ï À × Í ¾ ¼�ÀKÆ[¸KÈ�À¨É Æ[Ë8À Ï À
(B−1b)q

(B−1ak)q
¾ À ½ È ¾�½ º�ÀKÃjº ¾�½=Á ¸[¼�Â�¸[Ã ¾ Ãjº ¾�½ Ã8ÓK¸;¹8Ø ½ É Á À ½ Õ ¾ Â�¸KÈ Á ¸[Ã ½!¾ Æ[ËqÉ Ãjº ¾ ÃoË Ï À ½�× Â8À
È�À x0

Â ¾ È�¼iÀKÃ ¾�Á�¾ ¼vÃ8ÓK¸2¹8Ø ½ É Á À ½ ´8å É Ã8À Ï ¼ ¾ Ãjº ¾ Ì�À ½ ¿ ¾ ¼iÀKÉ ½�Á ¸[¼�Â�¸[Ã ¾ Ãjº ¾�½ Õ�ÊjË ¾�¾ È�ÀK¼�¹8Ø ½ É Á À ½ Â8À
È�À
x0 × º�¸[¼iÀK¼�¸ ½ Í[À Ï ¸KÈ ¾�½�æ

xi = (B−1b)i − xm+k(B−1am+k)i,
Â8À
È�À i = 1, ..., m.

ç ¾ Í ¾ ¸[¹ ½!¾ È�Í ¾kµQ½!¾ ÀKÉ Ã8¿qÀfÊjË ¾ Ì[Ã ¾�½ º�À ½AÁ ¸[Ã8¿�É Ò�Ý ¾�½ ÌoÀ q µQÔ�½ É ¼iÀ Á ¸[¼�Â�¸[Ã ¾ Ãjº ¾ Õ�ÊjË ¾IÔ Â�¸ ½ É º�É Í[ÀÂ8À
È�À x0 × ¿ ¾ x1 Ô É Æ[Ë8À Ï À=ã ¾ È�¸�Ì8¿qÀ[¿�¸�ÊjË ¾ xq = (B−1b)q −
(B−1b)q

(B−1am+k)q
(B−1am+k)q ´è ¸ Ï º�ÀKÃ8¿�¸¦ÀK¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸éÀKÃjº ¾ È�É ¸KÈWÌ�É ¿ ¾ Ãjº�É Ñ Á ÀKÃ8¿�¸é¸¦Í ¾�Á º�¸KÈ Á ¸ Ï ËqÃ8À B−1am+j

Â�¸KÈ yj
Ì ¾âGÀKã ¾ Ã8¿�¸ zm+j − cm+j = cBB−1am+j − cm+j

ÌqÂ8À
È�À j = 1, . . . , p Ì Á ¸[¼ p = n −m Ì

xm+1 . . . xm+k . . . xn

x1´´
x́q´´´
xm

y1 . . . yk . . . yp B−1b

xm+1 µ�¶ . . . · . . . · ·´´´ ´´´ ´´´ ´´´ ´´´ ´´´ ´´´
xk · . . . µ�¶ . . . · ·´´´ ´´´ ´´´ ´´´ ´´´ ´´´ ´´´
xn · . . . · . . . µ�¶ ·

z1 − cm+1 . . . zk − cm+k . . . zp − cn cBB−1b

¾�½ º�ÀK¼�¸ ½f¾ ¼ Á ¸[Ã8¿�É Ò�Ý ¾�½ ¿ ¾ Â�È�¸ Á�¾ ¿ ¾ È2ê5È ¾�½ Â ¾�Á º�É Í[À7À Á º�Ë8À Ï É ãWÀKÒWÓK¸�ÌuÉ ´ ¾ ´ Ì�ê7¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8ÀKÒWÓK¸'¿�¸ÊjË8À[¿oÈ�¸ëÀ ½!½ ¸ Á É À[¿�¸¦êëÃq¸
Í[À ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸�¹8Ø ½ É Á À�À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï x1 Ì3¸[Ã8¿ ¾ Í[ÓK¸ Á ¸[Ã ½ º�À
È5À ½�Á ¸[¼�Â�¸ µÃ ¾ Ãjº ¾�½ ¿�¸ ½ Í ¾�Á º�¸KÈ ¾�½ ¿ ¾ Ñ8ÃqÉ ¿�¸KÈ ¾�½ ¿�¸ ½ ¿ ¾�½!Ï ¸ Á ÀK¼ ¾ Ãjº�¸ ½ À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾ É ½ Õ�ÀK¸ Ï ¸[ÃqÆ[¸ë¿qÀ ½ À
È ¾�½ º�À ½¿�¸'Â�¸ Ï É ¾ ¿oÈ�¸ëÊjË ¾ Â8À
È!º ¾ ¼ì¿�¸'Ãq¸
ÍL¸'Í Ô È!º�É Á�¾
× ´ Ç ½!½ É ¼'Ì�Ãq¸ Á À ½ ¸ë¿qÀ7Í[À
È�É ØWÍ ¾�ÏX¾�½!Á ¸ Ï ÛqÉ ¿qÀ'Â8À
È�À¾ Ãjº!È�À
ÈIÃ8À2¹8À ½!¾p½!¾ È xm+k
ÕGÂ ¾�Ï ¸bÊjË ¾ zk − cm+k > 0 × Ì8¿�É ã ¾ ¼�¸ ½ ÊjË ¾ yk Ô À Á ¸ Ï ËqÃ8À2ÂqÉ ÍL¸Kº�À Ï ´Ú ¸[Ã ½!¾ ÊjË ¾ Ãjº ¾ ¼ ¾ Ãjº ¾ ÌoÃq¸bÂ�È ¾�½!½ ËqÂ�¸ ½ º�¸�¿ ¾ ÊjË ¾ Õ¡º�À ÏÎÁ ¸[¼�¸ ½!¾ ¿ ¾�½!Á È ¾ Í ¾ Ë ×X½!¾ ¸[¹�º Ô ¼

(B−1b)q

yqk

= min
1≤i≤m

{
(B−1b)i

yik

: yik > 0},

¸[Ë ½!¾ Ä!ÀoÌqÀ�Í[À
È�É ØWÍ ¾�Ï À ½ ÀKÉ Èl¿qÀf¹8À ½!¾�Ô xq ¾ À2Ê µQÔ�½ É ¼iÀ Ï É ÃqÛ8À�¿�¸=ÊjË8À[¿oÈ�¸2¿ ¾�½ É Æ[Ã8À µQ½!¾ Â�¸KÈ Ï É ÃqÛ8ÀÂqÉ ÍL¸Kº�À Ï ´Ç Ï É ÃqÛ8À2ÂqÉ ÍL¸Kº�À Ï ¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8À2À2Í[À
È�É ØWÍ ¾�Ï À ½ ÀKÉ È�¿qÀ2¹8À ½!¾f¾ À Á ¸ Ï ËqÃ8À2ÂqÉ ÍL¸Kº�À Ï ¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8À2ÀÍ[À
È�É ØWÍ ¾�Ï À ¾ Ãjº!È�À
È�Â8À
È�ÀbÀ=¹8À ½!¾ ´í Á ¸ ¾ Ñ Á É ¾ Ãjº ¾ ¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8À[¿�¸'Â ¾�Ï ¸ Á È�ËqãWÀK¼ ¾ Ãjº�¸;¿qÀ Á ¸ Ï ËqÃ8À¨ÂqÉ ÍL¸Kº�À ÏXÁ ¸[¼îÀ Ï É ÃqÛ8À'ÂqÉ ÍL¸ µº�À Ï ¿ ¾�½ É Æ[Ã8À µQ½!¾ Â�¸KÈpïDÂqÉ ÍL¸Kº!ð ¾ À5ñ Ï º�É ¼iÀ Ï É ÃqÛ8À'¿�¸'ÊjË8À[¿oÈ�¸'¿ ¾�½ É Æ[Ã8À µQ½!¾ Â�¸KÈ Ï É ÃqÛ8À'¿ ¾bÁ Ë ½ º�¸ ½È ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸ ½ ´
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Ú ¸[Ã ½!¾ ÊjË ¾ Ãjº ¾ ¼ ¾ Ãjº ¾ ÌqÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸�¹8Ø ½ É Á À Á ¸KÈ!È ¾ Ãjº ¾ Â8À ½!½ ÀbÀ ½!¾ È

x1 =




x1
1´´´

x1
q−1

0
x1

q+1´´´
x1

m

0´´´
x1

m+k´´
0́




=




x0
1´´´

x0
q−1

x0
q

x0
q+1´´´
x0

m

0´´
0́´´
0́




−
(B−1b)q

yqk




y1k´´´
y(q−1)k

yqk

y(q+1)k´´´
ymk

0´´
−́1´´
0́




,

¾ ¸ ½ Í ¾�Á º�¸KÈ ¾�½ ¿ ¾ ¿ ¾�½!Ï ¸ Á ÀK¼ ¾ Ãjº�¸�À ½!½ ¸ Á É À[¿�¸ ½ ê=Í[À
È�É ØWÍ ¾�Ï xq
Õ�ÊjË ¾ ÀKÆ[¸KÈ�À Ô Ã8ÓK¸b¹8Ø ½ É Á À2È ¾�Ï À
º�É µÍ[ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ À x1 ×�¾ ê ½ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ xj

Ì Á ¸[¼ j ∈ {m + 1, . . . , n} \ {k} ¿ ¾ Í ¾ È�ÓK¸ ½!¾ È�¸ ½ Í ¾�Á º�¸KÈ ¾�½¿�¸ ½ Ëq¹ ¾�½ Â8ÀKÒ�¸bÃoË Ï ¸ _ ¿ ¾ A ¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8À[¿�¸ ½ Â�¸KÈ




y1
1j´´´

y1
qj´´´

y1
mj

0´´´
y1
(m+k)j´´
−́1´´
0́




=




y1j´´´
yqj´´´
ymj

0´´
0́´´
−́1´´
0́




−
yqj

yqk




y1k´´´
yqk´´´
ymk

0´´
−́1´´
0́´´
0́




, Â8À
È�À j ∈ {1, ..., p} \ {k}.

_ `XaLFDC�P Y C!EGFDCiHKJLCiJLc Y C�R!BD@WP=moC�P�BDC O R�C'd7JLcÐUjd�UL@¨FDJLaoC�FDmjd�S�@¨FDFDC M R�@Wc�a N O d�S�T�@¨g N O C�d�P2ULCY C�R!BD@WPQC�F�ULC�FDFDCIFDJLaoC�FDmjd�S�@L\
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Ù ¸KÈ ½ Ë8À=Í ¾ ã y1

k
Í ¾ ¼�¿qÀ[¿�¸=Â�¸KÈ




y1
1k´´´

y1
qk´´´

y1
mk

0´´´
y1
(m+k)k´´

0́




=
−1

yqk




y1k´´´
yqk´´´
ymk

0´´
−́1´´
0́




.

ò ¸bÊjË ¾ ¿�É ãpÈ ¾�½ Â ¾ É º�¸�ê Ï É ÃqÛ8Àb¿ ¾fÁ Ë ½ º�¸ ½ È ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸ ½ Ì8ÀbÀ Á º�Ë8À Ï É ãWÀKÒWÓK¸5¿qÀ ½l½ Ë8À ½�Á ¸[¼�Â�¸[Ã ¾ Ãjº ¾�½Í ¾ ¼Ü¿qÀ[¿qÀbÂ�¸KÈ cT y1
j = z1

j − cm+j = cT yj −
yqj

yqk
cT yk = (zj − cm+j) −

yqj

yqk
(zk − cm+k) ÌÂ8À
È�À j ∈ {1, . . . , p} \ {k} ¾ cT y1

k = z1
k − cm+k = −1

yqk
(zk − cm+k) ´ Ú ¸[¼ìº�¸o¿qÀ ½=¾�½ º�À ½À Á º�Ë8À Ï É ãWÀKÒ�Ý ¾�½ ÊjË ¾7½!¾ ¿ ¾�½ É Æ[Ã8ÀK¼óÂ�¸KÈ�¸[Â ¾ È�ÀKÒ�Ý ¾�½ ¿ ¾ ÂqÉ ÍL¸Kº�ÀKÒWÓK¸(ÕGÃ8À ½ ÊjË8ÀKÉ ½ ¸;ïDÂqÉ ÍL¸Kº!ð Ô À

q µQÔ�½ É ¼iÀ Á ¸[¼�Â�¸[Ã ¾ Ãjº ¾ ¿ ¾ yk
Ìj¸[Ë ½!¾ Ä!ÀoÌ yqk × ÌLº!È�¸ Á ÀKÃ8¿�¸2À k µQÔ�½ É ¼iÀ Ï É ÃqÛ8À�¿�¸2ÊjË8À[¿oÈ�¸ Á ¸[¼�À q µÔ�½ É ¼iÀoÌo¹ ¾ ¼ Á ¸[¼�¸=À ½ Â�¸ ½ É Ò�Ý ¾�½ È ¾�Ï À
º�É Í[À ½ ¿qÀ ½IÁ ¸KÈ!È ¾�½ Â�¸[Ã8¿ ¾ Ãjº ¾�½ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ Ì�¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾ ¸=Ãq¸
ÍL¸ÊjË8À[¿oÈ�¸¨Õ�ÊjË8À[¿oÈ�¸�À ½!½ ¸ Á É À[¿�¸'ê�Ãq¸
Í[À ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸i¹8Ø ½ É Á À5À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï x1 × Ì8ÃoËq¼iÀ2â¡¸KÈ�¼iÀbÉ ¿�»�Ãjº�É Á Àê=É ÃqÉ Á É À Ï ´ç ¾ Ãq¸Kº�ÀKÃ8¿�¸¦Â�¸KÈ B1

À¦¼iÀ
º!È�É ã;¹8Ø ½ É Á À�À ½!½ ¸ Á É À[¿qÀ(À ¾�½ º ¾ ÊjË8À[¿oÈ�¸�ÌI¸[Ë ½!¾ Ä!ÀoÌ�À�ÊjË ¾¨½!¾¸[¹�º Ô ¼�¿ ¾ B º!È�¸ Á ÀKÃ8¿�¸bÀ Á ¸ Ï ËqÃ8À aq
Â�¸KÈ am+k

Õ B1 = [a1 . . . aq−1 am+k aq+1 . . . am] × ÌÀKÂ�à ½ È ¾ ¸KÈ�¿ ¾ Ã8ÀKÒWÓK¸�¿qÀ ½ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ Ìq¸[¹�º�»�¼ µQ½!¾ ¸ ½ Í ¾�Á º�¸KÈ ¾�½ ¿�¸ ½ Ëq¹ ¾�½ Â8ÀKÒ�¸bÃoË Ï ¸b¿qÀ=¼iÀ
º!È�É ã A1ÕG¸[¹�º�É ¿qÀ=¿ ¾ A ÌqÀKÂ�à ½ À Á ¸KÈ!È ¾�½ Â�¸[Ã8¿ ¾ Ãjº ¾ º!È�¸ Á À�¿ ¾pÁ ¸ Ï ËqÃ8À ½�× Ì
y1

j =

[
B−1

1 aj

−ej−m

]
, Â8À
È�À j ∈ {m + 1, . . . , n} \ {k} ¾ y1

q =

[
B−1

1 aq

−ek

]
.

�pôj�Iôj� õ
91=?{l;>5A�l�)J$@CJ$XSzVUWJ*@CJ$=?5AXS�Ë~I9�ö
Ù À
È�Àb¿ ¾�½!Á È ¾ Í ¾ Èl¸b¼ Ô º�¸o¿�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß Ì�Í[ÀK¼�¸ ½�Á ¸[Ã ½ É ¿ ¾ È�À
ÈpÀKÂ ¾ Ã8À ½ ¸bÊjË ¾p½!¾ ¿ ¾�½ É Æ[Ã8À=Â�¸KÈ�ÊjË8À µ¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß È ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸ s ÊjË ¾ Ì�È ¾�Ï À
º�É Í[ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ ÀK¸'ÊjË8À[¿oÈ�¸7ÀKÃjº ¾ È�É ¸KÈWÌ Ô=Á ¸[Ã ½ º�É º�Ë Ö ¿�¸7Â ¾�Ï À ½ mÂ�È�É ¼ ¾ É È�À ½pÏ É ÃqÛ8À ½ À Á È ¾�½!Á É ¿qÀ ½ ¿qÀ Ï É ÃqÛ8À5¿ ¾bÁ Ë ½ º�¸ ½ È ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸ ½ ´ ò ¾�½ º�À ½pÁ ¸[Ã8¿�É Ò�Ý ¾�½ Ì�¸'ÊjË8À[¿oÈ�¸½ É ¼�Â Ï ¾kß È ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸�À ½!½ ¸ Á É À[¿�¸5À x0 Á ¸KÈ!È ¾�½ Â�¸[Ã8¿ ¾ ÀK¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸bÊjË ¾ À ½!¾ Æ[ËqÉ È ½!¾ É Ã8¿�É Á À ´

xm+1 . . . xm+k . . . xn

x1´´
x́q´´´
xm

y11´´´
yq1´´´
ym1

. . .´´´

. . .´´´

. . .

y1k´´´
yqk´´´
ymk

. . .´´´

. . .´´´

. . .

y1p´´´
yqp´´´
ymp

(B−1b)1´´´
(B−1b)q´´´
(B−1b)m

z1 − cm+1 . . . zk − ck . . . zn − cn cBB−1bs § FQB$dbULC�F N �WO d�S�T�@5d�mjd�PQC�R�C2C�c�@Wmo@WF N S�T�@i�bULC�HKJjd�ULPQ@iF N cfmLg C!ZiR�@WcfmLg C!BD@ O @�HKJjd�g h d�g M c�Ujd�FR�@Wg J O d�FlHKJLCpR�@ O FQB$d�c O @=PQC�ULJLe N UL@ h d�mjd�PQC�R�C�c h B$d�c�a M c h d�FIPQC�g dkB N Y d�F��2c�dkBDP N e N ULC O B N Ujd�ULC ¢ HKJLCR�@WPQPQC�FDmo@ O ULC�c���F3R�@Wcfmo@ O C O BDC�FXajr�F N R�d�FAR�@WPQPQC O BDC�F!£$\
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ç ¾ Í ¾ ¸[¹ ½!¾ È�Í[À
È µQ½!¾ ÊjË ¾ Ì[Ã ¾�½ º ¾ ñ Ï º�É ¼�¸pÊjË8À[¿oÈ�¸�Ì ¾kß É ½ º ¾ º�¸o¿qÀpÀpÉ Ã�â¡¸KÈ�¼iÀKÒWÓK¸fÃ ¾�Á�¾�½!½ Ø
È�É ÀpÂ8À
È�À ½!¾Â�È�¸o¿�Ëqã�É ÈA¸fÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß È ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸fÀ ½!½ ¸ Á É À[¿�¸2À x1 ´ Ç ¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8ÀKÒWÓK¸bÕ�À Á º�Ë8À Ï É ãWÀKÒWÓK¸ × ¿�¸ ½ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½�½ Ëq¹ ½!¾ ÊjË ¾ Ãjº ¾�½ âGÀKã µQ½!¾ º�À Ï�Á ¸[¼�¸ ½!¾ ¿ ¾�½!Á È ¾ Í ¾ ËbÀKÃjº ¾ È�É ¸KÈ�¼ ¾ Ãjº ¾ ´ Ú ¸[¼ ¾ â ¾ É º�¸�Ì ½ ËqÂ�¸[ÃqÛ8ÀÊjË ¾¨½!¾ À Á º�Ë8À Ï É ãWÀ¦¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß È ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸¦À ½!½ ¸ Á É À[¿�¸(À xs Õ�¿ ¾ ¼�¸o¿�¸¦À�¸[¹�º ¾ È µQ½!¾ ¸ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß È ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸7À ½!½ ¸ Á É À[¿�¸;À xs+1 × Ì ¾�½!Á ¸ Ï Û ¾ Ã8¿�¸7Â8À
È�À Á ¸ Ï ËqÃ8ÀiÂqÉ ÍL¸Kº�À Ï À Á ¸ Ï ËqÃ8À
ys

k
À ½!½ ¸ Á É À[¿qÀ;ê7Í[À
È�É ØWÍ ¾�Ï Ã8ÓK¸'¹8Ø ½ É Á À xjk

´u÷ Ãjº�ÓK¸�Ì�Â�¸o¿ ¾ ¼�¸ ½�Á ¸[Ã Á�Ï ËqÉ È=ÊjË ¾ Ì ¾ ¼0Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ ½¿ ¾ ¼iÀ ß É ¼�É ãWÀKÒWÓK¸�Ì zs
k − cjk

< 0 ¾ Ì ¾ ¼�Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ ½ ¿ ¾ ¼�É ÃqÉ ¼�É ãWÀKÒWÓK¸�Ì zs
k − cjk

> 0 ´ ò ¾�½ º�À ½Á ¸[Ã8¿�É Ò�Ý ¾�½ Ì ½!¾ Ã8¿�¸ JNs = {j1, . . . , jk, . . . , jp}
¸ Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸�¿ ¾fÖ Ã8¿�É Á�¾�½ Ã8ÓK¸�¹8Ø ½ É Á ¸ ½�¾ IBs =

{i1, . . . , iq, . . . , im}
¸ Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸b¿ ¾�Ö Ã8¿�É Á�¾�½ ¹8Ø ½ É Á ¸ ½ ÕGÃq¸Kº ¾kµQ½!¾ ÊjË ¾ IBs = {1, . . . , n} \ JNs × ÌÁ ¸[Ã ½ É ¿ ¾ È�ÀKÃ8¿�¸b¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß5Á ¸KÈ!È ¾ Ãjº ¾

xj1 . . . xjk
. . . xjp

xi1 ys
11 . . . ys

1k . . . ys
1p (B−1

s b)1´´´ ´´´ . . .
´´´ . . .

´´´ ´´´
xiq ys

q1 . . . ys
qk . . . ys

qp (B−1
s b)q´´´ ´´´ . . .

´´´ . . .
´´´ ´´´

xim ys
m1 . . . ys

mk . . . ys
mp (B−1

s b)m

z1 − cj1 . . . zk − cjk
. . . zp − cjp cBsB−1

s bÂ�¸o¿ ¾ ¼�¸ ½ âGÀKã ¾ ÈpÀbÀ Á º�Ë8À Ï É ãWÀKÒWÓK¸5¿�¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸�Ìq¿ ¾ À Á ¸KÈ�¿�¸ Á ¸[¼ø¸ ½!¾ Æ[ËqÉ Ãjº ¾ Â�È�¸ Á�¾ ¿�É ¼ ¾ Ãjº�¸ æ
¶ ´ ç ¾ º ¾ È�¼�É Ã8À µQ½!¾ À Ï É ÃqÛ8À=ÂqÉ ÍL¸Kº�À Ï Ì Á À Ï Á Ë Ï ÀKÃ8¿�¸

(B−1
s b)q

ys
qk

= min
1≤i≤m

{
(B−1

s b)i

ys
ik

: ys
ik > 0}.

ù ´ ç É ÍoÉ ¿ ¾kµQ½!¾ À q µQÔ�½ É ¼iÀ Ï É ÃqÛ8Àb¿�¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸=Â ¾�Ï ¸2ïDÂqÉ ÍL¸Kº!ð�Ì�¸[Ë ½!¾ Ä!ÀoÌ
ys+1

qj =
ys

qj

ys
qk

, ∀j ∈ {1, 2, . . . , p} \ {k}

(B−1
s+1b)q =

(B−1
s b)q

ys
qk

.

ú ´ ä Ëq¹ ½ º�É º�Ë ¾ ¼ µQ½!¾ ¸ ½�¾�Ï ¾ ¼ ¾ Ãjº�¸ ½ ¿qÀ k µQÔ�½ É ¼iÀ Á ¸ Ï ËqÃ8À'Â ¾�Ï ¸ ½�½ É ¼ Ô º!È�É Á ¸ ½ ¿�¸ ½ ÊjËq¸ Á É ¾ Ãjº ¾�½¿qÀ ½l½ Ë8À ½�Á ¸[¼�Â�¸[Ã ¾ Ãjº ¾�½ Â ¾�Ï ¸=ïDÂqÉ ÍL¸Kº!ð�Ìo¸[Ë ½!¾ Ä!ÀoÌ
ys+1

ik =
−ys

ik

ys
qk

∀i ∈ {1, 2, . . . , m} \ {q};

zs+1
k − cjk

= −
zs

k − cjk

ys
qk

.

û ´ ä Ëq¹ ½ º�É º�ËqÉ µQ½!¾ ¸2ïDÂqÉ ÍL¸Kº!ð�Â ¾�Ï ¸ ½!¾ Ë'É ÃoÍ ¾ È ½ ¸�ÌqÉ ´ ¾ ´ Ì ys+1
qk = 1

ys
qk

´ü ´ Ç Á º�Ë8À Ï É ãWÀK¼ µQ½!¾ ¸ ½ È ¾�½ º�ÀKÃjº ¾�½l¾�Ï ¾ ¼ ¾ Ãjº�¸ ½ ¿�¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸�Ì�âGÀKã ¾ Ã8¿�¸
ys+1

ij = ys
ij −

ys
qj

ys
qk

ys
ik ∀i ∈ {1, . . . , m} \ {q} ¾ ∀j ∈ {1, . . . , p} \ {k};

(B−1
s+1b)i = (B−1

s b)i −
(B−1

s b)q

ys
qk

ys
ik ∀i ∈ {1, 2, . . . , m} \ {q};

zs+1
r − cjr = zs

r − cjr −
ys

qr

ys
qk

(zs
k − cjk

) ∀jr ∈ JNs \ {jk}.
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ý ´ Ç Á º�Ë8À Ï É ãWÀ µQ½!¾ ¸bÍ[À Ï ¸KÈ�¿qÀ2â¡ËqÃqÒWÓK¸b¸[¹oÄ ¾�Á º�É ÍL¸�Â8À
È�ÀbÀ=Ãq¸
Í[À ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸�ÌqâGÀKã ¾ Ã8¿�¸

cBs+1
B−1

s+1b = cBsB−1
s b−

(B−1
s b)q

ys
qk

(zs
k − cjk

).

þ ´få É Ã8À Ï ¼ ¾ Ãjº ¾ ÌAÀ;Í[À
È�É ØWÍ ¾�Ï ¹8Ø ½ É Á À xiq

Â8À ½!½ À�À ½!¾ È�Ã8ÓK¸ë¹8Ø ½ É Á À ¾7Ô7½ Ëq¹ ½ º�É º�Ë Ö ¿qÀ;Â ¾�Ï ÀÍ[À
È�É ØWÍ ¾�Ï xjk
´Ç ½ ¸[Â ¾ È�ÀKÒ�Ý ¾�½l¾ â ¾�Á º�Ë8À[¿qÀ ½ Ãq¸2Â8À ½!½ ¸ ü ½ ÓK¸ Á ¸[ÃqÛ ¾�Á É ¿qÀ ½ Â�¸KÈl¸[Â ¾ È�ÀKÒ�Ý ¾�½ ¿ ¾�ÿ ò��nônó&õ����Iô ¾ ÀÈ ¾ ÆKÈ�Àb¿ ¾fÁ Ø Ï Á Ë Ï ¸�À ½!½ ¸ Á É À[¿qÀ�Â�¸KÈlÈ ¾ ÆKÈ�À ¾ ¼ ¾�½ º!È ¾�Ï À ´÷ ¼øº ¾ È�¼�¸ ½ ¼iÀ
º!È�É Á É ÀKÉ ½ Ì�¿qÀ[¿qÀbÀbÂ8À
È!º�É ÒWÓK¸i¿qÀ=¼iÀ
º!È�É ã A = [Bs, Ns]

Ì8¸[Ã8¿ ¾ Bs
¿ ¾ Ãq¸Kº�ÀbÀ½ Ëq¹q¼iÀ
º!È�É ãI¹8Ø ½ É Á À Á ¸KÈ!È ¾ Ãjº ¾ ÌLº�À Ï ÊjË ¾ B−1

s b ≥ 0 Ì ¾ À Á ¸KÈ!È ¾�½ Â�¸[Ã8¿ ¾ Ãjº ¾ Â8À
È!º�É ÒWÓK¸=¿�¸fÆKÈ�À[¿�É ¾ Ãjº ¾¿qÀ;â¡ËqÃqÒWÓK¸é¸[¹oÄ ¾�Á º�É ÍL¸�Ì cT = [cBs , cNs ] ÌX¸éÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß È ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸éÀ ½!½ ¸ Á É À[¿�¸�À xs =[
B1

sb
0

] Ì Á ¸KÈ!È ¾�½ Â�¸[Ã8¿ ¾ ÀK¸iÊjË8À[¿oÈ�¸
xNs

xBs B−1
s Ns B−1

s b

cBsB−1
s Ns − cNs cBsB−1

s b

���
	����������������� ÿ�� ò��iõ����Iô�ô� "!jó&ô#�Iô
îiò� ÿ�� ñ%$+õ-ï
 ÿ�& ô(' & õ� +õ � ò���ñ¾õ & �Qñ) 
ò��]ò� 
ò *Xõ����Iô+��õ, ô &  +õ ÿ õ-� & �Iô�. PL(A, b, c) .ÏîAñ ðXõ xs =

[
xs

Bs

xs
Ns

] õTî�ô � ï/���Iô10(2nîiò��iõlõ-�� 
òYîiî(3��?ñ � �iô &4& ñ4�]óañ4.
cBs

ñ cNs

ônî�îiï�05�?ñ%��ó&ô & ñjî � ò��/6Nõ��Qñ cT = [cBs , cNs ] 7 ïEñ8�iô &4& ñjî ÿ ô����Qñ4 õIônî�îiï�05�?ñ%��ó&ô & ñjî�Qñ��iô� ÿ ô���ñ4�]óañjî90(2nîiò��iõnî xs
Bs

ñ:���Iô80(2nîiò��iõnî xs
Ns

ñ zj = cBsB−1Nsej ÿ õ & õ j = 1, . . . , p ;< �]ó=�Iô�. ÿ ô#�Qñ4 +ônî�ó�ò & õ & õnîÓîAñ�'nïWò��]óañjî)�iô���� � ïWî5>Mñjî+? 7 ïEñ)�iô��]îió�òYó�ïEñ4 �õ+0iõnîAñ)�Qñ�ó&ô#�Iô
ô ÿ�& ô#�jñjîiî�ô�Qñ ÿ ñjî 7 ïWòYî�õ1ïWó�ò � ò *Xõ-�Iô@��ô@ "!jó&ô#�Iô+îiò� ÿ�� ñ%$5A�BC ;+D ñ zj − (cNs)j ≤ 0 ∀j ∈ {1, . . . , p} .Óñ4�]ó=�Iô xs !gï
 +õ+î�ô � ï/���IôFE ÿ ó�ò� +õ ;G ;+D ñ xs !gï
 +õ�î�ô � ï/���Iô8E ÿ ó�ò� +õeñ xs
Bs

> 0 ._ñ4�]ó=�Iô zj − (cNs)j ≤ 0 ∀j ∈ {1, . . . , p} ;H ;+D ñ ∃j ∈ {1, . . . , p} ó&õ � 7 ïEñ zj − (cNs )j > 0 ñ B−1
s Nsej ≤ 0 .\ñ4�]ó=�IôLô ÿ�& ô(' & õ� +õ� ò���ñ¾õ & �QñI 
ò��]ò� 
ò *Xõ����Iô���õ , ô &  +õ ÿ õ-� & �Iô PL(A, b, c) ���Iô�óañ4 JE ÿ ó�ò� +ôLKM�]òYó&ô ;N ;+D ñ ∃j ∈ {1, . . . , p} ó&õ � 7 ïEñ zj − (cNs)j > 0 ñ ÿ ñ � ô� 1ñ4��ônî+ï
 +õ��iô� ÿ ô���ñ4�]óañO�Iô�?ñ%��ó&ô & �iô � ï
��õ B−1

s Nsej
! ÿ ônîiòYó�ò��nõ�._ñ4�]ó=�Iô , õ#*Mñ4���Iô

xs+1 =

[
xs

Bs

xs
Ns

]
− θj

[
B−1

s Nsej

−ej

]
,

ô����Qñ θj = min1≤i≤m{
(xs

Bs
)i

(B−1
s Nsej)i

: (B−1
s Nsej)i > 0} .�ô-0�óP!4 9Q3îAñ-ï
 +õ"��ô��nõ�î�ô � ï/Q���IôF0(2nîiò��iõeõ-�� 
òYîiî(3��?ñ � . xs+1 .¸ó&õ � 7 ïEñ cT xs+1 ≤ cT xs ;R ���	�SUTWVW����X�Y�	U� ¶ ´ ∀x ∈ S, ∃θ1, θ2, . . . , θp ≥ 0 º�ÀKÉ ½ ÊjË ¾

x =

[
xs

Bs

xs
Ns

]
− θ1

[
B−1

s Nse1

−e1

]
− θ2

[
B−1

s Nse2

−e2

]
− . . . − θp

[
B−1

s Nsep

−ep

]
.

Z ¸[Æ[¸�Ìqº ¾ Ã8¿�¸ ¾ ¼ Á ¸[Ãjº�ÀbÊjË ¾ cT x = [cBs , cNs ]x Ìq¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾
cT x = cBsxs

Bs
−

p∑

j=1

θj(cBsB−1
s Nsej − (cNs )j)

= cBsxs
Bs
−

p∑

j=1

θj(zj − (cNs)j).
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Ú ¸[Ã ½!¾ ÊjË ¾ Ãjº ¾ ¼ ¾ Ãjº ¾ ÌoËq¼iÀ�Í ¾ ãfÊjË ¾ x ≥ 0⇒ (θj ≥ 0 ∀j ∈ {1, . . . , p}) ¾ Ìq¿ ¾ À Á ¸KÈ�¿�¸Á ¸[¼ÐÀ�ÛqÉ Â�àKº ¾�½!¾ Ì zj − (cNs)j ≤ 0 ∀j ∈ {1, . . . , p} Ì cT x ≥ cT xs ´ Ç ½!½ É ¼'Ìqº ¾ Ã8¿�¸ ¾ ¼
Á ¸[Ãjº�À5ÊjË ¾ x Ô Ëq¼ÜÂ�¸[Ãjº�¸7À
È�¹qÉ º!È�Ø
È�É ¸'¿ ¾ S Ì xs =

[
xs

Bs

xs
Ns

]
Ô Ëq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸'à[Â�º�É ¼iÀÂ8À
È�Àb¸=Â�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀ Ï É Ã ¾ À
Èp¿ ¾ ¼�É ÃqÉ ¼�É ãWÀKÒWÓK¸bÃ8À�â¡¸KÈ�¼iÀ=Â8À[¿oÈ�ÓK¸ PL(A, b, c) ´

ù ´ ä ¾ xs =

[
xs

Bs

xs
Ns

]
Ô Ëq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸ià[Â�º�É ¼iÀbÂ8À
È�Àb¸iÂ�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀ Ï É Ã ¾ À
È PL(A, b, c) º�À ÏÊjË ¾ xs

Bs
> 0 Ì ¾ Ãjº�ÓK¸ ∀j ∈ {1, . . . , p}, ∃θj > 0 º�À Ï ÊjË ¾

x =

[
xs

Bs

xs
Ns

]
− θj

[
B−1

s Nsej

−ej

]
≥ 0,

É ´ ¾ ´ Ì8º�À Ï ÊjË ¾ x ∈ S ÌqÂ ¾�Ï ¸�ÊjË ¾
cT x = cT xs − θj(cBsB−1

s Nsej − (cNs )j) = cT xs − θj(zj − (cNs )j).[ ¾ Ã8¿�¸ ¾ ¼ Á ¸[Ãjº�ÀbÊjË ¾ Ìq¿ ¾ À Á ¸KÈ�¿�¸ Á ¸[¼�À=ÛqÉ Â�àKº ¾�½!¾ Ì cT x ≥ cT xs Ìq¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾
zj − (cNs )j ≤ 0 ∀j ∈ {1, . . . , p}.

ú ´ ä ËqÂ�¸[Ã8¿�¸bÊjË ¾ ∃j ∈ {1, . . . , p} º�À Ï ÊjË ¾ zj − (cNs)j > 0 ¾ B−1
s Nsej ≤ 0 Ì ∀θj ≥ 0

x =

[
xs

Bs

xs
Ns

]
− θj

[
B−1

s Nsej

−ej

]
≥ 0 ¾ cT x = cT xs − θj(zj − (cNs)j).

ä ¾ θj →∞
Ì ¾ Ãjº�ÓK¸ cT x = cT xs − θj(zj − (cNs )j)→ −∞ ¾ ¸�Â�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀ Ï É Ã ¾ À
Èp¿ ¾¼�É ÃqÉ ¼�É ãWÀKÒWÓK¸bÃ8À2â¡¸KÈ�¼iÀ=Â8À[¿oÈ�ÓK¸ Ù Z Õ Ç Ì ¹ÎÌ Á
× Ã8ÓK¸=º ¾ ¼øà[Â�º�É ¼�¸2Ñ8ÃqÉ º�¸ ´û ´ ä ¾ Ä!À j ∈ {1, . . . , p} Ì�º�À Ï ÊjË ¾ zj − (cNs )j > 0 Ì ¾2½ ËqÂ�¸[ÃqÛ8À�ÊjË ¾ B−1

s Nsej
º ¾ ¼ÜÂ ¾�Ï ¸¼ ¾ Ãq¸ ½ Ëq¼iÀ2¿qÀ ½l½ Ë8À ½lÁ ¸[¼�Â�¸[Ã ¾ Ãjº ¾�½ Â�¸ ½ É º�É Í[ÀoÌ ¾ Ãjº�ÓK¸�ÌqÂ8À
È�À

θj = min
1≤i≤m

{
(xBs)i

(B−1
s Nsej)i

: (B−1
s Nsej)i > 0} =

(xB)q

(B−1
s Nsej)q

¾ x =

[
xs

Bs

xs
Ns

]
− θj

[
B−1

s Nsej

−ej

] ÌX¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾ x ≥ 0 ÕGÂ�¸KÈ�ÊjËq»
á × Ì cT x ≥ cT xs

ÕGÂ�¸KÈ�ÊjËq»
á ×�¾ x Á ¸[Ãjº�É ÃoË8À5À ½!¾ È�Ëq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸7¹8Ø ½ É Á À7À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï ÌÎËq¼iÀ�Í ¾ ãbÊjË ¾ À q µÔ�½ É ¼iÀ Á ¸[¼�Â�¸[Ã ¾ Ãjº ¾ ¿ ¾ x Ô ÃoË Ï ÀbÕGÂ�¸KÈ�ÊjËq»
á ×�¾ À ½ È ¾�½ º�ÀKÃjº ¾�½AÁ ¸[¼�Â�¸[Ã ¾ Ãjº ¾�½ Ã8ÓK¸f¹8Ø ½ É Á À ½¿ ¾ xs Ì Á ¸[¼ ¾kß�Á�¾ Â�ÒWÓK¸i¿qÀ j µQÔ�½ É ¼iÀ�ÊjË ¾ ÀKÆ[¸KÈ�À=º ¾ ¼ø¸�Í[À Ï ¸KÈ θj
Ì Á ¸[Ãjº�É ÃoË8ÀK¼�À ½!¾ È�Ã8ÓK¸¹8Ø ½ É Á À ½ Â8À
È�À x ´ Z ¸[Æ[¸�Ì ½ Ëq¹ ½ º�É º�ËqÉ Ã8¿�¸�Ã8À ½ Ëq¹q¼iÀ
º!È�É ã'¹8Ø ½ É Á À Bs

À q µQÔ�½ É ¼iÀ Á ¸ Ï ËqÃ8ÀÂ ¾�Ï À j µQÔ�½ É ¼iÀ Á ¸ Ï ËqÃ8Àf¿ ¾ Ns
ÌL¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾ Ëq¼iÀ�¼iÀ
º!È�É ã Bs+1

ÊjË ¾IÁ ¸[Ãjº�É ÃoË8ÀfÀ ½!¾ È�¹8Ø ½ É Á ÀÕ Á ¸[¼�¸ ¾kß�¾ È Á�Ö Á É ¸�ÌqâGÀKÒWÀ�À=Â�È�¸
Í[À=¿ ¾�½ º�À=ñ Ï º�É ¼iÀ=À
ÑqÈ�¼iÀKÒWÓK¸ × ´
ä ¾ Æ[Ë ¾kµQ½!¾ Àb¿ ¾�½!Á È�É ÒWÓK¸bâ¡¸KÈ�¼iÀ Ï Õ�À Ï Æ[¸KÈ Ö º�¼�É Á À × ¿�¸b¼ Ô º�¸o¿�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß ´
•
Ç Ï Æ[¸KÈ�É º�¼�¸'ÕG¼ Ô º�¸o¿�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß8× ´
¶ ´ ç ¾ º ¾ È�¼�É Ã8À
ÈfËq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸¨¹8Ø ½ É Á À'À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï É ÃqÉ Á É À Ï | Ì x0 =

[
x0

B

x0
N

] Õ ¾ ÌÎÂ�¸KÈ
Á ¸[Ã ½!¾ Æ[ËqÉ Ãjº ¾ Ì�Ëq¼iÀb¹8À ½!¾ É ÃqÉ Á É À Ï B0

ÌÎêiÊjË8À Ïu¾�½ º�Ø5À ½!½ ¸ Á É À[¿�¸'¸ Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸7¿ ¾2Ö Ã µ¿�É Á�¾�½ ¹8Ø ½ É Á ¸ ½ IB0 ¾ Ã8ÓK¸�¹8Ø ½ É Á ¸ ½ JN0
= {1, . . . , n} \ IB0

= {j1, . . . , jp} × ÌÁ ¸[Ã ½ º!È�ËqÉ È�¸=È ¾�½ Â ¾�Á º�É ÍL¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß È ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸| `XF�c M BD@KUL@WF�JLFDJjd�g cfC O BDCXJ[B N g N e�d�UL@WF�mjd�PDd�dlULC!BDC�PQc N O d�S�T�@pULCXJLc�dlFD@Wg JLS�T�@�ajr�F N R�d�d�ULc N FDFD� Y C�gN OLN R N d�g ¢ c M BD@KUL@pUjd�FAULJjd�F3w¡d�FDC�F3CIc M BD@KUL@pUL@]\Qa N � E�^+_D£ÎFDC�PDT�@�d�g Y @pULCIC�FQBDJLUL@pc�d N F3d�U N d O BDCW\



ã ¹�wb�à�K����o>mp�ûk®��oN�®����æ)���£ÑÃ#)ÎK�®�&%vo � ã
xj1 . . . xjk

. . . xjp

xB0
B

−1
0 N0 B

−1
0 b

z1 − cj1 . . . zk − cjk
. . . zp − cjp cB0

B−1
0 b

¸[Ã8¿ ¾ [z1 − cj1 , . . . , zp − cjp ] = cB0
B−1

0 N0 − cN0

Ì�âGÀKã ¾ È s = 0 ¾ Â8À ½!½ À
È�À ù ´ù ´ ä ¾ ¸bÂ�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ Ô ¿ ¾Õ�À ×  +õ#$nò� 
ò *Xõ����Iô Ì3¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8À
È zk − cjk
= min{zr − cjr : jr ∈ JNs} ¾i½!¾

zk − cjk
≥ 0 ¾ Ãjº�ÓK¸ ä [ í Ù Õ�À ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸ ¹8Ø ½ É Á À�À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�ÏpÁ ¸KÈ!È ¾ Ãjº ¾ëÔà[Â�º�É ¼iÀ ×X½!¾ Ã8ÓK¸�Â8À ½!½ À
È�À ú ´ÕG¹ ×  
ò��]ò� 
ò *Xõ����Iô Ì�¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8À
È zjk

− cjk
= max{zji

− cji
: ji ∈ JNs} ¾b½!¾

zjk
− cjk

≤ 0 ¾ Ãjº�ÓK¸ ä [ í Ù Õ�À ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸¦¹8Ø ½ É Á À¦À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�ÏlÁ ¸KÈ!È ¾ Ãjº ¾¨Ôà[Â�º�É ¼iÀ ×X½!¾ Ã8ÓK¸�Â8À ½!½ À
È�À ú ´ú ´ ä ¾ B−1
s ajk

≤ 0 ¾ Ãjº�ÓK¸ ä [ í Ù ÕG¸ëÂ�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ;Ã8ÓK¸;º ¾ ¼ìà[Â�º�É ¼�¸;Ñ8ÃqÉ º�¸ ×�½!¾ Ã8ÓK¸Â8À ½!½ À
È�À û ´û ´få ÀKã ¾ Ã8¿�¸ yk = B−1
s ajk

Ì8¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8À
È q º�À Ï ÊjË ¾
(B−1

s b)q

yqk

= min
1≤i≤m

{
(B−1

s b)i

yik

: yik > 0}

¾ Â8À ½!½ À
È�À ü ´ü ´ Ç Á º�Ë8À Ï É ãWÀ
Èp¸5ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß Ì�º�¸[¼iÀKÃ8¿�¸�Â8À
È�À=ïDÂqÉ ÍL¸Kº!ð yqk
ÌqâGÀKã ¾ È s = s + 1 ¾ÍL¸ Ï º�À
È�À ù ´

• å É ¼�¿�¸�À Ï Æ[¸KÈ�É º�¼�¸ ´í Á È�É º Ô È�É ¸7¿ ¾2¾�½!Á ¸ Ï Û8À7¿qÀ Á ¸ Ï ËqÃ8ÀiÂqÉ ÍL¸Kº�À Ï À[¿�¸[Â�º�À[¿�¸iÃ ¾�½ º ¾ À Ï Æ[¸KÈ�É º�¼�¸�ÕG¸5ÊjË8À Ï ¿ ¾�Á ¸KÈ!È ¾¿�¸ ½�Á Ø Ï Á Ë Ï ¸ ½ ¿�¸5Â8À ½!½ ¸ ù ×�Ô=Á ¸[ÃqÛ ¾�Á É ¿�¸5Â�¸KÈ Á È�É º Ô È�É ¸'¿ ¾ ç ÀKÃjº�ã�É Æ ¾=Á ¸KÈ!È ¾�½ Â�¸[Ã8¿ ¾ ê ¾�½!Á ¸ Ï Û8À¿�¸=Í ¾�Á º�¸KÈ�¿ ¾ ¿ ¾�½!Ï ¸ Á ÀK¼ ¾ Ãjº�¸ Á ¸[¼�º�À ß Àb¿ ¾ Í[À
È�É ÀKÒWÓK¸i¿qÀ2â¡ËqÃqÒWÓK¸b¸[¹oÄ ¾�Á º�É ÍL¸�¼iÀKÉ ½ âGÀWÍL¸KÈ�ØWÍ ¾�Ï ´`La ��1bdc 	e�������8f õ & õTò � ïWîió & õ & õSõ ÿ�� ò��iõ����Iô��Qñjîióañ�õ � 'Iô & òYó� +ô�.L�nõ� +ônî & ñjî�ô � �?ñ & ô�îAñ�'nïWò��]óañÿ�& ô(' & õ� +õ � ò���ñ¾õ & �QñI 
ò��]ò� 
ò *Xõ����Iô9��õ , ô &  +õ ÿ õ-� & �IôgB
min cT xî ; õ ; Ax = b

x ≥ 0 .
ô����Qñ cT = [15, 30, 40, 10, 10, 10] . A =




1 0 0 −1 0 0
0 1 0 1 −1 0
0 0 1 0 1 −1



 ñ b =




10.000
20.000
25.000



 ;
h 	�c�iUX�Y�	 ´ Ú ¸[Ã ½ É ¿ ¾ È�ÀKÃ8¿�¸ x0 = (10.000, 20.000, 25.000, 0, 0, 0)T Ì Á ¸[¼�¸ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸(¹8Ø ½ É Á ÀÀ[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï É ÃqÉ Á É À Ï Õ�êfÊjË8À Ïq¾�½ º�ØfÀ ½!½ ¸ Á É À[¿qÀ2À ½ Ëq¹q¼iÀ
º!È�É ãl¹8Ø ½ É Á À B = I × Ì[¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾ ¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸½ É ¼�Â Ï ¾kß È ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸

x4 x5 x6

x1 µ�¶ · · ¶ · ´ ·[·[·
x2 ¶ µ�¶ · ù · ´ ·[·[·
x3 · ¶ µ�¶ ù[ü ´ ·[·[·ü · µ ü · ¶ ´ þ[ü · ´ ·[·[·
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j ¼iÀpÍ ¾ ã�ÊjË ¾ ÌLÂ�¸KÈIÀKÂ Ï É Á ÀKÒWÓK¸b¿�¸fÂ8À ½!½ ¸ ù Õ�¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8ÀKÒWÓK¸�¿�¸ max{z1− c4, z2− c5, z3−

c6} × Ì ½!¾ ¸[¹�º Ô ¼ 5 = max{5, 0,−50} ¾ ÌA¿qÀ[¿�¸ëÊjË ¾ À ½bÁ ¸[Ã8¿�É Ò�Ý ¾�½ ¿�¸;Â8À ½!½ ¸ ú Ã8ÓK¸ ½!¾ Í ¾kµÈ�É Ñ Á ÀK¼ ÕGÉ ´ ¾ ´ ÌuÃ ¾ ¼0º�¸o¿qÀ ½ À ½2Á ¸[¼�Â�¸[Ã ¾ Ãjº ¾�½ ¿qÀ 1a Á ¸ Ï ËqÃ8À'¿�¸¨ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ ÓK¸¨Ã8ÓK¸¨Â�¸ ½ É º�É Í[À ½�× ÌÂ�¸KÈ'ÀKÂ Ï É Á ÀKÒWÓK¸(¿�¸éÂ8À ½!½ ¸ û ÌIÀ ¾�½!Á ¸ Ï Û8À�¿�¸�ïDÂqÉ ÍL¸Kº!ð7È ¾�Á ÀKÉ ½ ¸[¹�È ¾ ¸ Á ¸ ¾ Ñ Á É ¾ Ãjº ¾ À ½!½ É Ã8À Ï À[¿�¸Á ¸[¼ÞËq¼ ¹�¸KÈ�¿�¸�Ì�¸[Ë ½!¾ Ä!ÀoÌ�¸ ÊjË ¾�½!¾ ¸[¹�º Ô ¼ ¿�¸ Á È�ËqãWÀK¼ ¾ Ãjº�¸(¿qÀ 2a Ï É ÃqÛ8À�Õ Ï É ÃqÛ8À ÂqÉ ÍL¸ µº�À Ï ×iÁ ¸[¼ÞÀ 1a Á ¸ Ï ËqÃ8À Õ Á ¸ Ï ËqÃ8À¦ÂqÉ ÍL¸Kº�À Ï × ¿�¸ ÊjË8À[¿oÈ�¸ ´ Ú ¸[¼�¸ Á ¸[Ã ½!¾ ÊjËq»�Ã Á É ÀoÌ�ÀKÂ�à ½ À�À Ákµº�Ë8À Ï É ãWÀKÒWÓK¸�ÌI¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾ ¸¦ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß À ½!½ ¸ Á É À[¿�¸(ê ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸�¹8Ø ½ É Á À¦À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï x1 =
(30.000 , 0 , 25.000 , 20.000 , 0 , 0)T Ì

x2 x5 x6

x1 ¶ µ�¶ · ú · ´ ·[·[·
x4 ¶ µ�¶ · ù · ´ ·[·[·
x3 · ¶ µ�¶ ù[ü ·[·[·µ ü ü µ ü · ¶ ´ ýLü · ´ ·[·[·

Ç Â Ï É Á ÀKÃ8¿�¸�Ãq¸
Í[ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ ¸ ½ Â8À ½!½ ¸ ½ ù Ì ú ¾ û Ìj¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾ À 2a Á ¸ Ï ËqÃ8À Á ¸[¼�¸ Á ¸ Ï ËqÃ8À�ÂqÉ ÍL¸Kº�À Ï¾ À 3a Ï É ÃqÛ8À Á ¸[¼�¸ Ï É ÃqÛ8À2ÂqÉ ÍL¸Kº�À Ï ´qÙ È�¸ Á�¾ ¿ ¾ Ã8¿�¸�ê=À Á º�Ë8À Ï É ãWÀKÒWÓK¸i¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8À[¿qÀ�Â ¾�Ï ¸=Â8À ½!½ ¸ ü Ì¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾ ¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß à[Â�º�É ¼�¸
x2 x3 x6

x1 ¶ ¶ µ�¶ ü[ü ´ ·[·[·
x4 ¶ ¶ µ�¶ û ü ´ ·[·[·
x5 · ¶ µ�¶ ù[ü ´ ·[·[·µ ü µ ü µ û ü ¶ ´ ü[ù[ü ´ ·[·[·

¸�ÊjË8À Ï ¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8ÀoÌ Á ¸[¼�¸ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸�à[Â�º�É ¼iÀ2Â8À
È�À=¸bÂ�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀ Ï É Ã ¾ À
È ¾ ¼ ¾�½ º�Ë8¿�¸�Ì8À ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸

x∗ =




55.000
0
0

45.000
25.000

0




.

ä ¾ Ãq¸5ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß à[Â�º�É ¼�¸ ¾kß É ½ º�É ÈWÌ�Ã8À Ï É ÃqÛ8Ài¿ ¾2Á Ë ½ º�¸ ½ È ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸ ½ Ì�Ëq¼ìÕG¸[Ë¨¼iÀKÉ ½�×Á ¸ ¾ Ñ Á É ¾ Ãjº ¾ Õ ½�× ÃoË Ï ¸qÕ ½�× Ì ¾ Ãjº�ÓK¸'À ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸'à[Â�º�É ¼iÀiÃ8ÓK¸ Ô ñqÃqÉ Á ÀëÕ ¾kß É ½ º ¾ ¼ ½ ¸ Ï ËqÒ�Ý ¾�½ à[Â�º�É ¼iÀ ½À Ï º ¾ È�Ã8À
º�É Í[À ½�× ´ Ú ¸[¼ ¾ â ¾ É º�¸�Ì ½ ËqÂ�¸[ÃqÛ8ÀbÊjË ¾ ¸iÊjË8À[¿oÈ�¸iÀ ½!¾ Æ[ËqÉ È ½!¾ È ¾ â ¾ È ¾ ÀbËq¼øÂ�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀb¿ ¾¼�É ÃqÉ ¼�É ãWÀKÒWÓK¸ ¾ ÊjË ¾ À ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸�¹8Ø ½ É Á À Á ¸KÈ!È ¾ Ãjº ¾fÔ à[Â�º�É ¼iÀ ´ Ç ¿�É Á É ¸[Ã8À Ï ¼ ¾ Ãjº ¾ Ìq¿ ¾ Ãq¸Kº�ÀKÃ8¿�¸b¸ ½Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸ ½ ¿ ¾�Ö Ã8¿�É Á�¾�½ ¹8Ø ½ É Á ¸ ½3¾ Ã8ÓK¸�¹8Ø ½ É Á ¸ ½ Â�¸KÈ JB ¾ JN = {j1, . . . , jp}
Ì
È ¾�½ Â ¾�Á º�É Í[ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ ÌÁ ¸[Ã ½ É ¿ ¾ È ¾ ÊjË ¾ ∃jk ∈ JN

Ì�º�À Ï ÊjË ¾ zk − cjk
= 0 ´

xj1 . . . xjk
. . . xjp

xB B
−1

N B
−1

b

z1 − cj1 . . . zk − cjk
. . . zp − cjp cBB−1b

ä ¾ B−1b > 0 Ì ¾ Ãjº�ÓK¸=âGÀKã ¾ Ã8¿�¸ x =

[
B−1b

0

]
− θk

[
yk

−ek

] Ìq¸[Ã8¿ ¾ yk = B−1ajk ¾

θk =

{
µ, ½!¾ {yik : yik > 0 ∧ 1 ≤ i ≤ m} = ∅

min1≤i≤m{
(B−1b)i

yik
: yik > 0}, Ãq¸ Á À ½ ¸ Á ¸[Ãjº!È�Ø
È�É ¸�Ì



ã ¹�wb�à�K����o>mp�ûk®��oN�®����æ)���£ÑÃ#)ÎK�®�&%vo ���
¸[Ã8¿ ¾ µ Ô Ëq¼ ¾�½!Á À Ï À
ÈXÂ�¸ ½ É º�É ÍL¸fÀ
È�¹qÉ º!È�À
È�É ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ ÆKÈ�ÀKÃ8¿ ¾ Ì[Í ¾ ¼ ÊjË ¾ x Ô Ëq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸�¿�É ½ º�É Ãjº�À¿qÀ�â¡¸KÈ�Ã ¾�Á É ¿qÀbÂ ¾�Ï ¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß à[Â�º�É ¼�¸ ¾fÔ º�À Ï ÊjË ¾

cT x = cT

[
B−1b

0

]
− θkcT

[
yk

−ek

]
= cBB−1b− θk(zk − cjk

) = cBB−1b

ÕGËq¼iÀ�Í ¾ ãfÊjË ¾ zk − cjk
= 0 × Ì8¸[Ë ½!¾ Ä!ÀoÌ Ô º�ÀK¼=¹ Ô ¼�à[Â�º�É ¼iÀ ´è ¾ È�É Ñ Á À µQ½!¾ ÀKÉ Ã8¿qÀ;ÊjË ¾ ÊjË8À Ï ÊjË ¾ È Á ¸[¼=¹qÉ Ã8ÀKÒWÓK¸ Ï É Ã ¾ À
È Á ¸[ÃoÍ ¾kß À¨¿ ¾ ¿�É â ¾ È ¾ Ãjº ¾�½=½ ¸ Ï ËqÒ�Ý ¾�½à[Â�º�É ¼iÀ ½IÔ Ëq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸ià[Â�º�É ¼iÀ ´

�pôj�Iô Y õ
9VUW9<;>X$5A3CBD�l�)JZ@C9lk6XSBG=£J:~4k6�l�)JGQ+mD=?5A{lBEBD@6X$5A=?=�n87:91~'5A365po{V5IBD~
è ÀK¼�¸ ½ ÀKÆ[¸KÈ�À�ÀKÃ8À Ï É ½ À
ÈiÀ Ï Æ[Ëq¼iÀ ½ â¡¸KÈ�¼iÀ ½ ¿ ¾ Ë Ï º!È�ÀKÂ8À ½!½ À
Èi¸�Õ ¾ ¼ìÆ ¾ È�À Ï × ¿ ¾�½!Á ¸[ÃqÛ ¾�Á É ¼ ¾ Ãjº�¸¿ ¾ Ëq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸7¹8Ø ½ É Á À7À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï É ÃqÉ Á É À Ï ´ Ú ¸[¼ ¾ â ¾ É º�¸�Ì ¾ ¼=¹�¸KÈ�À ¾ ¼0ÊjË8À Ï ÊjË ¾ ÈpÂ�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀÏ É Ã ¾ À
È2À5È ¾ Æ[É ÓK¸¨À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï Â�¸ ½!½ À5º�¸[¼iÀ
È�À5â¡¸KÈ�¼iÀ S′ = {x ∈ R

n : Ax ≤ b, x ≥ 0} ¾ ÀÂ8À
È!º�É È�¿ ¾�Ï ÀoÌ�À Á È ¾�½!Á�¾ Ãjº�ÀKÃ8¿�¸�À ½ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ ¿ ¾ ¿ ¾�½ ÍoÉ ¸�Ì8À2â¡¸KÈ�¼iÀ
S′′ = {

[
x
s

]
∈ R

n+m : [A, I]

[
x
s

]
= b, x, s ≥ 0}

¿qÀbÊjË8À Ï Ì Á ¸[¼�âGÀ Á É Ï É ¿qÀ[¿ ¾ Ì ½!¾ È ¾ º�É È�ÀbÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸�¹8Ø ½ É Á À�¿ ¾ Ñ8ÃqÉ ¿qÀ=Â�¸KÈ x = 0 ¾ s = b Ì ¾kß É ½ º ¾ ¼¼=ËqÉ º�À ½p½ É º�Ë8ÀKÒ�Ý ¾�½ ¸[Ã8¿ ¾ À Ï Æ[Ëq¼iÀ ½ ¿qÀ ½fÁ ¸[¼�Â�¸[Ã ¾ Ãjº ¾�½ ¿ ¾ b ½ ÓK¸'Ã ¾ ÆLÀ
º�É Í[À ½ Ì�Â ¾�Ï ¸'ÊjË ¾
[

0
b

]

Ã8ÓK¸ Ô À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï Â8À
È�À S′ ´Ç ½ º Ô�Á ÃqÉ Á À ½ ÊjË ¾ Í[ÀK¼�¸ ½ ÀKÃ8À Ï É ½ À
ÈAÂ8À
È�À�Ë Ï º!È�ÀKÂ8À ½!½ À
ÈA¸p¿ ¾�½!Á ¸[ÃqÛ ¾�Á É ¼ ¾ Ãjº�¸�¿ ¾ Ëq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸¹8Ø ½ É Á À�À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï Â8À
È�ÀpËq¼ Â�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀ Ï É Ã ¾ À
ÈI¿ ¾ ¼�É ÃqÉ ¼�É ãWÀKÒWÓK¸pÃ8À�â¡¸KÈ�¼iÀpÂ8À[¿oÈ�ÓK¸�ÌjÉ ´ ¾ ´ ÌjÂ8À
È�À¸bÂ�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀ Ï É Ã ¾ À
È
PL(A, b, c) min{cT x : x ∈ S},

Á ¸[¼ S = {x ∈ R
n : Ax = b, x ≥ 0} Ì A ∈ R

m×n ¾ r(A) = m Ì�¿ ¾�½ É Æ[Ã8ÀK¼ µQ½!¾ Â�¸KÈ  "!jó&ô#�Iô�Iõnî:�nï]õnî , õnîAñjî ¾  "!jó&ô#�Iô8�IôOq�0�ò '�Q�rts ´u Ë8À Ï ÊjË ¾ È3¿ ¾�½ º ¾�½ ¿�¸[É ½ ¼ Ô º�¸o¿�¸ ½�¾kß É Æ ¾ ÊjË ¾X½!¾ º!È�ÀKÃ ½ â¡¸KÈ�¼ ¾ ¸ ½ É ½ º ¾ ¼iÀ Ax = b Â8À
È�À�ÊjË ¾A½!¾º ¾ ÃqÛ8À b ≥ 0 ÕGÂ8À
È�Àf¸2ÊjË ¾ ¹8À ½ º�À�¼=Ë Ï º�É Â Ï É Á À
ÈWÌoÀ[¿ ¾ ÊjË8À[¿qÀK¼ ¾ Ãjº ¾ Ì Á À[¿qÀfËq¼iÀf¿qÀ ½X¾ ÊjË8ÀKÒ�Ý ¾�½ ¿�¸½ É ½ º ¾ ¼iÀ=Â�¸KÈ ¶ ¸[Ë µ�¶
×�¾ ÊjË ¾p½!¾ À Á È ¾�½!Á�¾ Ãjº ¾ ¼�Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ À
È!º�É Ñ Á É ÀKÉ ½ Ì xa
Ì8¿ ¾ ¼�¸o¿�¸�À=¸[¹�º ¾ È µQ½!¾À2È ¾ Æ[É ÓK¸

Sxa = {x ∈ R
n, xa ∈ R

m, Ax + xa = b, x, xa ≥ 0}.í È ¾�Á Ë�È ½ ¸5ÀbÍ[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ À
È!º�É Ñ Á É ÀKÉ ½ Â8À
È�ÀiÀb¸[¹�º ¾ ÃqÒWÓK¸5¿ ¾ Ëq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸5À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï É ÃqÉ Á É À Ï â¡¸[ÉÂqËq¹ Ï É Á À[¿�¸�ÌqÂ ¾�Ï À=Â�È�É ¼ ¾ É È�À2Í ¾ ã[Ì ¾ ¼�Õ ç ÀKÃjº�ã�É Æ�Ì ¶#v ü ¶
× ´
�Zä£k®o<qsoùqs�K�«qsrs�K�T�ø�K�®�?�
Ú ¸[¼ ¾�½ º ¾ ¼ Ô º�¸o¿�¸�ÌuÀ5È ¾�½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸ë¿�¸7Â�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀ Ï É Ã ¾ À
È=¿ ¾ ¼�É ÃqÉ ¼�É ãWÀKÒWÓK¸'Ã8À5â¡¸KÈ�¼iÀ7Â8À[¿oÈ�ÓK¸
PL(A, b, c) ¿�É ÍoÉ ¿ ¾kµQ½!¾p¾ ¼�¿�Ë8À ½ âGÀ ½!¾�½ Ì�À ½ ÀK¹ ¾ ÈWÌ8À2âGÀ ½!¾:w�¾ À2âGÀ ½!¾:w%w ´
•
Çyx ��TW��z Á ¸[Ã ½ É ½ º ¾ Ã8À�È ¾�½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸5¿�¸=Â�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀ Ï É Ã ¾ À
ÈpÀKË ß É Ï É À
È æ

min{eT xa :

[
x
xa

]
∈ Sxa},



� " �Zä£k®o<qso�å<����æ)���£Ñ��çÌÍ����rs���K�!è'�Wmp���Kjlk®�?�
¸[Ã8¿ ¾ eT xa =

∑m

j=1 xaj
´ ä ¾ ¸pÍ[À Ï ¸KÈAà[Â�º�É ¼�¸ Ô Â�¸ ½ É º�É ÍL¸�Ì[É ½!½ ¸ ½ É Æ[ÃqÉ Ñ Á ÀpÊjË ¾ Ã8ÓK¸ ¾kß É ½ º ¾

x ≥ 0 º�À Ï ÊjË ¾ Ax = b Õ�¿qÀ[¿�¸7ÊjË ¾2½!¾ Ëq¼Üº�À Ï x ¾kß É ½ º�É ½!½!¾ Ì ¾ Ãjº�ÓK¸
[

x
0

]
½!¾ È�É À5Ëq¼iÀ

½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸'À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï Â8À
È�À ¾�½ º ¾ Â�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀiÀKË ß É Ï É À
ÈWÌ�Â8À
È�ÀiÀiÊjË8À Ï Àbâ¡ËqÃqÒWÓK¸i¸[¹oÄ ¾�Á º�É ÍL¸º�¸[¼iÀ
È�É Àë¸�Í[À Ï ¸KÈiÃoË Ï ¸ × ´ ä ¾ ¸�Í[À Ï ¸KÈ�à[Â�º�É ¼�¸ Ô ÃoË Ï ¸�Ì ¾ Ãjº�ÓK¸ë¸�Â�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀ Ï É Ã ¾ À
È5¿ ¾¼�É ÃqÉ ¼�É ãWÀKÒWÓK¸�Ã8Àpâ¡¸KÈ�¼iÀ�Â8À[¿oÈ�ÓK¸ PL(A, b, c) À[¿�¼�É º ¾ Ëq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸2¹8Ø ½ É Á À2à[Â�º�É ¼iÀf¿qÀâ¡¸KÈ�¼iÀ [
x1

0

]
, Â ¾�Ï ¸�ÊjË ¾p¾�½ º ¾ Â�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀ ÔfÁ ¸[Ã ½ É ½ º ¾ Ãjº ¾ ´

•
Ç{x ��TW�|z#z Á ¸[Ã ½ É ½ º ¾ë¾ ¼ È ¾�½ ¸ Ï Í ¾ È'¸�Â�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀ Ï É Ã ¾ À
È¨¿ ¾ ¼�É ÃqÉ ¼�É ãWÀKÒWÓK¸�Ã8À�â¡¸KÈ�¼iÀÂ8À[¿oÈ�ÓK¸ PL(A, b, c) Ìoº�¸[¼iÀKÃ8¿�¸2Â8À
È�À ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸b¹8Ø ½ É Á ÀbÀ[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï É ÃqÉ Á É À Ï À ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸ x1¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8À[¿qÀbÃ8À=âGÀ ½!¾�w Ì8Â�¸o¿ ¾ Ã8¿�¸iÀKÂ�È�¸
Í ¾ É º�À
È µQ½!¾ ¸iÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß à[Â�º�É ¼�¸i¿qÀ=âGÀ ½!¾w Â8À
È�À=Â�È�¸ ½!½!¾ Æ[ËqÉ È Á ¸[¼�À2âGÀ ½!¾:w%w ´ò ¸ Á À ½ ¸¦¿ ¾ ÌXÃq¸�Ñ8Ã8À Ï ¿qÀëâGÀ ½!¾}w Ì�ÀKÂ ¾�½ À
È7¿�¸éÍ[À Ï ¸KÈ5à[Â�º�É ¼�¸ ½!¾ È5ÃoË Ï ¸�Ì ¾kß É ½ º�É È5Ëq¼iÀÕG¸[Ë ¼iÀKÉ ½�× Í[À
È�É ØWÍ ¾�Ï ÕGÍ[À
È�É ØWÍ ¾ É ½�× À
È!º�É Ñ Á É À Ï Õ�À
È!º�É Ñ Á É ÀKÉ ½�× Ã8À¦¹8À ½!¾ ÌIÂ8À
È�À�À�Õ ½�× È ¾ º�É È�À
ÈÕGÃq¸ Á À ½ ¸7¿ ¾=½!¾ È ¾ ¼ÐÍ[Ø
È�É À ½ ¸5Â�È�¸ Á�¾ ¿�É ¼ ¾ Ãjº�¸5¿ ¾ Í ¾ È ¾ Â ¾ º�É È µQ½!¾ Â8À
È�À Á À[¿qÀiËq¼iÀ�¿ ¾�Ï À ½�×¹8À ½ º�À7Â�È�¸ Á�¾ ¿ ¾ È=ê ½ ¸[Â ¾ È�ÀKÒ�Ý ¾�½ ¿ ¾ ÂqÉ ÍL¸Kº�ÀKÒWÓK¸�ÌÎº�¸[¼iÀKÃ8¿�¸7Â8À
È�À Ï É ÃqÛ8À7ÂqÉ ÍL¸Kº�À Ï À Ï É ÃqÛ8ÀÊjË ¾�Ï Û ¾pÁ ¸KÈ!È ¾�½ Â�¸[Ã8¿ ¾p¾ Â8À
È�À Á ¸ Ï ËqÃ8À2ÂqÉ ÍL¸Kº�À Ï Ëq¼iÀ2¿ ¾�¾ Ãjº!È ¾ À ½IÁ ¸ Ï ËqÃ8À ½ À ½!½ ¸ Á É À[¿qÀ ½ ÀÍ[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ Ã8ÓK¸�À
È!º�É Ñ Á É ÀKÉ ½X¾ Ã8ÓK¸f¹8Ø ½ É Á À ½XÁ ¸[¼ Á ¸[¼�Â�¸[Ã ¾ Ãjº ¾ Ã8ÓK¸pÃoË Ï ÀpÃ8À Ï É ÃqÛ8À�ÂqÉ ÍL¸Kº�À Ï ´ò ¾�½ º ¾XÁ À ½ ¸�ÌKÀ ¾ Í ¾ Ãjº�Ë8À Ï É ¿qÀ[¿ ¾ ¿�¸�ïDÂqÉ ÍL¸Kº!ð ½!¾ È�Ã ¾ ÆLÀ
º�É ÍL¸lÃ8ÓK¸ Á ÀKË ½ À�ÊjË8À Ï ÊjË ¾ È�Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀoÌËq¼iÀ¨Í ¾ ã5ÊjË ¾ À ½ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ ¹8Ø ½ É Á À ½ Ã8ÓK¸ëÃoË Ï À ½ Â ¾ È�¼iÀKÃ ¾�Á�¾ ¼ É Ã8À Ï º ¾ È�À[¿qÀ ½�¾ À ½ ÊjË ¾ÍoÉ ¾ È ¾ ¼~À ¾ Ãjº!È�À
ÈXÂ8À
È�À�Àf¹8À ½!¾ º�¸[¼iÀK¼�¸�Í[À Ï ¸KÈXÃoË Ï ¸ ´ ò ¸ Á À ½ ¸2¿ ¾l¾kß É ½ º�É È�Ëq¼iÀ�¸[Ë�¼iÀKÉ ½Ï É ÃqÛ8À ½ À ½!½ ¸ Á É À[¿qÀ ½ À'Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ À
È!º�É Ñ Á É ÀKÉ ½ ¹8Ø ½ É Á À ½ Õ Á ¸[¼ìÍ[À Ï ¸KÈbÃoË Ï ¸ × È ¾�Ï À
º�É Í[ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ê ½ ÊjË8ÀKÉ ½ Ã8ÓK¸ Ô Â�¸ ½!½!Ö Í ¾�Ï ¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8À
È=ÂqÉ Í-~ ½ Õ Á ¸ ¾ Ñ Á É ¾ Ãjº ¾�½ Ã8ÓK¸;ÃoË Ï ¸ ½�× À ½!½ ¸ Á É À[¿�¸ ½ ÀÍ[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ Ã8ÓK¸�À
È!º�É Ñ Á É ÀKÉ ½5¾ Ã8ÓK¸é¹8Ø ½ É Á À ½ ÌXº�À Ï�½ É Æ[ÃqÉ Ñ Á À¦ÊjË ¾ À ½ È ¾�½ º!È�É Ò�Ý ¾�½ ÊjË ¾'Ï Û ¾�½Á ¸KÈ!È ¾�½ Â�¸[Ã8¿ ¾ ¼ ½ ÓK¸�È ¾ ¿�ËqÃ8¿qÀKÃjº ¾�½ ÕG¸[Ë ½!¾ Ä!ÀoÌ ½ ÓK¸ Á ¸[¼=¹qÉ Ã8ÀKÒWÓK¸ Ï É Ã ¾ À
Èl¿qÀ ½ ¸[Ë�º!È�À ½�× ÌoÂ ¾�Ï ¸ÊjË ¾ Â�¸o¿ ¾ ¼ ½!¾ ÈlÈ ¾ º�É È�À[¿qÀ ½ ¿�¸=Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ ½!¾ ¼øÊjË ¾ É ½!½ ¸�À
â ¾�Á º ¾ À�È ¾�½ Â ¾�Á º�É Í[À�È ¾ Æ[É ÓK¸�¿ ¾À[¿�¼�É ½!½ É ¹qÉ Ï É ¿qÀ[¿ ¾ ´ Ú ¸[¼ ¾ â ¾ É º�¸�Ì ½ ËqÂ�¸[ÃqÛ8À µQ½!¾ ÊjË ¾ ξB = [ξ1, ξ2, ..., ξq]

T Ô ¸ q µ ËqÂ Ï ¸5¿ ¾Í[À Ï ¸KÈ ¾�½ ¿qÀ ½ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ ¹8Ø ½ É Á À ½ Ã8ÓK¸�À
È!º�É Ñ Á É ÀKÉ ½ Õ�À ½ ÊjË8ÀKÉ ½ Ì ½!¾ ¼�Â ¾ È�¿qÀf¿ ¾ Æ ¾ Ã ¾ È�À Ï É ¿qÀ[¿ ¾ Ì½!¾�½ ËqÂ�Ý ¾ ¼ ½!¾ ÈpÀ ½ q Â�È�É ¼ ¾ É È�À ½ Ì Á ¸[¼ q < m × Ì ¾ ÊjË ¾ Bs Ô Àb¹8À ½!¾ à[Â�º�É ¼iÀ=¸[¹�º�É ¿qÀ=Ãq¸Ñ8Ã8À Ï ¿qÀ2âGÀ ½!¾:w ´ j ¼iÀ2Í ¾ ãfÊjË ¾
B−1

s [A, b] =

[
Iq R ξB

0 0 0

]
⇔ [A, b] = Bs

[
Iq R ξB

0 0 0

]
,

¸[Ã8¿ ¾ Iq
¿ ¾ Ãq¸Kº�À�À�¼iÀ
º!È�É ã�É ¿ ¾ Ãjº�É ¿qÀ[¿ ¾ ¿ ¾ ¸KÈ�¿ ¾ ¼ q ¾ R É ¿ ¾ Ãjº�É Ñ Á À�Ëq¼iÀ=¼iÀ
º!È�É ã Á ¸[¼

q Ï É ÃqÛ8À ½�¾ (n− q) Á ¸ Ï ËqÃ8À ½ ´�÷ Ãjº�ÓK¸�ÌoÂ�¸o¿ ¾ ¼�¸ ½�Á ¸[Ã Á�Ï ËqÉ ÈlÊjË ¾ À i µQÔ�½ É ¼iÀ Ï É ÃqÛ8À2¿ ¾ [A, b]Í ¾ ¼ ¿qÀ[¿qÀ�Â�¸KÈ eT
i [A, b] = eT

i Bs

[
Iq R ξB

0 0 0

]
=

∑q

j=1 (Bs)ij(e
T
j [Iq R ξB ]) ÌÂ8À
È�À i = 1, . . . , m ´ Ú ¸[¼�¸ Á ¸[Ã ½!¾ ÊjËq»�Ã Á É ÀoÌ
º�¸o¿qÀ ½ À ½�Ï É ÃqÛ8À ½ ¿ ¾ [A, b] ½ ÓK¸�Æ ¾ È�À[¿qÀ ½ Â ¾�Ï À ½

q Ï É ÃqÛ8À ½ ¿ ¾ [Iq R ξB] Ì�Â ¾�Ï ¸=ÊjË ¾ [A, b] º ¾ ¼ m− q Ï É ÃqÛ8À ½�Ï É Ã ¾ À
È�¼ ¾ Ãjº ¾ ¿ ¾ Â ¾ Ã8¿ ¾ Ãjº ¾�½ ´ò ¾�½ º�À ½�Á ¸[Ã8¿�É Ò�Ý ¾�½ Ìjº�ÀK¼=¹ Ô ¼ ½!¾ Â�¸o¿ ¾�Á ¸[Ã Á�Ï ËqÉ ÈIÊjË ¾ À ½ m− q ñ Ï º�É ¼iÀ ½AÏ É ÃqÛ8À ½ ¿ ¾ [A, b]½ ÓK¸ Á ¸[¼=¹qÉ Ã8ÀKÒWÓK¸ Ï É Ã ¾ À
È�¿qÀ ½ q Â�È�É ¼ ¾ É È�À ½ ´ä ¾ Æ[Ë ¾kµQ½!¾ Ëq¼ ¾kß�¾ ¼�Â Ï ¸bÊjË ¾ É Ï Ë ½ º!È�ÀbÀbÀKÂ Ï É Á ÀKÒWÓK¸5¿�¸b¼ Ô º�¸o¿�¸b¿qÀ ½ ¿�Ë8À ½ âGÀ ½!¾�½ ´`La ��1bdc 	t��� ����� õ� +ônî & ñjî�ô � �?ñ & ô ÿ�& ô(' & õ� +õ � ò���ñ¾õ &
max 3x1 − x2î ; õ ; 2x1 + x2 ≥ 2

x1 + 3x2 ≤ 3
x2 ≤ 4

x1, x2 ≥ 0

Õ ú ´ ù ×



ã ¹�wb�à�K����o>mp�ûk®��oN�®����æ)���£ÑÃ#)ÎK�®�&%vo ��Ò
ÿ ñ � ô9 "!jó&ô#�Iô8�Iõnî:�nï]õnî , õnîAñjî ;h 	�c�iUX�Y�	 ´ w Ãjº!È�¸o¿�Ëqã�É Ã8¿�¸7À ½ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ ¿ ¾ ¿ ¾�½ ÍoÉ ¸�Ì�¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾ ¸'Â�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀ Ï É Ã ¾ À
È2Ã8À5â¡¸KÈ�¼iÀÂ8À[¿oÈ�ÓK¸ æ

max 3x1 − x2½ ´ À ´ 2x1 + x2 − x3 = 2
x1 + 3x2 + x4 = 3

x2 + x5 = 4
x1, x2, x3, x4, x5 ≥ 0

• å À ½!¾Iw
min x6½ ´ À ´ 2x1 + x2 − x3 + x6 = 2

x1 + 3x2 + x4 = 3
x2 + x5 = 4

x1, x2, x3, x4, x5, x6 ≥ 0

¶ ´
x1 x2 x3

x6
ù ¶ µ�¶ ù

x4 ¶ ú · ú
x5 · ¶ · ûù ¶ µ�¶ ù

ù ´
x6 x2 x3

x1 ¶�� ù ¶�� ù µ�¶�� ù ¶
x4 µ�¶�� ù ü � ù ¶�� ù ù
x5 · ¶ · û

µ�¶ · · ·
• å À ½!¾Iw%w

¶ ´
x2 x3

x1 ¶�� ù µ�¶�� ù ¶
x4

ü � ù ¶�� ù ù
x5 ¶ · ûü � ù µ ú � ù ú

ù ´
x2 x4

x1
ú ¶ ú

x3
ü ù û

x5 ¶ · û
¶ · ú v

[ ¾ Ã8¿�¸ ¾ ¼ Á ¸[Ãjº�Àp¸2ÊjË8À[¿oÈ�¸pà[Â�º�É ¼�¸f¸[¹�º�É ¿�¸�Ì Á ¸[Ã Á�Ï ËqÉ µQ½!¾ ÊjË ¾ x∗ =




3
0
4
0
4



Ô À ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸

à[Â�º�É ¼iÀ=¿�¸bÂ�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ5Õ ú ´ ù × ´



�$� �Zä£k®o<qso�å<����æ)���£Ñ��çÌÍ����rs���K�!è'�Wmp���Kjlk®�?�
�Zä£k®o<qsoùqso��W#)������ÿ©�
í ¼ Ô º�¸o¿�¸=¿qÀ ½ ¿�Ë8À ½ âGÀ ½!¾�½ ¸[¹�È�É ÆLÀ2êfÈ ¾�½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸�¿ ¾ ¿�¸[É ½ Â�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀ ½�Ï É Ã ¾ À
È ¾�½ ¿�É ½ º�É Ãjº�¸ ½ ÕG¸=¿qÀâGÀ ½!¾Lwu¾ ¸�¿qÀ�âGÀ ½!¾]w%w!× ´ ò ¸f¼ Ô º�¸o¿�¸f¿�¸�ïD¹qÉ Æ µp� ðXÈ ¾�½ ¸ Ï Í ¾kµQ½!¾ Ëq¼ ñqÃqÉ Á ¸pÂ�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ ¾ Â�È�¸ Á Ë�È�À µQ½!¾ÊjË ¾ À ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸ë¹8Ø ½ É Á À;À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï À¨¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8À
È ¾�½ º ¾ Ä!À¨º�ÓK¸¨Â�È�à ß É ¼iÀ'¿qÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸ëà[Â�º�É ¼iÀÊjË8ÀKÃjº�¸=Â�¸ ½!½!Ö Í ¾�Ï ´Ú ¸[¼0¸5¼ Ô º�¸o¿�¸7¿�¸5¹qÉ Æ µp� ÌÎÀ�â¡ËqÃqÒWÓK¸7¸[¹oÄ ¾�Á º�É ÍL¸'¿�¸5Â�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀ Ï É Ã ¾ À
È�¿ ¾ ¼�É ÃqÉ ¼�É ãWÀKÒWÓK¸Ã8Àéâ¡¸KÈ�¼iÀ¦Â8À[¿oÈ�ÓK¸ PL(A, b, c) Ô ¼�¸o¿�É Ñ Á À[¿qÀ Á ¸[¼ÞÀ¦É Ãjº!È�¸o¿�ËqÒWÓK¸(¿ ¾ Ëq¼ Â8À
È4�K¼ ¾ º!È�¸ ¿ ¾Â ¾ Ã8À Ï É ãWÀKÒWÓK¸ M Ì�¸[Ë ½!¾ Ä!ÀoÌoÈ ¾�½ ¸ Ï Í ¾kµQ½!¾ ¸2Â�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀ Ï É Ã ¾ À
È�¿ ¾ ¼�É ÃqÉ ¼�É ãWÀKÒWÓK¸�Ã8Àfâ¡¸KÈ�¼iÀ�Â8À[¿oÈ�ÓK¸
¼�¸o¿�É Ñ Á À[¿�¸ PL([A, I], b,




c
M´´
Ḿ


) æ

min cT x + M

m∑

j=1

xaj

½ ´ À ´ Ax + xa = b

x, xa ≥ 0,

¸[Ã8¿ ¾ M Ô Ëq¼iÀ Á ¸[Ã ½ º�ÀKÃjº ¾ Â�¸ ½ É º�É Í[À�À
È�¹qÉ º!È�À
È�É ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ ÆKÈ�ÀKÃ8¿ ¾ ´Ç ½!½ É ¼'Ì ½!¾ Ã8¿�¸ x∗ Ëq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸'à[Â�º�É ¼iÀ5Â8À
È�À5¸7Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ5¸KÈ�É Æ[É Ã8À Ï Ì Á ¸[¼ M Á ¸[ÃoÍ ¾ ÃqÉ µ
¾ Ãjº ¾ ¼ ¾ Ãjº ¾I¾�½!Á ¸ Ï ÛqÉ ¿�¸�Ì

[
x∗

0

]
Ô Ëq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸=à[Â�º�É ¼iÀpÂ8À
È�À�¸2Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀp¼�¸o¿�É Ñ Á À[¿�¸ ´ Ú ¸[¼

¾ â ¾ É º�¸�Ì ½ ËqÂ�¸[ÃqÛ8À�ÊjË ¾
[

x′

x′
a

] Ì Á ¸[¼ x′
a 6= 0 Ì Ô Ëq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸fà[Â�º�É ¼iÀ�Â8À
È�À�¸pÂ�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀ Ï É Ã ¾ À
È

¿ ¾ ¼�É ÃqÉ ¼�É ãWÀKÒWÓK¸=Ã8À�â¡¸KÈ�¼iÀ2Â8À[¿oÈ�ÓK¸ PL([A, I], b,




c
M´´
Ḿ


) Ì ¾ Ãjº�ÓK¸ cT x′ + MeT x′

a ≤ cT x∗ Ì

Á ¸[¼ eT = [1, . . . , 1] Ì8¸�ÊjË ¾pÔ É ¼�Â�¸ ½!½!Ö Í ¾�Ï Ì � Â8À
È�À M > cT x∗−cT x′

etx′

a

´Ú ¸[Ã Á�Ï ËqÉ µQ½!¾ À ½!½ É ¼�ÊjË ¾�½!¾ ¸pÂ�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀ Ï É Ã ¾ À
ÈX¿ ¾ ¼�É ÃqÉ ¼�É ãWÀKÒWÓK¸�Ã8Àlâ¡¸KÈ�¼iÀ�Â8À[¿oÈ�ÓK¸ PL(A, b, c)ÔfÁ ¸[Ã ½ É ½ º ¾ Ãjº ¾f¾ º ¾ ¼øà[Â�º�É ¼�¸2Ñ8ÃqÉ º�¸�Ì ¾ Ãjº�ÓK¸�Ì8¿ ¾�½ ¿ ¾ ÊjË ¾ M º�¸[¼ ¾ Ëq¼øÍ[À Ï ¸KÈ ½ Ë�Ñ Á É ¾ Ãjº ¾ ¼ ¾ Ãjº ¾ÆKÈ�ÀKÃ8¿ ¾ Ì�¸iÂ�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ�¼�¸o¿�É Ñ Á À[¿�¸5ÀKÂ�È ¾�½!¾ Ãjº�Ài¸i¼ ¾�½ ¼�¸ Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸5¿ ¾2½ ¸ Ï ËqÒ�Ý ¾�½ à[Â�º�É ¼iÀ ½�¾ ¸¼ ¾�½ ¼�¸2Í[À Ï ¸KÈ�à[Â�º�É ¼�¸ ´ç ¾ Í ¾ ¸[¹ ½!¾ È�Í[À
È µQ½!¾ ÊjË ¾ Ãq¸ Á À ½ ¸f¿�¸�Â�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀ Ï É Ã ¾ È ½!¾ ÈA¿ ¾ ¼iÀ ß É ¼�É ãWÀKÒWÓK¸�Ì Á ¸[¼ ¸p¼ Ô º�¸o¿�¸¿�¸;¹qÉ Æ µp� Ì�¸;Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ'É ÃqÉ Á É À ÏIÔ ¼�¸o¿�É Ñ Á À[¿�¸ ½ Ëq¹�º!È�ÀKÉ Ã8¿�¸ëê'È ¾�½ Â ¾�Á º�É Í[À'â¡ËqÃqÒWÓK¸;¸[¹oÄ ¾�Á º�É ÍL¸À ½ ¸[¼iÀé¿qÀ ½ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ À
È!º�É Ñ Á É ÀKÉ ½ ¼=Ë Ï º�É Â Ï É Á À[¿qÀ ½ Â ¾�Ï ¸éÂ8À
È4�K¼ ¾ º!È�¸¦¿ ¾ Â ¾ Ã8À Ï É ãWÀKÒWÓK¸ M ´ í
¾kß�¾ ¼�Â Ï ¸bÀ ½!¾ Æ[ËqÉ È�É Ï Ë ½ º!È�ÀoÌ8Â�È ¾�Á É ½ ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ Ì ¾�½ º ¾fÁ À ½ ¸ ´
`La ��1bdc 	e��� ����� õ� +ônî & ñjî�ô � �?ñ & ô ÿ�& ô(' & õ� +õ � ò���ñ¾õ & �Qñ9 +õ#$nò� 
ò *Xõ����IôO��õ , ô &  +õ ÿ õ-� & �Iô�Iô < $Qñ4 ÿ�� ô H ; G .��Qñjîió&õ"�?ñ%* ÿ ô & õ ÿ�� ò��iõ����IôF�Iô@ "!jó&ô#�IôF�IôF0�ò '�Q�r ;
h 	�c�iUX�Y�	 ´ w Ãjº!È�¸o¿�Ëqã�É Ã8¿�¸7À5Í[À
È�É ØWÍ ¾�Ï À
È!º�É Ñ Á É À ÏA¾ ¸7Â8À
È4�K¼ ¾ º!È�¸7¿ ¾ Â ¾ Ã8À Ï É ãWÀKÒWÓK¸¨¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾ ¸
�W�Ac�d Y C�elHKJLC x′

a 6= 0 h mo@KULC�cf@WF3R�@ O R�g J N PAHKJLC eT x′
a > 0

\



ã ¹�wb�à�K����o>mp�ûk®��oN�®����æ)���£ÑÃ#)ÎK�®�&%vo �$�
Â�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀ Ï É Ã ¾ À
È�¼�¸o¿�É Ñ Á À[¿�¸ æ

max 3x1 − x2 − � x6½ ´ À ´ 2x1 + x2 − x3 + x6 = 2
x1 + 3x2 + x4 = 3

x2 + x5 = 4
x1, x2, x3, x4, x5, x6 ≥ 0



" � �Zä£k®o<qso�å<����æ)���£Ñ��çÌÍ����rs���K�!è'�Wmp���Kjlk®�?�
¶ ´

x1 x2 x3

x6
ù ¶ µ�¶ ù

x4 ¶ ú · ú
x5 · ¶ · û

µ ù �5µ ú µp�}�2¶�� µ ù �ù ´
x6 x2 x3

x1 ¶�� ù ¶�� ù µ�¶�� ù ¶
x4 µ�¶�� ù ü � ù ¶�� ù ù
x5 · ¶ · û

�}� ú � ù&ü � ù µ ú � ù ú
ú ´

x6 x2 x4

x1 · ú ¶ ú
x3 µ�¶ ü ù û
x5 · ¶ · û

� ¶ · ú v

�pôj�Iô � õ
9VUW9<;>X$5A3CBD�l�)J$@CBS5A3:7:9<;>=£B/@CB/Q6BD=£9G{lJ\;K;K913:UW9
ä ËqÂ�¸[Ã8¿�¸�ÊjË ¾ Àf¼iÀ
º!È�É ã�¹8Ø ½ É Á À2À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï É ÃqÉ Á É À Ï Õ�À ½!½ ¸ Á É À[¿qÀbÀ x0 ×3Ô Àf¼iÀ
º!È�É ã�É ¿ ¾ Ãjº�É ¿qÀ[¿ ¾ Ì¸[Ë ½!¾ Ä!ÀoÌ A = [I, N0]

ÕG¸[Ã8¿ ¾ I = B0 × Ì ¾5½ ËqÂ�¸[Ã8¿�¸;ÊjË ¾ ¸ëÊjË8À[¿oÈ�¸ Á ¸KÈ!È ¾ Ãjº ¾ ¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8À¨À½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸�¹8Ø ½ É Á À�À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï xs À ½!½ ¸ Á É À[¿qÀiÀ=¹8À ½!¾ Bs
Ì8¿qÀ[¿�¸�ÊjË ¾

B−1
s Axs = B−1

s b⇔ [B−1
s , B−1

s N0]x
s = B−1

s b,

À=Â8À
È!º�É È�¿�¸ Á ¸KÈ!È ¾�½ Â�¸[Ã8¿ ¾ Ãjº ¾ ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß5Á ¸[¼�Â Ï ¾ º�¸
x

xBs B−1
s A B−1

s b

cBsB−1
s A− cT cBsB−1

s b

Á ¸[¼vâGÀ Á É Ï É ¿qÀ[¿ ¾f½!¾ ¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8À B−1
s
ÕGÉ ´ ¾ ´ ÌqÀ�É ÃoÍ ¾ È ½ À2¿qÀ�¹8À ½!¾ À ½!½ ¸ Á É À[¿qÀbÀ xs × Ì�À2ÊjË8À Ï ¸ Á ËqÂ8ÀÀpÂ�¸ ½ É ÒWÓK¸�¿qÀ ½AÁ ¸ Ï ËqÃ8À ½ À ½!½ ¸ Á É À[¿qÀ ½ êp¹8À ½!¾ É ÃqÉ Á É À Ï ´/� Á�Ï À
È�¸2ÊjË ¾ ÌLÀ�Â8À
È!º�É È�¿�¸fÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kßÈ ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸fÉ Æ[Ë8À Ï ¼ ¾ Ãjº ¾l½!¾lÁ ¸[Ã ½!¾ Æ[Ë ¾ ¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8À
ÈXÀfÉ ÃoÍ ¾ È ½ Àf¿qÀp¹8À ½!¾ À ½!½ ¸ Á É À[¿qÀ=À xs ÌLËq¼iÀ�Í ¾ ãÊjË ¾ º�¸o¿qÀ ½ À ½�Á ¸ Ï ËqÃ8À ½ ÊjË ¾ Ã8ÓK¸ Á ¸[Ã ½ º�ÀK¼�Ã ¾�½ º ¾ ÊjË8À[¿oÈ�¸ ¾ âGÀKã ¾ ¼�Â8À
È!º ¾ ¿�¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kßÁ ¸[¼�Â Ï ¾ º�¸ ½ ÓK¸ Á ¸[ÃqÛ ¾�Á É ¿qÀ ½ Õ ½ ÓK¸;À ½2Á ¸ Ï ËqÃ8À ½ ¿qÀ7¼iÀ
º!È�É ã�É ¿ ¾ Ãjº�É ¿qÀ[¿ ¾ ÊjË ¾bÁ ¸KÈ!È ¾�½ Â�¸[Ã8¿ ¾ ¼ìê ½È ¾�½ Â ¾�Á º�É Í[À ½lÁ ¸[¼�Â�¸[Ã ¾ Ãjº ¾�½ ¹8Ø ½ É Á À ½�× ´`La ��1bdc 	���� �U��f õ & õfò � ïWîió & õ & õt�Qñjóañ &  
ò���õ����Iô��Iõfò����?ñ & î�õ��Iõt0iõnîAñ��iô &4& ñ4�]óañ4.�õ ÿ õ & ó�ò &�Iô & ñjî ÿ ñ%��ó�ò��nô 7 ï]õ-� & ôSîiò� ÿ�� ñ%$�.L�nõ� +ônî"�Qñjóañ &  
ò���õ & õnî�ò����?ñ & î�õnîF�IõnîF0iõnîAñjî�õnîiî�ô#��ò3õ-�Iõnî8�nîî�ô � ï/��>Mñjî+0(2nîiò��iõnî-õ-�� 
òYîiî(3��?ñjòYî x1 ñ x2 .��Qñjóañ &  
ò���õ-�IõnîI��ô < $Qñ4 ÿ�� ô H ; C ;h 	�c�iUX�Y�	 ´ [ ¾ Ã8¿�¸ ¾ ¼ Á ¸[Ãjº�À�ÊjË ¾ ÌAÃq¸ ÷ ß�¾ ¼�Â Ï ¸ ú ´ ¶ ÌIÀë¹8À ½!¾ À ½!½ ¸ Á É À[¿qÀ¦À x0 Ô Àë¼iÀ
º!È�É ãÉ ¿ ¾ Ãjº�É ¿qÀ[¿ ¾f¾ À ½ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ ¹8Ø ½ É Á À ½ É ÃqÉ Á É ÀKÉ ½�½ ÓK¸ x1

Ì x2 ¾ x3
Ì�¿�¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß7Á ¸[¼�Â Ï ¾ º�¸



ã ¹ Æ �Zä£k®o<qso �®����æ)���£Ñ mp�£Ð<���nk®o " w
À ½!½ ¸ Á É À[¿�¸5À x1 ÕGÉ ´ ¾ ´ ÌqÈ ¾�Ï À
º�É ÍL¸iÀ B1 × ÌqÍ ¾ ¼

B−1
1 A =




x1 x2 x3 x4 x5 x6

1 1 0 0 −1 0
0 1 0 1 −1 0
0 0 1 0 1 −1


 ,

¿�¸[Ã8¿ ¾ B1 Ô7Á ¸[Ã ½ º�É º�Ë Ö ¿qÀ;Â ¾�Ï À ½ 1a Ì 4a ¾ 3a ÕGÂ�¸KÈ ¾�½ º�Àë¸KÈ�¿ ¾ ¼ ×�Á ¸ Ï ËqÃ8À ½ ¿ ¾ A ¾ B−1
1 =


1 1 0
0 1 0
0 0 1



 .
Ú ¸[¼ ¾ â ¾ É º�¸�Ìq¿ ¾ Ãq¸Kº�ÀKÃ8¿�¸=À j µQÔ�½ É ¼iÀ Á ¸ Ï ËqÃ8À2¿ ¾ A Â�¸KÈ aj

Ì�¿ ¾ Í ¾ ¸[¹ ½!¾ È�Í[À
È µQ½!¾
ÊjË ¾

B−1
1 a1 =




1
0
0



 , B−1
1 a4 =




0
1
0



 ¾ B−1
1 a3 =




0
0
1



 ,

¸[Ë ½!¾ Ä!ÀoÌ
B−1

1 [a1 a4 a3] = I ⇔ [a1 a4 a3] = B1.

Ù ¸KÈ2¸[Ë�º!È�¸ Ï À[¿�¸�Ì�º ¾ Ã8¿�¸ ¾ ¼ Á ¸[Ãjº�À'ÊjË ¾ A = [I, N0]
Ì�¸[Ã8¿ ¾ N0 Ô À ½ Ëq¹q¼iÀ
º!È�É ãbÃ8ÓK¸'¹8Ø ½ É Á ÀÉ ÃqÉ Á É À Ï Õ Á ¸[Ã ½ º�É º�Ë Ö ¿qÀ=Â ¾�Ï À ½lÁ ¸ Ï ËqÃ8À ½ ¿ ¾ A Ì a4

Ì a5 ¾ a6 × Ì�Í ¾ ¼ B−1
1 A = [B−1

1 , B−1
1 N0] ´� ¾�Ï À
º�É Í[ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ ÀK¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸�À ½!½ ¸ Á É À[¿�¸5ê ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸�à[Â�º�É ¼iÀ x2 Õ�ÊjË8À[¿oÈ�¸=à[Â�º�É ¼�¸ × Ì�Í ¾ ¼

B−1
2 A =




x1 x2 x3 x4 x5 x6

1 1 1 0 0 −1
0 1 1 1 0 −1
0 0 1 0 1 −1




¾ Ì Á ¸[Ã ½!¾ ÊjË ¾ Ãjº ¾ ¼ ¾ Ãjº ¾ Ì�ÊjË ¾ B−1
2




1 1 1
0 1 1
0 0 1



 .

ä ¾�¾ ¼�Í ¾ ãi¿�¸¨ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kßëÁ ¸[¼�Â Ï ¾ º�¸¨¿�É ½ ÂqË ½!¾ È�¼�¸ ½ ÌuÀKÂ ¾ Ã8À ½ Ì�¿�¸¨ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kßÈ ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸�Ì�À;¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8ÀKÒWÓK¸;¿qÀ'É ÃoÍ ¾ È ½ À;¿qÀ'¹8À ½!¾5Á ¸KÈ!È ¾ Ãjº ¾ âGÀKã µQ½!¾ º ¾ Ã8¿�¸ ¾ ¼ Á ¸[Ãjº�À;ÊjË ¾ À ½Á ¸ Ï ËqÃ8À ½ À ½!½ ¸ Á É À[¿qÀ ½ ê=¹8À ½!¾ É ÃqÉ Á É À Ï ÕG¼iÀ
º!È�É ãpÉ ¿ ¾ Ãjº�É ¿qÀ[¿ ¾
× ÊjË ¾ Ã8ÓK¸ Á ¸[Ã ½ º�ÀK¼�¿�¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸ Á ¸KÈ µÈ ¾ Ãjº ¾�Á ¸[Ãjº�É ÃoË8ÀK¼ ¹8Ø ½ É Á À ½ Ì3Â ¾�Ï ¸ëÊjË ¾�½ ÓK¸;Í ¾�Á º�¸KÈ ¾�½ ¿qÀ'¹8À ½!¾iÁ ÀKÃqà[ÃqÉ Á Àë¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8À[¿�¸ ½ Â ¾�Ï ÀÂ�¸ ½ É ÒWÓK¸�Ì�Ãq¸éÊjË8À[¿oÈ�¸�Ì�¿qÀ ½�Á ¸[¼�Â�¸[Ã ¾ Ãjº ¾�½ ¹8Ø ½ É Á À ½ ÊjË ¾7Ï Û ¾�½i¾�½ º�ÓK¸�À ½!½ ¸ Á É À[¿qÀ ½ ´ ò ¸ ÷ ß�¾ ¼ µÂ Ï ¸ ú ´ ¶ Ì�ÀbÂ8À
È!º�É È�¿�¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß È ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸bà[Â�º�É ¼�¸�Ì ¾ ¼=¹�¸KÈ�ÀbÀ Á ¸ Ï ËqÃ8ÀbÀ ½!½ ¸ Á É À[¿qÀ5À x1ÕGñqÃqÉ Á À�Í[À
È�É ØWÍ ¾�Ï ¿ ¾�¾ Ãjº!È ¾ À ½ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ ¹8Ø ½ É Á À ½ É ÃqÉ Á É ÀKÉ ½ ÊjË ¾ Â ¾ È�¼iÀKÃ ¾�Á�¾ ¹8Ø ½ É Á À × Ã8ÓK¸ Á ¸[Ã ½ º ¾Ãq¸'ÊjË8À[¿oÈ�¸�Ì�Â ¾�Ï À7Â�¸ ½ É ÒWÓK¸;ÊjË ¾ ¸ Á ËqÂ8ÀoÌ Á ¸[Ã Á�Ï ËqÉ µQ½!¾ ÊjË ¾ À Á ¸ Ï ËqÃ8À'ÊjË ¾bÏ Û ¾�Á ¸KÈ!È ¾�½ Â�¸[Ã8¿ ¾�¾ ¼
B−1 Ô Â�È ¾�Á É ½ ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ ¸ 10 Í ¾�Á º�¸KÈ�¿qÀ2¹8À ½!¾fÁ ÀKÃqà[ÃqÉ Á À ´
�S±�ö #���4s�«0 ��"1�n��µl¶�( ³ &)(p�«��"�4s�
÷ ¼=¹�¸KÈ�ÀfÀ�ÀKÂ Ï É Á ÀKÒWÓK¸b¿�¸�¼ Ô º�¸o¿�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß Ì Á ¸[Ã�Ñ8Ã8À[¿qÀfê2À Á º�Ë8À Ï É ãWÀKÒWÓK¸b¿�¸ ½ ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½X½ É ¼�Â Ï ¾kßÈ ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸ ½ Ì�Â�È�¸[Â�¸KÈ Á É ¸[Ã ¾ À Ï Æ[Ëq¼iÀ ¾�Á ¸[Ãq¸[¼�É Àb¿ ¾�¾�½ â¡¸KÈ�Ò�¸¨ÕGÃq¸[¼ ¾ À[¿qÀK¼ ¾ Ãjº ¾�¾ ¼~È ¾�Ï ÀKÒWÓK¸iê2Ë�º�É µÏ É ãWÀKÒWÓK¸2¿�¸fÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß2Á ¸[¼�Â Ï ¾ º�¸ × Ì Ô ÀKÉ Ã8¿qÀpÂ�¸ ½!½!Ö Í ¾�Ï ¸[¹�º ¾ ÈXÀ Ï Æ[Ëq¼iÀ�È ¾ ¿�ËqÒWÓK¸pÃq¸ ¾�½ â¡¸KÈ�Ò�¸Á ¸[¼�ÂqË�º�À Á É ¸[Ã8À Ï À ½!½ ¸ Á É À[¿�¸fê ½ ¸[Â ¾ È�ÀKÒ�Ý ¾�½ ¿ ¾ ÂqÉ ÍL¸Kº�ÀKÒWÓK¸ ¾ Ì
¹ ¾ ¼ÅÀKÉ Ã8¿qÀoÌ
È ¾�½ º!È�É ÃqÆ[É È3¸ ¾�½ Â8ÀKÒ�¸p¿ ¾¼ ¾ ¼�àKÈ�É ÀlÈ ¾�½!¾ È�Í[À[¿�¸�ÀK¸ ½A½ Ë Á�¾�½!½ É ÍL¸ ½ ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½3½ É ¼�Â Ï ¾kß ÊjË ¾�½!¾ Í[ÓK¸fÀ Á º�Ë8À Ï É ãWÀKÃ8¿�¸�ÌLÈ ¾�Á ¸KÈ!È ¾ Ã8¿�¸ÀK¸�ÊjË ¾f½!¾ ¿ ¾�½ É Æ[Ã8ÀbÂ�¸KÈ�¼ Ô º�¸o¿�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß È ¾ ÍoÉ ½ º�¸�ÊjË ¾ â¡¸[É�É Ãjº!È�¸o¿�Ëqã�É ¿�¸ ¾ ¼�Õ ç ÀKÃjº�ã�É Æ�Ì ¶#v üKú ×¾ ÊjË ¾b½!¾ È ¾�½ Ëq¼ ¾ Ì ¾�½!½!¾ Ã Á É À Ï ¼ ¾ Ãjº ¾ Ìuê7À Á º�Ë8À Ï É ãWÀKÒWÓK¸;¿qÀ5Â8À
È!º ¾ ¿�¸7ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß ¸[Ã8¿ ¾=½!¾¾ Ã Á ¸[Ãjº!È�À2À�É ÃoÍ ¾ È ½ À2¿qÀ�¹8À ½!¾pÁ ¸KÈ!È ¾ Ãjº ¾ ´ Ú ¸[¼ ¾ â ¾ É º�¸�Ì Á ¸[Ã�â¡¸KÈ�¼ ¾�½!¾ È ¾ â ¾ È�É Ë'ÀKÃjº ¾ È�É ¸KÈ�¼ ¾ Ãjº ¾ Ì ½!¾
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À ½ Ëq¹q¼iÀ
º!È�É ã�¹8Ø ½ É Á ÀfÉ ÃqÉ Á É À ÏqÔ À�¼iÀ
º!È�É ãIÉ ¿ ¾ Ãjº�É ¿qÀ[¿ ¾ ÕG¸fÊjË ¾�ÔI½!¾ ¼�Â�È ¾ Â�¸ ½!½!Ö Í ¾�Ï ¿ ¾ À Á ¸[Ãjº ¾�Á�¾ È × Ì¾ Ãjº�ÓK¸�ÌoÀKÂ�à ½ ÊjË8À Ï ÊjË ¾ ÈXÃoñq¼ ¾ È�¸f¿ ¾ À Á º�Ë8À Ï É ãWÀKÒ�Ý ¾�½ ¿�¸2ÊjË8À[¿oÈ�¸�ÌjÃ8À ½X¾ Ãjº!È�À[¿qÀ ½ È ¾�Ï À
º�É Í[À ½ À ¾�½!½ À¼iÀ
º!È�É ãiÉ ¿ ¾ Ãjº�É ¿qÀ[¿ ¾ Ì ¾ Ã Á ¸[Ãjº!È�ÀK¼�¸ ½ À¨É ÃoÍ ¾ È ½ À;¿qÀ¨¹8À ½!¾5Á ¸KÈ!È ¾ Ãjº ¾ ´ Z ¸[Æ[¸�ÌAÀ Á º�Ë8À Ï É ãWÀKÃ8¿�¸ ¾�½!½ ÀÂ8À
È!º ¾ ¿�¸5ÊjË8À[¿oÈ�¸�Ì�¿�É ½ Â�¸[ÃqÉ ¹qÉ Ï É ãWÀK¼�¸ ½ À�É ÃoÍ ¾ È ½ Ài¿qÀb¹8À ½!¾2Á ¸KÈ!È ¾ Ãjº ¾ Ì Á ¸[¼ÐÀiÊjË8À Ï ¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8À µ¼�¸ ½ ¸ ½p¾�Ï ¾ ¼ ¾ Ãjº�¸ ½�¾�½ º!È�É º�ÀK¼ ¾ Ãjº ¾2¾�½!½!¾ Ã Á É ÀKÉ ½ ÀK¸7¿ ¾�½!¾ ÃoÍL¸ Ï ÍoÉ ¼ ¾ Ãjº�¸i¿�¸i¼ Ô º�¸o¿�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß Ì8º�À ÏÁ ¸[¼�¸bÀ ½!¾ Æ[ËqÉ È ½!¾ ¿ ¾�½!Á È ¾ Í ¾ ´ä ËqÂ�¸[Ã8¿�¸¦ÊjË ¾¨½!¾ Â�È ¾ º ¾ Ã8¿ ¾ È ¾�½ ¸ Ï Í ¾ È7¸¦Â�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀ Ï É Ã ¾ À
È'¿ ¾ ¼�É ÃqÉ ¼�É ãWÀKÒWÓK¸éÃ8À�â¡¸KÈ�¼iÀÂ8À[¿oÈ�ÓK¸ PL(A, b, c) Ì Á ¸[¼î¸ë¼ Ô º�¸o¿�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß È ¾ ÍoÉ ½ º�¸�ÌAÂ8À
È�À;À Ï Ô ¼ ¿�¸ ½ ¿qÀ[¿�¸ ½ À ½!½ ¸ Á É À[¿�¸ ½À ¾�½ º ¾ Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ�Õ Á ¸[¼�¸ ½!¾ Ä!ÀK¼'ÌAÀ;¼iÀ
º!È�É ã A Ì3¸ëÍ ¾�Á º�¸KÈi¿ ¾ º ¾ È�¼�¸ ½ É Ã8¿ ¾ Â ¾ Ã8¿ ¾ Ãjº ¾�½ b ¾ ¸ÆKÈ�À[¿�É ¾ Ãjº ¾ ¿qÀ5â¡ËqÃqÒWÓK¸'¸[¹oÄ ¾�Á º�É ÍL¸ c × Ì�Â8À
È�À'¸ s µQÔ�½ É ¼�¸'ÊjË8À[¿oÈ�¸�Ì�ÀKÂ ¾ Ã8À ½�½!¾ º�¸KÈ�Ã8À7Ã ¾�Á�¾�½!½ Ø
È�É ¸À
È�¼iÀKã ¾ Ã8À
È�¸ ½l¾�Ï ¾ ¼ ¾ Ãjº�¸ ½ ÊjË ¾pÁ ¸[Ã ½ º�ÀK¼øÃq¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸bÀ ½!¾ Æ[ËqÉ È

xBs B
−1
s B

−1
s b

ws cBsB−1
s b

¸[Ã8¿ ¾ xBs

¿ ¾ Ãq¸Kº�À7¸ m µ ËqÂ Ï ¸'¿ ¾bÁ ¸[¼�Â�¸[Ã ¾ Ãjº ¾�½ ¹8Ø ½ É Á À ½ Ì B−1
s
À7É ÃoÍ ¾ È ½ À'¿qÀ7¹8À ½!¾�Á ¸KÈ!È ¾ Ãjº ¾¾ ws = cBsB−1

s
ÕGÃq¸Kº ¾kµQ½!¾ ÀKÉ Ã8¿qÀéÊjË ¾ cBsB−1

s b = wsb × ´ Ç Â8À
È!º�É È7¿ ¾�½ º ¾ ÊjË8À[¿oÈ�¸�Ì Á ¸[¼âGÀ Á É Ï É ¿qÀ[¿ ¾�½!¾ ¸[¹�º Ô ¼�º�¸o¿qÀbÀ=É Ã�â¡¸KÈ�¼iÀKÒWÓK¸iÀ ½!½ ¸ Á É À[¿qÀiÀK¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß�æ
xNs

xBs Y
s

B
−1
s b

zs
1 − cj1 . . . zs

p − cjp cBsB−1
s b

Á ¸[¼ JNs = {j1, . . . , jp} ¾ Y s = B−1
s Ns ´Ú ¸[¼ ¸¦¼ Ô º�¸o¿�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß È ¾ ÍoÉ ½ º�¸�ÌIÀ ¾�½!Á ¸ Ï Û8À�¿qÀ Á ¸ Ï ËqÃ8ÀéÂqÉ ÍL¸Kº�À Ï Â�¸o¿ ¾ âGÀKã ¾ È µQ½!¾ëÁ ¸[¼È ¾�Á Ë�È ½ ¸�ÀK¸ Á È�É º Ô È�É ¸�¿ ¾ ç ÀKÃjº�ã�É Æ�Ì8¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8ÀKÃ8¿�¸ µQ½!¾ Ì�Â8À
È�À=¸ s µQÔ�½ É ¼�¸bÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß Ì

zs
k − cjk

= max{zs
r − cjr = wsajr − cjr : jr ∈ JNs},

¸[ËÎÌ ½ É ¼�Â Ï ¾�½ ¼ ¾ Ãjº ¾ Ì�À[¿�¸[Â�º�ÀKÃ8¿�¸¨Â8À
È�À Á ¸ Ï ËqÃ8À7ÂqÉ ÍL¸Kº�À Ï À'Â�È�É ¼ ¾ É È�À Á ¸ Ï ËqÃ8À
[

ys
k

zs
k − cjk

]
=

[
B−1

s ajk

wsajk
− cjk

] ÊjË ¾ Í ¾ È�É Ñ Á À2À�É Ã ¾ ÊjË8ÀKÒWÓK¸ zs
k − cjk

> 0 Ì�ÊjË ¾�Ô ÌoÆ ¾ È�À Ï ¼ ¾ Ãjº ¾ Ìo¸bÊjË ¾�½!¾ âGÀKã
¾ ¼øÂ�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ ½IÁ ¸[¼ø¼=ËqÉ º�À ½ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ ´ä ¾ max{zs

r−cjr = wsajr−cjr : jr ∈ JNs} ≤ 0 Ì ¾ Ãjº�ÓK¸�Â�¸o¿ ¾ ¼�¸ ½uÁ ¸[Ã Á�Ï ËqÉ ÈAÊjË ¾ wsA−cT ≤
0 ¾ Ì Á ¸[Ã ½!¾ ÊjË ¾ Ãjº ¾ ¼ ¾ Ãjº ¾ Ì�ÊjË ¾ À ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸�¹8Ø ½ É Á À�À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï�Á ¸KÈ!È ¾ Ãjº ¾fÔ à[Â�º�É ¼iÀ ´Ç Â�à ½ À ¾�½!Á ¸ Ï Û8À�¿qÀ Á ¸ Ï ËqÃ8À=ÂqÉ ÍL¸Kº�À Ï Ì8ÀKÃjº ¾ È�É ¸KÈ�¼ ¾ Ãjº ¾pÁ ¸[Ã ½ É ¿ ¾ È�À[¿qÀoÌ ½!¾

(B−1
s b)q

ys
qk

= min
1≤i≤m

{
(B−1

s b)i

ys
ik

: ys
ik > 0},

¾ Ãjº�ÓK¸�Ì8¿ ¾�½ º�À Á ÀKÃ8¿�¸�À k µQÔ�½ É ¼iÀ Á ¸ Ï ËqÃ8À=Ã8ÓK¸b¹8Ø ½ É Á À
[

ys
k

zs
k − cjk

]
=

[
B−1

s ajk

wsajk
− cjk

]
, Õ ú ´ ú ×

À�¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8ÀKÒWÓK¸i¿ ¾ B−1
s+1
Ì B−1

s+1b
Ì ws+1 ¾ cBs+1

B−1
s+1b

âGÀKã µQ½!¾ ÀKÂ Ï É Á ÀKÃ8¿�¸5À ½ ¸[Â ¾ È�ÀKÒ�Ý ¾�½ ¿ ¾ÂqÉ ÍL¸Kº�ÀKÒWÓK¸bË ½ Ë8ÀKÉ ½ Õ¡È ¾ ÆKÈ�À ¾ ¼ ¾�½ º!È ¾�Ï À × Ì Á ¸[Ã ½ É ¿ ¾ È�ÀKÃ8¿�¸�À Á ¸ Ï ËqÃ8À7Õ ú ´ ú ×IÁ ¸[¼�¸=ÂqÉ ÍL¸Kº�À Ï ´
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ys
1k´´´

xBs B
−1
s B

−1
s b ys

qk´´´
ys

mk

ws cBsB−1
s b zs

k − cjk

ò ¸Kº ¾kµQ½!¾ ÊjË ¾ ¿qÀ�À Á º�Ë8À Ï É ãWÀKÒWÓK¸¨¿qÀ Ï É ÃqÛ8Ài¿ ¾2Á Ë ½ º�¸ ½ È ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸ ½ Â8À
È�À�¸ ½�Ö Ã8¿�É Á�¾�½ Ì i Ì�À ½!½ ¸ µÁ É À[¿�¸ ½ ê ½lÁ ¸ Ï ËqÃ8À ½ ÊjË ¾ À Á º�Ë8À Ï ¼ ¾ Ãjº ¾pÁ ¸[É Ã Á É ¿ ¾ ¼ Á ¸[¼ÜÀ ½ ¿ ¾ B−1
s
Õ ¾ ÊjË ¾ Ì�Â�¸KÈ Á ¸[Ã ½!¾ Æ[ËqÉ Ãjº ¾ ÌÉ ÃqÉ Á É À Ï ¼ ¾ Ãjº ¾2Á ¸[É Ã Á É ¿�É ÀK¼ Á ¸[¼ÐÀi¼iÀ
º!È�É ã2É ¿ ¾ Ãjº�É ¿qÀ[¿ ¾ ÊjË ¾ Ì�Â�¸KÈ ½ É ¼�Â Ï É Á É ¿qÀ[¿ ¾2Á ¸[Ã ½ É ¿ ¾ È�ÀK¼�¸ ½Â�¸ ½ É Á É ¸[Ã8À[¿qÀbÃ8À ½ Â�È�É ¼ ¾ É È�À ½lÁ ¸ Ï ËqÃ8À ½ ¿ ¾ A × ÌqÂ8À
È�À i = 1, . . . , m Ì�Í ¾ ¼

ws+1
i − ci � cBs+1

B−1
s+1ei − ci

Õ�¿qÀ[¿�¸�ÊjË ¾ ei Ô À i µQÔ�½ É ¼iÀ Á ¸ Ï ËqÃ8Àb¿ ¾ A ×� zs+1
i − ci� zs
i − ci − (zs

k − cjk
)

ys
qi

ys
qk

Õ�ÀKÂ Ï É Á ÀKÒWÓK¸5¿qÀ�È ¾ ÆKÈ�À ¾ ¼ ¾�½ º!È ¾�Ï À ×
� cBsB−1

s ei − ci − (zs
k − cjk

)
ys

qi

ys
qk� ws

i − ci − (zs
k − cjk

)
ys

qi

ys
qk

,

¿�¸[Ã8¿ ¾ ws+1
i = ws

i − (zs
k − cjk

)
ys

qi

ys
qk

Ì�¸[Ë ½!¾ Ä!ÀoÌÎÀiÀ Á º�Ë8À Ï É ãWÀKÒWÓK¸'¿qÀ�ñ Ï º�É ¼iÀ Ï É ÃqÛ8Ài¿�¸5ÊjË8À[¿oÈ�¸¿�¸2¼ Ô º�¸o¿�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß È ¾ ÍoÉ ½ º�¸2âGÀKã µQ½!¾ Õ Á ¸[¼�¸2Ãq¸ Á À ½ ¸b¿�¸bÊjË8À[¿oÈ�¸�È ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸ × ¿ ¾ À Á ¸KÈ�¿�¸ Á ¸[¼�ÀÈ ¾ ÆKÈ�À ¾ ¼ ¾�½ º!È ¾�Ï À ´Ù ¸KÈ3¸[Ë�º!È�¸ Ï À[¿�¸�Ì[¿ ¾ Í ¾ ¸[¹ ½!¾ È�Í[À
È µQ½!¾ ÀKÉ Ã8¿qÀ�ÊjË ¾ À�À Á º�Ë8À Ï É ãWÀKÒWÓK¸�¿ ¾�½ º ¾ ÊjË8À[¿oÈ�¸ Á ¸KÈ!È ¾�½ Â�¸[Ã8¿ ¾ê ½ Ë8À2¼=Ë Ï º�É Â Ï É Á ÀKÒWÓK¸�Ì�ê ¾�½ ÊjË ¾ È�¿qÀoÌqÂ ¾�Ï À=¼iÀ
º!È�É ãfÊjË8À[¿oÈ�À[¿qÀb¿ ¾ ¸KÈ�¿ ¾ ¼ m æ

Gs =




1 0 . . . gs
1q . . . 0 0

0 1 . . . gs
2q . . . 0 0´´´ ´´´ ´´´ ´´´ ´´´ ´´´ ´´´

0 0
´´´ gs

qq

´´´ 0 0´´´ ´´´ ´´´ ´´´ ´´´ ´´´ ´´´
0 0 . . . gs

(m−1)q . . . 1 0

0 0 . . . gs
mq . . . 0 1




¸[Ë ½!¾ Ä!ÀoÌ�Â ¾�Ï Ài¼iÀ
º!È�É ã=ÊjË ¾ ¿�É â ¾ È ¾ ¿qÀ�É ¿ ¾ Ãjº�É ¿qÀ[¿ ¾ Ì�ËqÃqÉ Á ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ Ì8Ã8À q µQÔ�½ É ¼iÀ Á ¸ Ï ËqÃ8ÀoÌ�Â8À
È�ÀiÀÊjË8À Ï�½!¾ º ¾ ¼
gs

iq =
−ys

ik

ys
qk

∀i ∈ {1, . . . , m} \ {q} ¾ gs
qq =

1

ys
qk

.

Ú ¸[¼ ¾ â ¾ É º�¸�Ì�Àb¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8ÀKÒWÓK¸�¿qÀ Á ¸ Ï ËqÃ8À ys+1
j

Õ j 6= k × Í ¾ ¼ø¿qÀ[¿qÀ2Â�¸KÈ

ys+1
j = Gsys

j =




1 0 . . .
−ys

1k

ys
qk

. . . 0´´´ ´´´ ´´´ ´´´ ´´´ ´´´
0 0 . . . 1

ys
qk

. . . 0´´´ ´´´ ´´´ ´´´ ´´´ ´´´
0 0 . . .

−ys
mk

ys
qk

. . . 1







ys
1j´´´

ys
qj´´´

ys
mj




=




ys
1j´´
0́´´´

ys
mj




+ys
qj




−ys
1k

ys
qk´´
1́

ys
qk´´´

−ys
mk

ys
qk




.
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Ú ¸[Ã ½!¾ ÊjË ¾ Ãjº ¾ ¼ ¾ Ãjº ¾ Ì�¿ ¾ Ãq¸Kº�ÀKÃ8¿�¸iÂ�¸KÈ G1, G2, . . . , Gs Ì�À ½ ¼iÀ
º!È�É ã ¾�½ È ¾�Ï À
º�É Í[À ½ ê ½p½ Ë Á�¾�½$µ½ É Í[À ½ ¸[Â ¾ È�ÀKÒ�Ý ¾�½ ¿ ¾ ÂqÉ ÍL¸Kº�ÀKÒWÓK¸�Ì�À�Â8À
È!º�É Èl¿qÀfÉ ÃoÍ ¾ È ½ À�¿qÀ�¼iÀ
º!È�É ã�¹8Ø ½ É Á À�É ÃqÉ Á É À Ï B−1

0
Õ�ÊjË ¾l¾ ¼Æ ¾ È�À Ï�Ô À2¼iÀ
º!È�É ãfÉ ¿ ¾ Ãjº�É ¿qÀ[¿ ¾
× ¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾ w0 = cB0

B−1
0 ¾ À ½!¾ ÊjËq»�Ã Á É ÀoÌ

B−1
1 = G1B−1

0 ¾ w1 = cB1
G1B−1

0
Ì

B−1
2 = G2G1B−1

0 ¾ w2 = cB2
G2G1B−1

0
Ì

´´´ ´´´ ´´´
B−1

s = Gs · · ·G2G1B−1
0 ¾ ws = cBsGs · · ·G2G1B−1

0
´

ò ¾�½ º�À ½lÁ ¸[Ã8¿�É Ò�Ý ¾�½ Ìq¹8À ½ º�À=À
È�¼iÀKã ¾ Ã8À
È�À ½ ¼iÀ
º!È�É ã ¾�½ Gr Õ�À ½ ÊjË8ÀKÉ ½ Ñ Á ÀK¼ Á ¸[¼�Â Ï ¾ º�ÀK¼ ¾ Ãjº ¾Á À
È�À Á º ¾ È�É ãWÀ[¿qÀ ½ Â ¾�Ï ¸¨Í ¾�Á º�¸KÈbÊjË ¾ À ½ ¿�É ½ º�É ÃqÆ[Ë ¾ ¿qÀ'¼iÀ
º!È�É ãiÉ ¿ ¾ Ãjº�É ¿qÀ[¿ ¾�¾ Â ¾�Ï À ½ Ë8À'Â�¸ ½ É ÒWÓK¸¾ Ã8ÊjË8ÀKÃjº�¸�Í ¾�Á º�¸KÈ Á ¸ Ï ËqÃ8À × Â8À
È�ÀoÌ ¾ ¼ Á À[¿qÀfÀ Á º�Ë8À Ï É ãWÀKÒWÓK¸�Ì ½!¾ ¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8À
È3¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸fÀ ½!½ ¸ Á É À[¿�¸ÀK¸b¼ Ô º�¸o¿�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß È ¾ ÍoÉ ½ º�¸ ´`La ��1bdc 	l��� ����� õ� +ônîSõ ÿ�� ò��iõ & ô� "!jó&ô#�Iô�îiò� ÿ�� ñ%$ & ñ4�XòYîió&ô���õ & ñjî�ô � ï/���Iô��Iô ÿ�& ô(' & õ� +õ� ò���ñ¾õ & �Iô < $Qñ4 ÿ�� ô H ; C ;h 	�c�iUX�Y�	 ´ Ç Â Ï É Á ÀKÃ8¿�¸f¸�¼ Ô º�¸o¿�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß È ¾ ÍoÉ ½ º�¸�ÌoÀfÂ8À
È!º�É È�¿qÀf¼iÀ
º!È�É ãl¹8Ø ½ É Á ÀfÉ ÃqÉ Á É À Ï À ½!½ ¸ Á É µÀ[¿qÀfê ½ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ x1
Ì x2 ¾ x3

ÕG¼iÀ
º!È�É ãIÉ ¿ ¾ Ãjº�É ¿qÀ[¿ ¾
× ¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾ À ½!¾ ÊjËq»�Ã Á É Àf¿ ¾ ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ ÊjË ¾ À½!¾ Æ[ËqÉ È ½!¾ É Ã8¿�É Á ÀiÕ Á ¸[¼ ∗ À ½!½ É Ã8À Ï ÀKÃ8¿�¸=¸ Á Ë ½ º�¸fÈ ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸2ÊjË ¾ ¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8ÀfÀ�Í[À
È�É ØWÍ ¾�Ï À ¾ Ãjº!È�À
ÈÂ8À
È�ÀbÀ=¹8À ½!¾f¾ ¸}��ÂqÉ ÍL¸Kº!ð Á É È Á ËqÃ ½!Á È�É º�¸�Â�¸KÈ�Ëq¼�¹�¸KÈ�¿�¸�ÊjË8À[¿oÈ�ÀKÃqÆ[Ë Ï À
È ×�æ

¶ ´
x4

x1

x2

x3

¶ · ·· ¶ ·· · ¶
10.000
20.000
25.000

w1a4 − c4 = 5∗

w1a5 − c5 = 0
w1a6 − c6 = −50

µ�¶¶·¶ ü ú · û · 1.750.000
ü

ù ´
x5

x1

x4

x3

¶ ¶ ·· ¶ ·· · ¶
30.000
20.000
25.000

w2a2 − c2 = −5
w2a5 − c5 = 5∗

w2a6 − c6 = −50

µ�¶µ�¶¶¶ ü&ù[ü û · 1.650.000
ü

ú ´ x1

x4

x5

¶ ¶ ¶· ¶ ¶· · ¶
55.000
45.000
25.000

w3a2 − c2 = −5
w3a3 − c3 = −5
w3a6 − c6 = −45¶ ü&ù[ü úLü

1.525.000

í ¼ Ô º�¸o¿�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß È ¾ ÍoÉ ½ º�¸'ÀKÂ�È ¾�½!¾ Ãjº�ÀiÍ[ÀKÃjº�ÀKÆ ¾ Ã ½ ï Á ¸[¼�ÂqË�º�À Á É ¸[Ã8ÀKÉ ½ ðfÈ ¾�Ï ¾ Í[ÀKÃjº ¾�½ Ì�È ¾�Ï À µº�É Í[ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ êëÍ ¾ È ½ ÓK¸ë¸KÈ�É Æ[É Ã8À Ï Ì�ÊjË8ÀKÃ8¿�¸ë¸ëÃoñq¼ ¾ È�¸ë¿ ¾5Á ¸ Ï ËqÃ8À ½ ¿qÀ;¼iÀ
º!È�É ã'¿ ¾ ¿ ¾�Á É ½ ÓK¸�Ì A ÌÔb½ É Æ[ÃqÉ Ñ Á À
º�É Í[ÀK¼ ¾ Ãjº ¾=½ ËqÂ ¾ È�É ¸KÈ2ÀK¸7Ãoñq¼ ¾ È�¸5¿ ¾=Ï É ÃqÛ8À ½ Õ ½ É º�Ë8ÀKÒWÓK¸'ÊjË ¾ Ì�Ã8À5Â�È�Ø
º�É Á ÀoÌ Ô ¼=ËqÉ º�¸Á ¸[¼=Ëq¼ × ´ Ú ¸[¼ ¾ â ¾ É º�¸�Ì8Ãq¸ Á À ½ ¸bÈ ¾ ÍoÉ ½ º�¸�ÌqÂ8À
È�À Á À[¿qÀ=À Á º�Ë8À Ï É ãWÀKÒWÓK¸5¿�¸bÊjË8À[¿oÈ�¸�ÌqÀ ½ ¸[Â ¾ È�ÀKÒ�Ý ¾�½¿ ¾ ÂqÉ ÍL¸Kº�ÀKÒWÓK¸ ½ ÓK¸ ¾kß�¾�Á Ë�º�À[¿qÀ ½ ÌoËqÃqÉ Á ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ Ì ½ ¸[¹�È ¾ Ëq¼iÀp¼iÀ
º!È�É ã Á ¸[¼ m Ï É ÃqÛ8À ½�¾ m + 1 Á ¸ µÏ ËqÃ8À ½l¾ Ì8À ¾�½ º�À ½ ¸[Â ¾ È�ÀKÒ�Ý ¾�½ ¿ ¾ ÂqÉ ÍL¸Kº�ÀKÒWÓK¸�Ì8ÀKÂ ¾ Ã8À ½�½!¾ À[¿�É Á É ¸[Ã8Àb¸ ¾�½ â¡¸KÈ�Ò�¸=ï Á ¸[¼�ÂqË�º�À Á É ¸[Ã8À Ï ðÈ ¾�Ï À
º�É ÍL¸'ê5¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8ÀKÒWÓK¸7¿qÀ Á ¸ Ï ËqÃ8À5ÂqÉ ÍL¸Kº�À Ï Õ Á Ø Ï Á Ë Ï ¸¨¿�¸ ½pÁ Ë ½ º�¸ ½ È ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸ ½ waj − cj × ÌÎêÀ Á º�Ë8À Ï É ãWÀKÒWÓK¸i¿�¸=Í ¾�Á º�¸KÈ w Õ cBB−1 ×X¾ ÀK¸ Á Ø Ï Á Ë Ï ¸'ÕG¸[Â Á É ¸[Ã8À Ï × ¿�¸=Í[À Ï ¸KÈ Á ¸KÈ!È ¾ Ãjº ¾ ¿qÀfâ¡ËqÃqÒWÓK¸¸[¹oÄ ¾�Á º�É ÍL¸¨Õ wb × ´�Ù ¸KÈ ½ Ë8ÀbÍ ¾ ã[Ì8Ã8À=Í ¾ È ½ ÓK¸�¸KÈ�É Æ[É Ã8À Ï ¿�¸b¼ Ô º�¸o¿�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß Ì Á À[¿qÀ�À Á º�Ë8À Ï É ãWÀKÒWÓK¸¿�¸=ÊjË8À[¿oÈ�¸5Õ¡È ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸ × É ¼�Â Ï É Á À2À ¾kß�¾�Á ËqÒWÓK¸=¿ ¾ ¸[Â ¾ È�ÀKÒ�Ý ¾�½ ¿ ¾ ÂqÉ ÍL¸Kº�ÀKÒWÓK¸ ½ ¸[¹�È ¾ Ëq¼iÀf¼iÀ
º!È�É ãÁ ¸[¼ m + 1 Ï É ÃqÛ8À ½�¾ (n −m) + 1 Á ¸ Ï ËqÃ8À ½ ´
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�S±�� -/�!�7�!(P&)�"�*�fù^��,b0 �b����4s�«0 �ì"1�n��µl¶�( ³
[ ¾ Ã8¿�¸�Â�È ¾�½!¾ Ãjº ¾ ¸5À Ï Æ[¸KÈ�É º�¼�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß Ì8Ãq¸iÂ�È ¾�½!½ ËqÂ�¸ ½ º�¸5¿ ¾ ÊjË ¾ Ã8ÓK¸ ¾kß É ½ º ¾ ¼ ½ ¸ Ï ËqÒ�Ý ¾�½ ¹8Ø µ½ É Á À ½ ¿ ¾ Æ ¾ Ã ¾ È�À[¿qÀ ½ Ì Ô âGØ Á É Ï Â�È�¸
Í[À
È�À Á ¸[ÃoÍ ¾ È�Æ[»�Ã Á É À¨Ñ8ÃqÉ º�À;¿ ¾�½ º ¾ ¼ Ô º�¸o¿�¸�Ì�Ãq¸ ½!¾ Ãjº�É ¿�¸ ¾ ¼ÊjË ¾ ÀKÂ�à ½ Ëq¼�Ãoñq¼ ¾ È�¸�Ñ8ÃqÉ º�¸�¿ ¾ ¸[Â ¾ È�ÀKÒ�Ý ¾�½ ¿ ¾ ÂqÉ ÍL¸Kº�ÀKÒWÓK¸�Ì8¸[Ë ½!¾ À
º�É ÃqÆ ¾ Ëq¼iÀ ½ É º�Ë8ÀKÒWÓK¸iÊjË ¾Ãq¸ ½ Â ¾ È�¼�É º ¾=Á ¸[Ã Á�Ï ËqÉ È2À7Ã8ÓK¸ ¾kß É ½ º�»�Ã Á É À7¿ ¾ à[Â�º�É ¼�¸5Ñ8ÃqÉ º�¸5¸[Ë ½!¾ ¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8ÀiËq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸¹8Ø ½ É Á À�à[Â�º�É ¼iÀ ´ Ú ¸[¼ ¾ â ¾ É º�¸�ÌqÃ8À�ÀKË ½ »�Ã Á É À=¿ ¾ ¿ ¾ Æ ¾ Ã ¾ È ¾�½!Á »�Ã Á É ÀoÌqÀKÂ�à ½�Á À[¿qÀ=À Á º�Ë8À Ï É ãWÀKÒWÓK¸�¿�¸ÊjË8À[¿oÈ�¸�Ìo¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾ Ëq¼iÀ�Ãq¸
Í[À ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸b¹8Ø ½ É Á À=À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï ÕGÍ Ô È!º�É Á�¾
× È ¾�Ï À
º�É Í[ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ ê=ÊjË8À Ï Àâ¡ËqÃqÒWÓK¸p¸[¹oÄ ¾�Á º�É ÍL¸�º�¸[¼iÀ�Ëq¼ Í[À Ï ¸KÈA¼iÀKÉ ½ âGÀWÍL¸KÈ�ØWÍ ¾�Ï ÕG¼iÀKÉ ¸KÈ ½!¾ ¸pÂ�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ Ô ¿ ¾ ¼iÀ ß É ¼�É ãWÀKÒWÓK¸¸[Ëi¼ ¾ Ãq¸KÈ ½!¾ ¸2Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ Ô ¿ ¾ ¼�É ÃqÉ ¼�É ãWÀKÒWÓK¸ × ´ ò ¾�½ º�À ½�Á ¸[Ã8¿�É Ò�Ý ¾�½ ÌoÍ[ÓK¸ µQ½!¾ ¸[¹�º ¾ Ã8¿�¸ ½ ¸ Ï ËqÒ�Ý ¾�½¹8Ø ½ É Á À ½ Ã ¾�Á�¾�½!½ À
È�É ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ ¿�É ½ º�É Ãjº�À ½ ÕGËq¼iÀ'Í ¾ ã5ÊjË ¾ ¿ ¾ ÍoÉ ¿�¸;ê ¾�½ º!È�É º�À¨¼�¸[Ãq¸Kº�¸[ÃqÉ Á É ¿qÀ[¿ ¾ ¿qÀâ¡ËqÃqÒWÓK¸b¸[¹oÄ ¾�Á º�É ÍL¸�Ì ¾ ¼�È ¾�Ï ÀKÒWÓK¸iê ½�½ Ë Á�¾�½!½ É Í[À ½�½ ¸ Ï ËqÒ�Ý ¾�½ ¹8Ø ½ É Á À ½ À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾ É ½ ÊjË ¾p½!¾ Í[ÓK¸�¿ ¾kµº ¾ È�¼�É Ã8ÀKÃ8¿�¸�Ì�¸b¼ Ô º�¸o¿�¸bÃ8ÓK¸bÂ�¸o¿ ¾ È�ØbÂ�È�¸o¿�Ëqã�É È�¿�Ë8À ½l½ ¸ Ï ËqÒ�Ý ¾�½ ¹8Ø ½ É Á À ½ À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾ É ½ É Æ[Ë8ÀKÉ ½�× ´Ú ¸[Ã ½!¾ ÊjË ¾ Ãjº ¾ ¼ ¾ Ãjº ¾ Ì Á ¸[¼�¸�¸2Ãoñq¼ ¾ È�¸�¿ ¾ Í Ô È!º�É Á�¾�½�Ô Ñ8ÃqÉ º�¸�Ì�ÀK¸�Ñ8¼~¿ ¾ Ëq¼vÃoñq¼ ¾ È�¸pÑ8ÃqÉ º�¸2¿ ¾ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½�½ É ¼�Â Ï ¾kß ¸[Ë ½!¾ ¸[¹�º Ô ¼ÜËq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸5à[Â�º�É ¼iÀb¸[Ë;À Á ¸[Ã Á�Ï Ë ½ ÓK¸7¿ ¾ ÊjË ¾ ¸iÂ�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀÃ8ÓK¸=º ¾ ¼�à[Â�º�É ¼�¸2Ñ8ÃqÉ º�¸ ´� ¾�½ º�ÀfÂ�¸[É ½X¾�½ º�Ë8¿qÀ
È�¸ ½ Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ ½AÏ ¾ Í[ÀKÃjº�À[¿�¸ ½ Â ¾�Ï ¸ ½�Á À ½ ¸ ½ ¿ ¾ Æ ¾ Ã ¾ È�À[¿�¸ ½ ÌjÂ8À
È�Àf¸ ½ ÊjË8ÀKÉ ½¸b¼ Ô º�¸o¿�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß Â�¸o¿ ¾p¾ Ãjº!È�À
È ¾ ¼ Á É Á�Ï ¸�Ì8¹ ¾ ¼ Á ¸[¼�¸b¸b¼�¸o¿�¸b¿ ¾ ¸ ½ Ë Ï º!È�ÀKÂ8À ½!½ À
È ´í Â�È�É ¼ ¾ É È�¸ ¾kß�¾ ¼�Â Ï ¸�¿ ¾ë¾ Ãjº!È�À[¿qÀ ¾ ¼ Á É Á�Ï ¸(¿�¸�¼ Ô º�¸o¿�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß â¡¸[ÉfÂqËq¹ Ï É Á À[¿�¸ ¾ ¼Õ���¸���¼iÀKÃÎÌ ¶#v üKú ×�¾ Â�¸o¿ ¾p½!¾ È Á ¸[Ã ½ Ë Ï º�À[¿�¸ ¾ ¼0Õ ç ÀKÃjº�ã�É Æ�Ì ¶#v ý[ú × ´ [ È�À
º�À µQ½!¾ ¿ ¾ Ëq¼�Â�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀÏ É Ã ¾ À
È Á ¸[¼ 11 Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½�¾ 3 ¾ ÊjË8ÀKÒ�Ý ¾�½ ´ � ÀKÉ ½ º�À
È�¿ ¾ Ì ¾ ¼ Õ�� ¾ À Ï ¾ Ì ¶#v ü[ü × Ì ½ Ë�È�Æ[É Ë¨¸ ¾kß�¾ ¼�Â Ï ¸ÊjË ¾ À ½!¾ Æ[ËqÉ È ½!¾ ÀKÂ�È ¾�½!¾ Ãjº�ÀoÌ Á ¸[¼�ÀKÂ ¾ Ã8À ½ 7 Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½l¾ 3 ¾ ÊjË8ÀKÒ�Ý ¾�½ ´`La ��1bdc 	t���   Õ�� ¾ À Ï ¾ Ì ¶#v üKú × �1¡ ô��]îiò��Qñ & õ����Iôeô ÿ�& ô(' & õ� +õ � ò���ñ¾õ &

min −3
4

x1 + 20x2 − 1
2
x3 + 6x4î ; õ 1

4
x1 − 8x2 − x3 + 9x4 + x5 = 0

1
2
x1 − 12x2 − 1

2
x3 + 3x4 + x6 = 0
x3 + x7 = 1

x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7 ≥ 0,

¬$§  §kªkÂ ½ §Q¯ ¢n¡ ªN×M¤¾Ø ¼ § ¢ ªQ¯ ½ ¨I©NªÚé�¬Z¤a¥ ¼ §
x∗ = (1, 0, 1, 0, 3

4 , 0, 0)T ¡ ® ½XÈ ª   §Q¯ ª é�¬Z¤a¥ ¼ ªfØ�¥ ¦ ½ §Q¯Ó§ −5
4

ÇÏ  § ¼ ª ¢ §�¬Z¯ ¥&®A§  ª ¼ ØM¤¾ª ¿ ª ¢ ¥ ¼ ¬Z¯ ¡�Ål�¡M  ¥ ¢ ¤¾ªf®Aª ¼ ªf®  ¥�¤¾Ø  ¥&ª ¿N¡þ § � ¤3ÔM¥ ¦Ï¬$§  § ¡X¢ ®AªQ¯ Ì § ¿ §1®AªQ¯ ½�� §Ï¬Z¥   ªQ¤¾§Q¯¸Ñi®Aª ¼ ª1Â ½ §Q¯ ¢n¡M�Z¿ ª
zk = max{zj = wsaj−

cj : 1 ≤ j ≤ n} > 0
¢n¡S¡X¢ ®AªQ¯ Ì�¡ §

k
£ Ø ¢ ¥ ¼ §�®AªQ¯ ½�� §1¬$§  §b®AªQ¯ ½�� §+¬Z¥   ªQ¤¾§Q¯ ÒIÇ §1¬$§  ¤a¥ ¿ ªlÂ ½ § ¿Q ª�§ ¢A¢ ª?®M¥&§ ¿ ªbÙ ¢ ªQ¯ ½ ¨I©Nª�× ÁI¢ ¥&®A§�§ ¿ ¼ ¥ ¢A¢XÉ� Q¡ ¯_¥ � ¥&®M¥&§Q¯

x1 = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 1)TÑi® ½XÈ § ¼ §Q¤  ¥ Ôe× ÁI¢ ¥&®A§fØ�§ ¼ §Q¤  ¥ Ô1¥ ¿N¡M� ¤a¥ ¿ § ¿N¡¾Ò Ê
h 	�c�iUX�Y�	 ´ Ú ¸[¼ø¸ Á È�É º Ô È�É ¸i¿ ¾ ç ÀKÃjº�ã�É Æ�¿ ¾p¾�½!Á ¸ Ï Û8Àb¿qÀ Á ¸ Ï ËqÃ8À=ÂqÉ ÍL¸Kº�À Ï Ì8À2Â8À
È!º�É È�¿qÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸¹8Ø ½ É Á À2È ¾ â ¾ È�É ¿qÀoÌ�¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8À µQ½!¾ À ½!¾ Æ[ËqÉ Ãjº ¾f½!¾ ÊjËq»�Ã Á É Àb¿ ¾ ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½

xBs B−1
s B−1

s b

ws wsb

¶ ´
x1

x5

x6

x7

¶ · ·· ¶ ·· · ¶
0
0
1

1/4

1/2
0

0 0 0
︸ ︷︷ ︸

w1

· 3/4
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¸[Ã8¿ ¾ 3

4
= max{z1 − c1 = 3

4
, z2 − c2 = −20, z3 − c3 = 1

2
, z4 − c4 = −6} ´ù ´

x2

x1

x6

x7

û · ·µ ù ¶ ·· · ¶
0
0
1

−32

4
0

−3 0 0
︸ ︷︷ ︸

w2

· 4

¸[Ã8¿ ¾ 4 = max{z2 − c2 = 4, z3 − c3 = 7
2
, z4 − c4 = −33, z5 − c5 = −3} ´ú ´

x3

x1

x2

x7

µ�¶ ù ¢ ·µ�¶�� ù ¶�� û ·· · ¶
0
0
1

8
3/8
1
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¸[Ã8¿ ¾ 2 = max{z1 − c1 = 7

4
, z2 − c2 = −44, z3 − c3 = −1

2
, z6 − c6 = 2} ´þ ´
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¶ · ·· ¶ ·· · ¶
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0 0 0 ·j ¼iÀ'Í ¾ ã7ÊjË ¾ ¸;ñ Ï º�É ¼�¸ë¿�¸ ½ ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ ÀKÂ�È ¾�½!¾ Ãjº�À[¿�¸ ½bÔ É Æ[Ë8À Ï ÀK¸ëÂ�È�É ¼ ¾ É È�¸�Ì3¸;¼ Ô º�¸o¿�¸¾ Ãjº!È�À ¾ ¼ Á É Á�Ï ¸ ½!¾ ¼øÃoËqÃ Á À=À
º�É ÃqÆ[É È�À ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸�à[Â�º�É ¼iÀ ´Ù À
È�À ¾ ÍoÉ º�À
È ¾�½ º ¾ º�É Â�¸�¿ ¾ Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ ½ Â�È�¸[ÂqË ½!¾ È�ÀK¼ µQ½!¾ À Ï Æ[Ëq¼iÀ ½ È ¾ ÆKÈ�À ½ Ìo¿qÀ ½ ÊjË8ÀKÉ ½ Í[ÀK¼�¸ ½ÀKÂ�È ¾�½!¾ Ãjº�À
ÈIÀf¼iÀKÉ ½X½ É ¼�Â Ï ¾�½ ¿ ¾ É ¼�Â Ï ¾ ¼ ¾ Ãjº�À
ÈWÌjÀpÈ ¾ ÆKÈ�À2¿ ¾ � Ï ÀKÃ8¿;Õ�ÊjË ¾lÁ ¸[Ã8¿�É Á É ¸[Ã8À�À ¾�½!Á ¸ Ï Û8À¿�¸ ½IÖ Ã8¿�É Á�¾�½ ¿qÀ Á ¸ Ï ËqÃ8À ¾ ¿qÀ Ï É ÃqÛ8À=ÂqÉ ÍL¸Kº�À Ï × ´
�Í�?�>mp�Nqs�b2����Kjsq
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È!º ¾ ¿ ¾ Ëq¼iÀ5¸KÈ�¿ ¾ ¼ É ÃqÉ Á É À Ï ¼ ¾ Ãjº ¾�¾�½ º�ÀK¹ ¾�Ï ¾�Á É ¿qÀ¨Â8À
È�À¨À ½ Í[À
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È�É ØWÍ ¾�Ï À ¾ Ãjº!È�À
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3/4
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0 −3/2 −5/4 µ ü � ûò ¸Kº ¾kµQ½!¾ ÊjË ¾ ÀK¸ Ï ¸[ÃqÆ[¸i¿�¸ ½I½ Ë Á�¾�½!½ É ÍL¸ ½ ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ Ì8À ¾�½!Á ¸ Ï Û8À�¿qÀ Á ¸ Ï ËqÃ8À=ÂqÉ ÍL¸Kº�À ÏÎÁ ÀKÉ Ë ½ ¸[¹�È ¾ ÀÂ�È�É ¼ ¾ É È�À Á ¸ Ï ËqÃ8À Á ¸[¼ Á ¸ ¾ Ñ Á É ¾ Ãjº ¾ Ã8À Ï É ÃqÛ8À7¿ ¾=Á Ë ½ º�¸ ½ È ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸ ½ Â�¸ ½ É º�É ÍL¸ ¾ À ¾�½!Á ¸ Ï Û8À'¿qÀÏ É ÃqÛ8À�ÂqÉ ÍL¸Kº�À ÏuÁ ÀKÉ Ë ½ ¸[¹�È ¾ Ài¿ ¾ ¼ ¾ Ãq¸KÈ Ö Ã8¿�É Á�¾ ¿ ¾2¾ Ãjº!È ¾ À ½pÁ ÀKÃ8¿�É ¿qÀ
º�À ½ ´ ò ¸Kº ¾kµQ½!¾ ÀKÉ Ã8¿qÀiÊjË ¾¸bñ Ï º�É ¼�¸bÊjË8À[¿oÈ�¸=¸[¹�º�É ¿�¸ Ô ¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸=à[Â�º�É ¼iÀ ´ç À�È ¾ ÆKÈ�Àb¿ ¾ � Ï ÀKÃ8¿7¿ ¾�Á ¸KÈ!È ¾ Ëq¼iÀ�Â�È�¸[Â�È�É ¾ ¿qÀ[¿ ¾ ¿ ¾ ¼�¸[Ãq¸Kº�¸[ÃqÉ Á É ¿qÀ[¿ ¾ ÊjË ¾ É ¼�Â Ï É Á À=ÀbÀKË µ½ »�Ã Á É Ài¿ ¾ ¹8À ½!¾�½ È ¾ Â ¾ º�É ¿qÀ ½ ´ w Ã�â¡¸KÈ�¼iÀ Ï ¼ ¾ Ãjº ¾ Ì8¿ ¾ Ãq¸Kº�ÀKÃ8¿�¸ µQ½!¾ ¸ Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸i¿ ¾�Ö Ã8¿�É Á�¾�½ ¹8Ø ½ É Á ¸ ½¾ Ã8ÓK¸�¹8Ø ½ É Á ¸ ½ À ½!½ ¸ Á É À[¿�¸ ½ ê ½$µQÔ�½ É ¼iÀ=¹8À ½!¾ ÌqÈ ¾�½ Â ¾�Á º�É Í[ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ ÌqÂ�¸KÈ JBs ¾ JNs

Ì ¾�½ º�À=Â�È�¸[Â�È�É µ¾ ¿qÀ[¿ ¾=Á ¸[Ã ½ É ½ º ¾ Ã8ÀiÉ ¼�Â�¸ ½!½ É ¹qÉ Ï É ¿qÀ[¿ ¾ ¿ ¾ Ëq¼ Ö Ã8¿�É Á�¾ q ∈ JNs ∩ JBs+1

ÕG¸ Ö Ã8¿�É Á�¾ ÊjË ¾=¾ Ãjº!È�ÀÂ8À
È�À=À=¹8À ½!¾ Bs+1 ×X½ ÀKÉ È�¿qÀ2¹8À ½!¾p½!¾ ¼�ÊjË ¾ Ëq¼ Ö Ã8¿�É Á�¾ p ∈ JNs

Ì�º�À Ï ÊjË ¾ p > q Ì ½!¾ Ä!Àb¹8Ø ½ É Á ¸ ´� ÀKÉ ½ â¡¸KÈ�¼iÀ Ï ¼ ¾ Ãjº ¾ Ì ½!¾ Ã8¿�¸ q Ëq¼ Ö Ã8¿�É Á�¾ º�À Ï ÊjË ¾
q ∈ JNs ∩ JBs+1

∩ . . . ∩ JBs+r
∩ JNs+r+1

,
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É ´ ¾ ´ Ì q ¾ Ãjº!È�À=Ã8À (s + 1) µQÔ�½ É ¼iÀ ¾f½ ÀKÉu¿qÀ (s + r) µQÔ�½ É ¼iÀ2¹8À ½!¾ Ì ¾ Ãjº�ÓK¸
q = max JNs ∩ JBs+1

≤ maxJNs ∩ JBs+2
≤ . . . ≤ max JNs ∩ JBs+r+1

= p,

Á ¸[¼ p > q.
ç ¾ Í ¾ ¸[¹ ½!¾ È�Í[À
È µQ½!¾ ÊjË ¾ JNs ∩ JBs+1 Ô Ëq¼ Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸ ½ É ÃqÆ[Ë Ï À
È ´ò ¸ ÷ ß�¾ ¼�Â Ï ¸ ú ´ ¢ Ì3Â�¸o¿ ¾i¾ ÍoÉ ¿ ¾ Ã Á É À
È µQ½!¾5¾�½ º�À¨Â�È�¸[Â�È�É ¾ ¿qÀ[¿ ¾ ¿ ¾ ¼�¸[Ãq¸Kº�¸[ÃqÉ Á É ¿qÀ[¿ ¾ Ì Á ¸[Ã ½ É µ¿ ¾ È�ÀKÃ8¿�¸bÀ ½!¾ ÊjËq»�Ã Á É Àb¿�¸ ½ Â8À
È ¾�½ ¿ ¾p½ Ëq¹ Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸ ½ ¿ ¾fÖ Ã8¿�É Á�¾�½ ÌqÈ ¾�½ Â ¾�Á º�É Í[ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ Ì�¹8Ø ½ É Á ¸ ½�¾Ã8ÓK¸b¹8Ø ½ É Á ¸ ½�æ

(JB1
, JN1

) = ({5, 6, 7}, {1, 2, 3, 4}) (JB2
, JN2

) = ({1, 6, 7}, {2, 3, 4, 5})

(JB3
, JN3

) = ({1, 2, 7}, {3, 4, 5, 6}) (JB4
, JN4

) = ({2, 3, 7}, {1, 4, 5, 6})

(JB5
, JN5

) = ({3, 4, 7}, {1, 2, 5, 6}) (JB6
, JN6

) = ({1, 3, 4}, {2, 5, 6, 7})

(JB7
, JN7

) = ({1, 3, 5}, {2, 4, 6, 7})

¾�Á ¸[¼�Â8À
È�ÀKÃ8¿�¸ Á À[¿qÀ Ö Ã8¿�É Á�¾ q ∈ JNs ∩ JBs+1
∩ . . .∩ JBs+r

∩ JNs+r+1 Á ¸[¼~¸2¼iÀKÉ ¸KÈ Ö Ã8¿�É Á�¾¿ ¾�Á À[¿qÀfËq¼iÀ�¿qÀ ½ É Ãjº ¾ È ½!¾�Á Ò�Ý ¾�½ JNs ∩JBs+1
, . . . , JNs ∩JBs+r ¾ JNs ∩JBs+r+1

Ì Á ¸[Ã�â¡¸KÈ�¼ ¾À ½!¾ Æ[ËqÉ È ½!¾f¾kß Â Ï É Á É º�À ´
JN1
∩ JB2

∩ JB3
∩ JN4

3 1 ≤ 2 = max JN1
∩ JB3

≤ 3 = maxJN1
∩ JB4

;

JN2
∩ JB3

∩ JB4
∩ JN5

3 2 ≤ 3 = max JN2
∩ JB4

≤ 4 = maxJN2
∩ JB5

;

JN4
∩ JB5

∩ JB6
∩ JN7

3 4 ≤ 4 = max JN4
∩ JB6

≤ 5 = maxJN4
∩ JB7

.

���
	�������8��� ��� <  7îiòYó�ï]õ���>Mñjî)�Qñ�'Qñ4��ñ & õ-�Iõnî(.Gô: "!jó&ô#�IôJîiò� ÿ�� ñ%$�.d�iô� sõ-õ ÿ�� ò��iõ����Iô��Iõ & ñ�' & õ�Qñ)¤ � õ�����.����Iô ÿ�& ô#�nï-*90iõnîAñjî & ñ ÿ ñjó�ò��Iõnî ;R ���	�SUTWVW����X�Y�	U� ä ¾ Ä!À Bs
Ëq¼iÀ=¹8À ½!¾ ¿ ¾ Æ ¾ Ã ¾ È�À[¿qÀ ¾�½ ËqÂ�¸[ÃqÛ8À�ÊjË ¾ Ì8ÀKÂ Ï É Á ÀKÃ8¿�¸iÀ=È ¾ ÆKÈ�Ài¿ ¾� Ï ÀKÃ8¿�Ì ∃r ≥ 2 º�À Ï ÊjË ¾ Bs = Bs+r

� ´Î÷ Ãjº�ÓK¸5¸5¼ Ô º�¸o¿�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß¨¾ Ãjº!È�À ¾ ¼ Á É Á�Ï ¸ ¾ º�¸o¿qÀ ½À ½ ¹8À ½!¾�½ Ì ¾ Ãjº!È ¾ Bs ¾ Bs+r
Ì ½!¾ È ¾ Â ¾ º ¾ ¼ ´ Ú ¸[¼ ¾�½ º�À7È ¾ Â ¾ º�É ÒWÓK¸;¿ ¾ ¹8À ½!¾�½ Ì ½!¾ Ä!À q ¸¨¼iÀKÉ ¸KÈÖ Ã8¿�É Á�¾ À ¾ Ãjº!È�À
È=Â8À
È�À¨¹8À ½!¾i¾5½ ËqÂ�¸[ÃqÛ8ÀoÌ ½!¾ ¼ìÂ ¾ È�¿qÀ¨¿ ¾ Æ ¾ Ã ¾ È�À Ï É ¿qÀ[¿ ¾ ÌAÊjË ¾ º�À Ï�½!¾ Í ¾ È�É Ñ Á ÀÂ8À
È�À Bs+1

ÌqÉ ´ ¾ ´ Ì
{q} = JNs ∩ JBs+1

.j ¼iÀ5Í ¾ ã�ÊjË ¾ À ½ ¹8À ½!¾�½2½!¾ È ¾ Â ¾ º ¾ ¼ ¾ Ì ¾ ¼�Â8À
È!º�É Á Ë Ï À
ÈWÌ JBs = JBs+r

Ì�Â�¸o¿ ¾ ¼�¸ ½�Á ¸[Ã Á�Ï ËqÉ ÈÊjË ¾�¾kß É ½ º ¾ j < r º�À Ï ÊjË ¾
q ∈ JNs ∩ JBs+1

∩ . . . ∩ JBs+j
∩ JNs+j+1

.

Ú ¸[Ã ½!¾ ÊjË ¾ Ãjº ¾ ¼ ¾ Ãjº ¾ Ì�¿ ¾ À Á ¸KÈ�¿�¸ Á ¸[¼nÀIÂ�È�¸[Â�È�É ¾ ¿qÀ[¿ ¾ ¿ ¾ ¼�¸[Ãq¸Kº�¸[ÃqÉ Á É ¿qÀ[¿ ¾ ¿qÀ�È ¾ ÆKÈ�Àl¿ ¾ � Ï ÀKÃ8¿�Ì
∃p > q º�À Ï ÊjË ¾

q = max JNs ∩ JBs+1
≤ . . . ≤ maxJNs ∩ JBs+j

≤ maxJNs ∩ JBs+j+1
= p,

¸�ÊjË ¾�Á ¸[Ãjº!È�À
È�É À�À=ÛqÉ Â�àKº ¾�½!¾ ¿ ¾ q ½!¾ È�¸b¼iÀKÉ ¸KÈ Ö Ã8¿�É Á�¾ À ¾ Ãjº!È�À
ÈlÂ8À
È�ÀbÀ=¹8À ½!¾ ´
� ¾�Ï À
º�É Í[ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ ê ¾kß É ½ º�»�Ã Á É À7¿ ¾ Â�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀ ½pÏ É Ã ¾ À
È ¾�½ ¿ ¾ Â ¾ ÊjË ¾ Ã8Ài¿�É ¼ ¾ Ã ½ ÓK¸ ½ Ë ½!Á�¾ Â�º Ö µÍ ¾ É ½ ¿ ¾ Â�È�¸
ÍL¸ Á À
È ¾ ¼ìÀ ¾ Ãjº!È�À[¿qÀ ¾ ¼ Á É Á�Ï ¸;ÊjË8ÀKÃ8¿�¸5È ¾�½ ¸ Ï ÍoÉ ¿�¸ ½ Â ¾�Ï ¸¨¼ Ô º�¸o¿�¸ ½f½ É ¼�Â Ï ¾kß Ì ¾ ¼Õ � À
È ½ Û8À Ï Ï ÀKÃ8¿ ä ËqË�È�¹8À Ï Ï ¾ Ì ¶#v ý vL× Â�È�¸
ÍL¸[Ë µQ½!¾ ÊjË ¾ ¸ PL(A, b, c) ¿ ¾ ¼ ¾ Ãq¸KÈ2¿�É ¼ ¾ Ã ½ ÓK¸5º ¾ ¼

m = 2 ¾ n = 6 ¾ ÀKÂ�È ¾�½!¾ Ãjº�À=Ëq¼ Á É Á�Ï ¸i¿ ¾pÁ ¸[¼�Â�È�É ¼ ¾ Ãjº�¸ ý ´�W�XC Y CI@WaLFDC�P Y d�P�EGFDClHKJLC ∀s,Bs 6= Bs+1

\
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÷ ¼ Á�¾ È!º�À ½7½ É º�Ë8ÀKÒ�Ý ¾�½ Ì�À ¾�Ï ¾ Í[À[¿qÀ�¿�É ¼ ¾ Ã ½ ÓK¸�¿�¸¦Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ¦À�È ¾�½ ¸ Ï Í ¾ È'¸[Ë�¼ ¾�½ ¼�¸¦À ½ Ë8À¾�½ º!È�Ë�º�Ë�È�À=Â8À
È!º�É Á Ë Ï À
ÈWÌ[Ä$Ë ½ º�É Ñ Á ÀK¼ÜÊjË ¾f½!¾ É Ãjº!È�¸o¿�ËqãWÀK¼�À Ï Æ[Ëq¼iÀ ½ À Ï º ¾ È�ÀKÒ�Ý ¾�½ º ¾ Ã8¿�¸ ¾ ¼�ÍoÉ ½ º�ÀÀKËq¼ ¾ Ãjº�À
È=À ¾ Ñ Á É »�Ã Á É À;¿qÀ¨ÀKÂ Ï É Á ÀKÒWÓK¸�¿�¸¨¼ Ô º�¸o¿�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß ´�÷ ½!½ À ½ À Ï º ¾ È�ÀKÒ�Ý ¾�½ ¿qÓK¸;¸KÈ�É Æ ¾ ¼À¨¿�É â ¾ È ¾ Ãjº ¾�½ Í ¾ È ½ Ý ¾�½ Ì3¿qÀ ½ ÊjË8ÀKÉ ½ Í[ÀK¼�¸ ½ ÀKÃ8À Ï É ½ À
ÈiÀ ½ ÊjË ¾�½!¾ ¿ ¾�½ É Æ[Ã8ÀK¼'Ì�È ¾�½ Â ¾�Á º�É Í[ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ ÌÂ�¸KÈI¼ Ô º�¸o¿�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß Â8À
È�À�Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½�Ï É ¼�É º�À[¿qÀ ½�¾ ¸2¼ Ô º�¸o¿�¸2¿ ¾ ¿ ¾�Á ¸[¼�Â�¸ ½ É ÒWÓK¸b¿ ¾ ç ÀKÃjº�ã�É Æ µ§ ¸ Ï â ¾ ´ � ÀKÉ ½ À[¿�É ÀKÃjº ¾ Ì�ÀKÂ�à ½ ÀiÉ Ãjº!È�¸o¿�ËqÒWÓK¸'¿qÀ5¿�Ë8À Ï É ¿qÀ[¿ ¾b¾ ¼ÐÂ�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀKÒWÓK¸ Ï É Ã ¾ À
ÈWÌuÀKÉ Ã8¿qÀÀK¹�¸KÈ�¿qÀ
È ¾ ¼�¸ ½ ¸ ½ ¼ Ô º�¸o¿�¸ ½ ¿�Ë8À Ï�½ É ¼�Â Ï ¾kß5¾ Â�È�É ¼iÀ Ï µ ¿�Ë8À Ï ´
�pô�¨�ôj� |}zVUWJ*@CJ =?5AXS�Ë~I9�ö �6B);KBZ7)B);>5(mV7:915A=�~A5AX$58UWBD@CBD=
ç À[¿�¸'Ëq¼�Â�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀ Ï É Ã ¾ À
Èb¿ ¾ ¼�É ÃqÉ ¼�É ãWÀKÒWÓK¸'Ã8À7â¡¸KÈ�¼iÀ7Â8À[¿oÈ�ÓK¸�Ì PL(A, b, c) ÌuÃq¸¨ÊjË8À Ï À ½Á ¸[Ã8¿�É Ò�Ý ¾�½ ¿ ¾ Ã8ÓK¸�Ã ¾ ÆLÀ
º�É ÍoÉ ¿qÀ[¿ ¾ ¿qÀ ½ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ ¿ ¾ ¿ ¾�Á É ½ ÓK¸ ½ ÓK¸ ½ Ëq¹ ½ º�É º�Ë Ö ¿qÀ ½ Â ¾�Ï À ½ ���/TWVW��© ªX�«��/T@¬U�����© a � Ì l ≤ x ≤ u Ìq¸[Ë ½!¾ Ä!ÀoÌ�¿qÀ[¿�¸=¸bÂ�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀ Ï É Ã ¾ À
È æ

min cT x½ ´ À ´ Ax = b Á ¸[¼ A ∈ R
m×n,

l ≤ x ≤ u Ì
¸[Ã8¿ ¾ l ¾ u ¿ ¾ Ãq¸Kº�ÀK¼ÐÃ µ ËqÂ Ï ¸ ½ Ì�È ¾�½ Â ¾�Á º�É Í[ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ Ì�¿ ¾=Ï É ¼�É º ¾�½ É Ã�â ¾ È�É ¸KÈ ¾�½�¾ ¿ ¾=Ï É ¼�É º ¾�½p½ ËqÂ ¾kµÈ�É ¸KÈ ¾�½ Â8À
È�À=¸bÃ µ ËqÂ Ï ¸b¿ ¾ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ Ì ß Ì�Í[ÀK¼�¸ ½ ¿ ¾�½ É Æ[Ã8À µQÏ ¸�Â�¸KÈ�Â�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀ Ï É Ã ¾ À
È�¿ ¾ ¼�É ÃqÉ ¼�É µãWÀKÒWÓK¸7Ã8Àbâ¡¸KÈ�¼iÀiÂ8À[¿oÈ�ÓK¸�Ì PL(A, b, c) Ì Á ¸[¼ÐÍ[À
È�É ØWÍ ¾ É ½pÏ É ¼�É º�À[¿qÀ ½ ÕG¸[Ë¨È ¾�½ º!È�É Ò�Ý ¾�½ ¿ ¾2Á ÀKÉ ß À × Ì
l ≤ x ≤ u ´ Ç Â8À
È!º�É È2¿ ¾�½ º ¾ Â�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀoÌ�âGÀKã ¾ Ã8¿�¸ y = x − l ⇔ x = y + l ¾ Â�È�¸ Á�¾ ¿ ¾ Ã8¿�¸7êÈ ¾�½ Â ¾�Á º�É Í[À=¼=Ë8¿qÀKÃqÒWÀ2¿ ¾ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ ¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾

min cT y + cT l½ ´ À ´ Ay = b−Al Ì
0 ≤ y ≤ u− 1 ´

w Ãjº!È�¸o¿�Ëqã�É Ã8¿�¸iÍ[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ ¿ ¾ ¿ ¾�½ ÍoÉ ¸�Ì�Ã8À ½ È ¾�½ º!È�É Ò�Ý ¾�½ È ¾�Ï À
º�É Í[À ½ ÀK¸ ½pÏ É ¼�É º ¾�½p½ ËqÂ ¾ È�É ¸KÈ ¾�½ ÌÎ¸Â�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀ2º�¸[¼iÀ=À2â¡¸KÈ�¼iÀ æ
min cT y + cT l

½ ´ À ´
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A 0
In In
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u− l

] Ì
y, ys ≥ 0 ´Ú ¸[¼ ¾�½ º�À�º!È�ÀKÃ ½ â¡¸KÈ�¼iÀKÒWÓK¸�ÌLÃq¸ ¾ Ãjº�ÀKÃjº�¸�Ì[ÀKËq¼ ¾ Ãjº�À µQ½!¾ ¸�Ãoñq¼ ¾ È�¸p¿ ¾ È ¾�½ º!È�É Ò�Ý ¾�½ ¿ ¾ m Â8À
È�À

m + n ¾ ¸bÃoñq¼ ¾ È�¸=¿ ¾ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ ¿ ¾ n Â8À
È�À 2n Ìq¸�ÊjË ¾ ÌqÂ8À
È�À=Í[À Ï ¸KÈ ¾�½�¾�Ï ¾ Í[À[¿�¸ ½ ¿ ¾ n Ì8Ã8ÓK¸ Ô¼=ËqÉ º�¸�È ¾�Á ¸[¼ ¾ Ã8¿qØWÍ ¾�Ï ´LÙ ¸KÈ ¾�½ º ¾ ¼�¸Kº�É ÍL¸�ÌL¿ ¾�½!¾ ÃoÍL¸ Ï Í ¾ Ë µQ½!¾ Ëq¼iÀ�Í[À
È�É ÀKÃjº ¾ ¿�¸f¼ Ô º�¸o¿�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kßÂ8À
È�À=Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ ½IÁ ¸[¼øÍ[À
È�É ØWÍ ¾ É ½lÏ É ¼�É º�À[¿qÀ ½ ÊjË ¾ Ã8ÓK¸=È ¾�Á ¸KÈ!È ¾ À ¾�½ º�À=¼=Ë8¿qÀKÃqÒWÀ=¿ ¾ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ ´ç À[¿�¸f¸ ½ É ½ º ¾ ¼iÀf¿ ¾I¾ ÊjË8ÀKÒ�Ý ¾�½A¾ É Ã ¾ ÊjË8ÀKÒ�Ý ¾�½
{

Ax = b
l ≤ x ≤ u

ÌLËq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸ x′ ¿ ¾ Ax = b¿�É ã µQ½!¾ ¹8Ø ½ É Á ÀoÌ ½!¾ À'¼iÀ
º!È�É ã A Â�¸o¿ ¾�½!¾ ÈbÂ8À
È!º�É ¿qÀ ¾ ¼ [B, Nl, Nu] Ìu¸[Ã8¿ ¾ B Ô Ëq¼iÀ5¼iÀ
º!È�É ãÊjË8À[¿oÈ�À[¿qÀ2É ÃoÍ ¾ È!º Ö Í ¾�Ï Õ r(B) = m × º�À Ï ÊjË ¾ Ì ½!¾ Ã8¿�¸

x′ =




x′
B

x′
N1

x′
Nu


 ,

Í ¾ ¼ x′
Nl

= lNl

Ì x′
Nu = uNu ¾ x′

B = B−1b−B−1NllNl
−B−1NuuNu

´



ã ¹ éNè'�Wmp���Kjlk®�?�Hqso ��ä£k®o<qsoù�®����æ)���£Ñ ÒVw
Ç ¿�É Á É ¸[Ã8À Ï ¼ ¾ Ãjº ¾ Ì ½!¾ lB ≤ x′

B ≤ uB
Ì ¾ Ãjº�ÓK¸ x′ ¿�É ã µQ½!¾ Ëq¼iÀ TW	�c�iUX�Y�	�®U¯�T#©���t��¬°1©�T5ªT#± ²��/c ´ ò ¾�½ º�À ½fÁ ¸[Ã8¿�É Ò�Ý ¾�½ Ì�Ài¼iÀ
º!È�É ã B ¿ ¾�½ É Æ[Ã8À µQ½!¾ Â�¸KÈ ®U��TW��¬U��VW����®U��c�³´	 Ì xB

¿ ¾ Ãq¸Kº�À�¸
m µ ËqÂ Ï ¸=¿ ¾ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ ¹8Ø ½ É Á À ½l¾ xNl ¾ xNu

¿ ¾ Ãq¸Kº�ÀK¼øê ½ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ Ã8ÓK¸=¹8Ø ½ É Á À ½ ÌqÈ ¾�½ Â ¾�Á º�É Í[À µ¼ ¾ Ãjº ¾ Ì
Ãq¸ ½3½!¾ Ë ½3Ï É ¼�É º ¾�½ É Ã�â ¾ È�É ¸KÈ ¾�½X¾I½ ËqÂ ¾ È�É ¸KÈ ¾�½ ´ ä ¾ Ã8¿�¸ x′ Ëq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸�¹8Ø ½ É Á ÀpÀ[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï Ì½!¾ lB < x′
B < uB

Ì ¾ Ãjº�ÓK¸ x′ ¿�É ã µQ½!¾ S´Y�	F¬U�
µ���S´�
����¬U� Ì Á À ½ ¸ Á ¸[Ãjº!È�Ø
È�É ¸p¿�É ã µQ½!¾ ¬U�
µ���S´�
����¬U�´ j ¼iÀpÂ8À
È!º�É ÒWÓK¸=¿ ¾ A Ì [B, Nl, Nu] ÌoÊjË ¾�Á ¸KÈ!È ¾�½ Â�¸[Ã8¿qÀ2ÀfËq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸2¹8Ø ½ É Á À2À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï Ì¿�É ã µQ½!¾ Ëq¼iÀ bU����V#©�X�Y�	e®U¯�T#©������¬°1©�T#T#± ²��/c ´ ç ¾ Ãq¸Kº�ÀKÃ8¿�¸5Â�¸KÈ JB
Ì JNl ¾ JNu

¸ ½p½ Ëq¹ Á ¸[Ã µÄ$ËqÃjº�¸ ½ ¿ ¾iÖ Ã8¿�É Á�¾�½ ÌuÈ ¾�½ Â ¾�Á º�É Í[ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ Ì�¹8Ø ½ É Á ¸ ½ Ì�Ã8ÓK¸¨¹8Ø ½ É Á ¸ ½=Á ËKÄ!À ½ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ À
º�É ÃqÆ[É È�ÀK¼ì¸ ½Ï É ¼�É º ¾�½ É Ã�â ¾ È�É ¸KÈ ¾�½i¾ Ã8ÓK¸ë¹8Ø ½ É Á ¸ ½iÁ ËKÄ!À ½ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ À
º�É ÃqÆ[É È�ÀK¼ ¸ ½�Ï É ¼�É º ¾�½b½ ËqÂ ¾ È�É ¸KÈ ¾�½ ´�÷ ¼ µ¹�¸KÈ�À JB
Ñ�ÊjË ¾�Á ¸[¼�Â Ï ¾ º�ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ ¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8À[¿�¸¨À¨Â8À
È!º�É Èb¿�¸ Á ¸[ÃqÛ ¾�Á É ¼ ¾ Ãjº�¸¨¿ ¾ JNl ¾ JNu

ÌÍ[ÀK¼�¸ ½ ¿ ¾ Ãq¸Kº�À
È�Ëq¼iÀ=Â8À
È!º�É ÒWÓK¸5¹8Ø ½ É Á ÀiÀ[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï Â ¾�Ï ¸�È ¾�½ Â ¾�Á º�É ÍL¸�º ¾ È�Ãq¸i¿ ¾�½ Ëq¹ Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸ ½Õ JB, JNl
, JNu × ´ç Ë8À ½ Â8À
È!º�É Ò�Ý ¾�½ ¹8Ø ½ É Á À ½ À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾ É ½ ÌAÕ J ′

B , J ′
Nl

, J ′
Nu ×�¾ Õ J ′′

B , J ′′
Nl

, J ′′
Nu × Ì�¿�É ã ¾ ¼ µQ½!¾ À[¿ µÄ!À Á�¾ Ãjº ¾�½�½!¾ Ì�Â8À ½!½ ÀKÃ8¿�¸b¿ ¾ Ëq¼iÀpÂ8À
È�À2¸[Ë�º!È�Àfº�¸o¿qÀ ½ À ½ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ Ã8ÓK¸2¹8Ø ½ É Á À ½ Ì Á ¸[¼ ¾kß�Á�¾ Â�ÒWÓK¸¿ ¾ Ëq¼iÀoÌ ½!¾ ¼iÀKÃjº�»�¼�Ã8ÓK¸b¹8Ø ½ É Á À ½�¾ Ãq¸ ½ È ¾�½ Â ¾�Á º�É ÍL¸ ½�Ï É ¼�É º ¾�½�½ ËqÂ ¾ È�É ¸KÈ ¾�½�¾ É Ã�â ¾ È�É ¸KÈ ¾�½ ´ � ÀKÉ ½â¡¸KÈ�¼iÀ Ï ¼ ¾ Ãjº ¾ ÌLÀ ½ Â8À
È!º�É Ò�Ý ¾�½ ¹8Ø ½ É Á À ½ À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾ É ½ Õ J ′

B , J ′
Nl

, J ′
Nu ×�¾ Õ J ′′

B , J ′′
Nl

, J ′′
Nu × ¿�É ã ¾ ¼ µQ½!¾À[¿
Ä!À Á�¾ Ãjº ¾�½l½!¾ |J ′

Nl
∩ J ′′

Nl
| + |J ′

Nu
∩ J ′′

Nu
| = |J ′

Nl
|+ |J ′

Nu
| − 1 ´

ä ¾ Ä!À A = [B, Nl, Nu] Ì x =




xB

xN1

xNu


 Ì cT = [cB , cNl

, cNu ] Ì b̂ ¸ m µ ËqÂ Ï ¸�¿ ¾�Á ¸[¼�Â�¸[Ã ¾ Ã µ
º ¾�½ ¹8Ø ½ É Á À ½ xB ¾ ζ ¸bÍ[À Ï ¸KÈ Á ¸KÈ!È ¾ Ãjº ¾ ¿qÀ2â¡ËqÃqÒWÓK¸b¸[¹oÄ ¾�Á º�É ÍL¸ cT x ´q÷ Ãjº�ÓK¸bÍ ¾ ¼øÊjË ¾

b̂ = B−1b−B−1NxN

= B−1b−B−1NlxNl
−B−1NuxNu ,

ζ = cB(B−1b−B−1NxN ) + cNxN

= cB(B−1b−B−1NlxNl
−B−1NuxNu) + cNl

xNl
+ cNuxNu

= cBB−1b− (cBB−1Nl − cNl
)xNl

− (cBB−1Nu − cNu )xNu ,

¸[Ã8¿ ¾ N = [Nl, Nu] ¾ xN =

[
xNl

xNu

] ´ ò ¾�½ º�À ½iÁ ¸[Ã8¿�É Ò�Ý ¾�½ ÌX¸¦ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß º�¸[¼iÀ;¸À ½ Â ¾�Á º�¸ æ
xNl

xNu

xB B−1Nl B−1Nu b̂

cBB−1Nl − cNl
cBB−1Nu − cNu ζ

•
[ ¾ Ã8¿�¸ ¾ ¼ Á ¸[Ãjº�À5ÊjË ¾ ζ = cBB−1b −

∑
j∈JN1

(zj − cj)xj −
∑

j∈JNu
(zj − cj)xj

Ì
Â�¸o¿ ¾ ¼�¸ ½IÁ ¸[Ã Á�Ï ËqÉ È�¸ ½!¾ Æ[ËqÉ Ãjº ¾[æ
¶ ä ¾ ∃j ∈ JNl

º�À Ï ÊjË ¾ zj − cj > 0 Ì ¾ Ãjº�ÓK¸iËq¼ÜÀKËq¼ ¾ Ãjº�¸i¿ ¾ xj
Õ xj = lj + ∆j

Ì
Á ¸[¼ ∆j > o × ¹ ¾ Ã ¾ Ñ Á É ÀbÀ2â¡ËqÃqÒWÓK¸b¸[¹oÄ ¾�Á º�É ÍL¸ ´¶ ä ¾ ∃j ∈ JNu

º�À Ï ÊjË ¾ zj − cj < 0 Ì ¾ Ãjº�ÓK¸�Àb¿�É ¼�É ÃoËqÉ ÒWÓK¸�¿ ¾ xj
Õ xj = uj −∆j

Ì
Á ¸[¼ ∆j > o × ¹ ¾ Ã ¾ Ñ Á É ÀbÀ2â¡ËqÃqÒWÓK¸b¸[¹oÄ ¾�Á º�É ÍL¸ ´



Ò Æ �Zä£k®o<qso�å<����æ)���£Ñ��çÌÍ����rs���K�!è'�Wmp���Kjlk®�?�
Ç ½!½ É ¼'Ì8À ¾�½!Á ¸ Ï Û8À�¿qÀ k µQÔ�½ É ¼iÀ Á ¸ Ï ËqÃ8ÀbÂ8À
È�À Á ¸ Ï ËqÃ8À=ÂqÉ ÍL¸Kº�À Ï Â�¸o¿ ¾ âGÀKã ¾ È µQ½!¾ Ì8Â�¸KÈ�ÀKÂ Ï É µÁ ÀKÒWÓK¸i¿�¸ Á È�É º Ô È�É ¸i¿ ¾ ç ÀKÃjº�ã�É Æ�Ì8À=Â8À
È!º�É È�¿qÀb¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8ÀKÒWÓK¸�¿ ¾

δk = max{max
j∈JNl

(zj − cj), max
j∈JNu

−(zj − cj)}.

ä ¾ δk ≤ 0 Ì ¾ Ãjº�ÓK¸ Á ¸[Ã Á�Ï Ë Ö µQ½!¾ ÊjË ¾ À ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸f¹8Ø ½ É Á À Á ¸KÈ!È ¾ Ãjº ¾IÔ à[Â�º�É ¼iÀ2Õ�À�Â�È�¸
Í[À�¿ ¾�½ º�ÀÀ
ÑqÈ�¼iÀKÒWÓK¸ Ô Â�È�¸[Â�¸ ½ º�À�Ãq¸ ÷ ß�¾ È Á�Ö Á É ¸ ú ´ ¶ ù ÌqÃq¸fÑ8Ã8À Ï ¿ ¾�½ º ¾�Á ÀKÂ Ö º�Ë Ï ¸ × ´ Ú À ½ ¸ Á ¸[Ãjº!È�Ø
È�É ¸�Ì
k Ô ¸ Ö Ã8¿�É Á�¾ ¿ ¾ Ëq¼iÀ2Í[À
È�É ØWÍ ¾�Ï Ã8ÓK¸�¹8Ø ½ É Á À Á ÀKÃ8¿�É ¿qÀ
º�ÀbÀ ¾ Ãjº!È�À
È�Â8À
È�ÀbÀ=¹8À ½!¾ ´

•
ä ËqÂ�¸[ÃqÛ8ÀëÊjË ¾ À ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸é¹8Ø ½ É Á À Á ¸KÈ!È ¾ Ãjº ¾'Ô À�¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8À[¿qÀ;Â ¾�Ï ÀëÂ8À
È!º�É ÒWÓK¸é¹8Ø ½ É Á ÀÀ[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï (JB , JNl

, JNu ) ¾ ÊjË ¾ ÀF· µQÔ�½ É ¼iÀ Á ¸ Ï ËqÃ8À ÔbÁ ÀKÃ8¿�É ¿qÀ
º�À7À5ÂqÉ ÍL¸Kº�À Ï ´�÷ Ãjº�ÓK¸¸ Á ¸KÈ!È ¾ Ëq¼iÀ=¿qÀ ½l½ É º�Ë8ÀKÒ�Ý ¾�½�æ
¶ ´ Ç Í[À
È�É ØWÍ ¾�Ï�Á ÀKÃ8¿�É ¿qÀ
º�À2À ¾ Ãjº!È�À
ÈIÂ8À
È�À2À2¹8À ½!¾�¾�½ º�Ø2Ãq¸ ½!¾ Ë Ï É ¼�É º ¾ É Ã�â ¾ È�É ¸KÈ2Õ xk =

lk × ´ù ´ Ç Í[À
È�É ØWÍ ¾�ÏqÁ ÀKÃ8¿�É ¿qÀ
º�ÀfÀ ¾ Ãjº!È�À
ÈAÂ8À
È�ÀfÀp¹8À ½!¾l¾�½ º�ØfÃq¸ ½!¾ Ë Ï É ¼�É º ¾I½ ËqÂ ¾ È�É ¸KÈpÕ xk =
uk × ´è ÀK¼�¸ ½ ÀKÃ8À Ï É ½ À
È Á À[¿qÀ=Ëq¼ø¿ ¾�½ º ¾�½lÁ À ½ ¸ ½ Ì Á ¸[Ã ½ É ¿ ¾ È�ÀKÃ8¿�¸ JN = JNl

∪ JNu
´

¶ ´ ä ËqÂ�¸[Ã8¿�¸5ÊjË ¾ ¸ Ö Ã8¿�É Á�¾ k Ô º�À Ï ÊjË ¾ xk = lk
Ì�Â ¾�Ï ¸7ÊjË ¾ zk − ck > 0 Ì�âGÀKã ¾ Ã8¿�¸

xk = lk + ∆k
Ì Á ¸[¼ ∆k > 0 ÌqÍ ¾ ¼øÊjË ¾

ζ ← cBB−1b−
∑

j∈JN\{k}

(zj − cj)xj − (zk − ck)(lk + ∆k)

= cBB−1b−
∑

j∈Nl

(zj − cj)lj −
∑

j∈Nu

(zj − cj)uj − (zk − ck)∆k

= ζ − (zk − ck)∆k.

Ç ½ È ¾�½ º�ÀKÃjº ¾�½ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ Ã8ÓK¸�¹8Ø ½ É Á À ½ Õ Á ¸[¼ Ö Ã8¿�É Á�¾ ¿�É ½ º�É Ãjº�¸i¿ ¾ k × Â ¾ È�¼iÀKÃ ¾�Á�¾ ¼Á ¸[¼ø¸ ½ ¼ ¾�½ ¼�¸ ½ Í[À Ï ¸KÈ ¾�½�¾ À ½ ¹8Ø ½ É Á À ½�½ ÓK¸�À Á º�Ë8À Ï É ãWÀ[¿qÀ ½�Á ¸[Ã�â¡¸KÈ�¼ ¾p½!¾ É Ã8¿�É Á À æ
xB ← B−1b−

∑

j∈JN\{k}

xjB
−1aj − (lk + ∆k)B−1ak

= B−1b−
∑

j∈JNl

ljB
−1aj −

∑

j∈JNu

ujB
−1aj −∆kB−1ak

= b̂−∆kyk,

¸[Ã8¿ ¾ yk = B−1ak ¾ b̂ = B−1b −
∑

j∈JNl

ljB
−1aj −

∑
j∈JNu

ujB
−1aj ´ ç ¾¼�¸o¿�¸pÀ�ÆLÀ
È�ÀKÃjº�É ÈXÀpÀ[¿�¼�É ½!½ É ¹qÉ Ï É ¿qÀ[¿ ¾ ¿qÀ�Ãq¸
Í[À ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸�ÌLÉ ´ ¾ ´ Ìj¿ ¾ ¼�¸o¿�¸pÀ�ÆLÀ
È�ÀKÃjº�É ÈÀ ½ ¿ ¾�½ É Æ[Ë8À Ï ¿qÀ[¿ ¾�½ lk ≤ lk + ∆k ≤ uk ¾ lB ≤ b̂ −∆kyk ≤ uB

ÕG¸[Ã8¿ ¾ lB ¾ uB¿ ¾ Ãq¸Kº�ÀK¼ ¸ ½ m µ ËqÂ Ï ¸ ½ ¿�¸ ½=Ï É ¼�É º ¾�½ ÌuÈ ¾�½ Â ¾�Á º�É Í[ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ ÌuÉ Ã�â ¾ È�É ¸KÈ ¾�½b¾i½ ËqÂ ¾ È�É ¸KÈ ¾�½À ½!½ ¸ Á É À[¿�¸ ½ ê ½ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ ¹8Ø ½ É Á À ½�Á ¸KÈ!È ¾ Ãjº ¾�½�× Ì�À ¾�½!Á ¸ Ï Û8À5¿ ¾ ∆k
¿ ¾ Í ¾f½ À
º�É ½ âGÀKã ¾ ÈÀ ½ ¿ ¾�½ É Æ[Ë8À Ï ¿qÀ[¿ ¾�½�æ

0 ≤ ∆k ≤ uk − lk,

¾ ∀i ∈ {1, . . . , m} Ì

(lB)i ≤ b̂i −∆kyik ≤ (uB)i ⇔

{
∆k ≤

b̂i−(lB)i

yik
½!¾ yik > 0

∆k ≤
(uB)i−b̂i

−yik
½!¾ yik < 0

,
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¸[Ã8¿ ¾ (lB)i ¾ (uB)i

¿ ¾ Ãq¸Kº�ÀK¼�À i µQÔ�½ É ¼iÀ Á ¸[¼�Â�¸[Ã ¾ Ãjº ¾ ¿�¸ m µ ËqÂ Ï ¸'¿ ¾=Ï É ¼�É º ¾�½ ÌÈ ¾�½ Â ¾�Á º�É Í[ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ Ì�É Ã�â ¾ È�É ¸KÈ ¾�½u¾A½ ËqÂ ¾ È�É ¸KÈ ¾�½ ¿qÀ ½ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ ¹8Ø ½ É Á À ½ ´ Ç ½!½ É ¼'Ì�¸lÍ[À Ï ¸KÈ¼iÀKÉ ½ âGÀWÍL¸KÈ�ØWÍ ¾�Ï Â8À
È�À ∆k
Í ¾ ¼ø¿qÀ[¿qÀ=Â ¾�Ï ¸ Ö Ã�Ñ8¼�¸b¿�¸ Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸

{
b̂i − (lB)i

yik

: 1 ≤ i ≤ m, yik > 0}∪{
(uB)i − b̂i

−yik

: 1 ≤ i ≤ m, yik < 0}∪{uk−lk},¡l>£»>¨ª  ×lK¡ ³n¨v¢A¡ ¤W��>²ª¡ ���W¬µ¢IÖ¦¬ ¥¦�n�   ¬ ��¬ Ö¦�®¢'¢A»K���n¥¦¬ ¡v¥¦�®¢6�>¨ª¥©¨Í¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨pö¤K¨v¢6Àp¨ª¥¦¬µ½ÁÀv�n¬µ¢n×K��¡W¤W��Ö¦¡v�«¨ª¥ËÀp¨ª  ¡v¥¦�®¢6¨ª¥¦ÝK¬ Ö¦¥©¨ª¥¦¬µ¨ª���n£Ö¦�'§v¥©¨ª>¤W�®¢C�v×��n�eÖ©¨ª ¢A¬ Ö¦»>¨v¼n²ª¡>×W¤W¬ õ�ö8¢A�+>£»K�
∆k =∞

�
ù ´ ä ËqÂ�¸[Ã8¿�¸iÊjË ¾ ¸ Ö Ã8¿�É Á�¾ k Ô º�À Ï ÊjË ¾ xk = uk

Ì�Â ¾�Ï ¸7ÊjË ¾ zk − ck < 0 Ì8âGÀKã ¾ Ã8¿�¸
xk = uk −∆k

Ì Á ¸[¼ ∆k > 0 ÌqÍ ¾ ¼øÊjË ¾
ζ ← cBB−1b−

∑

j∈JN\{k}

(zj − cj)xj − (zk − ck)(uk −∆k)

= cBB−1b−
∑

j∈Nl

(zj − cj)lj −
∑

j∈Nu

(zj − cj)uj + (zk − ck)∆k

= ζ + (zk − ck)∆k.Ç ½ È ¾�½ º�ÀKÃjº ¾�½ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ Ã8ÓK¸�¹8Ø ½ É Á À ½ Õ Á ¸[¼ Ö Ã8¿�É Á�¾ ¿�É ½ º�É Ãjº�¸�¿ ¾ k × Â ¾ È�¼iÀKÃ ¾�Á�¾ ¼Á ¸[¼ø¸ ½ ¼ ¾�½ ¼�¸ ½ Í[À Ï ¸KÈ ¾�½l¾ À ½ ¹8Ø ½ É Á À ½�½ ÓK¸iÀ Á º�Ë8À Ï É ãWÀ[¿qÀ ½�Á ¸[Ã�â¡¸KÈ�¼ ¾f½!¾ É Ã8¿�É Á À æ
xB ← B−1b−

∑

j∈JN\{k}

xjB
−1aj − (uk −∆k)B−1ak

= B−1b−
∑

j∈JNl

ljB
−1aj −

∑

j∈JNu

ujB
−1aj + ∆kB−1ak

= b̂ + ∆kyk,

¸[Ã8¿ ¾ yk = B−1ak ¾ b̂ = B−1b −
∑

j∈JNl

ljB
−1aj −

∑
j∈JNu

ujB
−1aj ´ ç ¾¼�¸o¿�¸pÀ�ÆLÀ
È�ÀKÃjº�É ÈXÀpÀ[¿�¼�É ½!½ É ¹qÉ Ï É ¿qÀ[¿ ¾ ¿qÀ�Ãq¸
Í[À ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸�ÌLÉ ´ ¾ ´ Ìj¿ ¾ ¼�¸o¿�¸pÀ�ÆLÀ
È�ÀKÃjº�É ÈÀ ½ ¿ ¾�½ É Æ[Ë8À Ï ¿qÀ[¿ ¾�½ lk ≤ uk −∆k ≤ uk ¾ lB ≤ b̂ + ∆kyk ≤ uB

Ì�À ¾�½!Á ¸ Ï Û8À5¿ ¾
∆k

¿ ¾ Í ¾p½ À
º�É ½ âGÀKã ¾ ÈfÀ ½ ¿ ¾�½ É Æ[Ë8À Ï ¿qÀ[¿ ¾�½�æ
0 ≤ ∆k ≤ uk − lk,

¾ ∀i ∈ {1, . . . , m} Ì
(lB)i ≤ b̂i + ∆kyik ≤ (uB)i ⇔

{
∆k ≤

b̂i−(lB)i

−yik
½!¾ yik < 0

∆k ≤
(uB)i−b̂i

yik
½!¾ yik > 0

.

Z ¸[Æ[¸�Ì8¸bÍ[À Ï ¸KÈ�¼iÀKÉ ½ âGÀWÍL¸KÈ�ØWÍ ¾�Ï Â8À
È�À ∆k
Í ¾ ¼ø¿qÀ[¿�¸bÂ ¾�Ï ¸ Ö Ã�Ñ8¼�¸b¿�¸ Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸

{
b̂i − (lB)i

−yik

: 1 ≤ i ≤ m, yik < 0}∪{
(uB)i − b̂i

yik

: 1 ≤ i ≤ m, yik > 0}∪{uk−lk},¡l>£»>¨ª  ×lK¡ ³n¨v¢A¡ ¤W��>²ª¡ ���W¬µ¢IÖ¦¬ ¥¦�n�   ¬ ��¬ Ö¦�®¢'¢A»K���n¥¦¬ ¡v¥¦�®¢6�>¨ª¥©¨Í¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨pö¤K¨v¢6Àp¨ª¥¦¬µ½ÁÀv�n¬µ¢n×K��¡W¤W��Ö¦¡v�«¨ª¥ËÀp¨ª  ¡v¥¦�®¢6¨ª¥¦ÝK¬ Ö¦¥©¨ª¥¦¬µ¨ª���n£Ö¦�'§v¥©¨ª>¤W�®¢C�v×��n�eÖ©¨ª ¢A¬ Ö¦»>¨v¼n²ª¡>×W¤W¬ õ�ö8¢A�+>£»K�
∆k =∞

�
• � ÀKÉ ½ Æ ¾ È�À Ï ¼ ¾ Ãjº ¾ ÕGÂ8À
È�À ¶f¾ ù × Ì Á ¸[Ã ½ É ¿ ¾ È�ÀKÃ8¿�¸iÀbÀKÂ Ï É Á ÀKÒWÓK¸

σ : JN 7→ {1,−1}

k  σ(k) =

{
1 ½!¾ k ∈ JNl

−1 ½!¾ k ∈ JNu

,
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¾ ¿ ¾ Ãq¸Kº�ÀKÃ8¿�¸bÂ�¸KÈ Ω(JNl

, JNu , yk) ¸ Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸
{

b̂i − (lB)i

σ(k)yik

: 1 ≤ i ≤ m, σ(k)yik > 0}∪{
(uB)i − b̂i

−σ(k)yik

: 1 ≤ i ≤ m, σ(k)yik < 0}∪{uk−lk},Àv�n�
∆k = inf Ω(JNl

, JNu
, yk).¸ V?� ∆k =∞

×K�n£Ö©²ª¡�¡�Àp¨ª  ¡v¥P´v�WÖ¦¬ ��¡«>²ª¡�îË¾>K¬ Ö¦¡>�
¸ V?� ∆k = uk − lk < ∞

×C�n£Ö©²ª¡
¨ Àp¨ª¥¦¬µ½ÁÀv�n 
xk

�«¨ª£Ö¦în��ö8¢A� >²ª¡ Ý>½pö¢A¬µ³n¨K×s��»>¤K¨ª>¤W¡ù¨ª���n>¨v¢�¤W�Í»K� ¤W¡£¢�¢A»KÝl³�¡vpÕI»K£Ö¦¡£¢�>²ª¡NÝ>½v¢A¬µ³�¡£¢!�>¨ª¥©¨ç¡¡v»WÖ¦¥¦¡>�^Ó:¡v��¡�³�¡v>¢A�?>£»Kón>³�¬µ¨K×DK¡c>£»>¨v¤W¥¦¡�¢A¬ ���K  ���V×DÖ©¨ª£Ö¦¡
B−1N

³�¡v��¡
cBB−1N − cN

���n¥¦�«¨ªK�®³��n�$¬ >¨ª  Ö¦�n¥©½ÁÀv�n¬µ¢n�vÙ)¡v¥¦în� ×
xk

×?¡
m
öø»K�K  ¡�¤W�ËÀp¨pö¥¦¬µ½ÁÀv�n¬µ¢^Ý>½v¢A¬µ³n¨v¢

xB

�
ζ
×>¤W�nÀv�n� ¢A�n¥C¨v³+Ö¦»>¨ª  ¬ õ®¨v¤W¡£¢P³�¡vWúû¡v¥¦����¢A�'¬ >¤W¬µ³n¨�U

xk ← xk + σ(k)∆k

F�¸K� ÃEH
xB ← xB − σ(k)∆kyk

F�¸K� áNH
ζ ← ζ − σ(k)∆k(zk − ck)

F�¸K� ¯]H
¸ V?� ∆k =

b̂q−(lB)q

σ(k)yqk

¡v»
∆k =

(uB)q−b̂q

−σ(k)yqk

×1�n£Ö©²ª¡�¡)>£»>¨v¤W¥¦¡ç¢A¬ ���K  ����¤W�nÀv�¢A�n¥^¨v³+Ö¦»>¨ª  ¬ õ®¨v¤W¡!¨pÖ¦¥©¨ÁÀvî®¢D¤K¨v¢\¡v���n¥©¨v¼�Û?�®¢D¤W�6�K¬ Àv¡ªÖ©¨v¼n²ª¡>×v³�¡v>¢A¬µ¤W�n¥©¨ª>¤W¡
yqk³�¡v��¡Ãm+�K¬ À/¹ªÖQmp�ZBC¡ �n£Ö©¨ª£Ö¦¡>×V¨Í¨v³+Ö¦»>¨ª  ¬ õ®¨v¼n²ª¡Í¤W�

xk

×V¨ ¨v³+Ö¦»>¨ª  ¬ õ®¨v¼n²ª¡Í¤K¨v¢³�¡v����¡vK�n£Ö¦�®¢6Ý>½v¢A¬µ³n¨v¢Ë¤K¨Í¢A¡v  »>¼n²ª¡ÍÝ>½v¢A¬µ³n¨H³�¡v¥¦¥¦�n£Ö¦����¨ ¨v³+Ö¦»>¨ª  ¬ õ®¨v¼n²ª¡Í¤W¡Àp¨ª  ¡v¥!¤K¨ úû»K>¼n²ª¡�¡vÝWÕI�®³+Ö¦¬ Àv¡>×<¤W�nÀv�H³�¡v£Ö¦¬ ?»>¨ª¥'¨ ú�¨ªõn�n¥Aö8¢A�«¤W�H¨v³�¡v¥©¤W¡�³�¡v�F�¸K� ÃEH+×¸F�¸K� áNH^�TF�¸K� ¯]H+�
•
Ç ¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8ÀKÒWÓK¸2¿qÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸=¹8Ø ½ É Á À2À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï É ÃqÉ Á É À Ï Â�¸o¿ ¾ âGÀKã ¾ È µQ½!¾ È ¾�Á ¸KÈ!È ¾ Ã8¿�¸=ÀK¸¼ Ô º�¸o¿�¸p¿qÀ ½ ¿�Ë8À ½ âGÀ ½!¾�½ ¸[Ë=ÀK¸p¼ Ô º�¸o¿�¸p¿�¸lïD¹qÉ Æ µp� ð�ÌKÀ
º!È�É ¹qËqÉ Ã8¿�¸pê ½ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ ¸KÈ�É Æ[É Ã8ÀKÉ ½ÕGÂ�¸KÈ ¾kß�¾ ¼�Â Ï ¸ × ¸ ½ È ¾�½ Â ¾�Á º�É ÍL¸ ½AÏ É ¼�É º ¾�½ É Ã�â ¾ È�É ¸KÈ ¾�½X¾ É Ãjº!È�¸o¿�Ëqã�É Ã8¿�¸pÍ[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ À
È!º�É Ñ Á É ÀKÉ ½Á ¸[¼ø¸ ½ Í[À Ï ¸KÈ ¾�½ ¸[¹�º�É ¿�¸ ½ Â8À
È�À2¸ ½ º ¾ È�¼�¸ ½ É Ã8¿ ¾ Â ¾ Ã8¿ ¾ Ãjº ¾�½ Ì�¿ ¾ Â�¸[É ½ ¿ ¾ ¼=Ë Ï º�É Â Ï É Á À
ÈlÂ�¸KÈµ�¶ À ½l¾ ÊjË8ÀKÒ�Ý ¾�½�¾ ¼øÊjË ¾ ¸ ½ º ¾ È�¼�¸ ½ É Ã8¿ ¾ Â ¾ Ã8¿ ¾ Ãjº ¾�½ ÀKÂ8À
È ¾�Á�¾ ¼ Á ¸[¼øÍ[À Ï ¸KÈ�Ã ¾ ÆLÀ
º�É ÍL¸ ´`La ��1bdc 	t��� º���� õ� +ônî & ñjî�ô � �?ñ & ô ÿ�& ô(' & õ� +õ � ò���ñ¾õ & õ+îAñ�'nïWò & ò����nò��iõ-�Iô�. ÿ ô & õ ÿ�� ò��iõ����Iô8�Iô "!jó&ô#�Iô+îiò� ÿ�� ñ%$ ÿ õ & õ ÿ�& ô-0 � ñ4 +õnî+�iô� »�nõ & ò�2��?ñjòYî � ò� 
òYó&õ-�Iõnî ;

min −2x1 − 4x2 − x3î ; õ 2x1 + x2 + x3 ≤ 10,
x1 + x2 − x3 ≤ 4,

0 ≤ x1 ≤ 4,
0 ≤ x2 ≤ 6,
1 ≤ x3 ≤ 4.h 	�c�iUX�Y�	 ´ w Ãjº!È�¸o¿�Ëqã�É Ã8¿�¸fÀ ½ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ ¿ ¾ ¿ ¾�½ ÍoÉ ¸�Ì x4 ¾ x5

Õ Á ËKÄ$¸ ½�Ï É ¼�É º ¾�½ É Ã�â ¾ È�É ¸KÈ ¾�½ ËqÂ ¾ È�É ¸KÈ½ ÓK¸ · ¾ ∞ Ì3È ¾�½ Â ¾�Á º�É Í[ÀK¼ ¾ Ãjº ¾
× Ì Á ¸[Ã ½ É ¿ ¾ È�ÀKÃ8¿�¸ ¾�½ º�À ½ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½iÁ ¸[¼�¸ëÍ[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ ¹8Ø ½ É Á À ½i¾âGÀKã ¾ Ã8¿�¸ x1 = x2 = 0 ¾ x3 = 1 ÌA¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾ À ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸�¹8Ø ½ É Á À�À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï É ÃqÉ Á É À Ï Ì x4 =
10 − 2x1 − x2 − x3 = 9 ¾ x5 = 4− x1 − x2 + x3 = 5 ¾ ¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß

Ï Ï Ï
x1 x2 x3

x4
ù ¶ ¶ v

x5 ¶ ¶ µ�¶ üù û ¶ µ�¶
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Ãq¸�ÊjË8À Ï ÌlÀ ½7¾ º�É ÊjË ¾ º�À ½5Ï ¿ ¾ Ãq¸Kº�ÀK¼ ÊjË ¾ À ½7Á ¸KÈ!È ¾�½ Â�¸[Ã8¿ ¾ Ãjº ¾�½ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ Ã8ÓK¸�¹8Ø ½ É Á À ½ º�»�¼Á ¸[¼�¸fÍ[À Ï ¸KÈ ¾�½XÁ ¸KÈ!È ¾ Ãjº ¾�½ ¸ ½XÏ É ¼�É º ¾�½ É Ã�â ¾ È�É ¸KÈ ¾�½ ÕG¼iÀKÉ ½ À[¿�É ÀKÃjº ¾ ÌoÀ ½ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ Ã8ÓK¸�¹8Ø ½ É Á À ½XÁ ¸[¼Í[À Ï ¸KÈ ¾�½ É Æ[Ë8ÀKÉ ½ ÀK¸ ½�Ï É ¼�É º ¾�½I½ ËqÂ ¾ È�É ¸KÈ ¾�½�½!¾ È�ÓK¸ ¾ º�É ÊjË ¾ º�À[¿qÀ ½lÁ ¸[¼øË × ´
¶ ´ maxj∈Nl

(zj − cj) = max{2, 4, 1} = 4 = z2 − c2,

Ï Ï Ï
x1 x2 x3 x2

x4
ù ¶ ¶ v ¶

x5 ¶ ¶ µ�¶ ü ¶ù û ¶ µ�¶ û
Ω(JNl

, JNu , y2) = Ω({1, 2, 3}, ∅, y2)

= {
b̂1 − l4
σ(2)y12

,
b̂2 − l5
σ(2)y22

} ∪ ∅ ∪ {u2 − l2}

= {
9− 0

1
,
5− 0

1
, 6 − 0}.j ¼iÀ7Í ¾ ãiÊjË ¾ ∆2 = inf Ω(JNl

, JNu , y2) = inf{9, 5, 6} = 5 Ì3À ½!¾ Æ[ËqÃ8¿qÀ Ï É ÃqÛ8À¨¿�¸ÊjË8À[¿oÈ�¸ Ô À=ÂqÉ ÍL¸Kº�À ÏÎ¾ ¸[¹�º�»�¼ µQ½!¾ À ½ À Á º�Ë8À Ï É ãWÀKÒ�Ý ¾�½�æ
x2 ← l2 + ∆2 = 0 + 5 = 5;[

x4

x5

]
← b̂−∆2y2 =

[
9
5

]
− 5

[
1
1

]
=

[
4
0

]
;

ζ ← ζ −∆2(z2 − c2) = −1− 5× 4 = −21;

Ï Ï Ï
x1 x5 x3

x4 ¶ µ�¶ ù û
x2 ¶ ¶ µ�¶ ü

µ ù µ û ü µ ù ¶ù ´ maxj∈Nl
(zj − cj) = max{−2,−4, 5} = 5 = z3 − c3,

Ï Ï Ï
x1 x5 x3 x3

x4 ¶ µ�¶ ù û ù
x2 ¶ ¶ µ�¶ ü µ�¶µ ù µ û ü µ ù ¶ ü

Ω(JNl
, JNu , y3) = Ω({1, 5, 3}, ∅, y3)

= {
b̂1 − l4
σ(3)y13

} ∪ {
u2 − b̂2

−σ(3)y23
} ∪ {u3 − l3}

= {
4− 0

2
,
6− 5

1
, 4 − 1}.j ¼iÀ7Í ¾ ãiÊjË ¾ ∆3 = inf Ω(JNl

, JNu , y3) = inf{2, 1, 3} = 1 Ì3À ½!¾ Æ[ËqÃ8¿qÀ Ï É ÃqÛ8À¨¿�¸ÊjË8À[¿oÈ�¸ Ô À=ÂqÉ ÍL¸Kº�À ÏÎ¾ ¸[¹�º�»�¼ µQ½!¾ À ½ À Á º�Ë8À Ï É ãWÀKÒ�Ý ¾�½�æ
x3 ← l3 + ∆3 = 1 + 1 = 2;[

x4

x2

]
← b̂−∆3y3 =

[
4
5

]
−

[
2
−1

]
=

[
2
6

]
;

ζ ← ζ −∆3(z3 − c3) = −21 − 1× 5 = −26;
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Ï Ï Ë

x1 x5 x2

x4
ú ¶ ù ù

x3 µ�¶ µ�¶ µ�¶ ùú ¶ ü µ ùKýú ´ max {maxj∈Nl
(zj − cj)}, maxj∈Nu −(zj − cj)} = max{3,−5} = 3 = z1 − c1,

Ï Ï Ë
x1 x5 x2 x1

x4
ú ¶ ù ù ú

x3 µ�¶ µ�¶ µ�¶ ù µ�¶ú ¶ ü µ ùKý ú
Ω(JNl

, JNu , y1) = Ω({1, 5}, {2}, y1)

= {
b̂1 − l4
σ(1)y11

} ∪ {
u3 − b̂2

−σ(1)y21
} ∪ {u1 − l1}

= {
2 − 0

3
,
4 − 2

1
, 4− 0}.j ¼iÀiÍ ¾ ãbÊjË ¾ ∆1 = inf Ω(JNl

, JNu , y1) = inf{ 2
3
, 2, 4} = 2

3
Ì�À5Â�È�É ¼ ¾ É È�À Ï É ÃqÛ8À7¿�¸ÊjË8À[¿oÈ�¸ Ô À=ÂqÉ ÍL¸Kº�À ÏÎ¾ ¸[¹�º�»�¼ µQ½!¾ À ½ À Á º�Ë8À Ï É ãWÀKÒ�Ý ¾�½�æ

x1 ← l1 + ∆1 = 0 +
2

3
=

2

3
;

[
x4

x3

]
← b̂−∆1y1 =

[
2
2

]
−

2

3

[
3
−1

]
=

[
0
8
3

]
;

ζ ← ζ −∆1(z1 − c1) = −26 −
2

3
× 3 = −28;

Ï Ï Ë
x4 x5 x2

x1
1
3

1
3

2
3

2
3

x3
1
3
− 2

3
− 1

3
8
3µ�¶ · ú µ ù�¢û ´ max {maxj∈Nl

(zj − cj), maxj∈Nu −(zj − cj)} = max{0,−3} = 0.ò ¾�½ º�À ½=Á ¸[Ã8¿�É Ò�Ý ¾�½ ÌAÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸ë¹8Ø ½ É Á À;À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï�Á ¸KÈ!È ¾ Ãjº ¾iÔ à[Â�º�É ¼iÀ ´�Ù ¸KÈ Ô ¼'ÌuËq¼iÀÍ ¾ ã2ÊjË ¾ z5 − c5 = 0 Ì ¾kß É ½ º ¾ Ëq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸ià[Â�º�É ¼iÀbÀ Ï º ¾ È�Ã8À
º�É Í[À�ÊjË ¾ Â�¸o¿ ¾�½!¾ Èp¿ ¾ º ¾ È µ¼�É Ã8À[¿qÀ ¾�½!Á ¸ Ï Û ¾ Ã8¿�¸ y5
Â8À
È�À Á ¸ Ï ËqÃ8À=ÂqÉ ÍL¸Kº�À Ï ´ [ ¾ Ã8¿�¸ ¾ ¼�ÍoÉ ½ º�À=À ½ Ë8Àb¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8ÀKÒWÓK¸�ÌÂ�È�¸ Á�¾ ¿ ¾ Ã8¿�¸ Á ¸[¼�¸bÀKÃjº ¾ È�É ¸KÈ�¼ ¾ Ãjº ¾ ÌqÍ ¾ ¼

Ï Ï Ë
x4 x5 x2 x5

x1
1
3

1
3

2
3

2
3

1
3

x3
1
3
− 2

3
− 1

3
8
3

− 2
3µ�¶ · ú µ ù�¢ ·

Ω(JNl
, JNu , y5) = Ω({4, 5}, {2}, y5)

= {
b̂1 − l1

y15
} ∪ {

u3 − b̂2

−y25
} ∪ {u5 − l5}

= {
2
3
− 0
1
3

,
4− 8

3
2
3

,∞− 0}.
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j ¼iÀ5Í ¾ ã�ÊjË ¾ ∆5 = inf Ω(JNl

, JNu , y5) = inf{2, 2,∞} = 2 ¾�¾�½ º ¾�Ö Ã�Ñ8¼�¸7Ã8ÓK¸ ÔñqÃqÉ Á ¸�Ì � ¾�½!Á ¸ Ï Û ¾kµQ½!¾ ÕGÂ�¸KÈ ¾kß�¾ ¼�Â Ï ¸ × À'Â�È�É ¼ ¾ É È�À Ï É ÃqÛ8À'Â8À
È�À¨ÂqÉ ÍL¸Kº�À ÏX¾ ¸[¹�º�»�¼ µQ½!¾ À ½À Á º�Ë8À Ï É ãWÀKÒ�Ý ¾�½�æ
x5 ← l5 + ∆5 = 0 + 2 = 2;[

x1

x3

]
← b̂−∆5y5 =

[
2
3
8
3

]
− 2

[
1
3

− 2
3

]
=

[
0
4

]
;

ζ ← ζ −∆5(z5 − c5) = −28− 2 × 0 = −28.

�pô�¨�ô Y |}zVUWJ*@CJ @C9E@C91{lJ:XS�'J:=?5A�l�)J$@C9øõ
BD3:UW�<5(¼½o�¾ìJ:~(¿©9
Ù À
È�ÀéÉ Ï Ë ½ º!È�À
È'¸¦¼ Ô º�¸o¿�¸¦¿ ¾ ¿ ¾�Á ¸[¼�Â�¸ ½ É ÒWÓK¸ ¿ ¾ ç ÀKÃjº�ã�É Æ µ § ¸ Ï â ¾ ÌlÀK¸ Ï ¸[ÃqÆ[¸ ¿ ¾�½ º�À ½!¾�Á ÒWÓK¸�ÌÍ[ÀK¼�¸ ½�Á ¸[Ã ½ É ¿ ¾ È�À
È�¸bÂ�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀ Ï É Ã ¾ À
È PL(A, b, c) ¿ ¾ ¼�É ÃqÉ ¼�É ãWÀKÒWÓK¸ æ

min cT x½ ´ À ´ Ax = b,
x ∈ X,¸[Ã8¿ ¾ X Ô Ëq¼ Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸pÂ�¸ Ï É Ô ¿oÈ�É Á ¸f¿ ¾ Ñ8ÃqÉ ¿�¸pê Á Ë ½ º�À�¿ ¾ È ¾�½ º!È�É Ò�Ý ¾�½AÁ ¸[¼�¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8À[¿qÀ ¾�½ º!È�Ë µº�Ë�È�À ´8Ù ¾�Ï ¸=º ¾ ¸KÈ ¾ ¼iÀb¿qÀ2È ¾ Â�È ¾�½!¾ Ãjº�ÀKÒWÓK¸¨Õ [ ¾ ¸KÈ ¾ ¼iÀ ù ´ ü × Ì ½!¾ Ã8¿�¸ x1, . . . , xp ¸ ½ Â�¸[Ãjº�¸ ½l¾kß º!È ¾kµ¼�¸ ½ ¿ ¾ X ¾A½!¾ Ã8¿�¸ d1, . . . , dq À ½ È ¾�½ Â ¾�Á º�É Í[À ½ ¿�É È ¾�Á Ò�Ý ¾�½u¾kß º!È ¾ ¼iÀ ½ Ì ∀x ∈ X, ∃λ1, . . . , λp ≥ 0 ÌÁ ¸[¼ ∑p

j=1 λj = 1 Ì ¾ ∃µ1, . . . , µq ≥ 0 º�ÀKÉ ½ ÊjË ¾
x =

p∑

j=1

λjx
j +

q∑

i=1

µid
i.

ò ¾�½ º�À ½¨Á ¸[Ã8¿�É Ò�Ý ¾�½ ¸(Â�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀ Ï É Ã ¾ À
È PL(A, b, c) Â�¸o¿ ¾ È ¾�¾�½!Á È ¾ Í ¾ È µQ½!¾ ¿�¸ ½!¾ Æ[ËqÉ Ãjº ¾¼�¸o¿�¸ æ
min

∑p

j=1 λjc
T xj +

∑q

i=1 µic
T di

½ ´ À ∑p

j=1 λjAxj +
∑q

i=1 µiAdi = b,∑p

j=1 λj = 1,

λ1, . . . , λp, µ1, . . . , µq ≥ 0.Ç ½!½ É ¼'ÌoâGÀKã ¾ Ã8¿�¸
Ā =

[
Ax1 . . . Axp Ad1 . . . Adp

1 . . . 1 0 . . . 0

]
,

b̄ =

[
b
1

]
,

c̄T = [cT x1, . . . , cT xp, cT d1, . . . , cT dq],

¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾ ¸5Â�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀ Ï É Ã ¾ À
È2¿ ¾ ¼�É ÃqÉ ¼�É ãWÀKÒWÓK¸5Ã8À�â¡¸KÈ�¼iÀiÂ8À[¿oÈ�ÓK¸ PL(Ā, b̄, c̄) Ì�¸7ÊjË8À Ï ¿ ¾kµ½ É Æ[Ã8ÀK¼�¸ ½ Â�¸KÈ bU��	�®dc �����bU��©�SU-©�bU��c ¿ ¾ ¼�¸o¿�¸iÀ5¿�É ½ º�É ÃqÆ[ËqÉ µQÏ ¸5¿ ¾ Ëq¼�¸[Ë�º!È�¸iÂ�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀoÌ�ÀÉ Ãjº!È�¸o¿�Ëqã�É Èl¼iÀKÉ ½ À[¿�É ÀKÃjº ¾ Ì8ÊjË ¾p½!¾ ¿ ¾�½ É Æ[Ã8À
È�ØbÂ�¸KÈ bU��	�®dc ����1��i a ©�c�© ��� ´Ç Â Ï É Á ÀKÃ8¿�¸5À PL(Ā, b̄, c̄) ¸i¼ Ô º�¸o¿�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß È ¾ ÍoÉ ½ º�¸�Ì�Â8À
È�À�Ëq¼iÀ�¿qÀ[¿qÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸7¹8Ø ½ É Á ÀÀ[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï Ì
[

λB̄

µB̄

] Ì8êbÊjË8À Ï�¾�½ º�ØbÀ ½!½ ¸ Á É À[¿qÀiÀ=¼iÀ
º!È�É ãf¹8Ø ½ É Á À B̄ Ìq¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾ ¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸
� �XC Y[N UL@l�XF N BDJjd�S�T�@lULC3C�cfmjdkBDC3C!Z N FQBDC O BDC O d�C�FDR�@Wg �jdIUjd�g N O �jdXm N Y @�B$d�g h d�FD@Wg JLS�T�@Iajr�F N R�d�@Wa[B N UjdM ULC � C O C�PDd�Ujd ¢ R�@Wc x1

C
x3

dpdkB N OL�WN PQC�cn@WFAPQC�FDmoC�R!B N Y @WFXg N c N BDC�F h N O w C�P N @WP3CIFDJLmoC�P N @WP$£$\
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λB̄

µB̄

B̄−1 B̄−1b̄

[w, α] ζ

¸[Ã8¿ ¾ [w, α] = c̄B̄B̄−1 ¾ ζ = c̄B̄B̄−1b̄ = wb + α ´Ç ¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8ÀKÒWÓK¸b¿�¸ ½lÁ ¸ ¾ Ñ Á É ¾ Ãjº ¾�½ ¿qÀ Ï É ÃqÛ8Àb¿ ¾fÁ Ë ½ º�¸ ½ È ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸ ½ Í ¾ ¼ø¿qÀ[¿qÀ2Â�¸KÈ æ
z̄j − c̄j = [w, α]

[
Axj

1

]
− cT xj = (wA− cT )xj + α, Â8À
È�À j = 1, . . . , p,

z̄p+i − c̄p+i = [w, α]

[
Adi

0

]
− cT di = (wA− cT )di, Â8À
È�À i = 1, . . . , q.

Ù ¸KÈ Ô ¼'Ìuº ¾ Ã8¿�¸ ¾ ¼ Á ¸[Ãjº�À¨¸¨âGÀ Á º�¸�¿ ¾ Ì�Ë ½ Ë8À Ï ¼ ¾ Ãjº ¾ Ì�¿ ¾�½!Á ¸[ÃqÛ ¾�Á�¾ È�¼�¸ ½ À¨Æ ¾ Ã ¾ È�À Ï É ¿qÀ[¿ ¾ ÌÊjË ¾ È5¿�¸ ½ Â�¸[Ãjº�¸ ½i¾kß º!È ¾ ¼�¸ ½ Ì�ÊjË ¾ È7¿qÀ ½ ¿�É È ¾�Á Ò�Ý ¾�½7¾kß º!È ¾ ¼iÀ ½ ¿ ¾ X Õ�ÊjË8ÀKÃ8¿�¸ ¾kß É ½ º ¾ ¼ × Ì�À¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8ÀKÒWÓK¸;ÕG¸[Ë;Í ¾ È�É Ñ Á ÀKÒWÓK¸7¿qÀ�Ã8ÓK¸ ¾kß É ½ º�»�Ã Á É À × ¿ ¾ Ëq¼iÀ Á ¸ Ï ËqÃ8À5¿ ¾ A À ½!½ ¸ Á É À[¿qÀ7ÀiËq¼Á ¸ ¾ Ñ Á É ¾ Ãjº ¾ Â�¸ ½ É º�É ÍL¸éÃ8À Ï É ÃqÛ8Àé¿ ¾'Á Ë ½ º�¸ ½ È ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸ ½i½!¾ È�Øëâ ¾ É º�ÀéÀ
º!È�ÀWÍ Ô�½ ¿qÀ;È ¾�½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸�¿�¸½!¾ Æ[ËqÉ Ãjº ¾ bU��	�®dc ����1��i a ©�c�© ��� æ
max{(wA− cT )x : x ∈ X}. Õ ú ´ þ ×

ò ¸ Á À ½ ¸f¿ ¾�½ º ¾ Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ�ÀKË ß É Ï É À
È ½!¾ È3É Ï É ¼�É º�À[¿�¸�Ì ¾ Ãjº�ÓK¸�º�À Ïo½ É Æ[ÃqÉ Ñ Á ÀpÊjË ¾A¾kß É ½ º ¾ dk−p Õ�¿�É È ¾�ÁkµÒWÓK¸ ¾kß º!È ¾ ¼iÀ=¿ ¾ X × º�À Ï ÊjË ¾ (wA− cT )dk−p > 0 ´ Z ¸[Æ[¸�Ì ¾�½!Á ¸ Ï Û ¾ Ã8¿�¸ µk−p Á ¸[¼�¸bÍ[À
È�É ØWÍ ¾�ÏÁ ÀKÃ8¿�É ¿qÀ
º�À�À ¾ Ãjº!È�À
È�Â8À
È�À�Àë¹8À ½!¾ ÌXÀ Á ¸ Ï ËqÃ8À Á ÀKÃ8¿�É ¿qÀ
º�À�ÀëÂqÉ ÍL¸Kº�À Ï Õ�À ½!½ ¸ Á É À[¿qÀéê k µQÔ�½ É ¼iÀÁ ¸ Ï ËqÃ8À7¿ ¾ Ā ×�¾ ¸ Á ¸KÈ!È ¾�½ Â�¸[Ã8¿ ¾ Ãjº ¾bÁ ¸ ¾ Ñ Á É ¾ Ãjº ¾ ¿qÀ Ï É ÃqÛ8À7¿ ¾bÁ Ë ½ º�¸ ½ È ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸ ½ ÍL»�¼0¿qÀ[¿�¸ ½Â�¸KÈ
yk = B̄−1

[
Adk−p

0

]
¾ z̄k − c̄k = (wA− cT )dk−p,

È ¾�½ Â ¾�Á º�É Í[ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ Õ ½!¾ yk ≤ 0 Ì ¾ Ãjº�ÓK¸�Â�¸o¿ ¾ ¼�¸ ½IÁ ¸[Ã Á�Ï ËqÉ ÈpÊjË ¾ ¸bÂ�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ=¸KÈ�É Æ[É Ã8À Ï Ã8ÓK¸=º ¾ ¼à[Â�º�É ¼�¸2Ñ8ÃqÉ º�¸ × ´ò ¸ Á À ½ ¸7¿�¸5Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀiÀKË ß É Ï É À
ÈfÂ�È�¸o¿�Ëqã�É ÈpËq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸7¹8Ø ½ É Á À5à[Â�º�É ¼iÀ xk Ì�Í ¾ È�É Ñ Á À µQ½!¾Ëq¼iÀ=¿qÀ ½I½ É º�Ë8ÀKÒ�Ý ¾�½�æ
¶ ´ (wA− cT )xk + α > 0 ´ù ´ (wA− cT )xk + α ≤ 0 ´è ÀK¼�¸ ½ ÀKÃ8À Ï É ½ À
È Á À[¿qÀ=Ëq¼ø¿ ¾�½ º ¾�½lÁ À ½ ¸ ½ ´
¶ ´ ä ¾ (wA− cT )xk + α > 0 Ì ¾ Ãjº�ÓK¸ ¾�½!Á ¸ Ï Û ¾ Ã8¿�¸ λk Á ¸[¼�¸2Í[À
È�É ØWÍ ¾�Ï�Á ÀKÃ8¿�É ¿qÀ
º�ÀbÀ ¾ Ãjº!È�À
ÈÂ8À
È�ÀfÀp¹8À ½!¾ ÌoÀ Á ¸ Ï ËqÃ8À Á ÀKÃ8¿�É ¿qÀ
º�ÀfÀpÂqÉ ÍL¸Kº�À Ïq¾ ¸ Á ¸KÈ!È ¾�½ Â�¸[Ã8¿ ¾ Ãjº ¾IÁ ¸ ¾ Ñ Á É ¾ Ãjº ¾ ¿qÀ Ï É ÃqÛ8À¿ ¾fÁ Ë ½ º�¸ ½ È ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸ ½ ÍL»�¼ø¿qÀ[¿�¸ ½ Â�¸KÈ

yk = B̄−1

[
Axk

1

]
¾ z̄k − c̄k = (wA− cT )xk + α,

È ¾�½ Â ¾�Á º�É Í[ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ ÕG¼iÀKÉ ½ Ëq¼iÀ�Í ¾ ã[Ì ½!¾ yk ≤ 0 Ì ¾ Ãjº�ÓK¸5Â�¸o¿ ¾ ¼�¸ ½pÁ ¸[Ã Á�Ï ËqÉ È�ÊjË ¾ ¸5Â�È�¸ µ¹ Ï ¾ ¼iÀ=¸KÈ�É Æ[É Ã8À Ï Ã8ÓK¸=º ¾ ¼øà[Â�º�É ¼�¸2Ñ8ÃqÉ º�¸ × ´ù ´ ä ¾ (wA− cT )xk + α ≤ 0 Ì ¾ Ãjº�ÓK¸
(wA− cT )x + α ≤ (wA− cT )xk + α ≤ 0 ∀x ∈ X,
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¸[Ë ½!¾ Ä!ÀoÌ z̄j − c̄j ≤ 0 ∀j ∈ {1, . . . , p + q} Ì�¿�¸[Ã8¿ ¾ Â�¸o¿ ¾ ¼�¸ ½lÁ ¸[Ã Á�Ï ËqÉ È�ÊjË ¾ À ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸
¹8Ø ½ É Á À Á ¸KÈ!È ¾ Ãjº ¾3Ô à[Â�º�É ¼iÀ ´ Ú ¸[Ã ½!¾ ÊjË ¾ Ãjº ¾ ¼ ¾ Ãjº ¾ Ì ¾ ¼ º�ÀKÉ ½�Á ¸[Ã8¿�É Ò�Ý ¾�½ Ì ½!¾ λB =




λ1´´
λ́r




¾ µB =




µ1´´
µ́s


 , ¾ Ãjº�ÓK¸

x∗ =
r∑

j=1

λjx
j +

s∑

i=1

µid
i

Á ¸[Ã ½ º�É º�ËqÉÎËq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸�à[Â�º�É ¼iÀ2Â8À
È�À=¸bÂ�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ2¸KÈ�É Æ[É Ã8À Ï ´Ç ¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8ÀKÒWÓK¸'¿ ¾ Ëq¼iÀi¹8À ½!¾ À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï É ÃqÉ Á É À Ï Ì�Â8À
È�À5¸7Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀiÂ�È�É Ã Á É Â8À Ï Ì�Â�¸o¿ ¾âGÀKã ¾ È µQ½!¾ ê Á Ë ½ º�Àl¿�¸ Á ¸[ÃqÛ ¾�Á É ¼ ¾ Ãjº�¸l¿ ¾ Ëq¼ Â�¸[Ãjº�¸ ¾kß º!È ¾ ¼�¸l¿ ¾ X Ì x1 Õ�¿ ¾ ¼�¸o¿�¸�À Á ¸[Ã ½ É ¿ ¾ È�À
È µ½!¾ λ1 = 1 Á ¸[¼�¸ Á ¸[¼�Â�¸[Ã ¾ Ãjº ¾ ¹8Ø ½ É Á À ×�¾ ¿qÀiÉ Ãjº!È�¸o¿�ËqÒWÓK¸'¿ ¾ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ ¿ ¾ ¿ ¾�½ ÍoÉ ¸ëÕGÃq¸ Á À ½ ¸¿qÀ ½ È ¾�½ º!È�É Ò�Ý ¾�½I½!¾ È ¾ ¼�¿qÀfâ¡¸KÈ�¼iÀ ∑p

j=1 λjAxj +
∑q

i=1 µiAdi ≤ b Á ¸[¼ b ≥ 0 × ¸[Ë7À
È!º�É Ñ Á É ÀKÉ ½ÕGÃq¸ Á À ½ ¸ Á ¸[Ãjº!È�Ø
È�É ¸ × ´ Ú ¸[¼ ¾ â ¾ É º�¸�Ì ½ ËqÂ�¸[Ã8¿�¸ Õ ½!¾ ¼ Â ¾ È�¿qÀé¿ ¾ Æ ¾ Ã ¾ È�À Ï É ¿qÀ[¿ ¾
× ÊjË ¾ b ≥ 0 Ì¼�¸o¿�É Ñ Á ÀKÃ8¿�¸=¸=Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ=Â�È�É Ã Á É Â8À Ï Ì Á ¸[Ã�â¡¸KÈ�¼ ¾f½!¾ É Ã8¿�É Á À æ
min

∑p

j=1 λjc
T xj +

∑q

i=1 µic
T di

½ ´ À ∑m

k=1 skek +
∑p

j=1 λjAxj +
∑q

i=1 µiAdi = b,∑p

j=1 λj = 1,

s1, . . . , sm, λ1, . . . , λp, µ1, . . . , µq ≥ 0,

¸[Ã8¿ ¾ ek
¿ ¾ Ãq¸Kº�À=¸ k µQÔ�½ É ¼�¸bÍ ¾�Á º�¸KÈ�¿qÀ=¹8À ½!¾fÁ ÀKÃqà[ÃqÉ Á Àb¿ ¾ R

m+1 Ìq¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾

B =




1 0 . . . 0 (Ax1)1
0 1 . . . 0 (Ax1)2´´´ ´´´ ´ ´ ´ ´´´ ´´´
0 0 . . . 1 (Ax1)m

0 0 . . . 0 1




,

¸ (m + 1) µ ËqÂ Ï ¸é¿ ¾ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ ¹8Ø ½ É Á À ½




s1

s2´´´
sm

λ1



Ì b̄ = B̄−1

[
b
1

]
¾ [w, α] = c̄T

BB̄−1 =

[0, . . . , 0, cT x1]B̄−1 ´ò ¸Kº ¾kµQ½!¾ ÊjË ¾ B̄ =

[
I Ax1

0 1

]
⇒ B̄−1 =

[
I −Ax1

0 1

] ´
ý �£k®�£mp����js�KtvuKo qs��rs�ü����jso>mp�Kjlk®� æ)�Wmp� o æsmpo$#)���?����æsmp��j�%v�ûæ)�K�
ò ¸ Á À ½ ¸7¿�¸5Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀiÀKË ß É Ï É À
Èpº ¾ Èpà[Â�º�É ¼�¸�Ñ8ÃqÉ º�¸�ÌÎÀ ½ Ë8À�È ¾�½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸7Â ¾ È�¼�É º ¾kµ Ãq¸ ½ Ài¿ ¾ º ¾ È µ¼�É Ã8ÀKÒWÓK¸2¿ ¾ Ëq¼v¼�É Ãq¸KÈ�ÀKÃjº ¾ Â8À
È�À2Àfâ¡ËqÃqÒWÓK¸2¸[¹oÄ ¾�Á º�É ÍL¸b¿�¸�Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀfÂ�È�É Ã Á É Â8À Ï ´ Ú ¸[¼ ¾ â ¾ É º�¸�Ì½!¾ Ã8¿�¸ xk À ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸�à[Â�º�É ¼iÀ2Â8À
È�À=¸bÂ�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ=ÀKË ß É Ï É À
ÈWÌ

z̄k − c̄k = max{(wA− cT )x : x ∈ X}+ α,
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¾ ÀKÉ Ã8¿qÀbÊjË ¾

(wA− cT )x + α ≤ (wA− cT )xk + α = z̄k − c̄k

m

wAx− cT x + α ≤ z̄k − c̄k. Õ ú ´ ¢ ×Ú ¸[Ã ½!¾ ÊjË ¾ Ãjº ¾ ¼ ¾ Ãjº ¾ Ì ½!¾ Ã8¿�¸ x Ëq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸=À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï À
È�¹qÉ º!È�Ø
È�É ÀfÂ8À
È�Àp¸fÂ�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ�Â�È�É Ã Á É µÂ8À Ï ÌjÉ ´ ¾ ´ Ì ½!¾ Ã8¿�¸ x º�À Ï ÊjË ¾ Ax = b ¾ x ∈ X Ìo¿qÀf¿ ¾�½ É Æ[Ë8À Ï ¿qÀ[¿ ¾ Õ ú ´ ¢ × ¿ ¾�Á ¸KÈ!È ¾ Àf¿ ¾�½ É Æ[Ë8À Ï ¿qÀ[¿ ¾
wb− cT x + α ≤ z̄k − c̄k

Ìq¸[Ë ½!¾ Ä!ÀoÌ
cT x ≥ wb + α − (z̄k − c̄k)

= [w, α]

[
b
1

]
− (z̄k − c̄k)

= c̄T
B̄B̄−1

[
b
1

]
− (z̄k − c̄k)

= ζ − (z̄k − c̄k).ç À[¿�¸bÊjË ¾�¾�½ º�Àb¿ ¾�½ É Æ[Ë8À Ï ¿qÀ[¿ ¾pÔ Í ¾ È�¿qÀ[¿ ¾ É È�À2Â8À
È�À�º�¸o¿�¸=¸ x ∈ X º�À Ï ÊjË ¾ Ax = b ÌoÂ�¸o¿ ¾ ¼�¸ ½Á ¸[Ã Á�Ï ËqÉ È�ÊjË ¾
min{cT x : Ax = b, x ∈ X} ≥ ζ − (z̄k − c̄k),¸[Ë ½!¾ Ä!ÀoÌ�ÊjË ¾ wb + α − (z̄k − c̄k) Á ¸[Ã ½ º�É º�ËqÉ�Ëq¼Ü¼�É Ãq¸KÈ�ÀKÃjº ¾ Â8À
È�Ài¸iÍ[À Ï ¸KÈfà[Â�º�É ¼�¸5¿�¸iÂ�È�¸ µ¹ Ï ¾ ¼iÀfÂ�È�É Ã Á É Â8À Ï ´�Ù ¸KÈ Ô ¼'Ì�¿ ¾ Í ¾ ¸[¹ ½!¾ È�Í[À
È µQ½!¾ ÊjË ¾ ÀK¸ Ï ¸[ÃqÆ[¸=¿qÀ ½�½ Ë Á�¾�½!½ É Í[À ½ À Á º�Ë8À Ï É ãWÀKÒ�Ý ¾�½ ¿�¸ÊjË8À[¿oÈ�¸�Ì�¸ ½ ¼�É Ãq¸KÈ�ÀKÃjº ¾�½ ÊjË ¾2½!¾ Í[ÓK¸5¸[¹�º ¾ Ã8¿�¸iÃ8ÓK¸iº�»�¼îÕGÃ ¾�Á�¾�½!½ À
È�É ÀK¼ ¾ Ãjº ¾
× Ëq¼ Á ¸[¼�Â�¸KÈ!º�À µ¼ ¾ Ãjº�¸2¼�¸[Ãq¸Kº�¸[Ã8ÀK¼ ¾ Ãjº ¾�Á È ¾�½!Á�¾ Ãjº ¾ Ì�Â ¾�Ï ¸�ÊjË ¾ Ìq¿�Ë�È�ÀKÃjº ¾p¾�½ º ¾ Â�È�¸ Á�¾�½!½ ¸�Ì�¿ ¾ Í ¾ È ¾ ¼�¸ ½ Æ[Ë8À
È�¿qÀ
È¸b¼ ¾�Ï Ûq¸KÈ�ÕG¼iÀKÉ ¸KÈ × ¿�¸ ½ À
º Ôf¾ Ãjº�ÓK¸�¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8À[¿�¸ ½ ´ò ¸ Á À ½ ¸'¿ ¾ ÀKÂ Ï É Á ÀKÒWÓK¸¨¿�¸5¼ Ô º�¸o¿�¸7¿ ¾ ¿ ¾�Á ¸[¼�Â�¸ ½ É ÒWÓK¸'¿ ¾ ç ÀKÃjº�ã�É Æ µ § ¸ Ï â ¾ ÀiÂ�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ ½¿ ¾ ¼iÀ ß É ¼�É ãWÀKÒWÓK¸�Ì Á ¸[¼îÀ ½ ¼�¸o¿�É Ñ Á ÀKÒ�Ý ¾�½ À[¿ ¾ ÊjË8À[¿qÀ ½ Ì3À;¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8ÀKÒWÓK¸;¿ ¾ Ëq¼ ¼iÀWÄ$¸KÈ�ÀKÃjº ¾Â8À
È�À�¸=Í[À Ï ¸KÈIà[Â�º�É ¼�¸=¿qÀfâ¡ËqÃqÒWÓK¸=¸[¹oÄ ¾�Á º�É ÍL¸b¿�¸2Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ�¸KÈ�É Æ[É Ã8À Ï�½!¾ Æ[Ë ¾ Ëq¼~Â�È�¸ Á�¾ ¿�É ¼ ¾ Ãjº�¸½!¾ ¼ ¾�Ï Û8ÀKÃjº ¾ ÀK¸�ÀKÃjº ¾ È�É ¸KÈ�¼ ¾ Ãjº ¾ ¿ ¾�½!Á È�É º�¸ ´ý �?�?%ªmp��tvuKo��K����o>mj�ûk®���&%v�

÷ ½ º�ÀK¼�¸ ½ ÀKÆ[¸KÈ�À ¾ ¼ Á ¸[Ã8¿�É Ò�Ý ¾�½ ¿ ¾ Â�È�¸ Á�¾ ¿ ¾ ÈXêf¿ ¾�½!Á È�É ÒWÓK¸�À Ï Æ[¸KÈ Ö º�¼�É Á À�¿�¸p¼ Ô º�¸o¿�¸p¿ ¾ ¿ ¾�Á ¸[¼ µÂ�¸ ½ É ÒWÓK¸i¿ ¾ ç ÀKÃjº�ã�É Æ µ § ¸ Ï â ¾ ´
•
Ç Ï Æ[¸KÈ�É º�¼�¸=Â8À
È�À�¸2¼ Ô º�¸o¿�¸2¿ ¾ ¿ ¾�Á ¸[¼�Â�¸ ½ É ÒWÓK¸b¿ ¾ ç ÀKÃqãkº�É Æ µ § ¸ Ï â ¾ ÀKÂ Ï É Á À[¿�¸bÀ�Â�È�¸[¹ Ï ¾kµ¼iÀ ½ ¿ ¾ ¼�É ÃqÉ ¼�É ãWÀKÒWÓK¸ ´
¶ ´ ç ¾ º ¾ È�¼�É Ã8À
È�Ëq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸i¹8Ø ½ É Á ÀiÀ[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï É ÃqÉ Á É À Ï Â8À
È�Àb¸bÂ�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ=Â�È�É Ã Á É µÂ8À Ï Ì�À Á ¸KÈ!È ¾�½ Â�¸[Ã8¿ ¾ Ãjº ¾ ¹8À ½!¾ B̄ ¾ ¸¨ÊjË8À[¿oÈ�¸¨¿�¸7¼ Ô º�¸o¿�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß È ¾ ÍoÉ ½ º�¸¨ÊjË ¾Ï Û ¾f¾�½ º�ØbÀ ½!½ ¸ Á É À[¿�¸ æ

sB̄

λB̄

B̄−1 B̄−1b̄

[w, α] ζù ´ � ¾�½ ¸ Ï Í ¾ È�¸bÂ�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ=ÀKË ß É Ï É À
È max{(wA− cT )x : x ∈ X} ´Õ�À × h � ¾�½ º ¾ Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ5º ¾ ¼ à[Â�º�É ¼�¸7Ñ8ÃqÉ º�¸ ¾ xk Ô À ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸;¹8Ø ½ É Á À¨à[Â�º�É ¼iÀ
¾ Ã Á ¸[Ãjº!È�À[¿qÀoÌ ��S�VWY�	 ¾�½!Á ¸ Ï Û ¾ È yk = B̄−1

[
Axk

1

] Â8À
È�À Á ¸ Ï ËqÃ8À Á ÀKÃ8¿�É ¿qÀ
º�À
À�ÂqÉ ÍL¸Kº�À Ï ÌLâGÀKã ¾ È z̄k− c̄k = (wA− cT )xk +α ¾�Á ¸[Ãjº�É ÃoË8À
È�Â8À
È�Àf¸�Â8À ½!½ ¸ ú
À
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ÕG¹ × h � ¾�½ º ¾ Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ�Ã8ÓK¸2º ¾ ¼�à[Â�º�É ¼�¸�Ñ8ÃqÉ º�¸ ¾ dk Ô Ëq¼iÀ2¿�É È ¾�Á ÒWÓK¸ ¾kß º!È ¾ ¼iÀ¿ ¾ X º�À Ï ÊjË ¾ (wA−cT )dk > 0 Ì ��S�VWY�	 ¾�½!Á ¸ Ï Û ¾ È yk = B̄−1

[
Adk

0

] Â8À
È�À
Á ¸ Ï ËqÃ8À Á ÀKÃ8¿�É ¿qÀ
º�ÀiÀ�ÂqÉ ÍL¸Kº�À Ï Ì8âGÀKã ¾ È z̄k − c̄k = (wA− cT )dk ¾2Á ¸[Ãjº�É ÃoË8À
ÈÂ8À
È�À=¸bÂ8À ½!½ ¸ ú
Àú ´ h � z̄k − c̄k ≤ 0 Ì ��S�VWY�	 h ��Á9Â À ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸ Á ¸KÈ!È ¾ Ãjº ¾pÔ à[Â�º�É ¼iÀoÌ Á À ½ ¸ Á ¸[Ãjº!È�Ø
È�É ¸Á ¸[Ãjº�É ÃoË8À
ÈlÂ8À
È�À=¸bÂ8À ½!½ ¸ û Àû ´ h � yk ≤ 0 Ì ��S�VWY�	 h ��Á9Â ¸pÂ�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ�Ã8ÓK¸�º ¾ ¼ à[Â�º�É ¼�¸�Ñ8ÃqÉ º�¸�Ì Á À ½ ¸ Á ¸[Ãjº!È�Ø
È�É ¸Â�È�¸ Á�¾ ¿ ¾ È�ê2È ¾�½ Â ¾�Á º�É Í[ÀbÀ Á º�Ë8À Ï É ãWÀKÒWÓK¸5¿�¸bÊjË8À[¿oÈ�¸ ¾ ÍL¸ Ï º�À
È�ÀK¸�Â8À ½!½ ¸ ùgÀ

• å É ¼�¿�¸�À Ï Æ[¸KÈ�É º�¼�¸ ´
÷ ½ º ¾ À Ï Æ[¸KÈ�É º�¼�¸�âGÀ Á É Ï ¼ ¾ Ãjº ¾X½!¾ À[¿qÀKÂ�º�À�Õ Á ¸[¼ÅÂ ¾ ÊjË ¾ Ã8À ½ À Ï º ¾ È�ÀKÒ�Ý ¾�½�× À Á À ½ ¸ ½ ¿ ¾ ÀKÂ Ï É Á ÀKÒWÓK¸¿�¸=¼ Ô º�¸o¿�¸b¿ ¾ ¿ ¾�Á ¸[¼�Â�¸ ½ É ÒWÓK¸�¿ ¾ ç ÀKÃjº�ã�É Æ µ § ¸ Ï â ¾ À=Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ ½ ¿ ¾ ¼iÀ ß É ¼�É ãWÀKÒWÓK¸ ´`La ��1bdc 	t��� Ã���� õ� +ônî & ñjî�ô � �?ñ & ô ÿ�& ô(' & õ� +õ � ò���ñ¾õ & õ+îAñ�'nïWò & ò����nò��iõ-�Iô�. ÿ ô & õ ÿ�� ò��iõ����IôF�Iô "!jó&ô#�IôF�Qñ+�Qñ%�iô� ÿ ônîiò����Iô8�QñÅÄJõ��]ó *�ò '�Q�Æ
ô � , ñ ;

min −x1 − 2x2 − x3î ; õ x1 + x2 + x3 ≤ 12,
−x1 + x2 ≤ 2,
−x1 + 2x2 ≤ 8,

x3 ≤ 3,
x1, x2, x3 ≥ 0.

h 	�c�iUX�Y�	 ´ w ¿ ¾ Ãjº�É Ñ Á ÀKÃ8¿�¸ µQ½!¾ À¦Â�È�É ¼ ¾ É È�ÀëÈ ¾�½ º!È�É ÒWÓK¸ Â�¸KÈ Ax ≤ b ¾ À ½!½ Ëq¼�É Ã8¿�¸ µQ½!¾ ÊjË ¾ À ½È ¾�½ º�ÀKÃjº ¾�½ ¿ ¾ Ñ8Ã ¾ ¼øÀ2È ¾ Æ[É ÓK¸ X Ìq¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾ ¸bÂ�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ2Ã8À�â¡¸KÈ�¼iÀ æ
min

∑p

j=1 λjc
T xj +

∑q

i=1 µic
T di

½ ´ À s +
∑p

j=1 λjAxj +
∑q

i=1 µiAdi = b,∑p

j=1 λj = 1,

λ1, . . . , λp, µ1, . . . , µq ≥ 0,

¸[Ã8¿ ¾ cT = [−1,−2,−1] Ì A = [1, 1, 1] ¾ ¸ ½ xj ½p¾ ¸ ½ di ½ ¿ ¾ Ãq¸Kº�ÀK¼Ð¸ ½ Â�¸[Ãjº�¸ ½�¾kß º!È ¾ ¼�¸ ½�¾
¿�É È ¾�Á Ò�Ý ¾�½A¾kß º!È ¾ ¼iÀ ½ ¿ ¾ X Ì[È ¾�½ Â ¾�Á º�É Í[ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ ´ j ¼iÀ�Í ¾ ãlÊjË ¾ x1 =




0
0
0



 ∈ X ¾ Ax1 ≤ 12 Ì
É Ãjº!È�¸o¿�Ëqã�É Ã8¿�¸5Ëq¼iÀiÍ[À
È�É ØWÍ ¾�Ï ¿ ¾ ¿ ¾�½ ÍoÉ ¸�Ì s Ì�¿ ¾ ¼�¸o¿�¸'À5¸[¹�º ¾ È µQ½!¾ s + Ax1 = 12 Ì�Â�¸o¿ ¾ ¼�¸ ½
Á ¸[Ã ½ É ¿ ¾ È�À
È3Â8À
È�À ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸p¹8Ø ½ É Á ÀpÀ[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï É ÃqÉ Á É À Ï

[
s
λ1

]
=

[
12
1

] Ì Á ËKÄ!À�¹8À ½!¾ À ½!½ ¸ Á É À[¿qÀ
Ô À�¼iÀ
º!È�É ã2É ¿ ¾ Ãjº�É ¿qÀ[¿ ¾�¾ ¸5Í ¾�Á º�¸KÈ [w, α] À ½!½ ¸ Á É À[¿�¸ Ô ¸iÍ ¾�Á º�¸KÈpÃoË Ï ¸ ´ Ú ¸[Ã ½!¾ ÊjË ¾ Ãjº ¾ ¼ ¾ Ãjº ¾ Ì¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾ ¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß È ¾ ÍoÉ ½ º�¸

s
λ1

¶ ·· ¶ 12
1· · ·

ÀéÂ8À
È!º�É È¨¿�¸�ÊjË8À Ïp½!¾ ¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8À¦À ½!¾ ÊjËq»�Ã Á É À¦¿ ¾ Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ ½ ÀKË ß É Ï É À
È ¾�½'¾;Á ¸[Ã ½!¾ ÊjË ¾ Ãjº ¾�½À Á º�Ë8À Ï É ãWÀKÒ�Ý ¾�½ ¿ ¾ ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½l½ É ¼�Â Ï ¾kß È ¾ ÍoÉ ½ º�¸ ½ ÊjË ¾p½!¾ ¿ ¾�½!Á È ¾ Í ¾ ´
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¶ ´ í Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ=ÀKË ß É Ï É À
È max{(wA− cT )x : x ∈ X} Ìq¸[Ë ½!¾ Ä!ÀoÌ

max x1 + 2x2 + x3½ ´ À −x1 + x2 ≤ 2,
−x1 + 2x2 ≤ 8,

x3 ≤ 3,
x1, x2, x3, ≥ 0,

¿ ¾�Á ¸[¼�Â�Ý ¾kµQ½!¾2¾ ¼Ð¿�¸[É ½p½ Ëq¹qÂ�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ ½ ÕGËq¼ÜÀ ½!½ ¸ Á É À[¿�¸'À (x1, x2) ¾ ¸[Ë�º!È�¸5À ½!½ ¸ Á É À[¿�¸À x3 × ´ j ¼iÀ¨Í ¾ ã5ÊjË ¾ À ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸�à[Â�º�É ¼iÀ;¿�¸;Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ;À ½!½ ¸ Á É À[¿�¸éÀ x3 Ô x∗
3 = 3 ÌÍ[ÀK¼�¸ ½ È ¾�½ ¸ Ï Í ¾ ÈWÌqÀKÂ ¾ Ã8À ½ Ìo¸2Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ�À ½!½ ¸ Á É À[¿�¸�À (x1, x2)

Ì Á ¸[¼~¸=ÊjË8À Ï Ìo¿ ¾ Ãq¸Kº�ÀKÃ8¿�¸À ½ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ ¿ ¾ â¡¸ Ï ÆLÀ¦Â�¸KÈ y1 ¾ y2
Ì ½!¾ ¸[¹�º Ô ¼ À ½!¾ Æ[ËqÉ Ãjº ¾¨½!¾ ÊjËq»�Ã Á É À¦¿ ¾ ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½È ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸ ½ ¿�¸b¼ Ô º�¸o¿�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß�æÕ�À ×

x1 x2

y1 µ�¶ ¶ ù
y2 µ�¶ ù ¢

µ�¶ µ ù ·ÕG¹ ×
x1 y1

x2 µ�¶ ¶ ù
y2 ¶ µ ù û

µ ú ù û
Õ Á
×

y2 y1

x2 ¶ µ�¶ ý
x1 ¶ µ ù ûú µ û ¶ ýÇ Â8À
È!º�É Èp¿�¸�ñ Ï º�É ¼�¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸�Ì8Í ¾ È�É Ñ Á À µQ½!¾ ÊjË ¾ ¸�Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ�ÀKË ß É Ï É À
È�Ã8ÓK¸�º ¾ ¼�à[Â�º�É ¼�¸Ñ8ÃqÉ º�¸ ¾ ¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8À µQ½!¾ À7¿�É È ¾�Á ÒWÓK¸ d1 =

[
2
1

] Ì�À7ÊjË8À Ï Ì ¾ ¼ X Õ ¾�½ Â8ÀKÒ�¸¨¿�¸ ½ º ¾ È�Ãq¸ ½
(x1, x2, x3) ×XÁ ¸KÈ!È ¾�½ Â�¸[Ã8¿ ¾ êb¿�É È ¾�Á ÒWÓK¸ d1 =




2
1
0



 ¾fÔ º�À Ï ÊjË ¾

(wA− cT )d1 = [1, 2, 1]




2
1
0



 = 4

Ú ¸[¼�¸ Á ¸[Ã ½!¾ ÊjËq»�Ã Á É ÀoÌ3À'Í[À
È�É ØWÍ ¾�Ï µ1 Ô5Á ÀKÃ8¿�É ¿qÀ
º�À¨À ¾ Ãjº!È�À
È=Â8À
È�À¨À¨¹8À ½!¾5¾ ÌuÂ8À
È�À¨¸Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ=Â�È�É Ã Á É Â8À Ï ÌqÍ ¾ ¼øÊjË ¾
z̄1 − c̄1 = 4,

Ad1 = [1, 1, 1]




2
1
0


 = 3,

yp+1 = B−1

[
Ad1

0

]
=

[
1 0
0 1

][
3
0

]
=

[
3
0

]
.
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Ç ½!½ É ¼'Ì ¾kß�¾�Á Ë�º�ÀKÃ8¿�¸�À ½lÁ ¸KÈ!È ¾�½ Â�¸[Ã8¿ ¾ Ãjº ¾�½ ¸[Â ¾ È�ÀKÒ�Ý ¾�½ ¿ ¾ ÂqÉ ÍL¸Kº�ÀKÒWÓK¸�Ì8¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾

µ1

s ¶ · ¶ ù ú
µ1

1
3

· û
λ1 · ¶ ¶ · → λ1 · ¶ ¶· · · û

− 4
3

· µ�¶ ýù ´ ç ¸�ñ Ï º�É ¼�¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß È ¾ ÍoÉ ½ º�¸�Â8À
È�À�¸�Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀlÂ�È�É Ã Á É Â8À Ï ¿ ¾�Á ¸KÈ!È ¾ ÊjË ¾ [w, α] =
[− 4

3
, 0]
� ¾ ÊjË ¾ ¸bÆKÈ�À[¿�É ¾ Ãjº ¾ ¿qÀ2â¡ËqÃqÒWÓK¸b¸[¹oÄ ¾�Á º�É ÍL¸�¿�¸bÂ�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ=ÀKË ß É Ï É À
È Ô

wA− cT = [−
4

3
+ 1,−

4

3
+ 2,−

4

3
+ 1] = [−

1

3
,
2

3
,−

1

3
],

Â ¾�Ï ¸�ÊjË ¾ ¸bÂ�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ=ÀKË ß É Ï É À
È max{(wA− cT )x + α : x ∈ X} º�¸[¼iÀ2¸�À ½ Â ¾�Á º�¸ æ
max − 1

3
x1 + 2

3
x2 − 1

3
x3½ ´ À −x1 + x2 ≤ 2,

−x1 + 2x2 ≤ 8,
x3 ≤ 3,

x1, x2, x3, ≥ 0,j ¼iÀiÍ ¾ ãbÊjË ¾ ¸7Í[À Ï ¸KÈ�à[Â�º�É ¼�¸5Â8À
È�À x3
Í ¾ ¼0¿qÀ[¿�¸7Â�¸KÈ x∗

3 = 0 Ì�È ¾�½ º�À µ Ãq¸ ½ È ¾�½ ¸ Ï Í ¾ È¸bÂ�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ ¾ ¼�È ¾�Ï ÀKÒWÓK¸iê ½ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ (x1, x2) ´8Ù À
È�ÀbÀ�È ¾�½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸i¿ ¾�½ º ¾ Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀoÌ�¸ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß É ÃqÉ Á É À Ï Â�¸o¿ ¾I½!¾ ÈX¸[¹�º�É ¿�¸�ÀpÂ8À
È!º�É È�¿�¸pñ Ï º�É ¼�¸fÊjË8À[¿oÈ�¸ ¾ Ã Á ¸[Ãjº!È�À[¿�¸�¿�Ë µÈ�ÀKÃjº ¾ À�È ¾�½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸f¿�¸lÂ�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀlÀKË ß É Ï É À
ÈAÀKÃjº ¾ È�É ¸KÈWÌK¿ ¾ Â�¸[É ½ ¿ ¾ ¿ ¾ ÍoÉ ¿qÀK¼ ¾ Ãjº ¾ À[¿qÀKÂ�º�À[¿�¸Â8À
È�À=¸bÆKÈ�À[¿�É ¾ Ãjº ¾ ¿qÀ=Ãq¸
Í[À�â¡ËqÃqÒWÓK¸b¸[¹oÄ ¾�Á º�É ÍL¸ ´
y2 y1

x2 ¶ µ�¶ ý
x1 ¶ µ ù û

1
3

· 8
3ç ÀpÀKÃ8Ø Ï É ½!¾ ¿ ¾�½ º ¾ ÊjË8À[¿oÈ�¸�Í ¾ È�É Ñ Á À µQ½!¾ ÊjË ¾ À ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸�ÊjË ¾�Ï Û ¾I¾�½ º�ØpÀ ½!½ ¸ Á É À[¿qÀ Ô à[Â�º�É ¼iÀÕ ¾ ¼=¹�¸KÈ�À7Ã8ÓK¸ ½!¾ Ä!À¨ñqÃqÉ Á À × ´ Z ¸[Æ[¸�Ì�Ëq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸¨à[Â�º�É ¼iÀ7Â8À
È�À'¸'Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ'ÀKË ß É Ï É À
È

Í ¾ ¼ø¿qÀ[¿qÀ=Â�¸KÈ x2 =




4
6
0


 ´8Ù ¸KÈ�¸[Ë�º!È�¸ Ï À[¿�¸�Ì

ζ − (z̄2 − c̄2) = −16 −
8

3
= −

56

3

Á ¸[Ã ½ º�É º�ËqÉÎËq¼�¼�É Ãq¸KÈ�ÀKÃjº ¾ Â8À
È�À=¸bÍ[À Ï ¸KÈ�à[Â�º�É ¼�¸�¿�¸=Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ2Â�È�É Ã Á É Â8À Ï ´è ¸ Ï º�ÀKÃ8¿�¸�ÀK¸bÂ�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ2Â�È�É Ã Á É Â8À Ï Ì ½ ÀK¹ ¾ Ã8¿�¸�ÊjË ¾
z̄2 − c̄2 =

8

3
,

Ax2 = [1, 1, 1]




4
6
0


 = 10,

y2 = B−1

[
Ax2

1

]
=

[
1
3

0
0 1

][
10
1

]
=

[
10
3

1

]
,

�W?AC�FQBDCXR�d�FD@ h JLc�d Y C�e�HKJLC w < 0 h d Y d�P N r Y C�g s h HKJLC O T�@ M R�@ O F N ULC�PDd�Ujd O @�mLPQ@WaLg C�c�d�d�J[Z N g N d�P h
O T�@ M R�d O U N UjdkB$dIdAC O BDPDd�PÎmjd�PDd�dAajd�FDC h Ujd�UL@�HKJLC z̄s−c̄s = cBB−1as−cs = [w,α]

[
1
0

]
−0 = w

\
��@WP M c h O @WF�R�d�FD@WFXC�cÅHKJLC�FDC�@Wa[B M c h moC�g @�cfC O @WFAJLcÅR�@KC%ÇjR N C O BDCpULC w

mo@WF N B N Y @ h ULC Y C�BDC�P�EGFDC�C�cR�@ O B$dpHKJLCld�R�@WPQPQC�FDmo@ O ULC O BDC Y d�P N r Y C�g�ULCIULC�F Y[N @ M R�d O U N UjdkB$dfd�C O BDPDd�PXmjd�PDdfd�ajd�FDCW\
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À Á º�Ë8À Ï É ãWÀKÃ8¿�¸�¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß È ¾ ÍoÉ ½ º�¸i¿�¸=Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ2Â�È�É Ã Á É Â8À Ï Ì8¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾

λ2

µ1
1
3

· û 10
3

µ1
1
3
− 10

3
2
3

λ1 · ¶ ¶ ¶ → λ2 · ¶ ¶
− 4

3
0 µ�¶ ý 8

3
− 4

3
− 8

3
− 56

3j ¼iÀëÍ ¾ ã;ÊjË ¾ ¸é¼�É Ãq¸KÈ�ÀKÃjº ¾ Ì�ÀKÃjº ¾ È�É ¸KÈ�¼ ¾ Ãjº ¾ ¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8À[¿�¸�Ì Á ¸[É Ã Á É ¿ ¾;Á ¸[¼ ¸¦Í[À Ï ¸KÈÊjË ¾ À7â¡ËqÃqÒWÓK¸¨¸[¹oÄ ¾�Á º�É ÍL¸;¿�¸¨Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ7Â�È�É Ã Á É Â8À Ï º�¸[¼iÀ7Â8À
È�À'À ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸ëÀ[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�ÏÁ ¸KÈ!È ¾ Ãjº ¾ Ì8Â�¸o¿ ¾ ¼�¸ ½IÁ ¸[Ã Á�Ï ËqÉ È�ÊjË ¾p¾�Ï À Ô à[Â�º�É ¼iÀ ´Z ¸[Æ[¸�Ì�À ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸�à[Â�º�É ¼iÀ=¿�¸bÂ�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ2¸KÈ�É Æ[É Ã8À Ï Í ¾ ¼�¿qÀ[¿qÀ2Â�¸KÈ
x∗ = λ2x

2 + µ1d
1 ⇔ x∗ =




4
6
0



 +
2

3




2
1
0



 =




16
3
20
3

0



 .

�S±k© ²´³ (P&Óù��Mù^���!"
`La �
��-±�-© 	��������@� ÿ�� ò 7 ïEñJô@ "!jó&ô#�Iô1îiò� ÿ�� ñ%$1õIô ÿ�& ô(' & õ� +õ � ò���ñ¾õ &

max 2x1 + x2î ; õ ; −x1 + x2 ≤ 1
x1 − 2x2 ≤ 2
x1, x2 ≤ 0

ñI�?ñ & ò K 7 ïEñgîAñ-ô ÿ�& ô-0 � ñ4 +õ+óañ4 JE ÿ ó�ò� +ôLKM�]òYó&ô ;`La �
��-±�-© 	���� ����¡ ô��]îiò��Qñ & õ����Iôeô ÿ�& ô-0 � ñ4 +õF�Qñ-ô ÿ ó�ò� 
ò *Xõ����Iô � ò���ñ¾õ &

min{cT x : x =




0
0
4
1
6
0




+ θ1




1
0
1
−3

0
0




+ θ2




0
1
−1

1
−2

0




+ θ3




0
0
−1

2
−1

1



≥ 0, θ1, θ2, θ3 ≥ 0},

ô����Qñ cT = [1, 1, 4, 0, 0, 0] .U�Qñjóañ &  
ò���ñÏô 7 ï]õ-� & ôgîiò� ÿ�� ñ%$ & ñ%�nï-*�ò��Iô & ñ � õnó�ò��nô+��î�ô � ï/���Iô:0(2nîiò��iõõ-�� 
òYîiî(3��?ñ � [0, 0, 4, 1, 6, 0]T ;`La �
��-±�-© 	1��� ���8¡ ô��]îiò��Qñ & ñ 7 ïEñÅ�nï & õ��]óañgõ�õ ÿ�� ò��iõ����Iô9�Iô: "!jó&ô#�Iô
îiò� ÿ�� ñ%$:��õ & ñjî�ô � ï/���Iô@�Qñï
 J�Iõ-�Iô ÿ�& ô(' & õ� +õ � ò���ñ¾õ & �Qñ: 
ò��]ò� 
ò *Xõ����Iô9��õ , ô &  +õ ÿ õ-� & �Iô�. PL(A, b, c) .¸îAñ
ô-0�ó�ò��?ñ & õ� ônî 7 ï]õ-� & ônîgîiò� ÿ�� ñ%$ & ñ%�nï-*�ò��Iônî+�iô��]îAñ%��ïWó�ò��nônîWB

xN

xB B−1N B−1b

cBB−1N − cN cBB−1b

xN′

xB′ B′−1
N B′−1

b

cB′B′−1
N ′ − cN′ cB′B′−1

b



ã ¹ �çÊ6Ñ<�£mQ%��&%v��o�� �l�
C ; f & ô��?ñ 7 ïEñeõnî�ô ÿ ñ & õ���>Mñjî8�Qñ ÿ ò��nônó&õ����Iô�ñ , ñ%��ó�ï]õ-�Iõnî"��ô 7 ï]õ-� & ôlõnîiî�ô#��ò3õ-�Iô��} +õnó & ò *0(2nîiò��iõ B �iô����nï-*Mñ4 È�Lô-0�óañ4�����Iô��IõSî�ô � ï/���Iô10(2nîiò��iõ x′

B
�Qñjóañ &  
ò���õ-�Iõ ÿ ñ � ô 7 ï]õ-� & ôõnîiî�ô#��ò3õ-�Iô8�@��ô��nõ@ +õnó & ò *�0(2nîiò��iõ B′ ;G ; f & ô��?ñ 7 ïEñ4.M��ôF�iõnî�ô8�Iõnî�î�ô � ï/��>Mñjî+0(2nîiò��iõnî+E ÿ ó�ò� +õnî�îAñ & ñ4 »���IôF�Qñ�'Qñ4��ñ & õ-�Iõnî(.

cB′B′−1
N ′ − cN′ ≤ 0

!�ï
 +õ1�iô����nò����Iô1��ñ%�jñjîiî52 & ò3õ)ñ1îiï5K���ò&ñ4�]óañ}�Qñ�ô ÿ ó�ò� +õ � ò��Iõ-�Qñ ÿ õ & õ�õSî�ô � ï/���Iôt0(2nîiò��iõõ-�� 
òYîiî(3��?ñ � ô-0�ó�ò��Iõ@��ô 7 ï]õ-� & ô+îiò� ÿ�� ñ%$�õnîiî�ô#��ò3õ-�Iôeõ B′ ;`La �
��-±�-© 	{��� �U�e¡ ô��]îiò��Qñ & ñ)ô ÿ�& ô(' & õ� +õ � ò���ñ¾õ & �Qñ� +õ#$nò� 
ò *Xõ����Iô���õ , ô &  +õe�iõ���E��]ò��iõfMÉ ? � .�05.��pA#. ÿ õ & õ�ô 7 ï]õ � , ônò��Qñjóañ &  
ò���õ-�Iôeô 7 ï]õ-� & ô1îiò� ÿ�� ñ%$gB

x4 x2 x6

x1
C ¥ Q G α1

x5
Q G Q H C

α2

x3
C C C

α3H N ¥
δ

ô����Qñ cT = [1, 2, 2] . bT = [2, 3, 1] ñ x4
. x5

ñ x6
�Qñ4��ônó&õ� õnîÅ�nõ & ò�2��?ñjòYî:�Qñ+�Qñjî(�Xò3ô ;C ; Ä-ñjóañ &  
ò���ñ-õ+ò����?ñ & î�õ8�Iõ9 +õnó & ò *�0(2nîiò��iõ�ñ-ônîÅ�nõ � ô & ñjî:�Qñ α1

. α2
. α3

ñ δ ;G ; Ä-ñjóañ &  
ò���ñ-õ+î�ô � ï/���IôFE ÿ ó�ò� +õF�Iô ÿ�& ô(' & õ� +õ � ò���ñ¾õ & PL(A, b, c) ;`La �
��-±�-© 	���� ����¡ ô��]îiò��Qñ & ñ-ô 7 ï]õ-� & ô1îiò� ÿ�� ñ%$ & ñ%�nï-*�ò��Iôeõ+îAñ�'nïWò & õ ÿ�& ñjîAñ4�]ó&õ-�Iô ;
x2 x4

x1
Q G C C

x3
Q C G G

x5
¥ H N
α β δ

D õ-0jñ4���Iô 7 ïEñ
ô ÿ�& ô(' & õ� +õ � ò���ñ¾õ & ô & ò 'nò���õ � õnîiî�ô#��ò3õ-�Iôeõeñjîióañ 7 ï]õ-� & ô+îiò� ÿ�� ñ%$8!
min{cT x : Ax ≤ b, x ≤ 0},

b ≥ 0 ñ 7 ïEñJîAñJó&ô� +ônï ÿ õ & õ1î�ô � ï/���IôO0(2nîiò��iõ1ò��]ò���ò3õ � xB =




x3

x4

x5



 = b .�ô����Qñ x3
. x4

ñ x5

î5�Iô�õnîÅ�nõ & ò�2��?ñjòYî:�Qñ+�Qñjî(�Xò3ô�. & ñjî ÿ ô����Iõ8�nî�îAñ�'nïWò��]óañjî 7 ïEñjîió=>MñjîWBC ; Ä-ñjóañ &  
ò���ñ-õ+ò����?ñ & î�õ8�Iõ9 +õnó & ò *�0(2nîiò��iõ8�iô &4& ñ4�]óañ ;G ;+D õ-0jñ4���Iô 7 ïEñ cT = [1, 1] .½�Qñjóañ &  
ò���õ α ñ β ñ δ ;H ; � ñ & ò K 7 ïEñJîAñ-ô ÿ�& ô-0 � ñ4 +õ1óañ4 JE ÿ ó�ò� +ô]KM�]òYó&ô�.]ð�ïWîió�ò K��iõ����Iô ;`La �
��-±�-© 	����  ���¡ ô��]îiò��Qñ & ñ-ô ÿ�& ô(' & õ� +õ � ò���ñ¾õ & B
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min −2x1 + x2î ; õ ; x1 + x2 ≥ 2

x1 − 2x2 ≤ 1
x1 ≤ 3
x1, x2 ≥ 0

C ; Ä-ñjóañ &  
ò���ñ-ï
 +õ�î�ô � ï/���IôO0(2nîiò��iõ�õ-�� 
òYîiî(3��?ñ �qÿ õ & õTñjîióañ ÿ�& ô-0 � ñ4 +õ�?3ïWó�ò � ò *Xõ����IôeôF "!5Qó&ô#�Iô8�Iõnî:�nï]õnî , õnîAñjî=A ;G ; � ÿ õ & ó�ò & �Iõ�î�ô � ï/���Iô�0(2nîiò��iõLñ4���iô��]ó & õ-�Iõ}��õTõ � 3���ñ¾õTõ��]óañ & ò3ô & .)�Qñjóañ &  
ò���ñ1õeî�ô � ï/���IôE ÿ ó�ò� +õ ÿ ñ � ô@ "!jó&ô#�Iô1îiò� ÿ�� ñ%$ & ñ4�XòYîió&ô ;`La �
��-±�-© 	�����£��@Ê ñjî�ô � �nõ�ô ÿ�& ô(' & õ� +õ � ò���ñ¾õ &
min −x1 + x2î ; õ ; 4x1 + x2 ≥ 4

x1 + x2 ≥ 2
x1 + 3x2 ≥ 3
x1
. x2 ≥ 0

ÿ ô & õ ÿ�� ò��iõ����IôF�Iô@ "!jó&ô#�Iô8�IôF0�ò '�Q�r ;`La �
��-±�-© 	���� º��@� ÿ õ & ó�ò & �Iô 7 ï]õ-� & ô1îiò� ÿ�� ñ%$ & ñ%�nï-*�ò��Iô�.Óõ+îAñ�'nïWò & õ ÿ�& ñjîAñ4�]ó&õ-�Iô�.

x1 x2 x3 x4

x5
¥ ; Ë Q Ëg; Ë Q G ; Ë Ì ¥

x6
¥ ; Ë Q C ; Ë Q ¥ ; Ë C ¥

x7
C ¥ ¥ ¥ CC-¥ Q Ë
Í Q Ì Q G�N

�Qñjóañ &  
ò���ñ1ô 7 ï]õ-� & ôTîiò� ÿ�� ñ%$}E ÿ ó�ò� +ô�?3îiï ÿ ô����Iô 7 ïEñ+ô ÿ�& ô-0 � ñ4 +õ�!@�Qñ9 
ò��]ò� 
ò *Xõ����Iô5A ÿ ô &õ ÿ�� ò��iõ����IôF�Iõ & ñ�' & õ8�QñÅ¤ � õ���� ;`La �
��-±�-© 	Î��� Ã��}� ÿ õ & ó�ò & �Iõ & ñjî�ô � ï/���Iôt�Iô < $Qñ & �53���ò3ô H ; Ï .Jñ4�Xò��Qñ4����ò&ñeõ ÿ�& ô ÿ�& ò&ñ%�Iõ-�Qñ}�Qñ +ô���ônó&ô��]ò���ò��Iõ-�Qñ��Iõ & ñ�' & õ8�QñÅ¤ � õ���� ;`La �
��-±�-© 	������
Ð´��¡ ô��]îiò��Qñ & ñ
ô ÿ�& ô(' & õ� +õ � ò���ñ¾õ &
max x1 + x2 + 3x3î ; õ x1 + x2 + x3 ≤ 12,

x1 + 2x2 ≤ 5,
x2 + x3 ≤ 5,

2 ≤ x1 ≤ 6
1 ≤ x2 ≤ 7

x3 ≥ 0.

ñ & ñjî�ô � �nõ�Qaôeõ ÿ�� ò��iõ����Iô�ô@ "!jó&ô#�Iô+îiò� ÿ�� ñ%$ ÿ õ & õ@�nõ & ò�2��?ñjòYî � ò� 
òYó&õ-�Iõnî ;
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`La �
��-±�-© 	}���������ÅÊ ñjî�ô � �nõ-ô ÿ�& ô(' & õ� +õ � ò���ñ¾õ & õgîAñ�'nïWò & ò����nò��iõ-�Iô�. ÿ ô & õ ÿ�� ò��iõ����Iô:�IôI "!jó&ô#�Iôîiò� ÿ�� ñ%$ ÿ õ & õ ÿ�& ô-0 � ñ4 +õnîL�iô� ��nõ & ò�2��?ñjòYî � ò� 
òYó&õ-�Iõnî(.�õ ÿ õ & ó�ò & �Iõgî�ô � ï/���Iô�0(2nîiò��iõJò��]ò���ò3õ � x1 =
x2 = x3 = 1 ;

min x1 − 3x2 − 2x3î ; õ −x1 + x2 + x3 ≤ 4,
x1 + x2 + 2x3 ≤ 10,

1 ≤ x1 ≤ 4,
1 ≤ x2 ≤ 6,
1 ≤ x3 ≤ 4.`La �
��-±�-© 	������/��� ÄJõ-�Iô+ï
 ÿ�& ô(' & õ� +õ � ò���ñ¾õ & �QñI 
ò��]ò� 
ò *Xõ����Iô�. PL(A, b, c) .��iô� õnî & ñjî4Qó & ò���>Mñjî"�Qñ"�iõnò $Iõ l ≤ x ≤ u . ÿ�& ô��?ñ 7 ïEñ+ï
 +õ ÿ õ & ó�ò����Iô�0(2nîiò��iõSõ-�� 
òYîiî(3��?ñ � (JB , JNl

, JNu )�Qñ�KM��ñgï
 +õ�î�ô � ï/���Iô8E ÿ ó�ò� +õ+îAñ
max{max

j∈JNl

(zj − cj), max
j∈JNu

−(zj − cj)} ≤ 0.

`La �
��-±�-© 	������/���1¡ ô��]îiò��Qñ & ñ-ï
 +õ ÿ õ & ó�ò����Iô}0(2nîiò��iõ�õ-�� 
òYîiî(3��?ñ � . (J0
B , J0

Nl
, J0

Nu
) . ÿ õ & õeï
 ÿ�& ô(' & õ� +õ��Qñ9 
ò��]ò� 
ò *Xõ����IôF��õ , ô &  +õ ÿ õ-� & �Iô�. PL(A, b, c) .L�iô� & ñjîió & ò���>MñjîF�Qñ"�iõnò $Iõ l ≤

x ≤ u .
ñ�0jñ4 �õnò����Iõ 7 ïEñO��ô 7 ï]õ-� & ô�îiò� ÿ�� ñ%$ 7 ïEñ � 6]ñLñjîió=2bõnîiî�ô#��ò3õ-�Iô�. b̂ �Qñ4��ônó&õbô m Qï ÿ�� ô}�Iônî & ñjî ÿ ñ%��ó�ò��nônî+óañ &  +ônî
ò����Qñ ÿ ñ4���Qñ4�]óañjî ;½D ï ÿ ô����Iô 7 ïEñ4.Ñ��ñjîióañ 7 ï]õ-� & ô�. ∃k ∈ J0
Nu

ó&õ �7 ïEñ zk − ck < 0 ñ 7 ïEñ inf Ω(JNl
, JNu , yk) =

b̂q−(lB)q

−yqk

.)�iô� yqk < 0 . ÿ�& ô��?ñeônï & ñ , ïWóañ? ð�ïWîió�ò K��iõ-�Iõ� 1ñ4�]óañPAF�iõ-�Iõ+ï
 +õF�Iõnî�îAñ�'nïWò��]óañjî-õpK &  +õ���>MñjîWBC ; � k Qp!jîiò� +õF�iô � ï
��õ8!:�iõ����nò��Iõnó&õeõ ÿ ò��nônó&õ � ;G ; � õ-��ó�ï]õ � ò *Xõ����Iô��Iô 7 ï]õ-� & ô�îiò� ÿ�� ñ%$�.
ñjî5�iô � 6]ñ4���Iô�õ k Qp!jîiò� +õ��iô � ï
��õ ÿ õ & õ ÿ ò��nônó&õ � .ò� ÿ�� ò��iõ 7 ïEñ4.M��ô ÿ�& E#$nò� +ô 7 ï]õ-� & ô�._ô93����nò��jñ q ÿ ñ & óañ4���Mõ�õIô"�iô��Að�ï
�]ó&ô J1
Nl
;H ;+D ñ b̂q−(lB)q

−yqk
= uk − lk

ñLõ k Qp!jîiò� +õ��iô � ï
��õ�!fñjî5�iô � 6Qò��Iõ ÿ õ & õ ÿ ò��nônó&õ � .+ñ4�]ó=�Iô�õ
ÿ�& E#$nò� +õ�î�ô � ï/���Iô"0(2nîiò��iõ+õ-�� 
òYîiî(3��?ñ � ?aônï ÿ õ & ó�ò����Iô"0(2nîiò��iõ1õ-�� �3Yîiîiò��?ñ � A@!I�Qñ�'Qñ4��ñ & õ-�Iõ ;N ;:Ò õnî]�iô����nò���>MñjîL�Iõ-õ � 3���ñ¾õ-õ��]óañ & ò3ô & .Zô ÿ ó&õ����Iô�Q3îAñ ÿ ñ � õ ÿ ñ &  +õ���Ó4����ò3õ��Iõ+0iõnîAñ)�iô &4& ñ4�]óañ4.îAñ}�Iônî�îiï��jñjîiîiò��nônî 7 ï]õ-� & ônîeîiò� ÿ�� ñ%$��Qñ%�iô &4& ñ & ñ4 ·õnî ÿ õ & ó�ò���>Mñjî}0(2nîiò��iõnîTõ-�� 
òYîiî(3��?ñjòYî
(J0

B , J i
Nl

, J i
Nu

) ÿ õ & õ i = 1, . . . , s .Óñ4�]ó=�Iô ∀i ∈ {1, . . . , s} . k 6∈ J i
Nu
;`La �
��-±�-© 	������g�U��¡ ô��]îiò��Qñ & ñ-ô ÿ�& ô(' & õ� +õ � ò���ñ¾õ &

max −2x1 − x2 − x3 + x4î ; õ x1 + x3 ≤ 2,
x1 ≤ 2,
x1 + x2 ≤ 5,

− x3 + x4 ≤ 2,
x1, x2, x3, x4 ≥ 0,

ñ & ñjî ÿ ô����IõO�nî�îAñ�'nïWò��]óañjî 7 ïEñjîió=>MñjîWBC ; � ÿ�� ò 7 ïEñ�ô+ "!jó&ô#�Iô9�QñI�Qñ%�iô� ÿ ônîiò����Iô@�Qñ]ÄJõ��]ó *�ò '�Q�Æ
ô � , ñ ÿ õ & õ+õ & ñjî�ô � ï/���Iô@�Qñjîióañ ÿ�& ô�Q0 � ñ4 +õ�.gó&ô� +õ����Iô ÿ õ & õ ÿ�& ô-0 � ñ4 +õ ÿ�& ò�����ò ÿ õ � ô 7 ïEñeîAñ��Qñ�KM��ñ�����ïWîió&õ��Iõ ÿ�& ò� 1ñjò & õ& ñjîió & ò����Iô ;G ;:Ô ���nò 7 ïEñ4. ÿ õ & õ@�iõ-�Iõ
ï
 Õ�Iônî ÿ�& ô-0 � ñ4 +õnîgõnï-$nò � ò3õ & ñjî(. & ñjî�ô � �Xò��Iônî)��õ�õ � 3���ñ¾õ�õ��]óañ & ò3ô & .�ô�nõ � ô & �IôI 
ò���ô & õ��]óañL�Qñjóañ &  
ò���õ-�Iô ÿ ñ � ôI "!jó&ô#�Iô+�QñL�Qñ%�iô� ÿ ônîiò����Iô��Qñ½ÄJõ��]ó *�ò '�Q�Æ
ô � , ñ ;`La �
��-±�-© 	t�����/��� D ï ÿ ô����Iô 7 ïEñ4. ÿ ô & õ ÿ�� ò��iõ����Iô"�Iô9 "!jó&ô#�IôF�QñI�Qñ%�iô� ÿ ônîiò����Iô8�Qñ)ÄJõ��]ó *�ò '�QÆ
ô � , ñSõIô ÿ�& ô(' & õ� +õ � ò���ñ¾õ & PL(A, b, c) . min{cT x : Ax = b, x ∈ X} .�ô����Qñ X !Tï
 �iô��Að�ï
�]ó&ô ÿ ô � ò=!%� & ò��iô@���Iô@�nõ#*�ò3ôF�iô� J�Qñjóañ &  
ò���õ-�Iõ�ñjîió & ïWó�ï & õ�.�îAñ
ô-0�óP!4 ô 7 ï]õ-� & ô



��� �Zä£k®o<qso�å<����æ)���£Ñ��çÌÍ����rs���K�!è'�Wmp���Kjlk®�?�

λB B−1 B−1 b̄

[w, α] ζ

ñ 7 ïEñ τ = max{(wA− cT )x : x ∈ X} . ÿ�& ô��?ñgônï & ñ , ïWóañ�? ð�ïWîió�ò K��iõ-�Iõ� 1ñ4�]óañPA9�iõ-�Iõ
ï
 +õ9�IõnîõpK &  +õ���>MñjîWBC ;+D ñ τ <∞ .Óñ4�]ó=�Iô wb + α − τ �iô��]îió�òYó�ïWò�ï
 Õ 
ò���ô & õ��]óañ ÿ õ & õ PL(A, b, c) ;G ;+D ï ÿ ô����Iô 7 ïEñ xk !�ï
 +õfî�ô � ï/���Iô�E ÿ ó�ò� +õ ÿ õ & õ)ô ÿ�& ô-0 � ñ4 +õ)õnï-$nò � ò3õ & ñ 7 ïEñ yk =

B−1

[
Axk

1

] .ZîAñ min{ (B−1b)i

yik
: 1 ≤ i ≤ m, yik > 0} = 1 .Gñ4�]ó=�Iô1õ
î�ô � ï/���Iô@0(2nîiò��iõ�Qñjóañ &  
ò���õ-�Iõ
õ ÿ Enî�õnî�ô ÿ ñ & õ���>MñjîL�Qñ ÿ ò��nônó&õ����Iô@?P�iô� yk

�iô� +ô:�iô � ï
��õ ÿ ò��nônó&õ � A:!Óï
 +õî�ô � ï/���Iô8E ÿ ó�ò� +õ ÿ õ & õ�ô ÿ�& ô-0 � ñ4 +õ ÿ�& ò�����ò ÿ õ � ;H ;+D ñ τ =∞ .Óñ4�]ó=�Iô PL(A, b, c) ���Iô+óañ4 ÖE ÿ ó�ò� +ôLKM�]òYó&ô ;



� p�����tl���C� ×

Ø 89}��g|*f9}ìfhc c � `,+��g|g~ c
�ÚÙ�~ÜÛç_�� a�|g� }��

í ¾�½ º�Ë8¿�¸¨¿qÀ7¿�Ë8À Ï É ¿qÀ[¿ ¾b¾ ¼ Ù È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀKÒWÓK¸ � À
º ¾ ¼iØ
º�É Á À Ï ¾ Í[À µ Ãq¸ ½ ê Á ¸[Ã ½ É ¿ ¾ È�ÀKÒWÓK¸;¿ ¾ Ëq¼Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ;Õ�ÊjË ¾ Ì�Æ ¾ È�À Ï ¼ ¾ Ãjº ¾ Ì ½!¾ ¿ ¾�½ É Æ[Ã8À5Â�¸KÈ�Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ7¿�Ë8À Ï × ¿�É ½ º�É Ãjº�¸'¿qÀ[ÊjË ¾�Ï ¾ ÊjË ¾ Â�È ¾kµº ¾ Ã8¿ ¾ ¼�¸ ½ È ¾�½ ¸ Ï Í ¾ ÈWÌL¼iÀ ½3Á ËKÄ!ÀpÀK¹�¸KÈ�¿qÀKÆ ¾ ¼�Ãq¸ ½ Â ¾ È�¼�É º ¾ ¸[¹�º ¾ ÈAÀ Ï Æ[Ëq¼iÀ ½AÁ ¸[Ã Á�Ï Ë ½ Ý ¾�½ ¿�É È ¾�Á º�À µ¼ ¾ Ãjº ¾ È ¾�Ï À Á É ¸[Ã8À[¿qÀ ½fÁ ¸[¼�¸iÂ�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ=¸KÈ�É Æ[É Ã8À Ï ÕGÂ�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀbÂ�È�É ¼iÀ Ï × Ì8Ãq¸[¼ ¾ À[¿qÀK¼ ¾ Ãjº ¾ Ì Á ¸[¼À ½lÁ ¸[Ã8¿�É Ò�Ý ¾�½ ¿ ¾ ¸[Â�º�É ¼iÀ Ï É ¿qÀ[¿ ¾ ´
�L±n° � (*"A	f¶�4s,!0 �!" � !"1�Mù^�!" "1� � &)(Â0�	 ,1¶���0 ,!0 (
R �gÝ�SU©�X�Y�	y�U����� ÄJõ-�Iôlô ÿ�& ô-0 � ñ4 +õ��Qñ ÿ�& ô(' & õ� +õ����Iô � ò���ñ¾õ & �QñF 
ò��]ò� 
ò *Xõ����Iô}��õ , ô &  +õ�iõ���E��]ò��iõ

min cT x Õ û ´ ¶
×î ; õ Ax ≥ b, Õ û ´ ù ×
x ≥ 0, Õ û ´ ú ×

ô 7 ï]õ � �iô��]îiò��Qñ & õ� +ônîJîAñ & ô ÿ�& ô-0 � ñ4 +õ ÿ�& ò� +õ � ñ+�Qñ4��ônó&õ� +ônî ÿ ô & ? P A#.½�Qñjîiò '���õ�Q3îAñ ÿ ô & �nï]õ ��Qñ�? P AfñO�Qñ4��ônó&õ�Q3îAñ ÿ ô & ? D A#.Jô ÿ�& ô(' & õ� +õ � ò���ñ¾õ & �QñF +õ#$nò� 
ò *Xõ����Iô���õ , ô &  +õ��iõ���E��]ò��iõ
PL(AT , c, b)

max bT yî ; õ AT y ≤ c,

y ≥ 0,

ô 7 ï]õ � .M 
ïWòYó&õnîÅ�?ñ%*Mñjî(.�ó&õ� @04!4 îAñ
ñjî5� & ñ4�?ñ+��õ , ô &  +õeñ 7 ïWò��nõ � ñ4�]óañ#B

max yT b Õ û ´ û ×î ; õ yT A ≤ cT , Õ û ´ ü ×
y ≥ 0, Õ û ´ ý ×



��� ý rs�K����qs�Kqs�ç�çÌÍjsÎK�����®���6þ���ÿ©o>æsk®�����K�
÷ ½ º�À�¿ ¾ Ñ8ÃqÉ ÒWÓK¸p¿ ¾ ¿�Ë8À ÏjÁ ¸[¼nâGÀ Á É Ï É ¿qÀ[¿ ¾I½!¾X¾�½ º ¾ Ã8¿ ¾ À�Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ ½ ¿ ¾ Â�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀKÒWÓK¸ Ï É Ã ¾ À
ÈÃ8À'â¡¸KÈ�¼iÀ;Â8À[¿oÈ�ÓK¸ë¸[Ë ¸[Ë�º!È�À ´AÙ ¸KÈ ¾kß�¾ ¼�Â Ï ¸�Ì Á ¸[Ã ½ É ¿ ¾ È�ÀKÃ8¿�¸ë¸ëÂ�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ;¿ ¾ Â�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀKÒWÓK¸Ï É Ã ¾ À
È�¿ ¾ ¼�É ÃqÉ ¼�É ãWÀKÒWÓK¸=Ã8À2â¡¸KÈ�¼iÀ=Â8À[¿oÈ�ÓK¸ PL(A, b, c) ¾f¾�½!Á È ¾ Í ¾ Ã8¿�¸ µ ¸bÃ8À�â¡¸KÈ�¼iÀ

min cT x½ ´ À Ax ≥ b,
−Ax ≥ −b,

x ≥ 0,

⇔

min cT x

½ ´ À
[

A
−A

]
x ≥

[
b
−b

]
,

x ≥ 0,

È ¾�Á ¸KÈ!È ¾ Ã8¿�¸�êb¿ ¾ Ñ8ÃqÉ ÒWÓK¸�ÀKÃjº ¾ È�É ¸KÈWÌ Á ¸[¼�âGÀ Á É Ï É ¿qÀ[¿ ¾�½!¾ ¸[¹�º Ô ¼ø¸=È ¾�½ Â ¾�Á º�É ÍL¸�¿�Ë8À Ï Ìq¸[Ë ½!¾ Ä!ÀoÌ
max(y′ − y′′)T b½ ´ À (y′ − y′′)T A ≤ cT ,

y′, y′′ ≥ 0,
⇔

max yT b½ ´ À yT A ≤ cT ,
y Õ Ï É ÍjÈ ¾
× ´

���
	���������U��� Õ�¿qÀ5¿�Ë8À Ï É ¿qÀ[¿ ¾ â È�À Á À × �t¡ ô��]îiò��Qñ & ñ1ô ÿ õ & �Qñ ÿ�& ô-0 � ñ4 +õnî ÿ�& ò� +õ � QP�nï]õ � ? P A�BÕ û ´ ¶
× Q Õ û ´ ú × ñ@? D A�B Õ û ´ û × Q Õ û ´ ý × ;UD ñ x′ !-õ-�� 
òYîiî(3��?ñ �oÿ õ & õ}? P A1ñ y′ !-õ-�� 
òYîiî(3��?ñ �oÿ õ & õ}? D A#.ñ4�]ó=�Iô
y′T b ≤ cT x′.

R ���	�SUTWVW����X�Y�	U� j ¼iÀ2Í ¾ ãfÊjË ¾ x′ ≥ 0 ¾ yT A ≤ cT ÌqÍ ¾ ¼
y′T Ax′ ≤ cT x′. Õ û ´ þ ×

Ù ¸KÈ�¸[Ë�º!È�¸ Ï À[¿�¸�Ì�¿qÀ[¿�¸bÊjË ¾ y′ ≥ 0 ¾ Ax′ ≥ b ÌqÍ ¾ ¼
y′T b ≤ y′T Ax. Õ û ´ ¢ ×

Ú ¸[¼�¸ Á ¸[Ã ½!¾ ÊjËq»�Ã Á É ÀoÌ�º ¾ Ã8¿�¸ ¾ ¼ Á ¸[Ãjº�À7Õ û ´ þ ×�¾ Õ û ´ ¢ × Ìq¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾ y′T b ≤ cT x ´
Ú ¸[¼�¸ Á ¸KÈ�¸ Ï Ø
È�É ¸ë¿ ¾�½ º ¾ º ¾ ¸KÈ ¾ ¼iÀ'¿ ¾�Á ¸KÈ!È ¾ ¼ìÀ ½2Á ¸[Ã Á�Ï Ë ½ Ý ¾�½ ÊjË ¾ À ½!¾ Æ[ËqÉ È ½!¾ É Ã8¿�É Á ÀK¼ ¾Á ËKÄ!À=Â�È�¸
Í[À�Ñ Á À Á ¸[¼�¸ ¾kß�¾ È Á�Ö Á É ¸ ´
¶ ´ ä ¾ ÀK¼=¹�¸ ½ ¸ ½ Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ ½ ÕGÂ�È�É ¼iÀ Ïu¾ ¿�Ë8À Ï × º�»�¼ ½ ¸ Ï ËqÒ�Ý ¾�½ À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾ É ½ Ì ¾ Ãjº�ÓK¸5ÀK¼=¹�¸ ½¸ ½ Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ ½ º�»�¼øà[Â�º�É ¼�¸2Ñ8ÃqÉ º�¸ ´ù ´ ä ¾ ¸2Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀpÂ�È�É ¼iÀ Ï À[¿�¼�É º ¾ Ëq¼iÀ ½ Ë Á�¾�½!½ ÓK¸=¿ ¾�½ ¸ Ï ËqÒ�Ý ¾�½ À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾ É ½ {xk}k∈N

Ìjº�À ÏÊjË ¾ cT xk → −∞ Ì ¾ Ãjº�ÓK¸b¸�¿�Ë8À Ï Ã8ÓK¸=º ¾ ¼�ÊjË8À Ï ÊjË ¾ È ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸iÀ[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï ´ú ´ ä ¾ ¸7Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀi¿�Ë8À Ï À[¿�¼�É º ¾ Ëq¼iÀ ½ Ë Á�¾�½!½ ÓK¸'¿ ¾=½ ¸ Ï ËqÒ�Ý ¾�½ À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾ É ½ {yk}k∈N
º�ÀKÉ ½ÊjË ¾ bT yk →∞ Ì ¾ Ãjº�ÓK¸b¸bÂ�È�É ¼iÀ Ï Ã8ÓK¸=º ¾ ¼øÊjË8À Ï ÊjË ¾ È ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸iÀ[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï ´

ç À ½5Á ¸[Ã8¿�É Ò�Ý ¾�½ ¿ ¾ ¸[Â�º�É ¼iÀ Ï É ¿qÀ[¿ ¾ ¿�¸é¼ Ô º�¸o¿�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß ¿ ¾�Á ¸KÈ!È ¾ ÊjË ¾ Ì ½!¾ ¸¦Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀÂ�È�É ¼iÀ Ï º ¾ ¼ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸5à[Â�º�É ¼iÀ'ÕGÉ ´ ¾ ´ Ì�º ¾ ¼Üà[Â�º�É ¼�¸bÑ8ÃqÉ º�¸ × Ì ¾ Ãjº�ÓK¸i¸�È ¾�½ Â ¾�Á º�É ÍL¸5¿�Ë8À Ï º�ÀK¼=¹ Ô ¼º ¾ ¼ ¾ ¸ ½3Á ¸KÈ!È ¾�½ Â�¸[Ã8¿ ¾ Ãjº ¾�½ Í[À Ï ¸KÈ ¾�½ à[Â�º�É ¼�¸ ½�Á ¸[É Ã Á É ¿ ¾ ¼ ´ Ú ¸[¼ ¾ â ¾ É º�¸�Ì Á ¸[Ã ½ É ¿ ¾ È ¾kµQ½!¾ ¸fÊjË8À[¿oÈ�¸½ É ¼�Â Ï ¾kß È ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸�à[Â�º�É ¼�¸pÀ ½!½ ¸ Á É À[¿�¸�ÀK¸�Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ�¿ ¾ Â�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀKÒWÓK¸ Ï É Ã ¾ À
ÈX¿ ¾ ¼�É ÃqÉ ¼�É ãWÀKÒWÓK¸Ã8À2â¡¸KÈ�¼iÀ2Â8À[¿oÈ�ÓK¸ PL(A, b, c) æ
xN

xB B−1N B−1b

cBB−1N − cN cBB−1b



éG¹�wl�Í�?�®rs�ûk®�Kqso��e#)ÎK�®�&%vo����®o$#smp��qsrs�K����qs�Kqs� �<w
[ ¾ Ã8¿�¸ ¾ ¼ Á ¸[Ãjº�ÀbÀ Ï É ÃqÛ8Àb¿ ¾pÁ Ë ½ º�¸ ½ È ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸ ½ Ì cBB−1N − cN ≤ 0 Ì ½ ËqÂ�¸[Ã8¿�¸7Õ ½!¾ ¼øÂ ¾ È�¿qÀ¿ ¾ Æ ¾ Ã ¾ È�À Ï É ¿qÀ[¿ ¾
× ÊjË ¾ À=¼iÀ
º!È�É ã A ½!¾ Â8À
È!º ¾f¾ ¼ A = [B, N ] Ì�âGÀKã ¾ Ã8¿�¸ yT = cBB−1 ÌqÍ ¾ ¼

yT A = cBB−1[B, N ] = [cB , cBB−1N ] ≤ [cB , cN ] = cT .Z ¸[Æ[¸�Ì Á ¸[Ã Á�Ï ËqÉ µQ½!¾ ÊjË ¾ yT = cBB−1 Ô À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï Â8À
È�ÀfÕ D × ´KÙ ¸KÈu¸[Ë�º!È�¸ Ï À[¿�¸�Ì yT b = cBB−1b¸�ÊjË ¾ Ì�¼iÀKÉ ½ Ëq¼iÀ2Í ¾ ã[Ì8¿ ¾ À Á ¸KÈ�¿�¸ Á ¸[¼ø¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸�Ì Ô Â�È ¾�Á É ½ ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ ¸bÍ[À Ï ¸KÈ�à[Â�º�É ¼�¸�¿ ¾ Õ P × ´Ú ¸[¼�¸ Á ¸[Ã ½!¾ ÊjËq»�Ã Á É ÀoÌ�¿�¸¦º ¾ ¸KÈ ¾ ¼iÀ�¿qÀ�¿�Ë8À Ï É ¿qÀ[¿ ¾ â È�À Á À Õ [ ¾ ¸KÈ ¾ ¼iÀ û ´ ¶
× ¿ ¾�Á ¸KÈ!È ¾ ÊjË ¾ ¸ ½Í[À Ï ¸KÈ ¾�½ à[Â�º�É ¼�¸ ½ ¿ ¾ Õ P ×X¾ Õ D ×XÁ ¸[É Ã Á É ¿ ¾ ¼ ´Ç º ¾ ¸KÈ�É À�¿qÀfÂ�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀKÒWÓK¸ Ï É Ã ¾ À
È�Â ¾ È�¼�É º ¾ ¸[¹�º ¾ ÈAÈ ¾�½ Ë Ï º�À[¿�¸ ½ ÀKÉ Ã8¿qÀf¼iÀKÉ ½ â¡¸KÈ!º ¾�½ Õ�¿�¸2ÊjË ¾¸ ½ ÀKÃjº ¾ È�É ¸KÈ�¼ ¾ Ãjº ¾ È ¾ â ¾ È�É ¿�¸ ½�×I½ ¸[¹�È ¾ À ½ È ¾�Ï ÀKÒ�Ý ¾�½ Â�È�É ¼iÀ Ï µ ¿�Ë8À Ï ´���
	���������U� � Õ�¿qÀ7¿�Ë8À Ï É ¿qÀ[¿ ¾ â¡¸KÈ!º ¾
× ��¡ ô��]îiò��Qñ & ñ�ô ÿ õ & �Qñ ÿ�& ô-0 � ñ4 +õnî ÿ�& ò� +õ � QP�nï]õ � ? P A�BÕ û ´ ¶
× Q Õ û ´ ú × ñ@? D A�B Õ û ´ û × Q Õ û ´ ý × ;C ;+D ñ1õ� @0iônî+ônî ÿ�& ô-0 � ñ4 +õnî(.:? P ATñO? D A#.�î5�Iô��iô��]îiòYîióañ4�]óañjî�?3ò ; ñ ; .�õ� @0iônî
óPÓ4 �î�ô � ï/��>Mñjîõ-�� 
òYîiî(3��?ñjòYî=A#.Ïñ4�]ó=�IôTõ� @0iônîJóPÓ4 î�ô � ï/���IôOE ÿ ó�ò� +õTñ�ônî & ñjî ÿ ñ%��ó�ò��nônî��nõ � ô & ñjî9E ÿ ó�ò� +ônî�iônò�����ò��Qñ4 ;G ;+D ñ@? P A"!gò����iô��]îiòYîióañ4�]óañ4.�ñ4�]ó=�Iô�ôF�nï]õ � !:�iô��]îiòYîióañ4�]óañ-îiîAñ:���Iô+óañ4 ÖE ÿ ó�ò� +ôLKM�]òYó&ô ;H ;+D ñ@? D A"!�ò����iô��]îiòYîióañ4�]óañ4.�ñ4�]ó=�Iô�ô ÿ�& ò� +õ � !+�iô��]îiòYîióañ4�]óañJîiîAñI���Iô+óañ4 JE ÿ ó�ò� +ô]KM�]òYó&ô ;N ; f ô#�Qñ-õ-�iô��]óañ%�jñ & 7 ïEñ:��ñ4 Þ? P A���ñ4 Þ? D A�îAñ ðXõF�iô��]îiòYîióañ4�]óañ ;R ���	�SUTWVW����X�Y�	U� ¶ ´ Ú ¸[Ã ½ É ¿ ¾ È ¾kµQ½!¾ ¸ ½ É ½ º ¾ ¼iÀb¿ ¾ É Ã ¾ ÊjË8ÀKÒ�Ý ¾�½
Ax ≥ b

− AT y ≥ −c
−cT x + bT y ≥ 0

x, y ≥ 0

¸�ÊjË8À ÏÎ½!¾ Â�¸o¿ ¾p¾�½!Á È ¾ Í ¾ È�Ã8À2â¡¸KÈ�¼iÀ








A 0
0 −AT

−cT bT




[
x
y

]
≥




b
−c

0




x, y ≥ 0

⇔

{
Āx̄ ≥ b̄

x̄ ≥ 0
Õ û ´ vL×

¸[Ã8¿ ¾ Ā =




A 0
0 −AT

−cT bT


 Ì b̄ =




b
−c

0


 ¾ x̄ =

[
x
y

] ´
ä ¾i¾�½ º ¾i½ É ½ º ¾ ¼iÀ¨À[¿�¼�É º ¾ Ëq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸ (x′, y′) Ì ¾ Ãjº�ÓK¸ x′ Ô À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï Â8À
È�ÀéÕ P ×f¾
y′ Ô À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï Â8À
È�À�Õ D ×2¾5½ ÓK¸ëº�ÀKÉ ½ ÊjË ¾ cT x′ ≤ bT y′ ´ Z ¸[Æ[¸�ÌAÂ�¸KÈiÀKÂ Ï É Á ÀKÒWÓK¸¦¿�¸º ¾ ¸KÈ ¾ ¼iÀi¿qÀi¿�Ë8À Ï É ¿qÀ[¿ ¾ â È�À Á À;Õ [ ¾ ¸KÈ ¾ ¼iÀ û ´ ¶
× Ì Á ¸[Ã Á�Ï ËqÉ µQ½!¾ ÊjË ¾ cT x′ = bT y′ ¾ Ì Á ¸[¼�¸Á ¸[Ã ½!¾ ÊjËq»�Ã Á É ÀoÌ x′ Ôf½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸�à[Â�º�É ¼iÀ2Â8À
È�À7Õ P ×X¾ y′ Ôf½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸�à[Â�º�É ¼iÀ2Â8À
È�À7Õ D × ´ä ËqÂ�¸[ÃqÛ8À=ÊjË ¾ ¸ ½ É ½ º ¾ ¼iÀ7Õ û ´ vL× Ã8ÓK¸bÀ[¿�¼�É º ¾ ÊjË8À Ï ÊjË ¾ È ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸ ´�÷ Ãjº�ÓK¸�ÌqÂ ¾�Ï ¸ Ï ¾ ¼iÀ=¿ ¾å À
È(·[À ½ Õ Z ¾ ¼iÀ ¶ ´ û × Ì8¸ ½ É ½ º ¾ ¼iÀ





[
uT vT λ

]
Ā ≤ 0[

uT vT λ
]

b̄ > 0
u, v, λ ≥ 0

⇔
AT u − λc ≤ 0

− Av + λb ≤ 0
bT u − cT v > 0

º ¾ ¼øËq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸ (u′, v′, l′) ´ä ¾ λ 6= 0 Ì ¾ Ãjº�ÓK¸¦Õ ½!¾ ¼�Â ¾ È�¿qÀ¨¿ ¾ Æ ¾ Ã ¾ È�À Ï É ¿qÀ[¿ ¾
× Â�¸o¿ ¾ ¼�¸ ½ À[¿�¼�É º�É È λ′ = 1 ´ Ú ¸[¼�¸



� Æ ý rs�K����qs�Kqs�ç�çÌÍjsÎK�����®���6þ���ÿ©o>æsk®�����K�
Á ¸[Ã ½!¾ ÊjËq»�Ã Á É ÀoÌ u′ Ô À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï Â8À
È�À7Õ D × Ì v′ Ô À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï Â8À
È�À7Õ P ×A¾ bT u′ > cT v′ Ì¸¨ÊjË ¾b¾ Ãjº!È�À ¾ ¼ Á ¸[Ãjº!È�À[¿�É ÒWÓK¸ Á ¸[¼0¸7º ¾ ¸KÈ ¾ ¼iÀiâ È�À Á ¸;¿qÀ7¿�Ë8À Ï É ¿qÀ[¿ ¾ Õ [ ¾ ¸KÈ ¾ ¼iÀ û ´ ¶
× ´Z ¸[Æ[¸ λ′ = 0 ´ä ¾ cT v′ ≥ 0 Ì ¾ Ãjº�ÓK¸ bT u > 0 ¾ Ì�Ãq¸
Í[ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ ÌqÂ�¸KÈfÀKÂ Ï É Á ÀKÒWÓK¸'¿�¸ Z ¾ ¼iÀ ¶ ´ û ÌAÕ P × Ã8ÓK¸º ¾ ¼�ÊjË8À Ï ÊjË ¾ È ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸iÀ[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï Ìq¸�ÊjË ¾pÁ ¸[Ãjº!È�À
È�É À�À=ÛqÉ Â�àKº ¾�½!¾ ´Ç ½!½ É ¼'Ì ½ ËqÂ�¸[ÃqÛ8À cT v′ < 0 ´�÷ Ãjº�ÓK¸ ½!¾ Ã8¿�¸ x′ Ëq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸�À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï Â8À
È�À Õ P ×
∀θ ≥ 0 Ì xθ = x′+θv′ Ô À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï Â8À
È�ÀfÕ P ×�¾3Ô º�À Ï ÊjË ¾ cT xθ = cT x′+θcT v′ → −∞ÊjË8ÀKÃ8¿�¸ θ→∞ Ì Ï ¸[Æ[¸�Ì�Â ¾�Ï ¸�º ¾ ¸KÈ ¾ ¼iÀ�¿qÀ�¿�Ë8À Ï É ¿qÀ[¿ ¾ â È�À Á ÀoÌ ½ ¸[¼�¸ ½�Ï ¾ Í[À[¿�¸ ½ À Á ¸[Ã Á�Ï ËqÉ ÈÊjË ¾ ¸�¿�Ë8À Ï Ã8ÓK¸=º ¾ ¼�ÊjË8À Ï ÊjË ¾ È ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸5À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï Ìq¸�ÊjË ¾�Á ¸[Ãjº!È�À
È�É À�À=ÛqÉ Â�àKº ¾�½!¾ ´ù ´ ç À[¿�¸�ÊjË ¾ (P ) Ô É Ã Á ¸[Ã ½ É ½ º ¾ Ãjº ¾ ÌqÂ ¾�Ï ¸ Ï ¾ ¼iÀ=¿ ¾ å À
È(·[À ½ Õ Z ¾ ¼iÀ ¶ ´ û × Ì8¸ ½ É ½ º ¾ ¼iÀ

AT y ≤ 0 Õ û ´ ¶ · ×
bT y > 0 Õ û ´ ¶[¶
×

y ≥ 0 Õ û ´ ¶ ù ×
º ¾ ¼ÅËq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸ y′ ´ ä ¾ Ä!À y∗ Ëq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸fÀ[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï Â8À
È�À2Õ D ×�¾ ÌKÂ8À
È�À Á À[¿qÀ τ ≥ 0 Ì½!¾ Ä!À yτ = y∗ + τy′ ´o÷ Ãjº�ÓK¸ ∀τ ≥ 0 yT

τ ≥ 0 ¾ AT yτ = AT y∗ + τAT y′ ≤ c ÌoÉ ´ ¾ ´ Ì yτ ÔÀ[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï Â8À
È�Àb¸i¿�Ë8À Ï Õ D × ∀τ ≥ 0 ´ Z ¸[Æ[¸�Ì�¿qÀ[¿�¸iÊjË ¾ bT yτ = bT y∗ + τbT y′ →∞ÊjË8ÀKÃ8¿�¸ τ →∞ ÌqÂ�¸o¿ ¾fÁ ¸[Ã Á�Ï ËqÉ È µQ½!¾ ÊjË ¾ Õ D × Ã8ÓK¸=º ¾ ¼øà[Â�º�É ¼�¸2Ñ8ÃqÉ º�¸ ´ú ´f÷ ½ º�ÀbÂ�È�¸
Í[À Ô É ¿�»�Ãjº�É Á ÀbêbÀKÃjº ¾ È�É ¸KÈ ´û ´ ò ¾�½ º ¾'Á À ½ ¸�ÀëÂ�È�¸
Í[ÀëÂ�¸o¿ ¾ âGÀKã ¾ È µQ½!¾¨¾kß É ¹qÉ Ã8¿�¸�¸ ½!¾ Æ[ËqÉ Ãjº ¾¨¾kß�¾ ¼�Â Ï ¸�¿ ¾ Ëq¼îÂ8À
È5¿ ¾Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ ½ Õ P ×Qµ Õ D × Ì ¾ ¼�ÊjË ¾ ÀK¼=¹�¸ ½I½ ÓK¸�É Ã Á ¸[Ã ½ É ½ º ¾ Ãjº ¾�½�æ
Õ P ×

min −x1 − x2½ ´ À x1 − x2 ≥ 1
−x1 + x2 ≥ 1
x1, x2 ≥ 0

Õ D ×
min y1 + y2½ ´ À y1 − y2 ≥ −1

−y1 + y2 ≥ −1
y1, y2 ≥ 0

Ú ¸[¼�¸ Á ¸[Ã ½!¾ ÊjËq»�Ã Á É ÀoÌ�¿�¸ [ ¾ ¸KÈ ¾ ¼iÀ û ´ ù ¿ ¾�Á ¸KÈ!È ¾ ¸7º ¾ ¸KÈ ¾ ¼iÀ7ÊjË ¾b½!¾i½!¾ Æ[Ë ¾ Ì�Ãq¸¨ÊjË8À ÏA½!¾¾�½ º�ÀK¹ ¾�Ï ¾�Á�¾ Ëq¼iÀpÈ ¾�Ï ÀKÒWÓK¸b¿ ¾�Á ¸[¼�Â Ï ¾ ¼ ¾ Ãjº�À
È�É ¿qÀ[¿ ¾l¾ Ãjº!È ¾�½ ¸ Ï ËqÒ�Ý ¾�½ à[Â�º�É ¼iÀ ½ Â�È�É ¼iÀKÉ ½�¾ ¿�Ë8ÀKÉ ½ ´���
	�������@�U� � Õ�¿qÀ Á ¸[¼�Â Ï ¾ ¼ ¾ Ãjº�À
È�É ¿qÀ[¿ ¾
× � D ñ x∗ ñ y∗ î5�Iôgî�ô � ï/��>Mñjî]E ÿ ó�ò� +õnî ÿ õ & õ-ô ÿ�& ò� +õ �? P A1ñ ÿ õ & õeôF�nï]õ � ? D A#. & ñjî ÿ ñ%��ó�ò��nõ� 1ñ4�]óañ4.\ñ4�]ó=�Iô@�?ñ & ò K��iõ� 9Q3îAñ�õnî�îAñ�'nïWò��]óañjîgò 'nï]õ � �Iõ-�QñjîWB
{

(cj − y∗T aj)x
∗

j = 0, ÿ õ & õ j = 1, . . . , n
y∗

i(a
ix∗ − bi) = 0, ÿ õ & õ i = 1, . . . , m

;
ô����Qñ aj

. ÿ õ & õ j = 1, . . . , n .U�Qñ4��ônó&õ-õ j Qp!jîiò� +õ+�iô � ï
��õ:�Qñ A . ai . ÿ õ & õ i = 1, . . . , m .´�Qñ4��ônó&õõ i Qp!jîiò� +õ � ò��/6NõF�Qñ A . cj
. ÿ õ & õ j = 1, . . . , n .½�Qñ4��ônó&õ�ô j Qp!jîiò� +ôO�iôMñ�K���ò&ñ4�]óañ9�Iô�' & õ-�nò&ñ4�]óañ�Iõ , ï
�����Iôfô-0YðMñ%��ó�ò��nô��Qñ�? P ALñ bi

. ÿ õ & õ i = 1, . . . , m .Å�Qñ4��ônó&õlô i Qp!jîiò� +ô��iôMñ�K���ò&ñ4�]óañ}�Iô' & õ-�nò&ñ4�]óañ��Iõ , ï
 9���Iô1ô-0YðMñ%��ó�ò��nô8�Qñ@? D A ;R ���	�SUTWVW����X�Y�	U� ç À[¿�¸�ÊjË ¾ x∗ ¾ y∗ ½ ÓK¸�À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾ É ½ Â8À
È�À5Õ P ×X¾ Õ D × Ì�È ¾�½ Â ¾�Á º�É Í[ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ ÌÁ ¸[Ã Á�Ï ËqÉ µQ½!¾ ÊjË ¾ x∗ ≥ 0 ¾ Ax∗ ≥ b Ì ¾ y∗ ≥ 0 ¾ y∗T A ≤ cT ´ Z ¸[Æ[¸�Ì8Í ¾ ¼øÊjË ¾



éG¹�wl�Í�?�®rs�ûk®�Kqso��e#)ÎK�®�&%vo����®o$#smp��qsrs�K����qs�Kqs� � ã
{

y∗T Ax∗ ≥ y∗T b

y∗T Ax∗ ≤ cT x∗
Ì

¸[Ë ½!¾ Ä!ÀoÌ y∗T b ≤ y∗T Ax∗ ≤ cT x∗ ´uÙ ¸KÈ2¸[Ë�º!È�¸ Ï À[¿�¸�Ì�Ëq¼iÀ5Í ¾ ã�ÊjË ¾ y∗ ¾ x∗ ½ ÓK¸ ½ ¸ Ï ËqÒ�Ý ¾�½à[Â�º�É ¼iÀ ½ ÌuÂ ¾�Ï ¸¨º ¾ ¸KÈ ¾ ¼iÀ¨¿qÀ¨¿�Ë8À Ï É ¿qÀ[¿ ¾ â¡¸KÈ!º ¾ Õ [ ¾ ¸KÈ ¾ ¼iÀ û ´ ù × Ì ½ ÀK¹ ¾kµQ½!¾ ÊjË ¾ y∗T b = cT x∗ ´Ç ½!½ É ¼'Ì Á ¸[Ã Á�Ï ËqÉ µQ½!¾ ÊjË ¾ y∗T b = y∗T Ax∗ = cT x∗ ÌqÉ ´ ¾ ´ Ì
{

y∗T (Ax∗ − b) = 0

(cT − y∗T A)x∗ = 0
⇔

{ ∑m

i=1 y∗
i(a

ix∗ − bi) = 0∑m

i=1 (cj − y∗T aj)x
∗
j = 0

Õ û ´ ¶ ú ×
Ú ¸[Ã ½!¾ ÊjË ¾ Ãjº ¾ ¼ ¾ Ãjº ¾ ÌA¿qÀ[¿�¸�ÊjË ¾ ∀i ∈ {1, . . . , m} y∗

i ≥ 0 ¾ aix∗ − bi ≥ 0 Ì ¾ ∀j ∈
{1, . . . , n} x∗

j ≥ 0 ¾ cj − y∗T aj ≥ 0 Ì8¿ ¾ Õ û ´ ¶ ú × ÌqÍ ¾ ¼
{

y∗
i(a

ix∗ − bi) = 0 Â8À
È�À i = 1, . . . , m

(cj − y∗T aj)x
∗
j = 0 Â8À
È�À j = 1, . . . , n

Õ û ´ ¶ û ×

ç ¾�½ º ¾ º ¾ ¸KÈ ¾ ¼iÀ=¿ ¾�Á ¸KÈ!È ¾ ¼�À ½�½!¾ Æ[ËqÉ Ãjº ¾�½lÁ ¸[Ã Á�Ï Ë ½ Ý ¾�½�æ
¶ ´ ∀i ∈ {1, . . . , m}

{
y∗

i > 0 ⇒ aix∗ = bi

aix∗ > bi ⇒ y∗
i = 0

ù ´ ∀j ∈ {1, . . . , n}

{
x∗

j > 0 ⇒ y∗T aj = cj

y∗taj < cj ⇒ x∗
j = 0

´
Ç ½!½ É ¼'ÌqÂ�¸o¿ ¾ ¼�¸ ½ À
ÑqÈ�¼iÀ
ÈpÊjË ¾ ÀbÍ[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ ¿ ¾ ¿ ¾�Á É ½ ÓK¸5¿�Ë8ÀKÉ ½ Â�¸ ½ É º�É Í[À ½�Á ¸KÈ!È ¾�½ Â�¸[Ã8¿ ¾ ¼øÈ ¾�½$µº!È�É Ò�Ý ¾�½ Â�È�É ¼iÀKÉ ½ À Á º�É Í[À ½ ÕGÉ ´ ¾ ´ Ì�Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ ¿ ¾ ¿ ¾�½ ÍoÉ ¸7Â�È�É ¼iÀKÉ ½ ÃoË Ï À ½�×�¾ ÀiÈ ¾�½ º!È�É Ò�Ý ¾�½ Â�È�É ¼iÀKÉ ½Ã8ÓK¸iÀ Á º�É Í[À ½ ÕGÉ ´ ¾ ´ Ì�Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ ¿ ¾ ¿ ¾�½ ÍoÉ ¸�Â�È�É ¼iÀKÉ ½ Â�¸ ½ É º�É Í[À ½�×lÁ ¸KÈ!È ¾�½ Â�¸[Ã8¿ ¾ ¼ÜÍ[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ ¿ ¾ ¿ ¾kµÁ É ½ ÓK¸ë¿�Ë8ÀKÉ ½ ÃoË Ï À ½2¾ È ¾�Á É Â�È�¸ Á ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ Ìu¸[Ë ½!¾ Ä!ÀoÌ3À'Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ ¿ ¾ ¿ ¾�Á É ½ ÓK¸;Â�È�É ¼iÀKÉ ½ Â�¸ ½ É º�É Í[À ½Á ¸KÈ!È ¾�½ Â�¸[Ã8¿ ¾ ¼�È ¾�½ º!È�É Ò�Ý ¾�½ ¿�Ë8ÀKÉ ½ À Á º�É Í[À ½ ÕGÉ ´ ¾ ´ Ì8Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ ¿ ¾ ¿ ¾�½ ÍoÉ ¸�¿�Ë8ÀKÉ ½ ÃoË Ï À ½�×X¾ À=È ¾�½ º!È�É µÒ�Ý ¾�½ ¿�Ë8ÀKÉ ½ Ã8ÓK¸�À Á º�É Í[À ½ ÕGÉ ´ ¾ ´ ÌjÍ[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ ¿ ¾ ¿ ¾�½ ÍoÉ ¸f¿�Ë8ÀKÉ ½ Â�¸ ½ É º�É Í[À ½�×�Á ¸KÈ!È ¾�½ Â�¸[Ã8¿ ¾ ¼�Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½¿ ¾ ¿ ¾�Á É ½ ÓK¸5Â�È�É ¼iÀKÉ ½ ÃoË Ï À ½ ´ ç ¾ ÍoÉ ¿�¸5À ¾�½ º�À�Â�È�¸[Â�È�É ¾ ¿qÀ[¿ ¾ ¿ ¾2Á ¸[¼�Â Ï ¾ ¼ ¾ Ãjº�À
È�É ¿qÀ[¿ ¾f¾ Ãjº!È ¾ Í[À µÈ�É ØWÍ ¾ É ½ ¿ ¾ ¿ ¾�Á É ½ ÓK¸�Â�È�É ¼iÀKÉ ½=¾ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ ¿�Ë8ÀKÉ ½ ¿ ¾ ¿ ¾�½ ÍoÉ ¸ ¾ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ ¿ ¾ ¿ ¾�Á É ½ ÓK¸�¿�Ë8ÀKÉ ½b¾Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ Â�È�É ¼iÀKÉ ½ ¿ ¾ ¿ ¾�½ ÍoÉ ¸�Ì�¸5º ¾ ¸KÈ ¾ ¼iÀ7ÀKÃjº ¾ È�É ¸KÈ Ô Ë ½ Ë8À Ï ¼ ¾ Ãjº ¾ ¿ ¾�½ É Æ[Ã8À[¿�¸'Â�¸KÈfº ¾ ¸KÈ ¾ ¼iÀ¿qÀ Á ¸[¼�Â Ï ¾ ¼ ¾ Ãjº�À
È�É ¿qÀ[¿ ¾ ÕG¸[ËiÂ�¸KÈ�º ¾ ¸KÈ ¾ ¼iÀ�¿qÀ Á ¸[¼�Â Ï ¾ ¼ ¾ Ãjº�À
È�É ¿qÀ[¿ ¾ ¿ ¾ ï ½!Ï À Á · ½ ð × ´ u Ë8ÀKÃ8¿�¸f¸È ¾�Á�Ö Â�È�¸ Á ¸i¿qÀ2Â�È�¸[Â�È�É ¾ ¿qÀ[¿ ¾ ¿ ¾pÁ ¸[¼�Â Ï ¾ ¼ ¾ Ãjº�À
È�É ¿qÀ[¿ ¾ ÌqÀKÃjº ¾ È�É ¸KÈ�¼ ¾ Ãjº ¾ È ¾ â ¾ È�É ¿qÀoÌ�À Á ¸[Ãjº ¾�Á�¾ Ì8¸[Ë½!¾ Ä!ÀoÌ
¶ ´ ∀i ∈ {1, . . . , m}

{
aix∗ = bi ⇒ y∗

i > 0
y∗

i = 0 ⇒ aix∗ > bi

ù ´ ∀j ∈ {1, . . . , n}

{
y∗T aj = cj , ⇒ x∗

j > 0

x∗
j = 0 ⇒ y∗T aj < cj

Ì
¿�É ã ¾ ¼�¸ ½ ÊjË ¾ ¸7Â8À
È�¿ ¾=½ ¸ Ï ËqÒ�Ý ¾�½ (x∗, y∗) ½ À
º�É ½ âGÀKãiÀ5Â�È�¸[Â�È�É ¾ ¿qÀ[¿ ¾ ¿qÀ Á ¸[¼�Â Ï ¾ ¼ ¾ Ãjº�À
È�É ¿qÀ[¿ ¾¾�½ º!È�É º�À ´÷ ¼ Â�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀKÒWÓK¸ Ï É Ã ¾ À
ÈWÌjÊjË8ÀKÃ8¿�¸�¸fÂ8À
ÈX¿ ¾ Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ ½ Â�È�É ¼iÀ Ï ¿�Ë8À Ï Õ P ×Qµ Õ D × º ¾ ¼ ½ ¸ Ï Ë µÒ�Ý ¾�½ à[Â�º�É ¼iÀ ½ ÌjÍ ¾ È�É Ñ Á À µQ½!¾ ÊjË ¾l¾kß É ½ º ¾ Ëq¼�Â8À
ÈI¿ ¾l½ ¸ Ï ËqÒ�Ý ¾�½ à[Â�º�É ¼iÀ ½ ÊjË ¾ º ¾ ¼vÀfÂ�È�¸[Â�È�É ¾ ¿qÀ[¿ ¾¿qÀ Á ¸[¼�Â Ï ¾ ¼ ¾ Ãjº�À
È�É ¿qÀ[¿ ¾f¾�½ º!È�É º�ÀoÌ Á ¸[Ã�â¡¸KÈ�¼ ¾ ¸bº ¾ ¸KÈ ¾ ¼iÀ'Õ�¿qÀ Á ¸[¼�Â Ï ¾ ¼ ¾ Ãjº�À
È�É ¿qÀ[¿ ¾f¾�½ º!È�É º�À × À½!¾ Æ[ËqÉ È�É Ã8¿�É Á À[¿�¸ ¾�½ º�ÀK¹ ¾�Ï ¾�Á�¾ ´���
	���������U� � Õ�¿qÀ Á ¸[¼�Â Ï ¾ ¼ ¾ Ãjº�À
È�É ¿qÀ[¿ ¾2¾�½ º!È�É º�À × �t¡ õ-�Iõ ÿ õ & �Qñ ÿ�& ô-0 � ñ4 +õnî ÿ�& ò� +õ � QP�nï]õ � .�iô� sî�ô � ï/��>Mñjî:E ÿ ó�ò� +õnî(.Gõ-�� 
òYóañ�ï
 ÿ õ & �Qñ�î�ô � ï/��>MñjîIE ÿ ó�ò� +õnîI�iô� õ ÿ�& ô ÿ�& ò&ñ%�Iõ-�Qñ��Iõ@�iô� 9Qÿ�� ñ4 1ñ4�]ó&õ & ò��Iõ-�Qñ�ñjîió & òYó&õ ;



�>é ý rs�K����qs�Kqs�ç�çÌÍjsÎK�����®���6þ���ÿ©o>æsk®�����K�
R ���	�SUTWVW����X�Y�	U� Ù È�É ¼ ¾ É È�ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ Í[ÀK¼�¸ ½ Â�È�¸
Í[À
È7À ¾kß É ½ º�»�Ã Á É À¦¿ ¾ Ëq¼óÂ8À
È'¿ ¾'½ ¸ Ï ËqÒ�Ý ¾�½
(x′, y′) Ì8à[Â�º�É ¼iÀ ½ Â8À
È�À¨Õ P ×�¾ Õ D × ÌqÈ ¾�½ Â ¾�Á º�É Í[ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ Ì Á ¸[¼ÜÀbÂ�È�¸[Â�È�É ¾ ¿qÀ[¿ ¾ ¿qÀ Á ¸[¼�Â Ï ¾ ¼ ¾ Ã µº�À
È�É ¿qÀ[¿ ¾�¾�½ º!È�É º�À ¾ Ãjº!È ¾ À ½ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ ¿ ¾ ¿ ¾�½ ÍoÉ ¸p¿�Ë8ÀKÉ ½�¾ À ½ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ ¿ ¾ ¿ ¾�Á É ½ ÓK¸pÂ�È�É ¼iÀKÉ ½ ´ ä ¾ Ä!À
Y ∗ = {

∑r

j=1 λjy
∗j :

∑r

j=1 λj = 1, λj ≥ 0, j = 1, . . . , r} ¸ Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸f¿ ¾I½ ¸ Ï ËqÒ�Ý ¾�½ à[Â�º�É ¼iÀ ½Â8À
È�À�Õ D ×A¾ I = {i : ∃y∗k, Â8À
È�À=¸�ÊjË8À Ï s∗i = ci− (y∗k)T ai > 0}, ¾ Ãjº�ÓK¸ ∃y∗ ∈ Y ∗ º�À Ï ÊjË ¾
∀i ∈ I s∗i = ci− (y∗)T ai > 0 ´ Ú ¸[¼ ¾ â ¾ É º�¸�ÌjâGÀKã ¾ Ã8¿�¸ y∗ =

∑r

j=1 λjy
∗j Ì Á ¸[¼ ∑r

j=1 λj = 1¾ λj > 0 Ì j = 1, . . . , r Ì�Í ¾ ¼�ÊjË ¾ ∀i ∈ I

s∗i = ci − (y∗)T ai

= ci − (
r∑

j=1

λj(y
∗j)T )ai

= (
r∑

j=1

λj)ci − (
r∑

j=1

λj(y
∗j)T ai)

=

r∑

j=1

λj [ci − (y∗j)T ai] > 0,

¿qÀ[¿�¸7ÊjË ¾ ci − (y∗j)T ai ≥ 0 ∀j ∈ {1, . . . , r} ¾ ∃y∗k º�À Ï ÊjË ¾ s∗i = ci − (y∗k)T ai > 0 ¾
λk > 0 ´ Ú ¸[Ã ½!¾ ÊjË ¾ Ãjº ¾ ¼ ¾ Ãjº ¾ Ì8Â8À
È�À5À ½ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ ¿ ¾ ¿ ¾�½ ÍoÉ ¸5ÊjË ¾ º�¸[¼iÀK¼ÜÍ[À Ï ¸KÈ ¾�½ Â�¸ ½ É º�É ÍL¸ ½ ÌÂ8À
È�À=Â ¾�Ï ¸b¼ ¾ Ãq¸ ½ Ëq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸�à[Â�º�É ¼iÀ=Â8À
È�À5Õ D × Ì8À=Â�È�¸[Â�È�É ¾ ¿qÀ[¿ ¾ ¿qÀ Á ¸[¼�Â Ï ¾ ¼ ¾ Ãjº�À
È�É ¿qÀ[¿ ¾¾�½ º!È�É º�À Ôf¾ ÍoÉ ¿ ¾ Ãjº ¾ ´Z ¸[Æ[¸�ÌXÈ ¾�½ º�ÀëâGÀKã ¾ È'ÀëÂ�È�¸
Í[ÀëÂ8À
È�ÀéÀ ½iÁ ¸[¼�Â�¸[Ã ¾ Ãjº ¾�½bÁ ËKÄ$¸ ½5Ö Ã8¿�É Á�¾�½�¾�½ º�ÓK¸¦Ãq¸ Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸
J = {j : s∗j = cj − (y∗)T aj = 0 ∀y∗ ∈ Y ∗} Ìq¸[Ã8¿ ¾ Ì�º�À Ï�Á ¸[¼�¸�ÀKÃjº ¾ È�É ¸KÈ�¼ ¾ Ãjº ¾ Ì Y ∗ ¿ ¾ Ãq¸Kº�À¸ Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸�¿ ¾p½ ¸ Ï ËqÒ�Ý ¾�½ à[Â�º�É ¼iÀ ½ Â8À
È�À7Õ D × ´ä ¾ Ã8¿�¸ ν∗ ¸éÍ[À Ï ¸KÈià[Â�º�É ¼�¸�Â8À
È�À(Õ P × Õ ¾'Á ¸[Ã ½!¾ ÊjË ¾ Ãjº ¾ ¼ ¾ Ãjº ¾ Â8À
È�À(Õ D ×!× ¸éÂ�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀÏ É Ã ¾ À
È

max
∑

j∈J
eT

j s

½ ´ À AT y + s = c,
−bT y ≤ −ν∗,

y, s ≥ 0,ÕG¸[Ã8¿ ¾ ej
¿ ¾ Ãq¸Kº�À;¸�Ä µQÔ�½ É ¼�¸ëÍ ¾�Á º�¸KÈi¿qÀ¨¹8À ½!¾7Á ÀKÃqà[ÃqÉ Á À�¿ ¾ R

n × Ìuº ¾ ¼îÍ[À Ï ¸KÈ�à[Â�º�É ¼�¸;ÃoË Ï ¸ ´Z ¸[Æ[¸�Ì8¸=È ¾�½ Â ¾�Á º�É ÍL¸�¿�Ë8À Ï
min cT x − ν∗λ½ ´ À Ax − bλ ≥ 0,

xj ≥ 1 ∀j ∈ J,
xj ≥ 0 ∀j 6∈ J,

λ ≥ 0,

º ¾ ¼ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸ià[Â�º�É ¼iÀ
[

x′

λ′

] Ì Á ¸[¼øÍ[À Ï ¸KÈ�à[Â�º�É ¼�¸ cT x′ − ν∗λ′ = 0 ´ä ËqÂ�¸[Ã8¿�¸bÊjË ¾ x∗ Ô Ëq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸�à[Â�º�É ¼iÀ2Â8À
È�À5Õ P × Ì�¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾ Ëq¼iÀ=¿qÀ ½I½!¾ Æ[ËqÉ Ãjº ¾p½ É º�Ë µÀKÒ�Ý ¾�½�æ
¶ ´ λ′ = 0 Ì ¾f¾ Ãjº�ÓK¸bÍ ¾ ¼øÊjË ¾

cT x′ = 0, Ax′ ≥ 0, x′
j ≥ 1 ∀j ∈ J ¾ x′

j ≥ 0 ∀j 6∈ J,¿�¸[Ã8¿ ¾ ∀τ ≥ 0 Ì x∗ + τx′ Ã8ÓK¸ ½ à Ô Ëq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸�à[Â�º�É ¼iÀ2Â8À
È�À'Õ P × Ì�Ëq¼iÀ�Í ¾ ã�ÊjË ¾
x∗+τx′ ≥ 0, A(x∗+τx′) = Ax∗+τAx′ ≥ b ¾ cT (x∗+τx′) = cT x∗+τcT x′ = ν∗,

Á ¸[¼�¸�ÌqÂ8À
È�À τ > 0 Ì x∗ + τx′ Ô º�À Ï ÊjË ¾ (x∗ + τx′)j > 0 ∀j ∈ J
À
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ù ´ λ′ > 0 Ì ¾f¾ Ãjº�ÓK¸

cT x′

λ
= ν∗,

x′

λ
≥ 0, A

x′

λ
≥ b ¾ 1

λ
x′

j ≥
1

λ
> 0 ∀j ∈ J.

Ç Â�È�¸
Í[À�¿qÀ ¾kß É ½ º�»�Ã Á É À¦¿ ¾ Ëq¼ Â8À
È7¿ ¾¨½ ¸ Ï ËqÒ�Ý ¾�½ (x′′, y′′) à[Â�º�É ¼iÀëÂ8À
È�À Õ P ×=¾ Õ D × ÌÈ ¾�½ Â ¾�Á º�É Í[ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ Ì Á ¸[¼�À5Â�È�¸[Â�È�É ¾ ¿qÀ[¿ ¾ ¿qÀ Á ¸[¼�Â Ï ¾ ¼ ¾ Ãjº�À
È�É ¿qÀ[¿ ¾=¾�½ º!È�É º�À ¾ Ãjº!È ¾ À ½ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½¿ ¾ ¿ ¾�½ ÍoÉ ¸bÂ�È�É ¼iÀKÉ ½I¾ À ½ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ ¿ ¾ ¿ ¾�Á É ½ ÓK¸i¿�Ë8ÀKÉ ½ Ì Ô É ¿�»�Ãjº�É Á ÀbêbÀKÃjº ¾ È�É ¸KÈ ´j ¼�Í ¾ ã�Â�È�¸
Í[À[¿�¸'ÊjË ¾�¾kß É ½ º ¾ Ëq¼�Â8À
È=¿ ¾�½ ¸ Ï ËqÒ�Ý ¾�½ (x′, y′) à[Â�º�É ¼iÀ ½ Â8À
È�À�Õ P ×p¾ Õ D × ÌÈ ¾�½ Â ¾�Á º�É Í[ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ Ì Á ¸[¼ÅÀlÂ�È�¸[Â�È�É ¾ ¿qÀ[¿ ¾ ¿qÀ Á ¸[¼�Â Ï ¾ ¼ ¾ Ãjº�À
È�É ¿qÀ[¿ ¾A¾�½ º!È�É º�À ¾ Ãjº!È ¾ À ½ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ ¿ ¾¿ ¾�½ ÍoÉ ¸=¿�Ë8ÀKÉ ½�¾ À ½ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ ¿ ¾ ¿ ¾�Á É ½ ÓK¸=Â�È�É ¼iÀKÉ ½�¾ ÊjË ¾�¾kß É ½ º ¾ Ëq¼~Â8À
Èl¿ ¾�½ ¸ Ï ËqÒ�Ý ¾�½ (x′′, y′′)à[Â�º�É ¼iÀ7Â8À
È�ÀéÕ P ×f¾ Õ D × Ì�È ¾�½ Â ¾�Á º�É Í[ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ Ì Á ¸[¼îÀ'Â�È�¸[Â�È�É ¾ ¿qÀ[¿ ¾ ¿qÀ Á ¸[¼�Â Ï ¾ ¼ ¾ Ãjº�À
È�É ¿qÀ[¿ ¾¾�½ º!È�É º�À ¾ Ãjº!È ¾ À ½ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ ¿ ¾ ¿ ¾�½ ÍoÉ ¸�Â�È�É ¼iÀKÉ ½�¾ À ½ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ ¿ ¾ ¿ ¾�Á É ½ ÓK¸5¿�Ë8ÀKÉ ½ Ì ∀λ ∈]0, 1[ ÌâGÀKã ¾ Ã8¿�¸ x∗ = λx′ + (1− λ)x′′ ¾ y∗ = λy′ + (1− λ)y′′ ÌoÑ Á À=Â�È�¸
Í[À[¿qÀ=À ¾kß É ½ º�»�Ã Á É Àb¿ ¾ Ëq¼Â8À
È�¿ ¾p½ ¸ Ï ËqÒ�Ý ¾�½ (x∗, y∗) à[Â�º�É ¼iÀ ½ Â8À
È�À7Õ P ×X¾ Õ D × ÌqÈ ¾�½ Â ¾�Á º�É Í[ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ Ì Á ¸[¼�ÀbÂ�È�¸[Â�È�É ¾ ¿qÀ[¿ ¾¿qÀ Á ¸[¼�Â Ï ¾ ¼ ¾ Ãjº�À
È�É ¿qÀ[¿ ¾p¾�½ º!È�É º�À ´
Ú ¸[Ã�â¡¸KÈ�¼ ¾ ¿ ¾�Á ¸KÈ!È ¾ ¿qÀ ½ È ¾�Ï ÀKÒ�Ý ¾�½ Â�È�É ¼iÀ Ï µ ¿�Ë8À Ï ÀK¹�¸KÈ�¿qÀ[¿qÀ ½ Ìj¸�¼ Ô º�¸o¿�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß ÌjÀK¸ Ï ¸[ÃqÆ[¸¿qÀ ½X½ Ë Á�¾�½!½ É Í[À ½ À Á º�Ë8À Ï É ãWÀKÒ�Ý ¾�½ ¿�¸=ÊjË8À[¿oÈ�¸�Ì Ï É ¿qÀ Á ¸[¼ ½ ¸ Ï ËqÒ�Ý ¾�½ ¹8Ø ½ É Á À ½ Ì Á ËKÄ!À ½ ¹8À ½!¾�½ ¿ ¾ Ñ8Ã ¾ ¼Õ ½ É ¼=Ë Ï º�ÀKÃ ¾ ÀK¼ ¾ Ãjº ¾
×X½ ¸ Ï ËqÒ�Ý ¾�½ Â�È�É ¼iÀKÉ ½ À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾ É ½�¾ ¿�Ë8ÀKÉ ½�Á ¸[¼�Â Ï ¾ ¼ ¾ Ãjº�À
È ¾�½ Ì Á ¸[¼ÜÍoÉ ½ º�À�ê¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8ÀKÒWÓK¸'¿ ¾ Ëq¼iÀi¹8À ½!¾ ÊjË ¾ ¿ ¾ Ñ8Ã8À5Ëq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸'Â�È�É ¼iÀ Ï À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï3¾ Ëq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸¿�Ë8À ÏqÁ ¸[¼�Â Ï ¾ ¼ ¾ Ãjº�À
ÈAÊjË ¾l½!¾ Ä!À�À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï ´ u Ë8ÀKÃ8¿�¸�º�À Ï À Á ¸[Ãjº ¾�Á�¾ Ì ½ É Æ[ÃqÉ Ñ Á À�ÊjË ¾ â¡¸KÈ�ÀK¼~À
º�É Ã µÆ[É ¿qÀ ½ À ½=Á ¸[Ã8¿�É Ò�Ý ¾�½ ¿ ¾ ¸[Â�º�É ¼iÀ Ï É ¿qÀ[¿ ¾ ´�� Ì�Â�È ¾�Á É ½ ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ Ì Á ¸[¼ì¹8À ½!¾ Ã ¾�½ º�À ½ Â�È�¸[Â�È�É ¾ ¿qÀ[¿ ¾�½ÊjË ¾�½!¾ ¿ ¾�½!¾ ÃoÍL¸ Ï Í ¾ Ë7Ëq¼iÀ�Í[À
È�É ÀKÃjº ¾ ¿�¸b¼ Ô º�¸o¿�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß ÌqÊjË ¾�½!¾ ¿ ¾�½ É Æ[Ã8À=Â�¸KÈ�¼ Ô º�¸o¿�¸b¿�Ë8À Ï½ É ¼�Â Ï ¾kß ´

�L±�ö #���4s�«0 ��0�	 ,1¶�"1�n��µl¶�( ³
÷ Ã8ÊjË8ÀKÃjº�¸�Ãq¸p¼ Ô º�¸o¿�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß2Á�Ï Ø ½!½ É Á ¸�Õ¡º�ÀK¼=¹ Ô ¼ Á ¸[ÃqÛ ¾�Á É ¿�¸pÂ�¸KÈ3¼ Ô º�¸o¿�¸�Â�È�É ¼iÀ Ï µQ½ É ¼�Â Ï ¾kß8×Àf¹8À ½!¾�Á ¸KÈ!È ¾ Ãjº ¾�Ô Â�È�É ¼iÀ Ï À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï8¾ À ½�½ Ë Á�¾�½!½ É Í[À ½ À Á º�Ë8À Ï É ãWÀKÒ�Ý ¾�½ ¿�¸2ÊjË8À[¿oÈ�¸iÕG¸[Â ¾ È�ÀKÒ�Ý ¾�½¿ ¾ ÂqÉ ÍL¸Kº�ÀKÒWÓK¸ ×�½ ÓK¸ ¾kß�¾�Á Ë�º�À[¿qÀ ½ ¿ ¾ ¼�¸o¿�¸bÀ�È ¾�½ Â ¾ É º�À
È ¾�½!½ ÀbÀ[¿�¼�É ½!½ É ¹qÉ Ï É ¿qÀ[¿ ¾�¾ Àb¿�É ¼�É ÃoËqÉ ÈI¸Í[À Ï ¸KÈ Á ¸KÈ!È ¾ Ãjº ¾ ¿qÀ�â¡ËqÃqÒWÓK¸b¸[¹oÄ ¾�Á º�É ÍL¸i¿�¸=Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ2Â�È�É ¼iÀ Ï Ì Á ¸[¼ø¸b¼ Ô º�¸o¿�¸b¿�Ë8À Ï�½ É ¼�Â Ï ¾kß À¹8À ½!¾bÁ ¸KÈ!È ¾ Ãjº ¾=½ À
º�É ½ âGÀKã5À ½fÁ ¸[Ã8¿�É Ò�Ý ¾�½ ¿ ¾ ¸[Â�º�É ¼iÀ Ï É ¿qÀ[¿ ¾ Ã8À Ï É ÃqÛ8À5¿ ¾bÁ Ë ½ º�¸ ½ È ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸ ½f¾ ¸ÊjË8À[¿oÈ�¸ Ô À Á º�Ë8À Ï É ãWÀ[¿�¸ ½!¾ ¼~ÊjË ¾l¾�½ º�À ½�Á ¸[Ã8¿�É Ò�Ý ¾�½�½!¾ Ä!ÀK¼~ÍoÉ ¸ Ï À[¿qÀ ½�¾ ¿ ¾ ¼�¸o¿�¸2ÀfÉ Ã Á È ¾ ¼ ¾ Ãjº�À
ÈÀ2â¡ËqÃqÒWÓK¸b¸[¹oÄ ¾�Á º�É ÍL¸i¿�¸bÂ�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ=¿�Ë8À Ï ´ ò ¸bÂ�È�É ¼ ¾ É È�¸ Á À ½ ¸¨ÕG¼ Ô º�¸o¿�¸=Â�È�É ¼iÀ ÏÎ½ É ¼�Â Ï ¾kß8× Â�È ¾kµº ¾ Ã8¿ ¾ ¼�¸ ½ ¸[¹�º ¾ È2À ½�Á ¸[Ã8¿�É Ò�Ý ¾�½ ¿ ¾ ¸[Â�º�É ¼iÀ Ï É ¿qÀ[¿ ¾ Ã8À Ï É ÃqÛ8À7¿ ¾=Á Ë ½ º�¸ ½ È ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸ ½ Õ�À ½ ÊjË8ÀKÉ ½¾ ÊjËqÉ Í[À Ï ¾ ¼Åê�À[¿�¼�É ½!½ É ¹qÉ Ï É ¿qÀ[¿ ¾ ¿�Ë8À Ï ×�¾ Ãq¸ ½!¾ Æ[ËqÃ8¿�¸2ÕG¼ Ô º�¸o¿�¸�¿�Ë8À Ïo½ É ¼�Â Ï ¾kß8× º ¾ ¼ µQ½!¾X¾ ¼nÍoÉ ½ º�ÀÀ=¸[¹�º ¾ ÃqÒWÓK¸�¿qÀ=À[¿�¼�É ½!½ É ¹qÉ Ï É ¿qÀ[¿ ¾ Â�È�É ¼iÀ Ï ´Ú ¸[Ã ½ É ¿ ¾ È ¾kµQ½!¾ ¸ ½!¾ Æ[ËqÉ Ãjº ¾ Â�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀ Ï É Ã ¾ À
È�¿ ¾ ¼�É ÃqÉ ¼�É ãWÀKÒWÓK¸bÃ8À2â¡¸KÈ�¼iÀ Á ÀKÃqà[ÃqÉ Á À æ

min cT x½ ´ À Ax ≥ b,
x ≥ 0,

¾f½!¾ Ä!À B Ëq¼iÀ ½ Ëq¹q¼iÀ
º!È�É ãf¹8Ø ½ É Á Ài¿ ¾ Ā = [−I,A] ∈ R
m×n Ã8ÓK¸�Ì8Ã ¾�Á�¾�½!½ À
È�É ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ Ì�À[¿�¼�É ½$µ½!Ö Í ¾�Ï ´ Ú ¸[Ã ½ É ¿ ¾ È ¾kµQ½!¾ ÀKÉ Ã8¿qÀ=¸ Á ¸KÈ!È ¾�½ Â�¸[Ã8¿ ¾ Ãjº ¾ ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß
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xN1

. . . xNk
. . . xNp

xB1
y11 . . . y1k . . . y1p b̄1´´´ ´´´ ´´´ ´´´ ´´´ ´´´ ´´´

xBr yr1 . . . yrk . . . yrp b̄r´´´ ´´´ ´´´ ´´´ ´´´ ´´´ ´´´
xBm ym1 . . . ymk . . . ymp b̄m

z1 − cN1
. . . zk − cNk

. . . zp − cNp cBB−1b

Ãq¸5ÊjË8À Ï Ì ½!¾ Ã8¿�¸ yT = cBB−1 Ì�Í ¾ ¼ÜÊjË ¾ zj − cNj
= yT aNj

− cNj

Ì�Â8À
È�À j = 1, . . . , p ´ ä ¾
zj − cNj

≤ 0 ∀j ∈ {1, . . . , p} Ì ¾ Ãjº�ÓK¸
yT [B, N ]−cT = [cBB−1B, cBB−1N ]−cT = [cB , cBB−1N ]−[cB , cN ] ≤ 0⇔ yT Ā ≤ cT ,

¸[Ë ½!¾ Ä!ÀoÌ y Ô Ëq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸i¿�Ë8À Ï À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï ´ä ËqÂ�¸[Ã8¿�¸¦ÊjË ¾ ∃r ∈ {1, . . . , m} º�À Ï ÊjË ¾ b̄r < 0 Ì ¾ Ãjº�ÓK¸ B−1b Ã8ÓK¸ Ô Ëq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸Â�È�É ¼iÀ Ï À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï ÌjÂ ¾�Ï ¸�ÊjË ¾ Â�¸o¿ ¾ ¼�¸ ½A¾�½!Á ¸ Ï Û ¾ ÈWÌoÂ8À
È�À Ï É ÃqÛ8ÀfÂqÉ ÍL¸Kº�À Ï ÌoÀ r µQÔ�½ É ¼iÀ ¾ Â�È�¸ Á�¾ ¿ ¾ Èê ¾�½!Á ¸ Ï Û8À¦¿qÀ Á ¸ Ï ËqÃ8ÀéÂqÉ ÍL¸Kº�À Ï ÌI¿ ¾ º�À Ï â¡¸KÈ�¼iÀéÊjË ¾ À¦À[¿�¼�É ½!½ É ¹qÉ Ï É ¿qÀ[¿ ¾ ¿�Ë8À Ï�½!¾ ¼iÀKÃjº ¾ ÃqÛ8ÀÕG¸[Ë ½!¾ Ä!ÀoÌ�¿ ¾ º�À Ï â¡¸KÈ�¼iÀëÊjË ¾ ÌAÀKÂ�à ½ À�À Á º�Ë8À Ï É ãWÀKÒWÓK¸�¿�¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸�Ì3¸ ½�Á ¸ ¾ Ñ Á É ¾ Ãjº ¾�½ ¿qÀ Ï É ÃqÛ8À¿ ¾�Á Ë ½ º�¸ ½ È ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸ ½�½!¾ ¼iÀKÃjº ¾ ÃqÛ8ÀK¼0Ã8ÓK¸'Â�¸ ½ É º�É ÍL¸ ½�×f¾ À5â¡ËqÃqÒWÓK¸¨¸[¹oÄ ¾�Á º�É ÍL¸;¿�¸¨Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ¿�Ë8À Ïl½!¾ Ä!ÀéÉ Ã Á È ¾ ¼ ¾ Ãjº�À[¿qÀ ´ Z ¸[Æ[¸�Ì ½ ËqÂ�¸[Ã8¿�¸¦ÊjË ¾ À Á ¸ Ï ËqÃ8À�ÂqÉ ÍL¸Kº�À Ïl¾�½!Á ¸ Ï ÛqÉ ¿qÀ Ô À1· µQÔ�½ É ¼iÀÕ ¾ Ì�Â�¸KÈ Á ¸[Ã ½!¾ Æ[ËqÉ Ãjº ¾ Ì�¸ ¾�Ï ¾ ¼ ¾ Ãjº�¸ ¾�½!Á ¸ Ï ÛqÉ ¿�¸¨Â8À
È�ÀiïDÂqÉ ÍL¸Kº!ð Ô ¸ Á ¸ ¾ Ñ Á É ¾ Ãjº ¾ Ã8ÓK¸¨ÃoË Ï ¸ yrk × ÌÂ8À
È�ÀbÊjË ¾ ¸bÍ[À Ï ¸KÈ Á ¸KÈ!È ¾ Ãjº ¾ ¿qÀ2â¡ËqÃqÒWÓK¸�¸[¹oÄ ¾�Á º�É ÍL¸i¿�Ë8À Ï Ì ζ = cBB−1b Ì ½!¾ Ä!À�É Ã Á È ¾ ¼ ¾ Ãjº�À[¿�¸ ÔÃ ¾�Á�¾�½!½ Ø
È�É ¸¦ÕG¼iÀ ½ Ã8ÓK¸ ½ Ë�Ñ Á É ¾ Ãjº ¾
× ÊjË ¾ yrk ½!¾ Ä!À7Ã ¾ ÆLÀ
º�É ÍL¸ ´ Ú ¸[¼ ¾ â ¾ É º�¸�Ì ½ ËqÂ�¸[Ã8¿�¸ yrk < 0 Ì¿qÀbÀ Á º�Ë8À Ï É ãWÀKÒWÓK¸5¿�¸bÊjË8À[¿oÈ�¸=Í ¾ ¼�ÊjË ¾
ζ′ = cBB−1b−

zk − cNk

yrk

b̄r

{
> ζ ½!¾ zk − cNk

< 0
= ζ ½!¾ zk − cNk

= 0
,

¿�¸[Ã8¿ ¾ Ì ¾ ¼�ÊjË8À Ï ÊjË ¾ È Á À ½ ¸�Ì ½!¾ ¸[¹�º Ô ¼ ζ′ ≥ ζ ÌqËq¼iÀ2Í ¾ ãfÊjË ¾ zk−cNk

yrk
≥ 0 ¾ br < 0 ´Ú ¸[¼ ¾�½ º�À ¾�½!Á ¸ Ï Û8Ài¿ ¾ yrk < 0 Â8À
È�À=ïDÂqÉ ÍL¸Kº!ð�Ì�¸�º ¾ È�¼�¸bÉ Ã8¿ ¾ Â ¾ Ã8¿ ¾ Ãjº ¾ ¿�¸�Ãq¸
ÍL¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸�Ì

b̄r′ = b̄r

yrk

ÌoÍ ¾ ¼vÂ�¸ ½ É º�É ÍL¸ ¾ ¸ ½IÁ ¸ ¾ Ñ Á É ¾ Ãjº ¾�½ ¿qÀ Ï É ÃqÛ8À2¿ ¾�Á Ë ½ º�¸ ½ È ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸ ½ Õ z′
j − cNj × ÌoÂ8À
È�À

j = 1, . . . , p ÍL»�¼øÀ Á º�Ë8À Ï É ãWÀ[¿�¸ ½ ¿�¸ ½!¾ Æ[ËqÉ Ãjº ¾ ¼�¸o¿�¸ æ
z′

j − cNj
=

{
zj − cNj

−
zk−cNk

yrk
yrj, ½!¾ j 6= k

−
zk−cNk

yrk
, ½!¾ j = k

.

Ú ¸[Ã ½!¾ ÊjË ¾ Ãjº ¾ ¼ ¾ Ãjº ¾ Ì�Í ¾ ¼øÊjË ¾ z′
k − cNk

≤ 0 ¾ ÌqÂ8À
È�À j 6= k Ì
zj − cNj

−
zk − cNk

yrk

yrj ≤ 0 ⇔
zj − cNj

yrj

≥
zk − cNk

yrk

Õ û ´ ¶ ü ×
½!¾ yrj < 0 ´ [ ¾ Ã8¿�¸ ¾ ¼ Á ¸[Ãjº�À7Õ û ´ ¶ ü ×�¾ À=É ¼�Â Ï É Á ÀKÒWÓK¸

yrj ≥ 0 ⇒ z′
j − cNj

= zj − cNj
−

zk − cNk

yrk

yrj ≤ 0,

À ¾�½!Á ¸ Ï Û8À�¿qÀ Á ¸ Ï ËqÃ8ÀbÂqÉ ÍL¸Kº�À Ï ¿ ¾ Í ¾p½!¾ Èlâ ¾ É º�À�¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8ÀKÃ8¿�¸
zk − cNk

yrk

= min
1≤j≤p

{
zj − cNj

yrj

: yrj < 0}

¾ ÌoÃ ¾�½ º�À ½�Á ¸[Ã8¿�É Ò�Ý ¾�½ ÌqÀ k µQÔ�½ É ¼iÀ Á ¸ Ï ËqÃ8À2¿�¸2ÊjË8À[¿oÈ�¸�È ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸ Ô�¾�½!Á ¸ Ï ÛqÉ ¿qÀ2Â8À
È�À�ÂqÉ ÍL¸Kº�À Ï�½!¾ ¼ÊjË ¾p½!¾ ¿ ¾�½ º!È�Ë8À=ÀbÀ[¿�¼�É ½!½ É ¹qÉ Ï É ¿qÀ[¿ ¾ ¿�Ë8À Ï ¿qÀ=¹8À ½!¾ À ½!½ ¸ Á É À[¿qÀiÀK¸bÂ�È�à ß É ¼�¸bÊjË8À[¿oÈ�¸ ´
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Ç Â�à ½ À ¾�½!Á ¸ Ï Û8À'¿�¸�ïDÂqÉ ÍL¸Kº!ð�ÌÎÀ ½ ¸[Â ¾ È�ÀKÒ�Ý ¾�½ ¿ ¾ ÂqÉ ÍL¸Kº�ÀKÒWÓK¸ Á ¸[Ã8¿�Ë Á�¾ Ãjº ¾�½ ê7À Á º�Ë8À Ï É ãWÀKÒWÓK¸¿�¸bÊjË8À[¿oÈ�¸b¿ ¾ Í ¾ ¼~âGÀKã ¾ È µQ½!¾�Á ¸[¼�¸bÛ8ÀK¹qÉ º�Ë8À Ï ¼ ¾ Ãjº ¾ ´[ ¾ Ã8¿�¸ ¾ ¼ Á ¸[Ãjº�À5ÊjË ¾ À ½p½ ¸ Ï ËqÒ�Ý ¾�½ ¿�Ë8ÀKÉ ½ ¸[¹�º�É ¿qÀ ½p½ ÓK¸5º�ÀK¼=¹ Ô ¼Ü¹8Ø ½ É Á À ½ Ìu¿ ¾�½ ¿ ¾ ÊjË ¾2½!¾Â�È ¾ ÍoÉ Ã8À=À ¾ Í ¾ Ãjº�Ë8À Ï�¾ Ãjº!È�À[¿qÀ ¾ ¼ Á É Á�Ï ¸�Ãq¸ ½IÁ À ½ ¸ ½ ¿ ¾ Æ ¾ Ã ¾ È�À[¿�¸ ½ Õ ¾ ¼�ÊjË ¾ zk − cNk

= 0 × Ì8ÀK¸Ñ8¼�¿ ¾ Ëq¼0Ãoñq¼ ¾ È�¸5Ñ8ÃqÉ º�¸'¿ ¾ ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ Ì�¸[Ë ½!¾�Á ¸[Ã Á�Ï ËqÉXÊjË ¾ ¸'Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ7Ã8ÓK¸7º ¾ ¼0à[Â�º�É ¼�¸Ñ8ÃqÉ º�¸�Ìj¸[Ë ½!¾�Á ¸[Ã Á�Ï ËqÉ�ÊjË ¾ Ã8ÓK¸ Ô Â�¸ ½!½!Ö Í ¾�Ï É Ã Á È ¾ ¼ ¾ Ãjº�À
È�Àfâ¡ËqÃqÒWÓK¸2¸[¹oÄ ¾�Á º�É ÍL¸=¿ ¾ Õ D × ÌoÉ ´ ¾ ´ Ì {i :
1 ≤ i ≤ m ¾ b̄i < 0} = ∅ ´o÷ ½ º�Àfñ Ï º�É ¼iÀ ½ É º�Ë8ÀKÒWÓK¸�º!È�À[¿�Ëqã[ÌLÂ�È ¾�Á É ½ ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ ÌjÀfÀ[¿�¼�É ½!½ É ¹qÉ Ï É ¿qÀ[¿ ¾Â�È�É ¼iÀ Ï ´ä ¾ Ì�Â8À
È�ÀéËq¼ ¿qÀ[¿�¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß Ì b̄r < 0 ¾ {j : 1 ≤ j ≤ p ¾ yrj < 0} = ∅¾ Ãjº�ÓK¸�Ì8Â�¸o¿ ¾fÁ ¸[Ã Á�Ï ËqÉ È µQ½!¾ ÊjË ¾ ¸bÂ�È�É ¼iÀ ÏÎÔ É Ã Á ¸[Ã ½ É ½ º ¾ Ãjº ¾ ´ Ú ¸[¼ ¾ â ¾ É º�¸�Ì�Ã ¾�½ º ¾�Á À ½ ¸�Ì ½!¾ Ã8¿�¸ BÀ ½ Ëq¹q¼iÀ
º!È�É ãp¹8Ø ½ É Á À Á ¸KÈ!È ¾ Ãjº ¾f¾p½ ËqÂ�¸[Ã8¿�¸�ÊjË ¾ ¸ ½ É ½ º ¾ ¼iÀ Āx̄ = b Ôf¾ ÊjËqÉ Í[À Ï ¾ Ãjº ¾ ÀK¸ ½ É ½ º ¾ ¼iÀ
[B, N ]x̄ = b Ì8¼=Ë Ï º�É Â Ï É Á ÀKÃ8¿�¸iÀK¼=¹�¸ ½ ¸ ½ ¼ ¾ ¼=¹�È�¸ ½ Â�¸KÈ B−1 ¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾ B−1Āx̄ = B−1b ⇔
[I,B−1N ]x̄ = b̄ ´ Z ¸[Æ[¸�Ì Á ¸[Ã ½ É ¿ ¾ È�ÀKÃ8¿�¸�À r µQÔ�½ É ¼iÀ ¾ ÊjË8ÀKÒWÓK¸�¿ ¾�½ º ¾l½ É ½ º ¾ ¼iÀ ¾ º ¾ Ã8¿�¸ ¾ ¼ Á ¸[Ãjº�ÀÊjË ¾ ¸ ½�Á ¸ ¾ Ñ Á É ¾ Ãjº ¾�½ ÊjË ¾5Ï Û ¾'¾�½ º�ÓK¸éÀ ½!½ ¸ Á É À[¿�¸ ½7½ ÓK¸�¸ ½�Á ¸ ¾ Ñ Á É ¾ Ãjº ¾�½ ¿qÀ;È µQÔ�½ É ¼iÀ Ï É ÃqÛ8À�¿�¸È ¾�½ Â ¾�Á º�É ÍL¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß Ì�Í ¾ ¼

xr +

p∑

j=1

yrjxm+j = b̄r ⇔ xr = b̄r −
p∑

j=1

yrjxm+j .
Õ û ´ ¶ ý ×

ç À ¾ ÊjË8ÀKÒWÓK¸iÕ û ´ ¶ ý × ÌLº ¾ Ã8¿�¸ ¾ ¼ Á ¸[Ãjº�À�ÊjË ¾ yrj ≥ 0 ∀j ∈ {1, . . . , p} ¾ br < 0 Ì Á ¸[Ã Á�Ï ËqÉ µQ½!¾ÊjË ¾ Ã8ÓK¸ ¾kß É ½ º ¾ ¼0Í[À Ï ¸KÈ ¾�½ Ã8ÓK¸7Ã ¾ ÆLÀ
º�É ÍL¸ ½ Â8À
È�À xm+j
Õ ∀j ∈ {1, . . . , p} × Ì Á ¸[¼0¸ ½ ÊjË8ÀKÉ ½p½!¾¸[¹�º ¾ ÃqÛ8À xr ≥ 0 Ì�Â ¾�Ï ¸7ÊjË ¾ Õ P ×IÔ É Ã Á ¸[Ã ½ É ½ º ¾ Ãjº ¾ Õ ¾ Ì Á ¸[Ã ½!¾ ÊjË ¾ Ãjº ¾ ¼ ¾ Ãjº ¾ ÌqÂ ¾�Ï ¸iº ¾ ¸KÈ ¾ ¼iÀi¿qÀ¿�Ë8À Ï É ¿qÀ[¿ ¾ â¡¸KÈ!º ¾ ÌuÕ D × Ã8ÓK¸=º ¾ ¼øà[Â�º�É ¼�¸2Ñ8ÃqÉ º�¸ × ´Ú ¸[Ã ½ É ¿ ¾ È�ÀKÃ8¿�¸�Â8À
È�Àp¼iÀ
º!È�É ãl¹8Ø ½ É Á ÀfÉ ÃqÉ Á É À Ï À ½ Ëq¹q¼iÀ
º!È�É ã Á ¸[Ã ½ º�É º�Ë Ö ¿qÀpÂ ¾�Ï À ½ m Â�È�É ¼ ¾ É È�À ½Á ¸ Ï ËqÃ8À ½ ¿ ¾ Ā ÌAÀ�¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8ÀKÒWÓK¸�¿ ¾ Ëq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸¦¿�Ë8À Ï À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï É ÃqÉ Á É À Ï Â�¸o¿ ¾ âGÀKã ¾ È µQ½!¾À Á È ¾�½!Á�¾ Ãjº�ÀKÃ8¿�¸�Ì8ÀK¸ Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸b¿ ¾ È ¾�½ º!È�É Ò�Ý ¾�½ ¿�¸bÂ�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ2¸KÈ�É Æ[É Ã8À Ï Ì�À�È ¾�½ º!È�É ÒWÓK¸ æ

n∑

j=m+1

xj ≤M ⇔ x0 +
n∑

j=m+1

xj = M, Õ û ´ ¶ þ ×
¸[Ã8¿ ¾ M Ô Ëq¼ ¾�½!Á À Ï À
È=Â�¸ ½ É º�É ÍL¸ ½ Ë�Ñ Á É ¾ Ãjº ¾ ¼ ¾ Ãjº ¾ ÆKÈ�ÀKÃ8¿ ¾�¾ x0 Ô Ëq¼iÀiÍ[À
È�É ØWÍ ¾�Ï ¿ ¾ ¿ ¾�½ ÍoÉ ¸ÕGÉ ´ ¾ ´ Ì x0 ≥ 0 × ´�Ù ¸ ½ º ¾ È�É ¸KÈ�¼ ¾ Ãjº ¾ ÌXÀëÂ8À
È!º�É È5¿�¸éÊjË8À[¿oÈ�¸�À ½!¾ Æ[ËqÉ È5É Ã8¿�É Á À[¿�¸�ÌAÂ8À
È�À ½!¾ ¸[¹�º ¾ ÈËq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸;¿�Ë8À Ï À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï Ìu¹8À ½ º�À7Â�È�¸ Á�¾ ¿ ¾ Èbê ½ Ë8À¨À Á º�Ë8À Ï É ãWÀKÒWÓK¸�Õ Á ¸[¼ À ½ È ¾�½ Â ¾�Á º�É Í[À ½¸[Â ¾ È�ÀKÒ�Ý ¾�½ ¿ ¾ ÂqÉ ÍL¸Kº�ÀKÒWÓK¸ ×u¾�½!Á ¸ Ï Û ¾ Ã8¿�¸pÂ8À
È�ÀlïDÂqÉ ÍL¸Kº!ðA¸ ¾�Ï ¾ ¼ ¾ Ãjº�¸p¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8À[¿�¸�Â ¾�Ï À�Â�È�É ¼ ¾ É È�ÀÏ É ÃqÛ8À ¾ Â ¾�Ï À k µQÔ�½ É ¼iÀ Á ¸ Ï ËqÃ8ÀoÌ8¿ ¾�½ ¿ ¾ ÊjË ¾

zm+k − cm+k = max
m+1≤j≤n

{zj − cj},

¿�¸[Ã8¿ ¾ ÕGÃq¸�Â�È ¾�½!½ ËqÂ�¸ ½ º�¸2¿ ¾ ÊjË ¾ Àp¹8À ½!¾�Á ¸KÈ!È ¾ Ãjº ¾ Ã8ÓK¸2¿ ¾ Ñ8Ã ¾ Ëq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸2¿�Ë8À Ï À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï ×½!¾fÁ ¸[Ã Á�Ï ËqÉ�ÊjË ¾ zm+k − cm+k > 0 ´
xm+1 . . . xm+k . . . xn

x0 ¶ . . . ¶ . . . ¶ �
x1 y11 . . . y1k . . . y1(n−m) b̄1´´´ ´´´ ´ ´ ´ ´´´ ´ ´ ´ ´´´ ´´´
xr yr1 . . . yrk . . . yr(n−m) b̄r´´´ ´´´ ´´´ ´´´ ´´´ ´´´ ´´´
xm ym1 . . . ymk . . . ym(n−m) b̄m

z1 − cm+1 . . . zm+k − cm+k . . . zn − cn cBB−1b



��� ý rs�K����qs�Kqs�ç�çÌÍjsÎK�����®���6þ���ÿ©o>æsk®�����K�
ò ¾�½ º�À ½�Á ¸[Ã8¿�É Ò�Ý ¾�½ Ì8Ãq¸bÊjË8À[¿oÈ�¸�À Á º�Ë8À Ï É ãWÀ[¿�¸�Ì8Í ¾ ¼

{
z′

k − cm+k = − (zk − cm+k) < 0
z′

j − cm+j = zj − cNj
− (zk − cm+k) ≤ 0, Â8À
È�À j 6= k

.

Ú ¸[¼ ¾�½ º�À�¼�¸o¿�É Ñ Á ÀKÒWÓK¸�¿�¸pÂ�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ�¸KÈ�É Æ[É Ã8À Ï Õ P × Ì[É ´ ¾ ´ Ì Á ¸[¼�ÀpÉ Ãjº!È�¸o¿�ËqÒWÓK¸f¿qÀ�È ¾�½ º!È�É ÒWÓK¸Õ û ´ ¶ þ × ÌqÂ�¸o¿ ¾fÁ Û ¾ ÆLÀ
È µQ½!¾ À=Ëq¼ø¿�¸ ½l½!¾ Æ[ËqÉ Ãjº ¾�½lÁ À ½ ¸ ½�æ
¶ ´ ¸bÂ�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ2º!È�ÀKÃ ½ â¡¸KÈ�¼iÀ[¿�¸ Ô É Ã Á ¸[Ã ½ É ½ º ¾ Ãjº ¾ Àù ´ ¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾ Ëq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸¨à[Â�º�É ¼iÀoÌ x∗ Ì�Â8À
È�À7À7ÊjË8À Ï x∗

0 = 0 ÕG¸[Ë ½!¾ Ä!ÀoÌ�Â8À
È�À'À7ÊjË8À Ï ÀÍ[À
È�É ØWÍ ¾�Ï ¿ ¾ ¿ ¾�½ ÍoÉ ¸�À ½!½ ¸ Á É À[¿qÀ2ê�È ¾�½ º!È�É ÒWÓK¸�É Ãjº!È�¸o¿�Ëqã�É ¿qÀ�º ¾ ¼�Í[À Ï ¸KÈAÃoË Ï ¸ ×�¾ z0−c0 < 0ÕGÉ ´ ¾ ´ Ì[¸ Á ¸ ¾ Ñ Á É ¾ Ãjº ¾ ÊjË ¾AÏ Û ¾�¾�½ º�Ø�À ½!½ ¸ Á É À[¿�¸fÃ8À Ï É ÃqÛ8À�¿ ¾XÁ Ë ½ º�¸ ½ È ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸ ½uÔ Ã ¾ ÆLÀ
º�É ÍL¸ × Àú ´ ¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾ Ëq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸�à[Â�º�É ¼iÀoÌ x∗ ÌqÂ8À
È�ÀbÀbÊjË8À Ï�½!¾ Í ¾ È�É Ñ Á À=Ëq¼iÀ=¿qÀ ½l½ É º�Ë8ÀKÒ�Ý ¾�½�æÕ�À × x∗
0 > 0

À
ÕG¹ × x∗

0 = 0 ¾ z0 − c0 = 0 ´
÷ ¼ ¶ Â�¸o¿ ¾fÁ ¸[Ã Á�Ï ËqÉ È µQ½!¾ ÊjË ¾ ¸�Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ=¸KÈ�É Æ[É Ã8À ÏuÔ É Ã Á ¸[Ã ½ É ½ º ¾ Ãjº ¾ ÕGËq¼iÀ2Í ¾ ã2ÊjË ¾ M ÔÀ
È�¹qÉ º!È�À
È�É ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ ÆKÈ�ÀKÃ8¿ ¾
× ´÷ ¼ ù Â�¸o¿ ¾lÁ ¸[Ã Á�Ï ËqÉ È µQ½!¾ ÊjË ¾ Õ P × Ã8ÓK¸pº ¾ ¼�à[Â�º�É ¼�¸�Ñ8ÃqÉ º�¸�ÌLËq¼iÀ�Í ¾ ãlÊjË ¾ x0 Ô Ã8ÓK¸f¹8Ø ½ É Á ÀÕ ¾ Ì Á ¸[Ã ½!¾ ÊjË ¾ Ãjº ¾ ¼ ¾ Ãjº ¾ Ì�À5È ¾�½ º!È�É ÒWÓK¸'É Ãjº!È�¸o¿�Ëqã�É ¿qÀ Ô À Á º�É Í[À5Â8À
È�À7Í[À Ï ¸KÈ ¾�½ ¿ ¾ M À
È�¹qÉ º!È�À
È�É À µ¼ ¾ Ãjº ¾ ÆKÈ�ÀKÃ8¿ ¾�½�×�¾ ÊjË8À Ï ÊjË ¾ È3¿ ¾�½!Ï ¸ Á ÀK¼ ¾ Ãjº�¸pÃq¸ ½!¾ Ãjº�É ¿�¸ ¾ ¼ ÊjË ¾�½!¾ ÍoÉ ¸ Ï ÀfÀ�Ã8ÓK¸pÃ ¾ ÆLÀ
º�É ÍoÉ ¿qÀ[¿ ¾¿qÀ=Í[À
È�É ØWÍ ¾�Ï ¿ ¾ ¿ ¾�½ ÍoÉ ¸ x0

Ì�âGÀKã�¿ ¾�Á È ¾�½!Á�¾ È�À2â¡ËqÃqÒWÓK¸�¸[¹oÄ ¾�Á º�É ÍL¸�¿ ¾ Õ P × > ´

x*

-c

etx=M

±s¬ §v»K¥©¨�Ã>� �NUW�D�W�n���K  ¬ ¾�³n¨v¼n²ª¡�¤W¡H³n¨v¢A¡�¤W�®¢¦³�¥¦¬ Ö¦¡��n�e°W�
å É Ã8À Ï ¼ ¾ Ãjº ¾i¾ ¼ ú Â�¸o¿ ¾iÁ ¸[Ã Á�Ï ËqÉ È µQ½!¾ ÊjË ¾ À ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸ ¾ Ã Á ¸[Ãjº!È�À[¿qÀ Ô à[Â�º�É ¼iÀ7Â8À
È�ÀéÕ P × ÌËq¼iÀiÍ ¾ ã�ÊjË ¾b¾ ¼ ú À�Õ x∗

0 > 0 × À5È ¾�½ º!È�É ÒWÓK¸¨É Ãjº!È�¸o¿�Ëqã�É ¿qÀ Ô È ¾ ¿�ËqÃ8¿qÀKÃjº ¾ ÃoËq¼iÀiÍoÉ ã�É ÃqÛ8ÀKÃqÒWÀ¿qÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸ià[Â�º�É ¼iÀ ¾ Ã Á ¸[Ãjº!È�À[¿qÀ ¾�¾ ¼ ú ¹éÕ x∗
0 = 0 ¾ z0 − c0 = 0 × À ½ Í[À
È�É ÀKÒ�Ý ¾�½�¾ ¼ x0

Ã8ÓK¸Â�È�¸o¿�Ëqã ¾ ¼�Í[À
È�É ÀKÒ�Ý ¾�½ Ã8À2â¡ËqÃqÒWÓK¸b¸[¹oÄ ¾�Á º�É ÍL¸ ´ä ¾ Æ[Ë ¾kµQ½!¾ Àb¿ ¾�½!Á È�É ÒWÓK¸iÀ Ï Æ[¸KÈ Ö º�¼�É Á À�¿�¸b¼ Ô º�¸o¿�¸b¿�Ë8À ÏÎ½ É ¼�Â Ï ¾kß ´
•
Ç Ï Æ[¸KÈ�É º�¼�¸bÂ8À
È�À=¸b¼ Ô º�¸o¿�¸b¿�Ë8À ÏÎ½ É ¼�Â Ï ¾kß> ¥8@ � @;ULC�FDg @KR�d O UL@ë@¨� N moC�PQmLg d O @ëHKJLC5ULC%Ç O C7d¨PQC�FQBDP N S�T�@ N O BDPQ@KULJLe N Ujd ¢ d�JLcfC O B$d O UL@ M

£ h dw J O S�T�@p@Wa V C�R!B N Y @fmo@KULCIULC�R�PQC�FDR�C�PXB$d O BD@fHKJjd O BD@fFDCIHKJLC N PDd[\
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x*
-c

etx=M

x*

-c

etx=M

±s¬ §v»K¥©¨ËÃ>� °�Uª�D�W�n���K  ¬ ¾�³n¨v¼n²ª¡!¤W¡£¢:³n¨v¢A¡£¢D¸v¨��6¸ªÝ�F�¢A»K��¡v>¤W¡ªö8¢A�*�n�$¸ªÝS>£»K�C¡'§v¥©¨v¤W¬ �n£Ö¦�¤K¨�úI� ¡>�Wî'¡v¥AÖ¦¡v§v¡v>¨ª l¨ª¡�Àv�®³+Ö¦¡v¥*¤W�!³�¡v����¡vK�n£Ö¦�®¢P»KK¬ Ö©½ª¥¦¬µ¨v¢
e
H+�

¶ ´ ç ¾ º ¾ È�¼�É Ã8À
ÈlËq¼iÀ�¹8À ½!¾ B º�À Ï ÊjË ¾ cBB−1N − cN ≤ 0 ¾ Â8À ½!½ À
ÈpÀ ùgÀù ´ ä ¾ B−1b ≥ 0 ¾ Ãjº�ÓK¸ h ��Á9Â ÌuÀi¹8À ½!¾=Á ¸KÈ!È ¾ Ãjº ¾=Ô à[Â�º�É ¼iÀ ´ Ú À ½ ¸ Á ¸[Ãjº!È�Ø
È�É ¸7¿ ¾kµº ¾ È�¼�É Ã8À
È b̄r = min{b̄i : 1 ≤ i ≤ m} ¾ Â8À ½!½ À
ÈpÀ ú
Àú ´ ä ¾ {yrj : j ∈ JN ¾ yrj < 0} = ∅ ÕG¸[Ã8¿ ¾ JN
¿ ¾ Ãq¸Kº�À7¸ Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸¨¿ ¾bÖ Ã8¿�É Á�¾�½Ã8ÓK¸'¹8Ø ½ É Á ¸ ½=Á ¸KÈ!È ¾ Ãjº ¾�½�×p¾ Ãjº�ÓK¸ h ��Á9Â Ì�Õ P ×pÔ É Ã Á ¸[Ã ½ É ½ º ¾ Ãjº ¾ ´ Ú À ½ ¸ Á ¸[Ãjº!È�Ø
È�É ¸¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8À
È

zk − ck

yrk

= min
j∈JN

{
zj − cj

yrj

: yrj < 0}

¾ Â8À ½!½ À
È�À û Àû ´f÷ ½!Á ¸ Ï Û ¾ È yrk
Â8À
È�À�ïDÂqÉ ÍL¸Kº!ð�Ì�À Á º�Ë8À Ï É ãWÀ
Èp¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸ ¾ ÍL¸ Ï º�À
È�ÀK¸�Â8À ½!½ ¸ ùgÀ

• å É ¼�¿�¸�À Ï Æ[¸KÈ�É º�¼�¸ ´
Ç ½ È ¾ ÆKÈ�À ½ À�Ë�º�É Ï É ãWÀ
È5Â8À
È�ÀéÀëÂ�È ¾ Í ¾ ÃqÒWÓK¸é¿ ¾'¾ Ãjº!È�À[¿qÀ ¾ ¼ Á É Á�Ï ¸éÂ8À
È�À�¸�¼ Ô º�¸o¿�¸é¿�Ë8À Ï½ É ¼�Â Ï ¾kß Ì Á ¸[¼ Ï É Æ ¾ É È�À ½ À[¿qÀKÂ�º�ÀKÒ�Ý ¾�½ Ì ½ ÓK¸iÉ ¿�»�Ãjº�É Á À ½ ê ½ Ë�º�É Ï É ãWÀ[¿qÀ ½ Ãq¸�¼ Ô º�¸o¿�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß ÕGÂ�È�É µ¼iÀ Ï × ´ ò ¸ Á À ½ ¸=¿qÀ�È ¾ ÆKÈ�À2¿ ¾ � Ï ÀKÃ8¿�ÌoÀ ½ Ë8À�À[¿qÀKÂ�º�ÀKÒWÓK¸=ÀK¸2¼ Ô º�¸o¿�¸�¿�Ë8À Ï8½ É ¼�Â Ï ¾kßbÔ É ¼ ¾ ¿�É À
º�ÀoÌ¾�½!Á ¸ Ï Û ¾ Ã8¿�¸ µQ½!¾ Â�È�É ¼ ¾ É È�ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ ¸�¼ ¾ Ãq¸KÈ�¿�¸ ½lÖ Ã8¿�É Á�¾�½lÏ É ÃqÛ8ÀoÌ8¿ ¾f¾ Ãjº!È ¾ ¸ ½�Ö Ã8¿�É Á�¾�½ ¿qÀ ½lÏ É ÃqÛ8À ½Á ÀKÃ8¿�É ¿qÀ
º�À ½ À�ÂqÉ ÍL¸Kº�ÀKÉ ½A¾ Ì[Â�¸ ½ º ¾ È�É ¸KÈ�¼ ¾ Ãjº ¾ Ì[¸ Ö Ã8¿�É Á�¾IÁ ¸ Ï ËqÃ8ÀoÌKâGÀKã ¾ Ã8¿�¸ µQ½!¾ ¸f¿ ¾�½!¾ ¼�Â8À
º ¾�Á ¸[¼�À¾�½!Á ¸ Ï Û8À2¿�¸�¼ ¾ Ãq¸KÈ�¿�¸ ½XÖ Ã8¿�É Á�¾�½ ¿ ¾�¾ Ãjº!È ¾ ¸ ½�Á ÀKÃ8¿�É ¿qÀ
º�¸ ½ ´ Ç Â�È�¸
Í[À�¿ ¾ ÊjË ¾ ÀfÍ ¾ È ½ ÓK¸=¿qÀpÈ ¾ ÆKÈ�À¿ ¾ � Ï ÀKÃ8¿7ÕGÂ8À
È�À�¸f¼ Ô º�¸o¿�¸p¿�Ë8À Ï�½ É ¼�Â Ï ¾kß8× Â�È ¾ ÍoÉ Ã ¾ À ¾ Ãjº!È�À[¿qÀ ¾ ¼ Á É Á�Ï ¸fÂ�¸o¿ ¾I½!¾ È Á ¸[Ã ½ Ë Ï º�À[¿qÀ¾ ¼0Õ ä Á Û�È�É Ä$Í ¾ ÈWÌ ¶#v ¢[ý × ´ä ¾ Æ[Ë ¾kµQ½!¾ Ëq¼ ¾kß�¾ ¼�Â Ï ¸b¿ ¾ ÀKÂ Ï É Á ÀKÒWÓK¸5¿�¸=¼ Ô º�¸o¿�¸�¿�Ë8À Ï�½ É ¼�Â Ï ¾kß ´

`La ��1bdc 	1�U������� õ� +ônî & ñjî�ô � �?ñ & ô ÿ�& ô(' & õ� +õ � ò���ñ¾õ & ? P A�B
min 2x1 + 7x2 + 6x3 + 5x4î ; õ 2x1 − 3x2 − 5x3 + 4x4 ≥ 20,

7x1 + 2x2 + 6x3 − 2x4 ≤ 35,
4x1 + 5x2 − 3x3 − 2x4 ≥ 15,
x1, x2, x3, x4 ≥ 0,

õ ÿ�� ò��iõ����Iô�ô9 "!jó&ô#�Iô8�nï]õ � îiò� ÿ�� ñ%$ ;



w���� ý rs�K����qs�Kqs�ç�çÌÍjsÎK�����®���6þ���ÿ©o>æsk®�����K�
h 	�c�iUX�Y�	 ´ [ È�ÀKÃ ½ â¡¸KÈ�¼iÀKÃ8¿�¸ ¾�½ º ¾ Â�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀ Ï É Ã ¾ À
È�Ã8À�â¡¸KÈ�¼iÀ=Â8À[¿oÈ�ÓK¸b¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾[æ

min 2x1 + 7x2 + 6x3 + 5x4½ ´ À 2x1 − 3x2 − 5x3 + 4x4 − x5 = 20,
7x1 + 2x2 + 6x3 − 2x4 + x6 = 35,
4x1 + 5x2 − 3x3 − 2x4 − x7 = 15,
x1, x2, x3, x4 x5, x6, x7 ≥ 0,[ ¾ Ã8¿�¸ ¾ ¼ Á ¸[Ãjº�ÀbÊjË ¾ ¸�¿�Ë8À Ï ¿ ¾ Õ P ×XÁ ¸KÈ!È ¾�½ Â�¸[Ã8¿ ¾ ÀK¸�Â�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀ Ï É Ã ¾ À
È æ

(D) max{yT b : yT A ≤ cT },

¸[Ã8¿ ¾ y ∈ R
3 Ì b =




20
35
15



 Ì A =




2 −3 −5 4 −1 0 0
7 2 6 −2 0 1 0
4 5 −3 −2 0 0 −1



 ¾ cT = [2, 7, 6, 5, 0, 0, 0] Ì

Á ¸[Ã Á�Ï ËqÉ µQ½!¾ É ¼ ¾ ¿�É À
º�ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ ÊjË ¾ x =




0
0
0
0

−20
35
−15




Ô Ëq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸;¹8Ø ½ É Á À¨Â8À
È�À'¸¨Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ

Â�È�É ¼iÀ Ï Õ P ×XÁ ËKÄ!Àb¹8À ½!¾�Ô ¿�Ë8À Ï À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï Ì Á ¸[Ã�â¡¸KÈ�¼ ¾�½!¾ Â�¸o¿ ¾ Í ¾ È�É Ñ Á À
È�Ãq¸ Á ¸KÈ!È ¾�½ Â�¸[Ã8¿ ¾ Ãjº ¾ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß ´
1o x1 x2 x3 x4

x5 µ ù ú ü µ û µ ù ·
x6

þ ù ý µ ù úLü
x7 µ û µ ü ú ù µ�¶ üµ ù µ þ µ ý µ ü ·

Ù È�¸ ½!½!¾ Æ[ËqÉ Ã8¿�¸ Á ¸[¼�¸b¼ Ô º�¸o¿�¸b¿�Ë8À Ï�½ É ¼�Â Ï ¾kß ¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾ À ½!¾ ÊjËq»�Ã Á É Àb¿ ¾ ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½�æ
2o x5 x2 x3 x4

x1 −1/2 −3/2 −5/2
ù ¶ ·

x6 7/2 25/2 47/2 µ�¶ ý µ úLü
x7 µ ù µ�¶[¶ µ þ ¶ · ù[ü

µ�¶ µ�¶ · µ�¶[¶ µ�¶ ù ·
3o x5 x2 x3 x6

x1 −1/16 1/16 7/16 1/8 45/8
x4 −7/32 −25/32 −47/32 −1/16 35/16
x7 3/16 −51/16 123/16 5/8 75/8

−39/32 −353/32 −399/32 −1/16 355/16

�L±�� ß ��1¶���"1( µ�û!"Zý>�+µë4s�n��,1¶
j ¼iÀi¿qÀ ½ ÊjË ¾�½ º�Ý ¾�½ ÊjË ¾=½!¾bÏ ¾ Í[ÀKÃjº�ÀoÌÎÀKÂ�à ½ À7¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8ÀKÒWÓK¸'¿ ¾ Ëq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸'à[Â�º�É ¼iÀiÂ8À
È�ÀËq¼ÐÂ�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀ Ï É Ã ¾ À
ÈWÌ Ô À5¿ ¾=½ ÀK¹ ¾ È2À
º Ô ÊjË ¾ Â�¸[Ãjº�¸ ¾�½!½ À7¼ ¾�½ ¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸ ½!¾ ¼iÀKÃjº Ô ¼Ðà[Â µº�É ¼iÀ2ÊjË8ÀKÃ8¿�¸2Â ¾ È!º�Ë�È�¹8ÀK¼�¸ ½ ¸ ½ ¿qÀ[¿�¸ ½ ¿�¸=Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ ¾ Ì�Ãq¸ Á À ½ ¸�¿qÀ�È ¾ â ¾ È�É ¿qÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸�¿ ¾ É ß À
È



éG¹ ã ÌÍjsÎK�����®� æ:þ���ÿ©o>æsk®�����K� w��<w
¿ ¾b½!¾ È2à[Â�º�É ¼iÀoÌ�ÊjË8À Ï ¸'Â�È�¸ Á�¾ ¿�É ¼ ¾ Ãjº�¸'À7À[¿�¸[Â�º�À
È2Â8À
È�À�Õ Á ¸[¼�¸'¼ ¾ Ãq¸KÈ ¾�½ â¡¸KÈ�Ò�¸ Á ¸[¼�ÂqË�º�À µÁ É ¸[Ã8À Ï Â�¸ ½!½!Ö Í ¾�Ï ×�½!¾ À
º�É ÃqÆ[É ÈWÌ3¿ ¾ Ãq¸
ÍL¸�Ì�À'¸[Â�º�É ¼iÀ Ï É ¿qÀ[¿ ¾ ´�÷ ½ º ¾ º�É Â�¸;¿ ¾ ÀKÃ8Ø Ï É ½!¾ ¿ ¾�½ É Æ[Ã8À µQ½!¾ ÌÛ8ÀK¹qÉ º�Ë8À Ï ¼ ¾ Ãjº ¾ ÌoÂ�¸KÈ�ÀKÃ8Ø Ï É ½!¾ Â�à ½$µ ¸[Â�º�É ¼iÀ Ï ÕG¸[Ë'ÀKÃ8Ø Ï É ½!¾ ¿ ¾f½!¾ Ã ½ É ¹qÉ Ï É ¿qÀ[¿ ¾=× ´ç À[¿�¸ ¸(Â�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀ Ï É Ã ¾ À
È PL(A, b, c) Ì�À ½ Â ¾ È!º�Ë�È�¹8ÀKÒ�Ý ¾�½ Ãq¸ ½ ¿qÀ[¿�¸ ½ ¿�¸(Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ ½¿�É ÍoÉ ¿ ¾ ¼ µQ½!¾ Ã8À ½l½!¾ Æ[ËqÉ Ãjº ¾�½�æ
¶ ´ � ¸o¿�É Ñ Á ÀKÒWÓK¸5¿�¸ ½lÁ ¸ ¾ Ñ Á É ¾ Ãjº ¾�½ ¿�¸bÆKÈ�À[¿�É ¾ Ãjº ¾ ¿qÀ�â¡ËqÃqÒWÓK¸�¸[¹oÄ ¾�Á º�É ÍL¸ ´ù ´ � ¸o¿�É Ñ Á ÀKÒWÓK¸5¿�¸ ½ º ¾ È�¼�¸ ½ É Ã8¿ ¾ Â ¾ Ã8¿ ¾ Ãjº ¾�½ ´ú ´ � ¸o¿�É Ñ Á ÀKÒWÓK¸5¿qÀ ½l¾ Ãjº!È�À[¿qÀ ½ ¿qÀ=¼iÀ
º!È�É ãf¿ ¾ ¿ ¾�Á É ½ ÓK¸ ´ _û ´ Ç ¿�É ÒWÓK¸�¿ ¾ Ëq¼iÀ2Ãq¸
Í[À=À Á º�É ÍoÉ ¿qÀ[¿ ¾ ´ sü ´ Ç ¿�É ÒWÓK¸�¿ ¾ Ëq¼iÀ2Ãq¸
Í[À�È ¾�½ º!È�É ÒWÓK¸ ´
Ù À
È�ÀlÊjË8À Ï ÊjË ¾ Èu¿ ¾�½ º�À ½ Â ¾ È!º�Ë�È�¹8ÀKÒ�Ý ¾�½ Í[ÀK¼�¸ ½Î½ ËqÂ�¸KÈ Á ¸[ÃqÛ ¾�Á É ¿�¸l¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß à[Â�º�É ¼�¸ÊjË ¾ À ½!¾ Æ[ËqÉ È ½!¾ É Ã8¿�É Á À ´

xN

xB B−1N B−1b

cBB−1N − cN cBB−1b

¨�ô �pôj� |}J*@65%à�{lBD�l�)J @CJ:= {lJP9°à�{V5I913:UW91=�@CBÖ¿#k636�l�)J$J\QÅá£91{�UK587:J
ä ËqÂ�¸[Ã8¿�¸=ÊjË ¾ ¸bÍ ¾�Á º�¸KÈ cT â¡¸[É�Â ¾ È!º�Ë�È�¹8À[¿�¸=Â ¾�Ï ÀbÀ[¿�É ÒWÓK¸i¿ ¾ ∆cT = [∆c1, . . . , ∆cn] ÌqÉ ´ ¾ ´ Ì

cT ← [c1 + ∆c1, c2 + ∆c2, . . . , cn + ∆cn],

Ãq¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß à[Â�º�É ¼�¸�Ì�ÀKÂ ¾ Ã8À ½�½!¾ À Ï º ¾ È�ÀK¼Ü¸ ½�Á ¸ ¾ Ñ Á É ¾ Ãjº ¾�½ ¿qÀ Ï É ÃqÛ8À�¿ ¾fÁ Ë ½ º�¸ ½ È ¾ ¿�Ë µã�É ¿�¸ ½l¾ ¸bÍ[À Ï ¸KÈ Á ¸KÈ!È ¾ Ãjº ¾ ¿qÀ2â¡ËqÃqÒWÓK¸b¸[¹oÄ ¾�Á º�É ÍL¸�Ì8¸[Ë ½!¾ Ä!ÀoÌ
cBB−1N − cN ← cBB−1N − cN + ∆cBB−1N −∆cN

cBB−1b ← cBB−1b + ∆cBB−1b.

Ú ¸[Ã ½!¾ ÊjË ¾ Ãjº ¾ ¼ ¾ Ãjº ¾ Ì ½!¾ À ½ ¿ ¾�½ É Æ[Ë8À Ï ¿qÀ[¿ ¾�½
cBB−1N − cN + ∆cBB−1N −∆cN ≤ 0

½ ÓK¸ ½ À
º�É ½ â ¾ É º�À ½ Ì ¾ Ãjº�ÓK¸�À ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸�¹8Ø ½ É Á À Á ¸KÈ!È ¾ Ãjº ¾ Â ¾ È�¼iÀKÃ ¾�Á�¾ à[Â�º�É ¼iÀ ´8Ù À
È�À=º�À Ï ¹8À ½ º�À�ÊjË ¾ÊjË8À Ï ÊjË ¾ ÈlÊjË ¾p½!¾ Ä!Àb¸ Ö Ã8¿�É Á�¾ j Ã8ÓK¸b¹8Ø ½ É Á ¸ ½!¾ Í ¾ È�É Ñ�ÊjË ¾ ¼øÀ ½ ¿ ¾�½ É Æ[Ë8À Ï ¿qÀ[¿ ¾�½
∆cBB−1aj −∆cj ≤ cj − cBB−1aj = −(zj − cj).ò ¸ Á À ½ ¸�¿ ¾ À Ï Æ[Ëq¼iÀI¿qÀ ½ ¿ ¾�½ É Æ[Ë8À Ï ¿qÀ[¿ ¾�½ ÀKÃjº ¾ È�É ¸KÈ ¾�½ Ã8ÓK¸ ½!¾ Í ¾ È�É Ñ Á À
ÈWÌ
¿ ¾ Í ¾ ¼�¸ ½ Â�È�¸ ½!½!¾ Æ[ËqÉ ÈÁ ¸[¼ ¸p¼ Ô º�¸o¿�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß ÕGÂ�È�É ¼iÀ Ï × À
º ÔI½!¾ ¸[¹�º ¾ È3Ëq¼iÀ�Ãq¸
Í[À ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸�à[Â�º�É ¼iÀ�Â8À
È�À�¸pÂ�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ

PL(A, b, c + ∆c) ´`La ��1bdc 	1�U� ����¡ ô� +ô�ñ%$Qñ4 ÿ�� ôF�Qñ-õ ÿ�� ò��iõ����Iô�.��nõ� +ônî:�iô��]îiò��Qñ & õ & ô ÿ�& ô(' & õ� +õ � ò���ñAõ & B
max{cT x : Ax ≤ b, x ≥ 0},

��ïjðXô 7 ï]õ-� & ô+îiò� ÿ�� ñ%$ & ñ%�nï-*�ò��IôFE ÿ ó�ò� +ô8?���ô 7 ï]õ � x4
ñ x5

î5�Iô��nõ & ò�2��?ñjòYîI�QñI�Qñjî(�Xò3ô5A@!gô 7 ïEñîAñgò����nò��iõ_ �AFDJjd�g cfC O BDC�ULC�F N �WO d�Ujd�FXmo@WP3R�@KC%ÇjR N C O BDC�FXBDC�R O @Wg ¤ �WN R�@WF�\s } HKJjd�g�C O
Y @Wg Y C�dfR�@ O F N ULC�PDd�S�T�@2ULC�JLc�d O @ Y d Y d�P N r Y C�g h ULC�JLc�d O @ Y dfR�@Wg J O d O dfc�dkBDP N e A
CULCIJLc O @ Y @fR�@KC%ÇjR N C O BDC O @ � PDd�U N C O BDClUjd�w J O S�T�@f@Wa V C�R!B N Y @L\



w�� Æ ý rs�K����qs�Kqs�ç�çÌÍjsÎK�����®���6þ���ÿ©o>æsk®�����K�
x2 x3 x4

x1 −2 −1 1 8
x5 3 −1 1 12

3 3 2 16

ñ\õ���õ � òYî�õ & õ ÿ ñ & ó�ï & 0iõ����Iô"�IôÅ' & õ-�nò&ñ4�]óañI�Iõ , ï
�����Iô
ô-0YðMñ%��ó�ò��nô cT , ô 7 ï]õ � ?P�iô�� , ô &  1ñÅ�Qñ%�iô &4& ñ�Iô 7 ï]õ-� & ô5AO!Jó&õ � 7 ïEñ cT = [2,−7,−5] . ÿ ñ � õeõ-�nò����IôO�IôF�?ñ%��ó&ô & ∆cT = [−1, 2, 2] .�ò ; ñ ; .½�Qñó&õ � , ô &  +õ 7 ïEñ cT ← [1,−5,−3] ;h 	�c�iUX�Y�	 ´ Ç Â�à ½ À Á ¸KÈ!È ¾�½ Â�¸[Ã8¿ ¾ Ãjº ¾ ¼�¸o¿�É Ñ Á ÀKÒWÓK¸�¿�¸bÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß Ì�¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾[æ
x2 x3 x4

x1 −2 −1 1 8
x5 3 −1 1 12

3 2 1 8j ¼iÀëÍ ¾ ã¨ÊjË ¾ ÊjË ¾ À ½iÁ ¸[Ã8¿�É Ò�Ý ¾�½ ¿ ¾ ¸[Â�º�É ¼iÀ Ï É ¿qÀ[¿ ¾¨½!¾ ¼iÀKÃjº�»�¼'Ì3Â�¸o¿ ¾ ¼�¸ ½�Á ¸[Ã Á�Ï ËqÉ È'ÊjË ¾À ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸¨¹8Ø ½ É Á À'à[Â�º�É ¼iÀiÂ8À
È�À7¸'Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀiÃ8ÓK¸'Â ¾ È!º�Ë�È�¹8À[¿�¸ ½!¾ ¼iÀKÃjº Ô ¼Ðà[Â�º�É ¼iÀ5Â8À
È�À7¸Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ2Â ¾ È!º�Ë�È�¹8À[¿�¸ ´÷ ½ º�À¨ÀKÃ8Ø Ï É ½!¾ Â�à ½$µ ¸[Â�º�É ¼iÀ Ï ÕG¸[Ë¦¿ ¾�½!¾ Ã ½ É ¹qÉ Ï É ¿qÀ[¿ ¾
× À ¾�½ º ¾ º�É Â�¸¨¿ ¾ Â ¾ È!º�Ë�È�¹8ÀKÒWÓK¸ Ô Ë ½ Ë µÀ Ï ¼ ¾ Ãjº ¾ Ë�º�É Ï É ãWÀ[¿qÀëÃ8À'È ¾�½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸é¿ ¾ Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ ½ ¿ ¾ Â�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀKÒWÓK¸ëÂ8À
È�ÀK¼ Ô º!È�É Á ÀoÌ3¸ ½ ÊjË8ÀKÉ ½½!¾ ¿�É ½ º�É ÃqÆ[Ë ¾ ¼î¿�¸ ½ Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ ½ ¿ ¾ Â�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀKÒWÓK¸ Ï É Ã ¾ À
È�Â ¾�Ï ¸¨âGÀ Á º�¸�¿qÀ ½2Á ¸[¼�Â�¸[Ã ¾ Ãjº ¾�½ ¿�¸ÆKÈ�À[¿�É ¾ Ãjº ¾ ¿qÀ2â¡ËqÃqÒWÓK¸b¸[¹oÄ ¾�Á º�É ÍL¸�¿ ¾ Â ¾ Ã8¿ ¾ È ¾ ¼ø¿ ¾ Ëq¼ø¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8À[¿�¸=Â8À
È4�K¼ ¾ º!È�¸ ´`La ��1bdc 	��U� ����¡ ô� +ô�ñ%$Qñ4 ÿ�� ô"�Qñ-õ ÿ�� ò��iõ����Iô�.M�nõ� +ônî & ñjî�ô � �?ñ & ô ÿ�& ô-0 � ñ4 +õF�Qñ ÿ�& ô(' & õ� +õ�Q���Iô ÿ õ & õ� "!jó & ò��iõ
min (1 − λ)x1 + (2 + λ)x2 + (1 + λ)x3î ; õ x1 + x2 + x3 ≥ 20,

2x1 + 2x2 + x3 ≥ 30,
x1, x2, x3 ≥ 0.h 	�c�iUX�Y�	 ´ ç ¾ º ¾ È�¼�É Ã8ÀKÃ8¿�¸ µQ½!¾ ¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß È ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸�À ½!½ ¸ Á É À[¿�¸nê ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸ ¹8Ø ½ É Á ÀÕ ¶ · Ì · Ì ¶ · × Ì�¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾[æ

x2 x4 x5

x1 1 1 −1 10
x3 0 −2 1 10

−1− 2λ −(1 + 3λ) 2λ 20

÷ ½ º ¾ ÊjË8À[¿oÈ�¸ Ô à[Â�º�É ¼�¸�Ì8¿ ¾�½ ¿ ¾ ÊjË ¾ λ ½ À
º�É ½ âGÀKÒWÀ�¸ ½!¾ Æ[ËqÉ Ãjº ¾f½ É ½ º ¾ ¼iÀb¿ ¾ ¿ ¾�½ É Æ[Ë8À Ï ¿qÀ[¿ ¾�½�æ




−1− 2λ ≤ 0
−(1 + 3λ) ≤ 0

2λ ≤ 0
⇔ −

1

3
≤ λ ≤ 0.

Ù À
È�À�Í[À Ï ¸KÈ ¾�½ ¿ ¾ λ 6∈]−1
3

, 0[ ÌÎ¿ ¾ Í ¾ È�ØbÂ�È�¸ Á�¾ ¿ ¾ È µQ½!¾ ê ½ È ¾�½ Â ¾�Á º�É Í[À ½ ¸[Â ¾ È�ÀKÒ�Ý ¾�½ ¿ ¾ ÂqÉ ÍL¸Kº�ÀKÒWÓK¸�Ì¸[¹�º ¾ Ã8¿�¸ µQ½!¾ À ½!¾ ÊjËq»�Ã Á É Àb¿ ¾ ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ ÊjË ¾ À ½!¾ Æ[ËqÉ È ½!¾ ÀKÂ�È ¾�½!¾ Ãjº�ÀK¼ ´
• λ < − 1

3

À
1o x2 x4 x5

x1 1 1 −1 10
x3 0 −2 1 10

−1− 2λ −1 − 3λ 2λ 20



éG¹ ã ÌÍjsÎK�����®� æ:þ���ÿ©o>æsk®�����K� w�� ã
2o x2 x1 x5

x4 1 1 −1 10
x3 2 2 −1 30

λ 1 + 3λ −1− λ 30(1 + λ)ç À[¿�¸ëÊjË ¾ λ < − 1
3
Ì3Ãq¸ Á ¸ ¾ Ñ Á É ¾ Ãjº ¾ ¿qÀ Ï É ÃqÛ8Àë¿ ¾iÁ Ë ½ º�¸ ½ È ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸ ½ È ¾�Ï À
º�É ÍL¸�À x5

Ì¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾ −1 − λ ≤ 0 Ì�Â8À
È�À −1 ≤ λ ≤ − 1
3
Ì ¾ −1 − λ > 0 ÌÎÂ8À
È�À λ < −1 ´ ò ¾�½ º�ÀÁ ¸[Ã8¿�É Ò�Ý ¾�½ Â�¸o¿ ¾2Á ¸[Ã Á�Ï ËqÉ È µQ½!¾ ÊjË ¾ (0, 0, 30) Ô Ëq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸5à[Â�º�É ¼iÀ�Â8À
È�À −1 ≤ λ ≤

− 1
3 ¾ ÊjË ¾ ¸bÂ�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ=Ã8ÓK¸=º ¾ ¼�à[Â�º�É ¼�¸2Ñ8ÃqÉ º�¸bÂ8À
È�À λ < −1 ´

• λ > 0
À
1o x2 x4 x5

x1 1 1 −1 10

x3 0 −2 1 10

−1 − 2λ −1− 3λ 2λ 20

2o x2 x4 x1

x5 1 −1 1 20
x3 0 −2 1 10

−1 − 2λ −1 + λ −2λ 20(1 − λ)Ç Â8À
È!º�É È�¿�¸pñ Ï º�É ¼�¸fÊjË8À[¿oÈ�¸p¸[¹�º�É ¿�¸�Ì Á ¸[Ã Á�Ï Ë Ö µQ½!¾ ÊjË ¾ (0, 0, 10) Ôl½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸fà[Â�º�É ¼iÀ�Â8À
È�À
0 < λ ≤ 1 ´ç ¾ Ãq¸Kº�ÀKÃ8¿�¸=Â�¸KÈ µ(λ) À2â¡ËqÃqÒWÓK¸�ÊjË ¾pÁ ¸KÈ!È ¾�½ Â�¸[Ã8¿ ¾ ÀK¸bÍ[À Ï ¸KÈ�à[Â�º�É ¼�¸�¿�¸bÂ�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀ=Â8À
È�ÀK¼ Ôkµº!È�É Á ¸ Á ¸[Ã ½ É ¿ ¾ È�À[¿�¸�Ì8Í ¾ ¼

µ(λ) =





−∞, ½!¾ λ < −1
30(1 + λ), ½!¾ −1 ≤ λ ≤ − 1

3

20, ½!¾ − 1
3
≤ λ ≤ 0

20(1 − λ), ½!¾ 0 ≤ λ ≤ 1
−∞, ½!¾ λ > 1

¨�ô �pô Y |}J*@65%à�{lBD�l�)J @CJ:=�UW9<;>XSJ:=�5A36@C9<�'9136@C913:UW91=
ä ËqÂ�¸[Ã8¿�¸'ÊjË ¾ ¸;Í ¾�Á º�¸KÈ=¿ ¾ º ¾ È�¼�¸ ½ É Ã8¿ ¾ Â ¾ Ã8¿ ¾ Ãjº ¾�½ b Ô Â ¾ È!º�Ë�È�¹8À[¿�¸'Â ¾�Ï ¸;Í ¾�Á º�¸KÈ ∆b ÌuÉ ´ ¾ ´ Ì
b← b + ∆b Ìo¸bÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß ÊjË ¾�Ï Û ¾�Á ¸KÈ!È ¾�½ Â�¸[Ã8¿ ¾ Í ¾ ¼v¼�¸o¿�É Ñ Á À[¿�¸=¿qÀ ½!¾ Æ[ËqÉ Ãjº ¾ â¡¸KÈ�¼iÀ æ

xN

xB B−1N B−1b + B−1∆b

cBB−1N − cN cBB−1b + cBB−1∆bÚ ¸[Ã ½!¾ ÊjË ¾ Ãjº ¾ ¼ ¾ Ãjº ¾ ÌK¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß ¼iÀKÃjº Ô ¼ µQ½!¾ à[Â�º�É ¼�¸ ½!½!¾ À ½AÁ ¸[¼�Â�¸[Ã ¾ Ãjº ¾�½ ¿�¸fÍ ¾�Á º�¸KÈ¿ ¾ º ¾ È�¼�¸ ½ É Ã8¿ ¾ Â ¾ Ã8¿ ¾ Ãjº ¾�½ Â ¾ È�¼iÀKÃ ¾�Á�¾ È ¾ ¼�Ã8ÓK¸bÃ ¾ ÆLÀ
º�É Í[À ½ Ì8É ´ ¾ ´ Ì
B−1b + B−1∆b ≥ 0⇔ B−1∆b ≥ −B−1b.ò ¸ Á À ½ ¸b¿ ¾ Â ¾�Ï ¸2¼ ¾ Ãq¸ ½ Ëq¼iÀf¿qÀ ½XÁ ¸[¼�Â�¸[Ã ¾ Ãjº ¾�½ Â8À ½!½ À
ÈlÀ�Ã ¾ ÆLÀ
º�É Í[ÀoÌ ¾ Ãjº�ÓK¸2À2¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8ÀKÒWÓK¸¿qÀ=Ãq¸
Í[À ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸i¹8Ø ½ É Á À�à[Â�º�É ¼iÀb¿�¸�Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ PL(A, b + ∆b, c) Â�¸o¿ ¾ âGÀKã ¾ È µQ½!¾ ÀKÂ Ï É Á ÀKÃ8¿�¸¸�¼ Ô º�¸o¿�¸�¿�Ë8À Ï8½ É ¼�Â Ï ¾kß ÕGËq¼iÀ�Í ¾ ã�ÊjË ¾ À ½�Á ¸[Ã8¿�É Ò�Ý ¾�½ ¿ ¾ ¸[Â�º�É ¼iÀ Ï É ¿qÀ[¿ ¾ Ã8ÓK¸ ½ ÓK¸=À Ï º ¾ È�À[¿qÀ ½�× ´



w��>é ý rs�K����qs�Kqs�ç�çÌÍjsÎK�����®���6þ���ÿ©o>æsk®�����K�
`La ��1bdc 	1�U� �U��� ô � ó&õ����Iô�õIô 7 ï]õ-� & ô+îiò� ÿ�� ñ%$ & ñ%�nï-*�ò��Iô8E ÿ ó�ò� +ôF�Iô < $Qñ4 ÿ�� ô N ; G .��Iô 7 ï]õ ��Qñ%�iô &4& ñ 7 ïEñ�õ�ò����?ñ & î�õ}�Iõ}0iõnîAñ@�iô &4& ñ4�]óañF!�õF +õnó & ò * B−1 =

[
1 0
1 1

] ñ 7 ïEñ b =

[
8
4

]

!�ôO�?ñ%��ó&ô & �Qñ+óañ &  +ônî�ò����Qñ ÿ ñ4���Qñ4�]óañjî1ò��]ò���ò3õnòYî(.Ñ�nõ� +ônî1õ���õ � òYî�õ & õ ÿ ñ & ó�ï & 0iõ����Iôt�Qñ b ÿ ñ � õõ-�nò����IôF�Iô@�?ñ%��ó&ô & ∆b =

[
−9

1

] ;
h 	�c�iUX�Y�	 ´ í ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß ¼�¸o¿�É Ñ Á À[¿�¸=Â ¾�Ï À=Â ¾ È!º�Ë�È�¹8ÀKÒWÓK¸bÍ ¾ ¼ø¿qÀ[¿�¸bÂ�¸KÈ

x2 x3 x4

x1 −2 −1 1 −1
x5 3 −1 1 4

3 3 2 −2j ¼iÀ�Í ¾ ãbÊjË ¾ À ½fÁ ¸[Ã8¿�É Ò�Ý ¾�½ ¿ ¾ ¸[Â�º�É ¼iÀ Ï É ¿qÀ[¿ ¾ ¿qÀ Ï É ÃqÛ8À5¿ ¾=Á Ë ½ º�¸ ½ È ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸ ½p½!¾ ¼iÀKÃjº�»�¼'ÌÀKÂ Ï É Á À µQ½!¾ ¸�¼ Ô º�¸o¿�¸2¿�Ë8À Ï�½ É ¼�Â Ï ¾kß Ì Á ¸[¼~¸2ÊjË8À Ï�½!¾ ¸[¹�º Ô ¼�À ½!¾ ÊjËq»�Ã Á É À�¿ ¾ ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½X½ É ¼�Â Ï ¾kßÊjË ¾ À ½!¾ Æ[ËqÉ È ½!¾ É Ã8¿�É Á À ´ ò ¸Kº ¾kµQ½!¾ ÊjË ¾ Ì�Ã ¾�½ º ¾pÁ À ½ ¸�ÌqËq¼iÀ�Í ¾ ãpÊjË ¾ ¸=Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ Ô ¿ ¾ ¼iÀ ß É ¼�É µãWÀKÒWÓK¸�ÌÎÀ ¾�½!Á ¸ Ï Û8À5¿qÀ Á ¸ Ï ËqÃ8ÀiÂqÉ ÍL¸Kº�À Ï�Ô ¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8À[¿qÀ Á À Ï Á Ë Ï ÀKÃ8¿�¸ min2≤j≤4{
zj−cj

−y1j
: y1j <

0} = min{ 3
2
, 3} = 3

2
= z2−c2

2
.

1o x2 x3 x4

x1 −2 −1 1 −1

x5 3 −1 1 4

3 3 2 −2

2o x1 x3 x4

x2 −1/2 1/2 −1/2 1/2
x5 3/2 −5/2 5/2 5/2

3/2 3/2 7/2 −9/2

¨�ô �pô � |}J*@65%à�{lBD�l�)J @CBD= 913:UW;KBD@CBD= @CBSXSBsUW;>5I�4@C9G@C91{V5A=£�)J
÷ ½ º ¾ º�É Â�¸¨¿ ¾ Â ¾ È!º�Ë�È�¹8ÀKÒWÓK¸'Â�¸o¿ ¾ ¿�É ÍoÉ ¿�É È µQ½!¾ Ãq¸ ½2½!¾ Æ[ËqÉ Ãjº ¾�½�½ Ëq¹ Á À ½ ¸ ½�æ 1− ¼�¸o¿�É Ñ Á ÀKÒWÓK¸¨¿ ¾Ëq¼iÀ Á ¸ Ï ËqÃ8À=Ã8ÓK¸b¹8Ø ½ É Á À À 2− ¼�¸o¿�É Ñ Á ÀKÒWÓK¸i¿ ¾ Ëq¼iÀ Á ¸ Ï ËqÃ8À=¹8Ø ½ É Á À ´
¶ ´Iâ 	´¬d© ÝM���X�Y�	�¬U��id��1�	�c�idS´��S´Y�	t®U¯�T#©��� ´ä ËqÂ�¸[ÃqÛ8À=ÊjË ¾ À Á ¸ Ï ËqÃ8À=Ã8ÓK¸=¹8Ø ½ É Á À aj Ô Â ¾ È!º�Ë�È�¹8À[¿qÀ2Â ¾�Ï ÀbÀ[¿�É ÒWÓK¸i¿�¸=Í ¾�Á º�¸KÈ Á ¸ Ï ËqÃ8À

∆aj
Ìq¸[Ë ½!¾ Ä!ÀoÌ aj ← aj + ∆aj

Ì ¾ Ãjº�ÓK¸�ÌqÃq¸iÊjË8À[¿oÈ�¸�Ì8ÀKÂ ¾ Ã8À ½�½!¾ ¼�¸o¿�É Ñ Á ÀK¼�À Á ¸ Ï ËqÃ8À
B−1aj

Õ�ÊjË ¾ Â8À ½!½ ÀëÀ ½!¾ È B−1aj + B−1∆aj ×�¾ ¸ Á ¸ ¾ Ñ Á É ¾ Ãjº ¾ ¿qÀ Ï É ÃqÛ8Àë¿ ¾5Á Ë ½ º�¸ ½È ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸ ½ cBB−1aj − cj
Õ�ÊjË ¾ Â8À ½!½ À'À ½!¾ È cBB−1aj − cj + cBB−1∆aj × ´ ò ¾�½ º�À ½Á ¸[Ã8¿�É Ò�Ý ¾�½ Ì8¿ ¾�½ ¿ ¾ ÊjË ¾ cBB−1aj − cj + cBB−1∆aj ½!¾ ¼iÀKÃjº ¾ ÃqÛ8ÀpÃ8ÓK¸2Â�¸ ½ É º�É ÍL¸�Ì�É ´ ¾ ´ Ì¿ ¾�½ ¿ ¾ ÊjË ¾p½!¾ Í ¾ È�É Ñ�ÊjË ¾ Àb¿ ¾�½ É Æ[Ë8À Ï ¿qÀ[¿ ¾

cBB−1aj − cj ≤ −cBB−1∆aj ,

¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸ Á ¸KÈ!È ¾ Ãjº ¾ ¼iÀKÃjº Ô ¼ µQ½!¾ à[Â�º�É ¼�¸ ´ù ´Iâ 	´¬d© ÝM���X�Y�	�¬U��id��1�	�c�idS´�t®U¯�T#©��� ´ä ¾ À Á ¸ Ï ËqÃ8À aj
Â ¾ È!º�Ë�È�¹8À[¿qÀ ÔlÁ ¸KÈ!È ¾ Ãjº ¾ ¼ ¾ Ãjº ¾ Ëq¼iÀ Á ¸ Ï ËqÃ8Àp¹8Ø ½ É Á ÀoÌ ¾ Ãjº�ÓK¸ Ô Â�È ¾ â ¾ È Ö Í ¾�ÏÀ Á È ¾�½!Á�¾ Ãjº�À
È=Ëq¼iÀiÃq¸
Í[À7À Á º�É ÍoÉ ¿qÀ[¿ ¾ x′

j
ÌÎ¹ ¾ ¼ Á ¸[¼�¸'À Á ¸KÈ!È ¾�½ Â�¸[Ã8¿ ¾ Ãjº ¾bÁ ¸ Ï ËqÃ8À a′

j =
aj + ∆aj ¾ ÌIÂ�¸ ½ º ¾ È�É ¸KÈ�¼ ¾ Ãjº ¾ ÌIÀKÂ�à ½ ¸ Á Ø Ï Á Ë Ï ¸ ¿ ¾ B−1a′

j ¾ cBB−1a′
j − c′j

Õ Á ¸[¼
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c′j = cj × Ì ¾�½ º ¾ Ã8¿ ¾ ÈA¸fÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß È ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸fÀ ¾�½ º�ÀpÃq¸
Í[À�Í[À
È�É ØWÍ ¾�Ï ÌjÀ Á È ¾�½!Á�¾ Ãjº�ÀKÃ8¿�¸À Á ¸ Ï ËqÃ8À [

y′
j

z′
j − c′j

]
=

[
B−1a′

j

cBB−1a′
j − c′j

]
.

•
ä ¾ y′

jj 6= 0 Ì ¾ Ãjº�ÓK¸=¿ ¾ Í ¾l¾�½!Á ¸ Ï Û ¾ È µQ½!¾p¾�½ º ¾�¾�Ï ¾ ¼ ¾ Ãjº�¸�Â8À
È�À�ïDÂqÉ ÍL¸Kº!ð ¾ Â�È�¸ Á�¾ ¿ ¾ Èlê ½¸[Â ¾ È�ÀKÒ�Ý ¾�½ ¿ ¾ ÂqÉ ÍL¸Kº�ÀKÒWÓK¸�¿ ¾ ¼�¸o¿�¸bÀ�È ¾ º�É È�À
È�¿qÀ=¹8À ½!¾ À=Í[À
È�É ØWÍ ¾�Ï xj ´ j ¼iÀ�Í ¾ ãÊjË ¾ xj
Ã8ÓK¸ ¾�½ º ¾ Ä!ÀbÃ8À=¹8À ½!¾ Ì8¿ ¾ Í ¾ ¼�¸ ½ É Æ[Ãq¸KÈ�À µQÏ À'Õ¡È ¾ º�É È�ÀKÃ8¿�¸ µ Àb¿�¸bÊjË8À[¿oÈ�¸ ×�¾¶ Â�È�¸ ½!½!¾ Æ[ËqÉ È Á ¸[¼�¸b¼ Ô º�¸o¿�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß ÕGÂ�È�É ¼iÀ Ï × Ì ½!¾ À ½lÁ ¸[Ã8¿�É Ò�Ý ¾�½ ¿ ¾ À[¿�¼�É ½$µ½ É ¹qÉ Ï É ¿qÀ[¿ ¾ Â�È�É ¼iÀ Ï�½!¾ ¼iÀKÃjº�É Í ¾ È ¾ ¼'Ì¶ Â�È�¸ ½!½!¾ Æ[ËqÉ È Á ¸[¼Ü¸�¼ Ô º�¸o¿�¸i¿�Ë8À ÏÎ½ É ¼�Â Ï ¾kß Ì ½!¾ À ½�Á ¸[Ã8¿�É Ò�Ý ¾�½ ¿ ¾ À[¿�¼�É ½!½ É ¹qÉ µÏ É ¿qÀ[¿ ¾ ¿�Ë8À ÏÎ½!¾ ¼iÀKÃjº�É Í ¾ È ¾ ¼¸[ËëÉ Ãjº!È�¸o¿�Ëqã�É Ã8¿�¸5Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ À
È!º�É Ñ Á É ÀKÉ ½ Ãq¸ Á À ½ ¸'¿ ¾ Ã ¾ ÃqÛoËq¼iÀ�¿qÀ ½f½ É º�Ë8ÀKÒ�Ý ¾�½f½!¾Í ¾ È�É Ñ Á À
È ´

•
ä ¾ y′

jj = 0 Ì ¾ Ãjº�ÓK¸�Â�¸o¿ ¾XÁ ¸[Ã Á�Ï ËqÉ È µQ½!¾ ÊjË ¾ À�Ãq¸
Í[À Á ¸ Ï ËqÃ8À a′
j
Ã8ÓK¸�Â�¸o¿ ¾�½ Ëq¹ ½ º�É º�ËqÉ ÈÀ Á ¸ Ï ËqÃ8À aj

Ã8À2¹8À ½!¾ ÕGËq¼iÀfÍ ¾ ãpÊjË ¾ Ì ¾ ¼vº�À Ï�½ É º�Ë8ÀKÒWÓK¸�Ì8À ½ ¿ ¾ ¼iÀKÉ ½ Ã8ÓK¸2â¡¸KÈ�¼iÀK¼Ëq¼iÀ�¹8À ½!¾ Ä$ËqÃjº�ÀK¼ ¾ Ãjº ¾2Á ¸[¼ a′
j × ´ ò ¾�½ º�À5ñ Ï º�É ¼iÀ ½ É º�Ë8ÀKÒWÓK¸�Ìu¸[Ë ½!¾ È ¾ º�É È�À xj

¿qÀ¹8À ½!¾�½ Ëq¹ ½ º�É º�ËqÉ Ã8¿�¸ µ À�Â�¸KÈIÊjË8À Ï ÊjË ¾ ÈA¸[Ë�º!È�À�Õ ½!¾ º�À Ï â¡¸KÈ�Â�¸ ½!½!Ö Í ¾�Ï × ¸[Ë ½!¾�Á ¸[Ã ½ É ¿ ¾ È�À¾�½ º�ÀiÍ[À
È�É ØWÍ ¾�Ï�Á ¸[¼�¸5À
È!º�É Ñ Á É À Ï3¾=½!¾=Ï Û ¾ À ½!½ ¸ Á É À7Ëq¼ÜÂ ¾�½ ¸7ÊjË ¾ Â�È ¾ Ä$Ë8¿�É Á À5À ½ Ë8ÀÂ ¾ È�¼iÀKÃq»�Ã Á É À2Ã8À=¹8À ½!¾ ÕGË�º�É Ï É ãWÀKÃ8¿�¸bËq¼iÀfº Ô�Á ÃqÉ Á À�¿�¸2º�É Â�¸2ïD¹qÉ Æ µp� ð × ´`La ��1bdc 	��U� ����� õ� +ônî
õ���õ � òYî�õ & ô�ó�ò ÿ ôO�Qñ ÿ ñ & ó�ï & 0iõ����Iô C .Ñ�iô��]îiò��Qñ & õ����Iô 7 ïEñ+��õF +õnó & ò *�Qñ]�Qñ%��òYî5�Iô+�Iô < $Qñ4 ÿ�� ô N ; G .´�:�iô � ï
��õ-õnîiî�ô#��ò3õ-�Iõ
õ x2
îAñ�õ-�nò���ò3ô���õ-ôÅ�?ñ%��ó&ô & �Qñ ÿ ñ & ó�ï & 0iõ����Iô

∆a2 =

[
4
−4

] ;
h 	�c�iUX�Y�	 ´ ò ¾�½ º�À ½lÁ ¸[Ã8¿�É Ò�Ý ¾�½ ¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾

B−1a2 ← B−1a2 + B−1∆a2 =

[
2
3

]
+

[
1 0
1 1

][
4
−4

]
=

[
2
3

]

¾
cBB−1a2 − c2 ← cBB−1a2 − c2 + cBB−1∆a2

= 3 + [2, 0]

[
1 0
1 1

] [
4
−4

]

= 11.

`La ��1bdc 	��U�  ��t� õ� +ônîJõ���õ � òYî�õ & ô�ó�ò ÿ ôF�Qñ ÿ ñ & ó�ï & 0iõ����Iô G .¸îiï ÿ ô����Iô 7 ïEñI��ô < $Qñ4 ÿ�� ô N ; Gõ9�iô � ï
��õ9�Qñ A õnîiî�ô#��ò3õ-�Iõ+õ x1
. a1
.�? ÿ õ & õ+õ 7 ï]õ � îAñgô-0�óP!4 B−1a1 =

[
1
0

] A�! ÿ ñ & ó�ï & 0iõ-�Iõ
ÿ ñ � õ1õ-�nò����IôF�Iô@�?ñ%��ó&ô & ∆a1 =

[
1
1

] ;
h 	�c�iUX�Y�	 ´ w Ãjº!È�¸o¿�Ëqã�É Ã8¿�¸¨À7Í[À
È�É ØWÍ ¾�Ï x6

Ì�ê'ÊjË8À ÏA½!¾ À ½!½ ¸ Á É ÀëÀ Á ¸ Ï ËqÃ8À a6 = a1 + ∆a1 ¾ ¸Á ¸ ¾ Ñ Á É ¾ Ãjº ¾ ¿�¸=ÆKÈ�À[¿�É ¾ Ãjº ¾ ¿qÀ2â¡ËqÃqÒWÓK¸b¸[¹oÄ ¾�Á º�É ÍL¸ c6 = c1 = 2 Ì8¸[¹�º�»�¼ µQ½!¾ À ½ É Æ[Ë8À Ï ¿qÀ[¿ ¾�½
B−1a6 = B−1a1 + B−1∆a1

=

[
1
0

]
+

[
1 0
1 1

][
1
1

]
=

[
2
2

]
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¾

cBB−1a6 − c6 = [2, 0]

[
2
2

]
− 2 = 2.

Ú ¸[¼�¸ Á ¸[Ã ½!¾ ÊjËq»�Ã Á É ÀoÌ8¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8À[¿�¸=¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß È ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸
x2 x3 x4 x6

x1 −2 −1 1 2
¢

x5 3 −1 1 2 12

3 3 2 2 16

¾ Â�È�¸ Á�¾ ¿ ¾ Ã8¿�¸;ê ½ ¸[Â ¾ È�ÀKÒ�Ý ¾�½ ¿ ¾ ÂqÉ ÍL¸Kº�ÀKÒWÓK¸�Ì Á ¸[Ã8¿�Ë Á�¾ Ãjº ¾�½ À'º�É È�À
È�¿qÀ¨¹8À ½!¾ À¨Í[À
È�É ØWÍ ¾�Ï x1
ÌÕ�ÊjË ¾ Â�¸ ½ º ¾ È�É ¸KÈ�¼ ¾ Ãjº ¾pÔ É Æ[Ãq¸KÈ�À[¿qÀ × Ì8¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾ ¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß È ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸=à[Â�º�É ¼�¸ ´

x2 x3 x4

x6 −1 −1/2 1/2 4
x5 5 0 0 4

5 4 1 8

¨�ô �pô�¨ F @65A�l�)J$@C9Õk6XSB/3CJ17)B/BD{�UK587C5A@CBD@C9
ä ËqÂ�¸[Ã8¿�¸pÊjË ¾�½!¾ Â�È ¾ º ¾ Ã8¿ ¾ À Á È ¾�½!Á�¾ Ãjº�À
ÈXËq¼iÀ�Ãq¸
Í[ÀpÀ Á º�É ÍoÉ ¿qÀ[¿ ¾ Ì xn+1

ÌLêfÊjË8À Ïo¾�½ º�ØfÀ ½!½ ¸ Á É À[¿qÀÀ Á ¸ Ï ËqÃ8À=¿ ¾�Á ¸ ¾ Ñ Á É ¾ Ãjº ¾�½ º ¾�Á Ãq¸ Ï à[Æ[É Á ¸ ½ an+1 ¾ ¸ Á Ë ½ º�¸2ËqÃqÉ º�Ø
È�É ¸ cn+1
Ìq¿ ¾ Í ¾ À Á È ¾�½!Á�¾ Ãjº�À
È µQ½!¾ÀK¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸bÀ Á ¸ Ï ËqÃ8À

[
yp+1

zp+1 − cn+1

]
=

[
B−1an+1

cBB−1an+1 − cn+1

]
.

ä ¾ zn+1 − cn+1 ≤ 0 Ì ¾ Ãjº�ÓK¸�À ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸ Á ¸KÈ!È ¾ Ãjº ¾fÁ ¸[¼ x∗
n+1 = 0 Á ¸[Ãjº�É ÃoË8À=à[Â�º�É ¼iÀ ´ |ä ¾ zn+1 − cn+1 > 0 Ì ¾ Ãjº�ÓK¸ xn+1 Ô'Á ÀKÃ8¿�É ¿qÀ
º�À�À ¾ Ãjº!È�À
ÈiÂ8À
È�À�Àë¹8À ½!¾'¾ ¸é¼ Ô º�¸o¿�¸½ É ¼�Â Ï ¾kß ÕGÂ�È�É ¼iÀ Ï × ¿ ¾ Í ¾ Â�È�¸ ½!½!¾ Æ[ËqÉ È ´`La ��1bdc 	��U��£��t� ô � ó&õ����Iô1õIô < $Qñ4 ÿ�� ô N ; G .d�nõ� +ônîgõ���õ � òYî�õ & õ ÿ ñ & ó�ï & 0iõ����Iô ÿ�& ô��nô#�iõ-�IõeõIôõ-� & ñjî5�jñ4�]ó&õ & Q3îAñ�ï
 +õF��ô��nõ8�nõ & ò�2��?ñ � ? x6

A8��ïjðXõO�iô � ï
��õ�.Ñ��õF +õnó & ò *"�Iônî@�iôMñ�K���ò&ñ4�]óañjî
óañ%�5��ô�Q
� E('nò��iônî A .½! a6 =

[
1
2

] ñ-õ & ñjî ÿ ñ%��ó�ò��nõO�iô� ÿ ô���ñ4�]óañ��Iô�' & õ-�nò&ñ4�]óañ9�Iõ , ï
�����Iô�ô-0YðMñ%��ó�ò��nôO!
c6 = 4 ;h 	�c�iUX�Y�	 ´ [ ¾ Ã8¿�¸ ¾ ¼ Á ¸[Ãjº�ÀbÊjË ¾

B−1a6 =

[
1 0
1 1

][
1
2

]
,

=

[
1
3

]

cBB−1a6 − c6 = cBB−1

[
1
2

]
− 4

= [2, 0]

[
1
2

]
− 4

= −2,| ?A@�BDC!EGFDC�HKJLCuC�c�ao@WPDdX@XC!Z[C�cfmLg @XHKJLCuBDC�cf@WF Y[N O UL@�dAR�@ O F N ULC�PDd�PÎFDC V dXJLc mLPQ@WaLg C�c�dAULCuc�dkZ N c N Ee�d�S�T�@ h @AC�FQBDJLUL@Xc�d N F�d�aLFQBDPDd�R!BD@�HKJLCuC�FQB$d�cf@WF�d3w¡d�e�C�P�U N e�PQC�FDmoC N BD@�d3JLc�mLPQ@WaLg C�c�d3ULC�c N OLN c N e�d�S�T�@L\



éG¹ ã ÌÍjsÎK�����®� æ:þ���ÿ©o>æsk®�����K� w��lÒ
À�Â8À
È!º�É È'¿�¸¦ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß È ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸�Ì�ÀKÂ�È ¾�½!¾ Ãjº�À[¿�¸¦Ãq¸ ÷ ß�¾ ¼�Â Ï ¸ û ´ ù Ìl¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8À µQ½!¾ ¸ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß ÕGÂ8À
È�À=¸bÂ�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ2¼�¸o¿�É Ñ Á À[¿�¸ × ´

x2 x3 x4 x6

x1 2 1 1 1
¢

x5 3 −1 1 3 12

3 3 2 −2 16

Ù È�¸ Á�¾ ¿ ¾ Ã8¿�¸;ê ½ È ¾�½ Â ¾�Á º�É Í[À ½ ¸[Â ¾ È�ÀKÒ�Ý ¾�½ ¿ ¾ ÂqÉ ÍL¸Kº�ÀKÒWÓK¸�Ì Á ¸[¼�ÍoÉ ½ º�À¨ê'¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8ÀKÒWÓK¸¨¿qÀÃq¸
Í[À ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸�à[Â�º�É ¼iÀoÌq¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8À µQ½!¾ ¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸=à[Â�º�É ¼�¸
x2 x3 x4 x5

x1 1 4/3 2/3 −1/3 4
x6 1 −1/3 1/3 1/3 4

5 7/3 8/3 2/3 24

¿�¸bÊjË8À Ï ¿ ¾�Á ¸KÈ!È ¾ À ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸�à[Â�º�É ¼iÀ x∗ = (4, 0, 0, 0, 0, 4)T ´
¨�ô �pôPã F @65A�l�)JS@C9Õk6XSBS3CJ17)B/;K91=vUW;>5A�l�)J
Ç À[¿�É ÒWÓK¸;¿ ¾ Ëq¼iÀ5Ãq¸
Í[ÀiÈ ¾�½ º!È�É ÒWÓK¸ Ô Ì�Â�È ¾�Á É ½ ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ ÌuÀ5¸[Â ¾ È�ÀKÒWÓK¸;¿�Ë8À Ï ¿qÀ7À[¿�É ÒWÓK¸;¿ ¾ Ëq¼iÀÃq¸
Í[À=À Á º�É ÍoÉ ¿qÀ[¿ ¾ ´ä ¾ Ã8¿�¸ am+1x ≤ bm+1 ⇔ am+1x + xn+1 = bm+1

Ì Á ¸[¼ xn+1 ≥ 0 Ì3À¨È ¾�½ º!È�É ÒWÓK¸�À Á È ¾�½$µÁ�¾ Ãjº�À[¿qÀoÌ�¸[Ã8¿ ¾ am+1 ¿ ¾ Ãq¸Kº�À2¸=Í ¾�Á º�¸KÈ Ï É ÃqÛ8À=¿�¸ ½ È ¾�½ Â ¾�Á º�É ÍL¸ ½IÁ ¸ ¾ Ñ Á É ¾ Ãjº ¾�½ º ¾�Á Ãq¸ Ï à[Æ[É Á ¸ ½ Ì�À ½¼iÀ
º!È�É ã ¾�½ ¹8Ø ½ É Á À ¾ Ã8ÓK¸b¹8Ø ½ É Á ÀbÂ8À ½!½ ÀK¼�À ½!¾ È
B′ =

[
B 0

am+1
B 1

]
¾ N ′ =

[
N

am+1
N

]
,

¸[Ã8¿ ¾ am+1
B ¾ am+1

N Á ¸KÈ!È ¾�½ Â�¸[Ã8¿ ¾ ¼ ÀK¸ ½�½ Ëq¹oÍ ¾�Á º�¸KÈ ¾�½ ¿ ¾ am+1 À ½!½ ¸ Á É À[¿�¸ ½ ÌKÈ ¾�½ Â ¾�Á º�É Í[ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ Ìê ½ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ xB ¾ xN ´[ ¾ Ã8¿�¸ ¾ ¼ Á ¸[Ãjº�ÀpÀ�â¡¸KÈ�¼iÀf¿ ¾ B′ Ì[âGÀ Á É Ï ¼ ¾ Ãjº ¾I½!¾lÁ ¸[Ã Á�Ï ËqÉ8ÊjË ¾ À ½ Ë8ÀpÉ ÃoÍ ¾ È ½ À Á ¸KÈ!È ¾�½ Â�¸[Ã8¿ ¾ê=¼iÀ
º!È�É ã
B′−1

=

[
B−1 0

−am+1
B B−1 1

]
,

¿�¸[Ã8¿ ¾ Í ¾ ¼øÊjË ¾
B′−1

N ′ =

[
B−1 0

−am+1
B B−1 1

][
N

am+1
N

]

=

[
B−1N

−am+1
B B−1N + am+1

N

]
,

B′−1
[

b
bm+1

]
=

[
B−1 0

−am+1
B B−1 1

][
b

bm+1

]

=

[
B−1b

bm+1 − am+1
B B−1b

]
,

cB′B′−1
[

b
bm+1

]
= [cB , 0]

[
B−1b

bm+1 − am+1B−1b

]

= cBB−1b,

cB′B′−1
N ′ − cN′ = [cB , 0]

[
B−1N

−am+1
B B−1N + am+1

N

]
− cN

= cBB−1N − cN .



w���� ý rs�K����qs�Kqs�ç�çÌÍjsÎK�����®���6þ���ÿ©o>æsk®�����K�
Ú ¸[¼�¸ Á ¸[Ã ½!¾ ÊjËq»�Ã Á É ÀoÌ8¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾ ¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß

xN

xB B−1N B−1b
xn+1 am+1

N − am+1
B B−1N bm+1 − am+1

B B−1b

cBB−1N − cN cBB−1b

¿�¸7ÊjË8À Ï3½!¾=Á ¸[Ã Á�Ï ËqÉGÌÎÈ ¾�Ï À
º�É Í[ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ ÀK¸7¸KÈ�É Æ[É Ã8À Ï Ì�ÊjË ¾ ÀiñqÃqÉ Á À5¼�¸o¿�É Ñ Á ÀKÒWÓK¸ ½ Ë ½!Á�¾ Â�º Ö Í ¾�Ï ¿ ¾Â�~KÈ ¾ ¼ Á ÀKË ½ À�À=¸[Â�º�É ¼iÀ Ï É ¿qÀ[¿ ¾ ¿qÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸�¹8Ø ½ É Á À Á ¸KÈ!È ¾ Ãjº ¾ ¿�É ãpÈ ¾�½ Â ¾ É º�¸�À
bm+1 − am+1B−1b.

•
ä ¾ bm+1 − am+1B−1b ≥ 0

� Ì ¾ Ãjº�ÓK¸�À ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸�¹8Ø ½ É Á À Á ¸KÈ!È ¾ Ãjº ¾pÔ à[Â�º�É ¼iÀ ´
•
ä ¾ bm+1 − am+1B−1b < 0 Ì ¾ Ãjº�ÓK¸�È ¾�Á ¸[¼ ¾ Ã8¿qÀ µQ½!¾ À�Ë�º�É Ï É ãWÀKÒWÓK¸ ¿�¸é¼ Ô º�¸o¿�¸¦¿�Ë8À Ï½ É ¼�Â Ï ¾kß Ì Á ¸[¼øÍoÉ ½ º�À=ê=¸[¹�º ¾ ÃqÒWÓK¸b¿qÀ2Â�È�É ¼iÀ Ï À[¿�¼�É ½!½ É ¹qÉ Ï É ¿qÀ[¿ ¾f¾ Ì Á ¸[¼�¸ Á ¸[Ã ½!¾ ÊjËq»�Ã Á É ÀoÌ¿ ¾ Ëq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸ià[Â�º�É ¼iÀ2Â8À
È�À=¸bÂ�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ2¼�¸o¿�É Ñ Á À[¿�¸ ´`La ��1bdc 	9�U� º�� rLõnòYî¸ï
 +õL�?ñ%*5. & ñ%�iô &4& ñ4���Iô-õIô < $Qñ4 ÿ�� ô N ; G .��nõ� +ônîÓõ���õ � òYî�õ & õnîÓõ � óañ & õ���>Mñjîÿ�& ô��nô#�iõ-�Iõnî:��ô 7 ï]õ-� & ô1îiò� ÿ�� ñ%$ 7 ï]õ����Iô1îAñ-õ-� & ñjî5�jñ4�]ó&õ�õ & ñjîió & ò����Iô

x1 + x2 + x3 ≤ 3⇔ x1 + x2 + x3 + x6 = 3,

�iô� x6 ≥ 0 .ÓñgïWó�ò � ò *Xõ & õnî�óP!%�5�]ò��iõnî ÿ Enî4Qaô ÿ ó�ò� +õnòYî & ñ%�iô� 1ñ4���Iõ-�Iõnî ;h 	�c�iUX�Y�	 ´ [ ¾ Ã8¿�¸ Á ¸[Ãjº�ÀbÊjË ¾ b3 = 3 ¾ a3 = [1, 1, 1, 0, 0] Ì8Í ¾ ¼øÊjË ¾
a3

N − a3
BB−1N = [1, 1, 0]− [1, 0]

[
−2 −1 1

3 −1 1

]
= [3, 2,−1]

¾ ÀKÉ Ã8¿qÀbÊjË ¾ b3 − a3
BB−1b = 3− [1, 0]

[
8

12

]
= 5 ´Ú ¸[¼�¸ Á ¸[Ã ½!¾ ÊjËq»�Ã Á É ÀoÌ[¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾ ÕGÂ8À
È�À�¸pÃq¸
ÍL¸�Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ × ¸pÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß È ¾ ¿�Ëqã�É ¿�¸fÀ½!¾ Æ[ËqÉ ÈlÉ Ã8¿�É Á À[¿�¸ ¾ Ì�Â�¸KÈ�ÀKÂ Ï É Á ÀKÒWÓK¸i¿�¸2¼ Ô º�¸o¿�¸b¿�Ë8À Ï�½ É ¼�Â Ï ¾kß Ì�¸2È ¾�½ Â ¾�Á º�É ÍL¸bÊjË8À[¿oÈ�¸2à[Â�º�É ¼�¸ ´

1o x2 x3 x4

x1 −2 −1 1 8
x5 3 −1 1 12

x6 3 2 −1 −5

3 3 2 16

2o x2 x3 x6

x1 1 1 1 3
x5 6 1 1 7
x4 −3 −2 −1 5

9 7 2 6

÷ ½ º ¾ º�É Â�¸;¿ ¾ ÀKÃ8Ø Ï É ½!¾ Â�à ½$µ ¸[Â�º�É ¼iÀ Ï Õ¡È ¾�Ï À
º�É Í[ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ ê¨À[¿�É ÒWÓK¸ë¿ ¾ È ¾�½ º!È�É Ò�Ý ¾�½�× Â�¸o¿ ¾i½!¾ ÈË�º�É Ï É ãWÀ[¿qÀ¦Ã8À�È ¾�½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸(¿ ¾ Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ ½ ¿ ¾ Â�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀKÒWÓK¸�É Ãjº ¾ É È�À Á ¸[¼ Ëq¼iÀëº Ô�Á ÃqÉ Á À�ÊjË ¾Ë ½ Ë8À Ï ¼ ¾ Ãjº ¾�½!¾ ¿ ¾�½ É Æ[Ã8À=º Ô�Á ÃqÉ Á Àb¿�¸ ½lÁ ¸KÈ!º ¾�½ Õ¡â È�À Á�Á É ¸[Ã8ÀKÉ ½�× ¿ ¾+ä ¸[¼�¸KÈ%å ´� ?AC�FQB$d�F�R�@ O U N S(æKC�F h d2FD@Wg JLS�T�@bajr�F N R�d=¤Wm[B N c�d ¢ d O BDC�P N @WPQcfC O BDC2@Wa[B N Ujd
£ O T�@ Y[N @Wg d=d O @ Y d=PQC�FQEBDP N S�T�@ h @pHKJLC N cfmLg N R�dIHKJLClFDC�c�d O BDC O �jdp¤Wm[B N c�d�mjd�PDdp@�mLPQ@WaLg C�c�d�cf@KU N ÇjR�d�UL@ ¢ mo@WPQHKJL�5çk£$\



éG¹ é�Ï�o>mÁk®�?�«qs�)� o���o>m-è �?�Üæsmpo��>mp�K���KtvuKo���jlk®�?�ûmp� w����
�L±�� -/�'&A4s(*" 0 (êé �����'&�ë (C� µ &)�!�'&),���,i�\ø!�����54s(*�+&),
� ËqÉ º�¸ ½ Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ ½ Â�È�Ø
º�É Á ¸ ½l½ ÓK¸2È ¾ Â�È ¾�½!¾ Ãjº�À[¿�¸ ½ Â�¸KÈl¼�¸o¿ ¾�Ï ¸ ½ ¿ ¾ Â�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀKÒWÓK¸ Ï É Ã ¾ À
È Á ¸[¼À7È ¾�½ º!È�É ÒWÓK¸ëÀ[¿�É Á É ¸[Ã8À Ï ¿ ¾ ÊjË ¾ À ½ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½ ÀKÂ ¾ Ã8À ½ Â�¸o¿ ¾ ¼�º�¸[¼iÀ
È2Í[À Ï ¸KÈ ¾�½ É Ãjº ¾ É È�¸ ½ ´ j ¼iÀº ¾ Ãjº�À
º�É Í[À=¿ ¾ È ¾�½ ¸ Ï Í ¾ È�¸=Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀb¿ ¾ ¸[Â�º�É ¼�É ãWÀKÒWÓK¸

Õ P × min{cT x : Ax = b, x ≥ 0, x ∈ Z
n} Ì

Á ¸[Ã ½ É ½ º ¾5¾ ¼ìÉ Æ[Ãq¸KÈ�À
È�À'È ¾�½ º!È�É ÒWÓK¸�ÊjË ¾ É ¼�Â�Ý ¾ ÊjË ¾ À ½ Í[À
È�É ØWÍ ¾ É ½=½ à;Â�¸o¿ ¾ ¼ º�¸[¼iÀ
È=Í[À Ï ¸KÈ ¾�½É Ãjº ¾ É È�¸ ½ ÌIÃ8À ¾kß Â ¾�Á º�À
º�É Í[À�¿ ¾ ÊjË ¾ À ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸ à[Â�º�É ¼iÀ¦À ¾ Ã Á ¸[Ãjº!È�À
ÈéÕGÂ8À
È�À ¾�½ º ¾ Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀÈ ¾�Ï À ß À[¿�¸ ×3½ À
º�É ½ âGÀKÒWÀ ¾�½!½ ÀfÈ ¾�½ º!È�É ÒWÓK¸ ´ ò ¸ Á À ½ ¸=¿ ¾ º�À Ï Ã8ÓK¸=À Á ¸[Ãjº ¾�Á�¾ ÈWÌ ½ ËqÂ�¸[Ã8¿�¸2ÊjË ¾ ¸2ÊjË8À[¿oÈ�¸à[Â�º�É ¼�¸ Ô ¸bÊjË ¾ À ½!¾ Æ[ËqÉ È ½!¾ ÀKÂ�È ¾�½!¾ Ãjº�ÀoÌ
xN1

. . . xNk
. . . xNp

xB1
y11 . . . y1k . . . y1p b̄1´´´ ´´´ ´ ´ ´ . . .

´ ´ ´ . . . . . .
xBr yr1 . . . yrk . . . yrp b̄r

. . . . . .
´ ´ ´ . . .

´ ´ ´ . . . . . .
xBm ym1 . . . ymk . . . ymp b̄m

z1 − cN1
. . . zk − cNk

. . . zp − cNp cBB−1b

½ ÀK¹ ¾kµQ½!¾ ÊjË ¾ Â ¾�Ï ¸¨¼ ¾ Ãq¸ ½ Ëq¼ ¿�¸ ½ º ¾ È�¼�¸ ½ É Ã8¿ ¾ Â ¾ Ã8¿ ¾ Ãjº ¾�½ Ã8ÓK¸ Ô É Ãjº ¾ É È�¸ ¾ ÊjË ¾ Ax = b Ô¾ ÊjËqÉ Í[À Ï ¾ Ãjº ¾ ÀK¸ ½�½ É ½ º ¾ ¼iÀb¿ ¾p¾ ÊjË8ÀKÒ�Ý ¾�½
xBi

+

p∑

j=1

yijxNj
= b̄i, i = 1, . . . , m,

¸[Ã8¿ ¾ ¸ ½�Á ¸ ¾ Ñ Á É ¾ Ãjº ¾�½ yij ½ ÓK¸¨¸ ½ ÊjË ¾�Á ¸[Ã ½ º�ÀK¼ Ãq¸¨ÊjË8À[¿oÈ�¸ ´ ç ¾ Ãq¸Kº�ÀKÃ8¿�¸'Â�¸KÈ bαc ¸¨¼iÀKÉ ¸KÈÉ Ãjº ¾ É È�¸'Ã8ÓK¸ ½ ËqÂ ¾ È�É ¸KÈ=À α ÕG¸[Ë ½!¾ Ä!ÀoÌ bαc ¿ ¾ Ãq¸Kº�À'À'Â8À
È!º ¾ É Ãjº ¾ É È�À¨¿ ¾ α × Ì ½ ËqÂ�¸[Ã8¿�¸¨ÊjË ¾ b̄rÃ8ÓK¸ Ô É Ãjº ¾ É È�¸'ÕGÉ ´ ¾ ´ Ì8ÊjË ¾ À=Í[À
È�É ØWÍ ¾�Ï ¹8Ø ½ É Á À xBr

Ã8ÓK¸2º ¾ ¼øËq¼�Í[À Ï ¸KÈlÉ Ãjº ¾ É È�¸ ×�¾ È ¾�¾�½!Á È ¾ Í ¾ Ã8¿�¸À r µQÔ�½ É ¼iÀ ¾ ÊjË8ÀKÒWÓK¸�Ì�º�À ÏÎÁ ¸[¼�¸ ½!¾ É Ã8¿�É Á À
xBr +

∑p

j=1 (byrjc+ (yrj − byrjc))xNj
= bb̄rc+ (b̄r − bb̄rc)

m
xBr +

∑p

j=1 byrjcxNj
− bb̄rc = (b̄r − bb̄rc)−

∑p

j=1 (yrj − byrjc)xNj

Ì
Â�¸o¿ ¾ ¼�¸ ½�Á ¸[Ã Á�Ï ËqÉ ÈXÊjË ¾ ¸pÃq¸
ÍL¸�º ¾ È�¼�¸�É Ã8¿ ¾ Â ¾ Ã8¿ ¾ Ãjº ¾XÔ É Ãjº ¾ É È�¸�ÌLÊjË8À Ï ÊjË ¾ ÈAÊjË ¾�½!¾ Ä!ÀpÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï�Á ¸[¼ Á ¸[¼�Â�¸[Ã ¾ Ãjº ¾�½ É Ãjº ¾ É È�À ½ ´Ù ¸KÈ Ô ¼'ÌqËq¼iÀ�Í ¾ ã�ÊjË ¾ ¸=º ¾ È�¼�¸=É Ã8¿ ¾ Â ¾ Ã8¿ ¾ Ãjº ¾

(b̄r − bb̄rc)−
p∑

j=1

(yrj − byrjc)xNj

Ô É Ã�â ¾ È�É ¸KÈ�À 1 Õ�¿qÀ[¿�¸=ÊjË ¾ b̄r − bb̄rc < 1 Ì yrj −byrjc ≥ 0 ¾ xNj
≥ 0 Â8À
È�À j = 1, . . . , p × Ì�À ½½ ¸ Ï ËqÒ�Ý ¾�½ À[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾ É ½ Õ Á ¸[¼ Á ¸[¼�Â�¸[Ã ¾ Ãjº ¾�½ É Ãjº ¾ É È�À ½�× ¿ ¾ Í ¾ ¼ ½ À
º�É ½ âGÀKã ¾ ÈfÀ=Ãq¸
Í[À�È ¾�½ º!È�É ÒWÓK¸ æ

(b̄r − bb̄rc)−
∑p

j=1 (yrj − byrjc)xNj
≤ 0

m
−

∑p

j=1 (yrj − byrjc)xNj
≤ −(b̄r − bb̄rc).



w�w�� ý rs�K����qs�Kqs�ç�çÌÍjsÎK�����®���6þ���ÿ©o>æsk®�����K�
ç ¾�½ º�À5â¡¸KÈ�¼iÀ7Â�¸o¿ ¾ ¼�¸ ½fÁ ¸[Ã Á�Ï ËqÉ È=ÊjË ¾ À7Ãq¸
Í[ÀiÈ ¾�½ º!È�É ÒWÓK¸ Á ¸KÈ!º�À'À5È ¾ Æ[É ÓK¸ëÀ[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï ¿�¸Â�È�¸[ÆKÈ�ÀK¼iÀéÈ ¾�Ï À ß À[¿�¸�Ì�Â ¾�Ï ¸(ÊjË ¾ À ½ Ë8À�À[¿�É ÒWÓK¸ ÀK¸ Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸ ¿ ¾ È ¾�½ º!È�É Ò�Ý ¾�½ É ÃqÉ Á É ÀKÉ ½ À¦Í[ÀKÉï$ÀKÂ ¾ È!º�À
È!ð ¾ Ì ¾ Í ¾ Ãjº�Ë8À Ï ¼ ¾ Ãjº ¾ Ì[À Ï º ¾ È�À
È�À ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸fà[Â�º�É ¼iÀ Á ¸KÈ!È ¾ Ãjº ¾ ´LÙ ¸KÈ�ÀKÂ Ï É Á ÀKÒWÓK¸2¿qÀ�º Ô�Á ÃqÉ Á ÀÂ�à ½$µ ¸[Â�º�É ¼iÀ Ï ÀKÃjº ¾ È�É ¸KÈ�¼ ¾ Ãjº ¾ È ¾ â ¾ È�É ¿qÀ�Õ�À ½!½ ¸ Á É À[¿qÀ;ê7À[¿�É ÒWÓK¸¨¿ ¾ Ëq¼iÀiÃq¸
Í[ÀiÈ ¾�½ º!È�É ÒWÓK¸ × Â�¸o¿ ¾âGÀ Á É Ï ¼ ¾ Ãjº ¾ ¿ ¾ º ¾ È�¼�É Ã8À
È µQ½!¾ Ëq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸pà[Â�º�É ¼iÀ�ÕGÂ8À
È�À�¸�Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀIÈ ¾�Ï À ß À[¿�¸ × ÊjË ¾X½ À
º�É ½ âGÀKÒWÀÀ2È ¾�½ º!È�É ÒWÓK¸iÊjË ¾ À Á ÀK¹8ÀK¼�¸ ½ ¿ ¾ É Ãjº!È�¸o¿�Ëqã�É È ´Ç ÀKÂ Ï É Á ÀKÒWÓK¸ ½ É ½ º ¾ ¼iØ
º�É Á Àp¿ ¾�½ º ¾ Â�È�¸ Á�¾ ¿�É ¼ ¾ Ãjº�¸p¿ ¾�½ É Æ[Ã8À µQ½!¾ Â�¸KÈ3º Ô�Á ÃqÉ Á Àp¿�¸ ½�Á ¸KÈ!º ¾�½ Õ¡â È�À ÁkµÁ É ¸[Ã8ÀKÉ ½�× ¿ ¾Iä ¸[¼�¸KÈ%å ¾�Á ¸[Ã8¿�Ëqã µ Ãq¸ ½ ê2¸[¹�º ¾ ÃqÒWÓK¸b¿ ¾ Ëq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸bà[Â�º�É ¼iÀ�Â8À
È�À2¸=Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ¿ ¾ ¸[Â�º�É ¼�É ãWÀKÒWÓK¸¨Õ P × ´ �`La ��1bdc 	1�U� Ã���� õ� +ônî & ñjî�ô � �?ñ & ô ÿ�& ô-0 � ñ4 +õF�Qñ-ô ÿ ó�ò� 
ò *Xõ����IôgB

min{x1 + x2 : x1 + 2x2 ≥ 3, 3x1 + x2 ≥ 3, x1, x2 ≥ 0 ñ x1, x2 ∈ Z} .
ïWó�ò � ò *Xõ����Iô�õ�óP!%�5�]ò��iõ8�Iônî:�iô & óañjî��Qñ@ì�ô� +ô &4í ;h 	�c�iUX�Y�	 ´ � ¾�½ ¸ Ï Í ¾ Ã8¿�¸�¸�Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀlÈ ¾�Ï À ß À[¿�¸�Ì[À�Â8À
È!º�É ÈA¿qÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸p¹8Ø ½ É Á ÀpÀ[¿�¼�É ½!½!Ö Í ¾�Ï É ÃqÉ Á É À Ï
(x1, x2) = (3, 0) Ìq¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾[æ

1o x2 x3 2o x4 x3

x1
ù µ�¶ ú

x1 −2/5 1/5
ú � ü

x4
ü µ ú ý

x2 1/5 −3/5
ý � ü¶ µ�¶ ú

−1/5 −2/5 v-� üj ¼iÀ�Í ¾ ãlÊjË ¾ À ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸2à[Â�º�É ¼iÀ ¾ Ã Á ¸[Ãjº!È�À[¿qÀpÃ8ÓK¸pº ¾ ¼ Á ¸[¼�Â�¸[Ã ¾ Ãjº ¾�½ É Ãjº ¾ É È�À ½ ÌjÍ[ÀK¼�¸ ½A½!¾�Ï ¾�ÁkµÁ É ¸[Ã8À
È�Ëq¼iÀ2Í[À
È�É ØWÍ ¾�Ï Ã8ÓK¸bÉ Ãjº ¾ É È�À'ÕGÂ�¸KÈ ¾kß�¾ ¼�Â Ï ¸ x1 ×�¾ Æ ¾ È�À
È�¸ Á ¸KÈ!º ¾ À ½!½ ¸ Á É À[¿�¸7ê ¾ ÊjË8ÀKÒWÓK¸¿�¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸
x1 − 2

5
x4 + 1

5
x3 = 3

5
⇔ x1 − (0 + 2

5
)x4 + (0 + 1

5
)x3 = (0 + 3

5
)⇔ x1 = 3

5
+ 2

5
x4 − 1

5
x3 ´Ú ¸[¼�¸ Á ¸[Ã ½!¾ ÊjËq»�Ã Á É À=¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾ ¸ Á ¸KÈ!º ¾

3
5

+ 2
5
x4 − 1

5
x5 ≤ 0⇔ 2

5
x4 − 1

5
x3 + x5 = − 3

5
Ì x5 ≥ 0 ´Ç ¿�É Á É ¸[Ã8ÀKÃ8¿�¸bÀK¸�Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ2É ÃqÉ Á É À Ï À=Ãq¸
Í[À�È ¾�½ º!È�É ÒWÓK¸�Ì�¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾ ¸�ÊjË8À[¿oÈ�¸

xN

xB B−1N B−1b
x5 a3

N − a3
BB−1N b3 − a3

BB−1b

cBB−1N − cN cBB−1b

¸[Ã8¿ ¾ a3
N = [ 2

5
,− 1

5
] Ì a3

B = [0, 0] ¾ b3 = − 3
5
ÌqÂ ¾�Ï ¸�ÊjË ¾p½!¾ ¸[¹�º Ô ¼

a3
N − a3

BB−1N = [ 2
5
,− 1

5
] ¾ b3 − a3

BB−1b = − 3
5
´ò ¾�½ º�À ½lÁ ¸[Ã8¿�É Ò�Ý ¾�½ Ì8Â�¸KÈ�ÀKÂ Ï É Á ÀKÒWÓK¸5¿�¸=¼ Ô º�¸o¿�¸b¿�Ë8À ÏÎ½ É ¼�Â Ï ¾kß Ì�¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾ ¸ ½ ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½�æ

3o x4 x3 4o x4 x5

x1 µ ù � ü ¶�� ü ú � ü x1 0 1 ·
x2 ¶�� ü µ ú � ü ý � ü x2 −1 −3

ú
x5

ù � ü µ�¶�� ü µ ú � ü x3 −2 −5
ú

µ�¶�� ü µ ù � ü v-� ü −1 −2
ú

Ç Â8À
È!º�É Èb¿�¸;ÊjË8À[¿oÈ�¸ ½ É ¼�Â Ï ¾kß à[Â�º�É ¼�¸¨¸[¹�º�É ¿�¸¦ÕG¸ 4o × Ì Á ¸[Ã Á�Ï ËqÉ µQ½!¾ ÊjË ¾ (x1, x2) = (0, 3) ÔËq¼iÀ ½ ¸ Ï ËqÒWÓK¸�à[Â�º�É ¼iÀ2Â8À
È�À=¸bÂ�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ2É ÃqÉ Á É À Ï ´� § FQBDC�F�mLPQ@WaLg C�c�d�F�F$T�@IJLFDJjd�g cfC O BDC3ULC�F N �WO d�UL@WF h O d�g N BDC�PDdkBDJLPDd h mo@WPÎmLPQ@WaLg C�c�d�F�ULC3mLPQ@ � PDd�c�d�S�T�@g N O C�d�P N O BDC N PDd[\
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�L±k© ²´³ (P&Óù��Mù^���!"
`La �
��-±�-© 	t�U����� < î5� & ñ4�nõeônî:�nï]õnòYî:�Iônî�îAñ�'nïWò��]óañjî ÿ�& ô-0 � ñ4 +õnî+�Qñ ÿ�& ô(' & õ� +õ����Iô � ò���ñ¾õ & BC ; max{cT x : A′x = b′, A′′x ≥ b′′, x ≥ 0} îG ; min{cT x : Ax ≤ b} îH ; min{yT b : yT A ≤ cT , y ≥ 0} îN ; max{c′T x + c′′

T
x′′ : A′x′ + A′′x′′ ≤ b, x′ ≥ 0} ;`La �
��-±�-© 	t�U� ���@f & ô��?ñ 7 ïEñ-ôF�nï]õ � �Iô"�nï]õ � �Qñgï
 ÿ�& ô(' & õ� +õ � ò���ñ¾õ & !-ô ÿ�& ò� +õ � ;`La �
��-±�-© 	t�U� ����¡ ô��]îiò��Qñ & õ����Iôeô ÿ�& ô(' & õ� +õ � ò���ñ¾õ &Iÿ�& ò� +õ � ��õ , ô &  +õ"�iõ���E��]ò��iõ

min{cT x : Ax ≥ b, x ≥ 0} .
ÿ�& ô��?ñ 7 ïEñ+îAñeñ%$nòYîióañ+ï
 ÿ õ & �Qñ+î�ô � ï/��>Mñjî x∗ ñ y∗ õ-�� 
òYîiî(3��?ñjòYî(. & ñjî ÿ ñ%��ó�ò��nõ� 1ñ4�]óañ4. ÿ õ & õfôÿ�& ò� +õ � ñ ÿ õ & õSô}�nï]õ � ._î�õnó�òYî , õ#*Mñ4���IôSõ}�iô� ÿ�� ñ4 1ñ4�]ó&õ & ò��Iõ-�QñF�QñFqYî � õ-�4ïMî�s ._ò ; ñ ; . y∗T (Ax∗ −
b) = (cT − y∗T A)x∗ = 0 .gñ4�]ó=�Iôfñjîió&õnî+î�ô � ï/��>Mñjî+î5�Iô�E ÿ ó�ò� +õnî(. & ñjî ÿ ñ%��ó�ò��nõ� 1ñ4�]óañ4. ÿ õ & õfôÿ�& ò� +õ � ñ ÿ õ & õeô"�nï]õ � ;`La �
��-±�-© 	��U� �U��¡ ô��]îiò��Qñ & ñ�ô ÿ�& ô(' & õ� +õ � ò���ñ¾õ & ? P A min{cT x : Ax = b, x ∈ X} . 7 ïEñ1ô�iô��Að�ï
�]ó&ô X = {x ∈ R

n : Bx ≥ d, x ≥ 0} !
ï
 ÿ ô � òYó&ô ÿ ôSñ 7 ïEñ {x ∈ R
n : Ax = b, x ∈

X} 6= ∅ ;C ; f & ô��?ñ 7 ïEñ-ô ÿ�& ô(' & õ� +õ
maxw{wT b + min{(cT − wT A)x : x ∈ X}

ñ 7 ïWò��nõ � ñ-õIôF�nï]õ � �Qñ@? P A � ;G ; Ä-ñ4��ônó&õ����Iô ÿ ô & x1, . . . , xp .�ônîI��! & ó�ò��jñjî��Qñ X . ÿ�& ô��?ñ 7 ïEñ-ô ÿ�& ô-0 � ñ4 +õF�Qñjóañ &  
ò���õ-�Iô��õ�õ � 3���ñ¾õ1õ��]óañ & ò3ô & îAñ ÿ ô#�QñJó & õ��]î , ô &  +õ & ��ô ÿ�& ô-0 � ñ4 +õ �
max zî ; õ z ≤ wT b + (cT − wT A)xj . ÿ õ & õ j = 1, . . . , p ;
z . w ���Iô & ñjîió & ò��
'nò��Iônî ;`La �
��-±�-© 	t�U� ����¡ ô��]îiò��Qñ & ñ-ô ÿ�& ô(' & õ� +õ � ò���ñ¾õ & ? P A�B

min 2x1 + 2x2î ; õ −2x1 + x2 ≥ 1
x1 − 2x2 ≥ 1
x1, x2, ≥ 0

C ; Ä-ñjóañ &  
ò���ñÏô 7 ï]õ-� & ôgîiò� ÿ�� ñ%$Jõnîiî�ô#��ò3õ-�Iô+��î�ô � ï/���Iô+0(2nîiò��iõI���IôJõ-�� 
òYîiî(3��?ñ � [ x1

x2

]
=

[
0
0

] ;
G ;Ið ô &  
ï � ñ-ôF�nï]õ � �Qñ@? P A ;H ; � ÿ�� ò��iõ����Iô-ô:�nï]õ � îiò� ÿ�� ñ%$JõIô 7 ï]õ-� & ô
ô-0�ó�ò��Iô
ñ4 C �?ñ & ò K 7 ïEñ:? ð�ïWîió�ò K��iõ����Iô5A�îAñÏô+�nï]õ ��Qñ@? P A
óañ4 î�ô � ï/���IôFE ÿ ó�ò� +õLKM�]òYó&õ ;� x J � C�FQB$T�@-ñKR�@ O FQBDPQJjd�@IULJjd�goULC ¢ P £ h ¢ D £ h O d�F Y d�P N r Y C N F w

C
y
C h mjd�PDdlR�d�Ujd w ¢ ÇLZ[@K£ h R�@ O F N ULC�PQC@�ULJjd�g8ULC ¢ D £$\� § FQBDC�B N mo@pULCIULC�R�@Wcfmo@WF N S�T�@ M R�@ O �LC�R N Ujdpmo@WPAULC�R�@Wcfmo@WF N S�T�@pULC]òuC O ULC�PQF�\



w�w Æ ý rs�K����qs�Kqs�ç�çÌÍjsÎK�����®���6þ���ÿ©o>æsk®�����K�
`La �
��-±�-© 	Ü�U�  ��1¡ ô��]îiò��Qñ & ñ�ô ÿ�& ô(' & õ� +õ � ò���ñ¾õ & min{cT x : Ax ≤ b, x ≥ 0} .Ïô����Qñ cT =
[−2, 1,−1] ñgô 7 ï]õ-� & ô�îiò� ÿ�� ñ%$ & ñ%�nï-*�ò��Iô"E ÿ ó�ò� +ô 7 ïEñ � 6]ñgñjîió=21õnîiî�ô#��ò3õ-�IôO?���ô 7 ï]õ � x4

ñ x5î5�Iô@�nõ & ò�2��?ñjòYî:�Qñ+�Qñjî(�Xò3ô5A
x2 x3 x4

x1
C C C ó

x5
G C C C-¥Q H Q C Q G Q C�G

C ;+D õ-0jñ4���Iô 7 ïEñ ÿ�& ñjóañ4���Qñ+ +ô#�nò K��iõ & c . , õ#*Mñ4���Iô
cT = [−2, 1,−1] + ∆[1, 1, 2] .�Qñjóañ &  
ò���ñJô-ò��]óañ & �nõ � ô@�QñL�nõ � ô & ñjîI�Qñ ∆ ÿ õ & õ1ônî 7 ï]õnòYî�õ-î�ô � ï/���Iô@0(2nîiò��iõ@�iô &4& ñ4�]óañgîAñ +õ��]óP!4 JE ÿ ó�ò� +õ ;G ;+D õ-0jñ4���Iô 7 ïEñ1õO�iô � ï
��õ}�Qñ A õnîiî�ô#��ò3õ-�IõSõ x2

. [
1
2

] . ÿ õnîiî�ônï ÿ õ & õ [
2
5

] .½�?ñ & ò K�Q
7 ïEñJîAñ-õnî+�iô����nò���>Mñjî+�Qñ-ô ÿ ó�ò� +õ � ò��Iõ-�Qñ
õnîiî�ô#��ò3õ-�Iõnî+�+î�ô � ï/���Iô80(2nîiò��iõ8�iô &4& ñ4�]óañ , ô & õ� õ � óañ & õ-�Iõnî ;H ; ¡ ô��]îiò��Qñ & õ����Iô 7 ïEñ-õIô ÿ�& ô-0 � ñ4 +õ�ô & ò 'nò���õ � îAñ-õ-� & ñjî5�jñ4�]ó&ônïlõ & ñjîió & ò����Iô

x1 + 4x2 ≤ 7 .�Qñjóañ &  
ò���ñ
õ & ñjî ÿ ñ%��ó�ò��nõ�î�ô � ï/���IôFE ÿ ó�ò� +õ ÿ õ & õ�ô ÿ�& ô-0 � ñ4 +õ@ +ô#�nò K��iõ-�Iô ;`La �
��-±�-© 	t�U��£���¡ ô��]îiò��Qñ & ñ
ô ÿ�& ô(' & õ� +õ � ò���ñ¾õ & ? f A�B
min 5x1 + 2x2 + 4x3î ; õ ; 3x1 + x2 + 2x3 ≥ 5

6x1 + 3x2 + 5x3 ≥ 10
x1, x2, x3 ≥ 0.C ; < î5� & ñ4�nõ�ô ÿ�& ô-0 � ñ4 +õ8�nï]õ � ?�ÄÑA1ñ & ñjî�ô � �nõ�Qaô�._õ ÿ�� ò��iõ����Iô�ô9 "!jó&ô#�Iô1îiò� ÿ�� ñ%$ ;G ; � ÿ õ & ó�ò & �IõJî�ô � ï/���Iô�E ÿ ó�ò� +õ
ô-0�ó�ò��Iõ ÿ õ & õ"?�ÄÑA#.d�Qñjóañ &  
ò���ñÏï
 +õgî�ô � ï/���Iô9E ÿ ó�ò� +õ ÿ õ & õ? f A#.ÏïWó�ò � ò *Xõ����IôLôTóañ¾ô & ñ4 +õ1�Iõ��iô� ÿ�� ñ4 1ñ4�]ó&õ & ò��Iõ-�QñTñ4�]ó & ñeõnî�î�ô � ï/��>MñjîFE ÿ ó�ò� +õnîF�Iô�nï]õ � ñ+�Iô ÿ�& ò� +õ � ;
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Ç ¸KÈ�É Æ ¾ ¼ ¿qÀ óañ¾ô & ò3õ��IônîF' & õ , ônî Ô Ì ¾ ¼ Æ ¾ È�À Ï ÌIÀ ½!½ ¸ Á É À[¿qÀ�ÀK¸¦Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ�¿qÀ ½5½!¾ º ¾ Â�¸[Ãjº ¾�½¿ ¾Oø)ù ÃqÉ ½ Æ[¹ ¾ È�Æ�Õ Á É ¿qÀ[¿ ¾ ¿qÀ Ù È�ñ ½!½ É À í È�É ¾ Ãjº�À Ï ÊjË ¾ ÀKÆ[¸KÈ�À ½!¾ ¿ ¾�½ É Æ[Ã8ÀéÂ�¸KÈ ø À Ï É ÃqÉ ÃqÆKÈ�À[¿ × ´Ù À
È!º ¾ ¿ ¾�½ º�À Á É ¿qÀ[¿ ¾2Ï ¸ Á À Ï É ãWÀWÍ[À µQ½!¾b¾ ¼Ü¿�Ë8À ½ É Ï Û8À ½ ¿�¸�È�É ¸ Ù È ¾ Æ ¾�Ï�Ï É ÆLÀ[¿qÀ ½p¾ Ãjº!È ¾�½ ÉuÂ�¸KÈpËq¼iÀÂ�¸[Ãjº ¾7¾ ê ½ ¼iÀ
È�Æ ¾ Ã ½ Â�¸KÈ 6 Â�¸[Ãjº ¾�½ ´ j ¼iÀ ½ ¿qÀ ½ É Ï Û8À ½�¾�½ º�ÀWÍ[À Ï É ÆLÀ[¿qÀ�Â�¸KÈ5¿�Ë8À ½ Â�¸[Ãjº ¾�½ ÀÁ À[¿qÀ�Ëq¼iÀ�¿qÀ ½ ¼iÀ
È�Æ ¾ Ã ½ ¿�¸�È�É ¸ ¾ Ài¸[Ë�º!È�Àbº�É ÃqÛ8À�Ëq¼iÀ=Â�¸[Ãjº ¾ Â8À
È�À Á À[¿qÀi¼iÀ
È�Æ ¾ ¼ ´ Ú ¸[Ã ½ º�ÀÊjË ¾ ¸ ½ Û8ÀK¹qÉ º�ÀKÃjº ¾�½ Æ[¸ ½ º�ÀWÍ[ÀK¼ ¿ ¾ ¿qÀ
È2Â8À ½!½!¾ É ¸ ½ ¿ ¾ ¼�¸o¿�¸'À'À
º!È�ÀWÍ ¾�½!½ À
È�º�¸o¿qÀ ½ À ½ Â�¸[Ãjº ¾�½�¾ÊjË ¾ À Ï Æ[ËqÃ ½ ÀKÃ8¿qÀWÍ[ÀK¼0Â8À
È!º�É Á Ë Ï À
È�¼ ¾ Ãjº ¾ ÀK¹�¸KÈ!È ¾�Á É ¿�¸ ½ Â ¾�Ï ¸7âGÀ Á º�¸¨¿ ¾ Ã8ÓK¸ ¾ Ã Á ¸[Ãjº!È�À
È ¾ ¼0Ëq¼º!È�ÀWÄ ¾�Á º�¸ Õ Á ¸[¼ìÂ8À
È!º�É ¿qÀ ¾5Á Û ¾ ÆLÀ[¿qÀ;À¨Ëq¼ì¼ ¾�½ ¼�¸ Ï ËqÆLÀ
È × ÊjË ¾iÏ Û ¾�½ Â ¾ È�¼�É º�É ½!½!¾ À
º!È�ÀWÍ ¾�½!½ À
ÈÀKÂ ¾ Ã8À ½ Ëq¼iÀ¨Í ¾ ã Á À[¿qÀëËq¼iÀ;¿qÀ ½ Â�¸[Ãjº ¾�½ ´ í ¼iÀ
º ¾ ¼iØ
º�É Á ¸ ½ Ë Ö Ò�¸ Z ¾ ¸[ÃqÛ8À
È�¿ ÷ Ë Ï ¾ È;Õ ¶ þ · þ µ¶ þ�¢[ú × º�¸[¼�¸[Ë Á ¸[ÃqÛ ¾�Á É ¼ ¾ Ãjº�¸5¿ ¾�½ º ¾ Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ ¾ È ¾�½ ¸ Ï Í ¾ Ë µ ¸ëÕGÉ Ã8¿�É Á ÀKÃ8¿�¸5ÀiÉ ¼�Â�¸ ½!½ É ¹qÉ Ï É ¿qÀ[¿ ¾¿ ¾X¾kß É ½ º�»�Ã Á É À�¿ ¾ Ëq¼�º�À Ï Â ¾ È Á Ë�È ½ ¸ × ÌKÃoËq¼iÀI¼ ¾ ¼�àKÈ�É À�ÊjË ¾ ÂqËq¹ Ï É Á ¸[Ë ¾ ¼ ä ÀKÃ Ù ¾ º ¾ È ½ ¹qË�È�Æ[¸ ¾ ¼¶ þKú[ý ´3Ù È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ ½2Á ¸[¼�É ÃqÆKÈ ¾ ¿�É ¾ Ãjº ¾�½2½!¾ ¼ ¾�Ï Û8ÀKÃjº ¾�½ â¡¸KÈ�ÀK¼ìÂ�¸ ½ º ¾ È�É ¸KÈ�¼ ¾ Ãjº ¾ ÀK¹�¸KÈ�¿qÀ[¿�¸ ½ Â�¸KÈ¸[Ë�º!È�¸ ½ ¼iÀ
º ¾ ¼iØ
º�É Á ¸ ½�Á ¸[¼�¸ Ô ¸ Á À ½ ¸�¿�¸l¼iÀ
º ¾ ¼iØ
º�É Á ¸IÉ È Ï ÀKÃ8¿�» ½ ä É È § É Ï Ï É ÀK¼ � ¸#úIÀKÃI�pÀK¼�É Ï º�¸[ÃÕ ¶ ¢ · ü µ�¶ ¢[ýLü × ÊjË ¾ Ì�Â�¸KÈ ½ Ë8À5Í ¾ ã[Ì�Â�È�¸[Â�~ ½ Ëq¼ÐÂ�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ7ÊjË ¾ ¿ ¾�½ É Æ[Ãq¸[Ë�Â�¸KÈ �Xò3õ#'Qñ4 û�8�nô � ó&õ�Iô� 
ï
���Iô ÊjË ¾7Á ¸[Ã ½ É ½ º ¾'¾ ¼óÂ ¾ È Á ¸KÈ!È ¾ È�º�¸o¿�¸ ½ ¸ ½ Í Ô È!º�É Á�¾�½ ¿ ¾ Ëq¼ó¿�¸o¿ ¾�Á À ¾ ¿oÈ�¸(ÕGÂ�¸ Ï É ¾ ¿oÈ�¸È ¾ Æ[Ë Ï À
È Á ¸[¼ 20 Í Ô È!º�É Á�¾�½ ¿ ¾ ÆKÈ�ÀKË 3 ¾ âGÀ Á�¾�½ Â ¾ Ãjº�ÀKÆ[¸[Ã8ÀKÉ ½�× Â8À ½!½ ÀKÃ8¿�¸;Ëq¼iÀ5ñqÃqÉ Á À'Í ¾ ã ¾ ¼Á À[¿qÀlÍ Ô È!º�É Á�¾�¾XÁ ¸[¼ÅÂ8À
È!º�É ¿qÀ ¾�Á Û ¾ ÆLÀ[¿qÀlÃq¸�¼ ¾�½ ¼�¸lÍ Ô È!º�É Á�¾ ´ ç ¾�½ ¿ ¾�¾ Ãjº�ÓK¸�Ì
¼=ËqÉ º�¸ ½ Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ ½¿ ¾ Ã8À
º�Ë�È ¾ ãWÀ Á ¸[¼=¹qÉ Ã8À
º�àKÈ�É À�º�»�¼ ½ É ¿�¸f¼�¸o¿ ¾�Ï À[¿�¸ ½ Â�¸KÈXÆKÈ�À
â¡¸ ½XÁ ¸[¼vÀK¹�¸KÈ�¿qÀKÆ ¾ Ã ½ ÊjË ¾ Ì[Â�¸KÈ ½ Ë8ÀÍ ¾ ã[ÌLº�»�¼~Æ ¾ È�À[¿�¸=Ãq¸
ÍL¸ ½�Á ¸[Ã Á�¾ É º�¸ ½I¾ È ¾�½ Ë Ï º�À[¿�¸ ½IÁ ¸[¼=¹qÉ Ã8À
º�àKÈ�É ¸ ½ ¿ ¾ ÀKÂ Ï É Á ÀKÒWÓK¸bÆ ¾ Ã ¾ È�À Ï É ãWÀ[¿qÀoÌº!È�ÀKÃ ½ â¡¸KÈ�¼iÀKÃ8¿�¸�Àlº ¾ ¸KÈ�É À�¿�¸ ½ ÆKÈ�À
â¡¸ ½ ÃoËq¼iÀlØ
È ¾ À�¿qÀ�¼iÀ
º ¾ ¼iØ
º�É Á À Á ¸[Ãjº ¾ ¼�Â�¸KÈ4�KÃ ¾ À�¿ ¾ É Ãjº ¾ Ã ½ ÀÉ ÃoÍ ¾�½ º�É ÆLÀKÒWÓK¸ ´÷ ½ º ¾�Á ÀKÂ Ö º�Ë Ï ¸2É ÃqÉ Á É À µQ½!¾pÁ ¸[¼v¸ ¾�½ º�Ë8¿�¸2¿�¸ ½�Á ¸[Ã Á�¾ É º�¸ ½�¾ È ¾�½ Ë Ï º�À[¿�¸ ½ â¡ËqÃ8¿qÀK¼ ¾ Ãjº�ÀKÉ ½ ¿qÀfº ¾ ¸KÈ�É À¿�¸ ½ ÆKÈ�À
â¡¸ ½ Ì ½!¾ Æ[ËqÉ Ã8¿�¸ µQ½!¾ ¸ ½ Â�È�¸[¹ Ï ¾ ¼iÀ ½ ¼ Ô º!È�É Á ¸ ½�¾ ¼�ÆKÈ�À
â¡¸ ½ ÌK¸ ¾�½ º�Ë8¿�¸�¿�¸ ½ ÆKÈ�À
â¡¸ ½ ¹qÉ Â8À
È!º�É ¿�¸ ½ ÌØ
È�ÍL¸KÈ ¾�½l¾Åü ¸KÈ ¾�½ º�À ½l¾f¾ ¸ ¾�½ º�Ë8¿�¸b¿�¸ ½lÁ ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸ ½ É Ã8¿ ¾ Â ¾ Ã8¿ ¾ Ãjº ¾�½ Ì Á�Ï É ÊjË ¾�½l¾fÁ ¸ Ï ¸KÈ�ÀKÒ�Ý ¾�½ ´
©T±n° -/�!�fù^(*��4s�!" ( &)(*"A	f¶�4s,!0 �!"þýj	 � 0 ,���(*�54s,!��"
j ¼ ' & õ , ô G Ô Ëq¼îÂ8À
È5¿ ¾'Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸ ½ (V, E), º�À Ï ÊjË ¾ V = V (G) = {v1, . . . , vn} Ô ¸Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸=¿�¸ ½ ��! & ó�ò��jñjî ¾ E = E(G) Ô ¸ Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸=¿qÀ ½ õ & ñjîió&õnî Ì8À Á À[¿qÀ�Ëq¼iÀ�¿qÀ ½ ÊjË8ÀKÉ ½�Á ¸KÈ µÈ ¾�½ Â�¸[Ã8¿ ¾ Ëq¼ ½ Ëq¹ Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸2¿ ¾ V (G) ¿ ¾�Á À
È�¿�É Ã8À Ï É ¿qÀ[¿ ¾ 2, É ´ ¾ ´ Ì E(G) = {e1, . . . , em}, Á ¸[¼
ek = {vki

, vkj
}, Â8À
È�À k ∈ {1, . . . , m}.

j ¼�ÆKÈ�À
â¡¸7¿�É ã µQ½!¾ îiò� ÿ�� ñjî ½!¾ Ã8ÓK¸ ¾kß É ½ º ¾ ¼ÜÀ
È ¾�½ º�À ½Â8À
È�À Ï ¾�Ï À ½ ÕG¼iÀKÉ ½ ¿�¸=ÊjË ¾ Ëq¼iÀfÀ
È ¾�½ º�À ¾ Ãjº!È ¾ ¸ ½ ¼ ¾�½ ¼�¸ ½ Í Ô È!º�É Á�¾�½�× Ã ¾ ¼ Ï À Á�¾ º ¾�½ Õ�À
È ¾�½ º�À ½�Á ¸[¼ÀK¼=¹�¸ ½ ¸ ½f¾kß º!È ¾ ¼�¸ ½ Ãq¸7¼ ¾�½ ¼�¸iÍ Ô È!º�É Á�¾
× ´ ò ¸ Á À ½ ¸'¿�¸ ½ ÆKÈ�À
â¡¸ ½2½ É ¼�Â Ï ¾�½ ÌÎÂ�¸KÈ ½ É ¼�Â Ï É Á É ¿qÀ[¿ ¾
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¿ ¾ Ãq¸Kº�ÀKÒWÓK¸�Ì8Ëq¼iÀ=À
È ¾�½ º�À ¾ Ãjº!È ¾ ¸ ½ Í Ô È!º�É Á�¾�½ x ¾ y ½!¾ È�Ø=È ¾ Â�È ¾�½!¾ Ãjº�À[¿qÀ2Â�¸KÈ xy ´j ¼ �nò ' & õ , ô ¸[Ë ' & õ , ô�ô & ò&ñ4�]ó&õ-�Iô −→G Ô Ëq¼�Â8À
È�¿ ¾pÁ ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸ ½ (V, A), º�À Ï ÊjË ¾ V = V (

−→
G) =

{x1, . . . , xn} Ô ¸ Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸7¿�¸ ½ ��! & ó�ò��jñjî ¾ A = A(
−→
G) ⊂ V × V Ô ¸ Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸7¿�¸ ½ õ & �iônîÕ Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸2¿ ¾ Â8À
È ¾�½ ¸KÈ�¿ ¾ Ã8À[¿�¸ ½ ¿ ¾ Í Ô È!º�É Á�¾�½�× ´ ç À[¿�¸�Ëq¼~À
È Á ¸ a = (x, y) ∈ A(

−→
G ) Ìj¸2Í Ô È!º�É Á�¾

x ¿ ¾�½ É Æ[Ã8À µQ½!¾ �iõnï��Iõ ¿ ¾ a ¾ ¿ ¾ Ãq¸Kº�À µQ½!¾ cau(a) ¾ ¸7Í Ô È!º�É Á�¾ y ¿ ¾�½ É Æ[Ã8À µQ½!¾ Â�¸KÈ �iõ-0jñp�Mõ ¿ ¾ a¾ ¿ ¾ Ãq¸Kº�À µQ½!¾ Â�¸KÈ cab(a) ´�Ù ¸KÈ ¾kß�¾ ¼�Â Ï ¸�Ì�Ãq¸ Á À ½ ¸'¿�¸7¿�É ÆKÈ�À
â¡¸5È ¾ Â�È ¾�½!¾ Ãjº�À[¿�¸5Ã8À å É Æ[Ë�È�À ü ´ ¶ ÌÁ ¸[Ã ½ É ¿ ¾ È�ÀKÃ8¿�¸b¸�À
È Á ¸ a4 = (x, z) Ì cau(a4) = x ¾ cab(a4) = z ´j ¼~¿�É ÆKÈ�À
â¡¸=¿�É ã µQ½!¾ îiò� ÿ�� ñjî ½!¾ Ã8ÓK¸�º ¾ ¼vÃ ¾ ¼~À
È Á ¸ ½ ¼=ñ Ï º�É Â Ï ¸ ½ ÕG¼iÀKÉ ½ ¿�¸2ÊjË ¾ Ëq¼vÀ
È Á ¸ ¾ Ãjº!È ¾¸b¼ ¾�½ ¼�¸2Â8À
È�¿ ¾ Í Ô È!º�É Á�¾�½�× Ã ¾ ¼øÀ
È Á ¸ ½�Á ¸[¼�ÀK¼=¹�¸ ½ ¸ ½l¾kß º!È ¾ ¼�¸ ½ Ãq¸=¼ ¾�½ ¼�¸=Í Ô È!º�É Á�¾ ´ò ¾�½ º ¾ º ¾kß º�¸�Ì�¸ ½ ÆKÈ�À
â¡¸ ½ Õ�¿�É ÆKÈ�À
â¡¸ ½�×�½ É ¼�Â Ï ¾�½�½ ÓK¸b¿ ¾�½ É Æ[Ã8À[¿�¸ ½ ÀKÂ ¾ Ã8À ½ Â�¸KÈ ' & õ , ônî Õ �nò ' & õ , ônî ×X¾¸ ½ ÆKÈ�À
â¡¸ ½ Õ�¿�É ÆKÈ�À
â¡¸ ½�×�Á ¸[¼ Ï À Á�¾ º ¾�½l¾�� ¸[Ë7À
È ¾�½ º�À ½ Â8À
È�À Ï ¾�Ï À ½ Â�¸KÈ  
ï � ó�ò ' & õ , ônî Õ  
ï � ó�ò��nò ' & õ , ônî × ´í Ãoñq¼ ¾ È�¸2¿ ¾ Í Ô È!º�É Á�¾�½�¾ À
È ¾�½ º�À ½ ¿ ¾ Ëq¼vÆKÈ�À
â¡¸'Õ�¿�É ÆKÈ�À
â¡¸ × ¿ ¾�½ É Æ[Ã8À µQ½!¾ ÌoÈ ¾�½ Â ¾�Á º�É Í[ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ ÌjÂ�¸KÈô & �Qñ4 ¾ �nò� 1ñ4�]î5�Iô ¿�¸bÆKÈ�À
â¡¸¨Õ�¿�É ÆKÈ�À
â¡¸ × ´í ½ ÆKÈ�À
â¡¸ ½ Õ�¿�É ÆKÈ�À
â¡¸ ½�×b½ ÓK¸�¼=ËqÉ º�À ½ Í ¾ ã ¾�½ È ¾ Â�È ¾�½!¾ Ã�º�À[¿�¸ ½ Â�¸KÈbÑ8Æ[Ë�È�À ½ Â Ï ÀKÃ8À ½bÁ ¸[Ã ½ º�É º�Ë Ö ¿qÀ ½Â�¸KÈ Ï É ÃqÛ8À ½ Õ Ï É ÃqÛ8À ½ ¸KÈ�É ¾ Ãjº�À[¿qÀ ½�×�¾ Â�¸[Ãjº�¸ ½ Ì�À ½ Â�È�É ¼ ¾ É È�À ½ È ¾ Â�È ¾�½!¾ Ãjº�ÀKÃ8¿�¸'À
È ¾�½ º�À ½ Õ�À
È Á ¸ ½�×p¾¸ ½�½!¾ Æ[ËqÃ8¿�¸ ½ Í Ô È!º�É Á�¾�½ ´ Ú ¸[¼�¸ ¾kß�¾ ¼�Â Ï ¸�ÌqÃ8À å É Æ[Ë�È�À ü ´ ¶ È ¾ Â�È ¾�½!¾ Ãjº�À µQ½!¾ ¸bÆKÈ�À
â¡¸ G ¿ ¾ ¸KÈ�¿ ¾ ¼
6 ¾ ¿�É ¼ ¾ Ã ½ ÓK¸ 7 ¾ ¸�¿�É ÆKÈ�À
â¡¸ −→H ¿ ¾ ¸KÈ�¿ ¾ ¼ 5 ¾ ¿�É ¼ ¾ Ã ½ ÓK¸ 6 ´
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ç À[¿�¸�Ëq¼�ÆKÈ�À
â¡¸5Õ�¿�É ÆKÈ�À
â¡¸ × G Õ −→G × ÌjËq¼iÀpÀ
È ¾�½ º�À�Õ�À
È Á ¸ × ¿�É ã µQ½!¾ É Ã Á É ¿ ¾ Ãjº ¾ Ãq¸fÍ Ô È!º�É Á�¾ v, ½!¾
v Ô Ëq¼Ü¿�¸ ½�½!¾ Ë ½�¾kß º!È ¾ ¼�¸ ½ Õ�À Á ÀKË8¿qÀ�¸[Ë;À Á ÀK¹ ¾ ÒWÀi¿�¸5À
È Á ¸�Ì�Ãq¸ Á À ½ ¸7¿�¸ ½ ¿�É ÆKÈ�À
â¡¸ ½�×�¾ ¿�¸[É ½Í Ô È!º�É Á�¾�½ Ì x ¾ y, ¿�É ã ¾ ¼ µQ½!¾ õ-�aðXõ-�jñ4�]óañjî ½!¾

xy ∈ E(G) ({(x, y), (y, x)} ∩ A(
−→
G) 6= ∅).ç ¾ ÀKÆ[¸KÈ�À ¾ ¼~¿�É ÀKÃjº ¾ Ì ½!¾ ¼�Â�È ¾ ÊjË ¾ ¸ ½�Á ¸[Ã Á�¾ É º�¸ ½ ÀfÉ Ãjº!È�¸o¿�Ëqã�É È ½!¾ Ä!ÀK¼~Í[Ø Ï É ¿�¸ ½ º�ÀKÃjº�¸�Â8À
È�ÀÆKÈ�À
â¡¸ ½bÁ ¸[¼�¸¨¿�É ÆKÈ�À
â¡¸ ½ Ì3¸[Â�º�À
È ¾ ¼�¸ ½ Â ¾�Ï À ½ Ë8À¨ÀK¹�¸KÈ�¿qÀKÆ ¾ ¼ È ¾�Á ¸KÈ!È ¾ Ã8¿�¸�Ì�ËqÃqÉ Á ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ Ì�ê¨Ãq¸ µº�ÀKÒWÓK¸i¿�¸ ½ ÆKÈ�À
â¡¸ ½ Õ¡âGÀKã ¾ Ã8¿�¸ µQ½!¾ À=È ¾�½ Â ¾�Á º�É Í[ÀbÂ8À ½!½ ÀKÆ ¾ ¼ÜÂ8À
È�À�¿�É ÆKÈ�À
â¡¸ ½ Ì ½ Ëq¹ ½ º�É º�ËqÉ Ã8¿�¸�À
È ¾�½ º�ÀÂ�¸KÈ�À
È Á ¸ × ´

ç À[¿�¸ ½ ¿�¸[É ½ ÆKÈ�À
â¡¸ ½ G ¾ G′ ÌK¿�É ã µQ½!¾ ÊjË ¾ G′ Ô Ëq¼ ½ Ëq¹qÆKÈ�À
â¡¸p¿ ¾ G ¾ ÊjË ¾ G Ô Ëq¼ ½ ËqÂ ¾ È�ÆKÈ�À
â¡¸¿ ¾ G′ ÊjË8ÀKÃ8¿�¸ V (G′) ⊆ V (G) ¾ E(G′) ⊆ E(G) ´LÙ ¸KÈ ½ Ë8ÀpÍ ¾ ã[Ìj¿ ¾�½ É Æ[Ã8À µQ½!¾ Â�¸KÈ ½ Ëq¹qÆKÈ�À
â¡¸2¿ ¾
G ò����nï-*�ò��Iô Â ¾�Ï ¸ ½ Ëq¹ Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸7¿ ¾ Í Ô È!º�É Á�¾�½ V ′ ¾ ¿ ¾ Ãq¸Kº�À µQ½!¾ Â�¸KÈ G[V ′] ¸ ½ Ëq¹qÆKÈ�À
â¡¸7¸[¹�º�É ¿�¸¿ ¾ G É Æ[Ãq¸KÈ�ÀKÃ8¿�¸i¸ ½ Ëq¹ Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸i¿ ¾ Í Ô È!º�É Á�¾�½ V (G) \ V ′ ¾ Ì Á ¸[Ã ½!¾ ÊjË ¾ Ãjº ¾ ¼ ¾ Ãjº ¾ ÌqÀ ½ À
È ¾�½ º�À ½ÊjË ¾2Ï Û ¾2½ ÓK¸5É Ã Á É ¿ ¾ Ãjº ¾�½ ´ÎÙ ¸KÈ ¾kß�¾ ¼�Â Ï ¸�Ì�Ã8À å É Æ[Ë�È�À ü ´ ù È ¾ Â�È ¾�½!¾ Ãjº�À µQ½!¾ ¸ ½ Ëq¹qÆKÈ�À
â¡¸7¿�¸5ÆKÈ�À
â¡¸
G ÌÎÈ ¾ Â�È ¾�½!¾ Ãjº�À[¿�¸'Ã8À å É Æ[Ë�È�À ü ´ ¶ ÌuÉ Ã8¿�Ëqã�É ¿�¸'Â ¾�Ï ¸ ½ Ëq¹ Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸'¿ ¾ Í Ô È!º�É Á�¾�½ {3, 4, 5, 6} Ìu¸[Ë½!¾ Ä!ÀoÌ G[{3, 4, 5, 6}] ´ç ¾�½ É Æ[Ã8À µQ½!¾ Â�¸KÈ�ÆKÈ�À
â¡¸ �iô� ÿ�� ñjó&ô9?��]ï � ô5A ¿ ¾ ¸KÈ�¿ ¾ ¼ n ¾ ¿ ¾ Ãq¸Kº�À µQ½!¾ Â�¸KÈ Kn

Õ Nn × Ëq¼nÆKÈ�À
â¡¸Á ¸[¼ n Í Ô È!º�É Á�¾�½ ¿�¸[É ½ À5¿�¸[É ½ À[¿
Ä!À Á�¾ Ãjº ¾�½ ÕGÃ8ÓK¸7À[¿
Ä!À Á�¾ Ãjº ¾�½ Ì�¸[Ë ½!¾ Ä!ÀoÌ ½!¾ ¼0ÊjË8À Ï ÊjË ¾ ÈpÀ
È ¾�½ º�À × ´Ù ¸KÈ ½ Ë8À2Í ¾ ã[Ìq¿ ¾�½ É Æ[Ã8À µQ½!¾ Â�¸KÈlÆKÈ�À
â¡¸ �iô� ÿ�� ñ4 1ñ4�]ó&õ & ¿ ¾ Ëq¼�ÆKÈ�À
â¡¸ G ¾ ¿ ¾ Ãq¸Kº�À µQ½!¾ Â�¸KÈ Ḡ Ëq¼
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ÆKÈ�À
â¡¸ Á ¸[¼Ü¸i¼ ¾�½ ¼�¸ Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸i¿ ¾ Í Ô È!º�É Á�¾�½ ¿ ¾ G Ãq¸5ÊjË8À Ï ¿�¸[É ½ Í Ô È!º�É Á�¾�½�½ ÓK¸5À[¿
Ä!À Á�¾ Ãjº ¾�½�½!¾¾p½ à ½!¾ Ã8ÓK¸ ½ ÓK¸�À[¿
Ä!À Á�¾ Ãjº ¾�½�¾ ¼ G ´ç ¾ Ãq¸Kº�ÀKÃ8¿�¸éÂ�¸KÈ Gn
¸ Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸¦¿ ¾ º�¸o¿�¸ ½ ¸ ½ ÆKÈ�À
â¡¸ ½ ¿ ¾ ¸KÈ�¿ ¾ ¼ n ¾ Â�¸KÈ ⊆P

À�È ¾�Ï ÀKÒWÓK¸¹qÉ Ã8Ø
È�É À=¿ ¾ Ñ8ÃqÉ ¿qÀ ¾ ¼ Gn
º�À Ï ÊjË ¾ G1 ⊆P G2 ½!¾p¾�½ à ½!¾ G1 Ô Ëq¼ ½ Ëq¹qÆKÈ�À
â¡¸�¿ ¾ G2

Ì Ô É ¼ ¾ ¿�É µÀ
º�¸ Á ¸[Ã Á�Ï ËqÉ È�ÊjË ¾ P = (Gn,⊆P ) Ô Ëq¼ Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸=Â8À
È Á É À Ï ¼ ¾ Ãjº ¾ ¸KÈ�¿ ¾ Ã8À[¿�¸ ´ ò ¾�½ º ¾fÁ ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸Â8À
È Á É À Ï ¼ ¾ Ãjº ¾ ¸KÈ�¿ ¾ Ã8À[¿�¸�Ì Kn Ô ¸bñqÃqÉ Á ¸ ¾�Ï ¾ ¼ ¾ Ãjº�¸b¼iÀ ß É ¼iÀ Ï�¾ Nn
¸�ñqÃqÉ Á ¸ ¾�Ï ¾ ¼ ¾ Ãjº�¸=¼�É ÃqÉ µ¼iÀ Ï ´ Ç ¿�É Á É ¸[Ã8À Ï ¼ ¾ Ãjº ¾ Ì[¿qÀ[¿�¸ G ∈ Gn \{Nn, Kn}

Ì ÔIÁ�Ï À
È�¸2ÊjË ¾ G ¾ Ḡ Ã8ÓK¸ ½ ÓK¸ Á ¸[¼�Â8À
È�ØWÍ ¾ É ½ ´
ç À[¿�¸5Ëq¼ÐÆKÈ�À
â¡¸ G ¾ Ëq¼ÐÍ Ô È!º�É Á�¾ v ∈ V (G) ¿ ¾�½ É Æ[Ã8À µQ½!¾ Â�¸KÈ ' & õnï ¸[Ë �nõ � Ó4����ò3õ ¿ ¾ v ¾¿ ¾ Ãq¸Kº�À µQ½!¾ Â�¸KÈ dG(v) ¸5Ãoñq¼ ¾ È�¸i¿ ¾ À
È ¾�½ º�À ½ ¿ ¾ G É Ã Á É ¿ ¾ Ãjº ¾�½p¾ ¼ v.

í ¼iØ ß É ¼�¸�ÆKÈ�ÀKËé¿�¸ ½Í Ô È!º�É Á�¾�½ ¿ ¾ G ¿ ¾ Ãq¸Kº�À µQ½!¾ Â�¸KÈ ∆(G) ¾ ¸f¼ Ö ÃqÉ ¼�¸�ÆKÈ�ÀKË�Â�¸KÈ δ(G) ´ j ¼ÅÆKÈ�À
â¡¸2¿�É ã µQ½!¾ p µ È ¾ Æ[Ë Ï À
È½!¾ º�¸o¿�¸ ½ ¸ ½3½!¾ Ë ½ Í Ô È!º�É Á�¾�½ º�»�¼ÅÆKÈ�ÀKË p ÕGÃq¸ Á À ½ ¸�¿ ¾ p = 3 ¾�½ º ¾�½ ÆKÈ�À
â¡¸ ½ º�ÀK¼=¹ Ô ¼ ½!¾ ¿ ¾�½ É Æ[Ã8ÀK¼Â�¸KÈ �5ÿ�0�ò��iônî × ´
[ ¾ Ã8¿�¸ ¾ ¼ Á ¸[Ãjº�À¨ÊjË ¾ ÀK¸;À[¿�É Á É ¸[Ã8À
È�¼�¸ ½ ¸ ½ ÆKÈ�ÀKË ½ ¿ ¾ º�¸o¿�¸ ½ ¸ ½ Í Ô È!º�É Á�¾�½ ¿ ¾ Ëq¼�ÆKÈ�À
â¡¸À
È�¹qÉ º!È�Ø
È�É ¸�Ì G Ì Á À[¿qÀbÀ
È ¾�½ º�À Á ¸[Ãjº�Àb¿�Ë8À ½ Í ¾ ã ¾�½ Ì Á ¸[¼�âGÀ Á É Ï É ¿qÀ[¿ ¾2½!¾fÁ ¸[Ã Á�Ï ËqÉ�ÊjË ¾

∑

v∈V (G)

dG(v) = 2|E(G)| Õ ü ´ ¶
×
¾ Ì Á ¸[Ã ½!¾ ÊjË ¾ Ãjº ¾ ¼ ¾ Ãjº ¾ Ì�ÊjË ¾ ∑

v∈V (G) dG(v) = 0 (mod 2) ´ ç À;É Æ[Ë8À Ï ¿qÀ[¿ ¾ Õ ü ´ ¶
× ¿ ¾�Á ¸KÈ!È ¾ÀKÉ Ã8¿qÀbÊjË ¾
δ(G) ≤ b

2|E(G)|

n
c ≤ ∆(G). Õ ü ´ ù ×

ò ¸ Á À ½ ¸�¿ ¾ Ëq¼ ¿�É ÆKÈ�À
â¡¸�Ì −→G, Â�¸o¿ ¾ ¼�¸ ½�½!¾ Â8À
È�À
È7¸�ÆKÈ�ÀKË�¿ ¾ Ëq¼óÍ Ô È!º�É Á�¾ v ∈ V (
−→
G) ¾ ¼½!¾ ¼�É µ ÆKÈ�ÀKË7É Ã Á É ¿ ¾ Ãjº ¾

d−
−→
G

(v) = |{(x, v) ∈ A(
−→
G)}|

¾p½!¾ ¼�É µ ÆKÈ�ÀKË ¾ ¼ ¾ È�Æ ¾ Ãjº ¾
d+
−→
G

(v) = |{(v, x) ∈ A(
−→
G )}|,Â ¾�Ï ¸�ÊjË ¾ d−→

G
(v) = d−

−→
G

(v) + d+
−→
G

(v), ½!¾ Ã8¿�¸=º�ÀK¼=¹ Ô ¼~É ¼ ¾ ¿�É À
º�¸ Á ¸[Ã Á�Ï ËqÉ È�ÊjË ¾
∑

v∈V (
−→
G)

d+
−→
G

(v) =
∑

v∈V (
−→
G)

d−
G(
−→
G ).

Ú ¸[¼�¸ ¾kß�¾ ¼�Â Ï ¸�Ì�¸lÍ Ô È!º�É Á�¾ x ¿�¸�¿�É ÆKÈ�À
â¡¸ −→H È ¾ Â�È ¾�½!¾ Ãjº�À[¿�¸lÃ8À å É Æ[Ë�È�À ü ´ ¶XÔ º�À Ï ÊjË ¾ d−
−→
G

(x) = 1

¾ d+
−→
G

(x) = 2 ´



w�w�� �Í�?qs�?�����Ímp���øo��
í Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸5¿ ¾ Í Ô È!º�É Á�¾�½ À[¿
Ä!À Á�¾ Ãjº ¾�½ À�Ëq¼ÜÍ Ô È!º�É Á�¾ v ¿ ¾�½ É Æ[Ã8À µQ½!¾ Â�¸KÈ �Xò *�ò��/6Nõ����Mõ ¿ ¾ v ÕG¸[ËÁ ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸;¿ ¾ ÍoÉ ã�É ÃqÛq¸ ½ ¿ ¾ v ×f¾ ¿ ¾ Ãq¸Kº�À µQ½!¾ Â�¸KÈ NG(v) ´ Ú ¸[¼�¸ Á ¸[Ã ½!¾ ÊjËq»�Ã Á É ÀoÌ ÔiÁ�Ï À
È�¸�ÊjË ¾
dG(v) = |NG(v)| ´
ç À[¿�¸ ½ ¿�¸[É ½ ÆKÈ�À
â¡¸ ½ G ¾ H ÌoÀ ï
�]ò��Iô ¿ ¾ G Á ¸[¼ H ¿ ¾ Ãq¸Kº�À µQ½!¾ Â�¸KÈ G∪H ¾�Á ¸KÈ!È ¾�½ Â�¸[Ã8¿ ¾ÀK¸�ÆKÈ�À
â¡¸ G∪H = (V (G)∪V (H), E(G)∪E(H)) ¾ À ò��]óañ & îAñ%�%���Iô ¿ ¾ G Á ¸[¼ H ¿ ¾ Ãq¸Kº�À µQ½!¾Â�¸KÈ G ∩H ¾fÁ ¸KÈ!È ¾�½ Â�¸[Ã8¿ ¾ ÀK¸�ÆKÈ�À
â¡¸

G ∩H = (V (G) ∩ V (H), E(G) ∩E(H).Ú ¸[¼ø¹8À ½!¾ Ã ¾�½ º�Àb¿ ¾ Ñ8ÃqÉ ÒWÓK¸b¿ ¾ ËqÃqÉ ÓK¸ ¾ É Ãjº ¾ È ½!¾�Á ÒWÓK¸�Ì8Â�¸o¿ ¾ ¼�¸ ½ À
ÑqÈ�¼iÀ
È�ÊjË ¾ Ëq¼�ÆKÈ�À
â¡¸ G ½!¾Â8À
È!º ¾ Ãq¸ ½ ÆKÈ�À
â¡¸ ½ G1 = (V1, E1), . . . , Gk = (Vk, Ek) ½!¾ G =
⋃

1≤j≤k Gj ¾ Gp ∩ Gq =
∅ ∀p 6= q Ì�¸[Ã8¿ ¾ ∅ ¿ ¾ Ãq¸Kº�À=¸bÆKÈ�À
â¡¸i¿ ¾ Ñ8ÃqÉ ¿�¸=Â ¾�Ï ¸bÂ8À
È (∅, ∅) ´j ¼ÜÆKÈ�À
â¡¸ G ¿�É ã µQ½!¾ �iô���ñ%$Iô ½!¾ Ã8ÓK¸'À[¿�¼�É º ¾ ÊjË8À Ï ÊjË ¾ ÈpÂ8À
È!º�É ÒWÓK¸7Â8À
È�À7À Ï Ô ¼0¿qÀ�º!È�É ÍoÉ À Ï ÕGÉ ´ ¾ Ì
G = G ∪ ∅ × ´ÎÙ ¸KÈ ½ Ë8ÀiÍ ¾ ã[Ì�¿qÀ[¿�¸5Ëq¼ÜÆKÈ�À
â¡¸7Ã8ÓK¸ Á ¸[Ã ¾kß ¸ G Ì�Ëq¼ ½!¾ Ë ½ Ëq¹qÆKÈ�À
â¡¸'¿�É ã µQ½!¾ Ëq¼iÀ�iô� ÿ ô���ñ4�]óañ1�iô���ñ%$Iõ ÕG¸[Ë ½ É ¼�Â Ï ¾�½ ¼ ¾ Ãjº ¾ �iô� ÿ ô���ñ4�]óañ × ¿ ¾ G Ì ½!¾;Ô Ëq¼ ½ Ëq¹qÆKÈ�À
â¡¸ Á ¸[Ã ¾kß ¸¼iÀ ß É ¼iÀ Ï ÌuÃq¸ ½!¾ Ãjº�É ¿�¸ ¾ ¼îÊjË ¾5½!¾ Ã8¿�¸;É Ã8¿�Ëqã�É ¿�¸¨Â ¾�Ï ¸ ½ Ëq¹ Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸ë¿ ¾ Í Ô È!º�É Á�¾�½ V ′ Ì ∀x ∈
V (G) \ V ′ Ìq¸ ½ Ëq¹qÆKÈ�À
â¡¸ G[V ′ ∪ {x}] Ã8ÓK¸ ÔfÁ ¸[Ã ¾kß ¸ ´ç ¾�½ É Æ[Ã8À µQ½!¾ Â�¸KÈ ÿ õnîiîAñjò3ô ÃoËq¼�ÆKÈ�À
â¡¸ G Ì ¾ Ãjº!È ¾ ¸ ½ Í Ô È!º�É Á�¾�½ x ¾ y Ì�º�¸o¿qÀ�À ½!¾ ÊjËq»�Ã Á É À�¿ ¾ Í Ô È!º�É Á�¾�½¾ À
È ¾�½ º�À ½ ¿qÀ�â¡¸KÈ�¼iÀ

x = v1, v1v2, v2, . . . , vk−1, vk−1vk, vk = y,

Á ¸[¼ ¾ Í ¾ Ãjº�Ë8À Ï È ¾ Â ¾ º�É ÒWÓK¸b¿ ¾ Í Ô È!º�É Á�¾�½I¾ À
È ¾�½ º�À ½ ´ ò ¾�½ º ¾�Á À ½ ¸�Ìq¸ ½ Í Ô È!º�É Á�¾�½ x ¾ y ¿ ¾�½ É Æ[Ã8ÀK¼ µQ½!¾Â�¸KÈ3Í Ô È!º�É Á�¾�½�¾kß º!È ¾ ¼�¸ ½ ¿�¸�Â8À ½!½!¾ É ¸bÕ x Â�¸KÈ3Í Ô È!º�É Á�¾ É ÃqÉ Á É À Ï�¾ y Â�¸KÈ3Í Ô È!º�É Á�¾ Ñ8Ã8À Ï × ´ j ¼ ó & õaðMñ%��ó&ôÃoËq¼0ÆKÈ�À
â¡¸ G ¾ Ãjº!È ¾ ¸ ½ Í Ô È!º�É Á�¾�½ x ¾ y Ô Ëq¼�Â8À ½!½!¾ É ¸ ¾ Ãjº!È ¾ x ¾ y ½!¾ ¼ À
È ¾�½ º�À ½ È ¾ Â ¾ º�É ¿qÀ ½ÕGÂ�¸o¿ ¾ Ã8¿�¸�Ì8Ãq¸ ¾ Ãjº�ÀKÃjº�¸�Ì ¾kß É ½ º�É ÈpÍ Ô È!º�É Á�¾�½ È ¾ Â ¾ º�É ¿�¸ ½�× ´ j ¼ �iõ� 
ò��/6Nô ¾ Ãjº!È ¾ ¸ ½ Í Ô È!º�É Á�¾�½ x ¾ yÔ Ëq¼�º!È�ÀWÄ ¾�Á º�¸ ¾ Ãjº!È ¾ x ¾ y ½!¾ ¼~Í Ô È!º�É Á�¾�½ È ¾ Â ¾ º�É ¿�¸ ½ ´ í ½ º!È�ÀWÄ ¾�Á º�¸ ½ â ¾�Á Û8À[¿�¸ ½ ÕG¸[Ã8¿ ¾ ¸2Í Ô È!º�É Á�¾Ñ8Ã8À Ï�Á ¸[É Ã Á É ¿ ¾pÁ ¸[¼�¸=É ÃqÉ Á É À Ï × ¿ ¾�½ É Æ[Ã8ÀK¼ µQ½!¾ Â�¸KÈ ��ò & ��ïWòYó&ônî ¾ ¸ ½ º!È�ÀWÄ ¾�Á º�¸ ½ â ¾�Á Û8À[¿�¸ ½ Ìq¸[Ã8¿ ¾ ¸ ½Í Ô È!º�É Á�¾�½ É ÃqÉ Á É À Ï8¾ Ñ8Ã8À Ï�½ ÓK¸�¸ ½ ñqÃqÉ Á ¸ ½ ÊjË ¾lÁ ¸[É Ã Á É ¿ ¾ ¼'Ìj¿ ¾�½ É Æ[Ã8ÀK¼ µQ½!¾ Â�¸KÈ ��ò�� � ônî ´ ò ¸ Á À ½ ¸2¿�¸ ½ÆKÈ�À
â¡¸ ½X½ É ¼�Â Ï ¾�½ Ì[¸ ½AÁ ÀK¼�É ÃqÛq¸ ½ ÌKº!È�ÀWÄ ¾�Á º�¸ ½ ÌjÂ8À ½!½!¾ É ¸ ½ Ì Á É È Á ËqÉ º�¸ ½A¾IÁ É Á�Ï ¸ ½ Â�¸o¿ ¾ ¼ÅÈ ¾ Â�È ¾�½!¾ Ãjº�À
È µQ½!¾Â ¾�Ï À2È ¾�½ Â ¾�Á º�É Í[À ½!¾ ÊjËq»�Ã Á É Àb¿ ¾ Í Ô È!º�É Á�¾�½ ´
Ç ¼iÀ
º!È�É ãf¿ ¾ õ-�aðXõ-�4Ó4����ò3õ ¿ ¾ Ëq¼~ÆKÈ�À
â¡¸ G º�À Ï ÊjË ¾ V (G) = {v1, . . . , vn}

Ì Ô Ëq¼iÀf¼iÀ
º!È�É ã
n× n Ì AG

Ìoº�À Ï ÊjË ¾
(AG)ij =

{
1 ½!¾ vivj ∈ E(G),
0 Á À ½ ¸ Á ¸[Ãjº!È�Ø
È�É ¸ .

Ù ¸KÈ ½ Ë8À�Í ¾ ã[Ì�À�¼iÀ
º!È�É ã�¿ ¾ õ-�aðXõ-�4Ó4����ò3õ ¿ ¾ Ëq¼~¿�É ÆKÈ�À
â¡¸ −→G ¿ ¾ ¸KÈ�¿ ¾ ¼ n Ô Ëq¼iÀf¼iÀ
º!È�É ã n×n Ì
A−→

G

Ì�º�À Ï ÊjË ¾
(A−→

G
)ij =

{
1 ½!¾ (vi, vj) ∈ A(DG),
0 Ãq¸ ½ ¸[Ë�º!È�¸ ½�Á À ½ ¸ ½ .`La ��1bdc 	���������¡ ô��]îiò��Qñ & õ����Iô�ô9' & õ , ô G ñ�ô8�nò ' & õ , ô −→H . & ñ ÿ�& ñjîAñ4�]ó&õ-�Iônî���õ ð ò 'nï & õ Ëg; C .�nõ� +ônî:�Qñjóañ &  
ò���õ & õnî & ñjî ÿ ñ%��ó�ò��nõnî: +õnó & ò *Mñjî+�Qñ-õ-�aðXõ-�4Ó4����ò3õ ;h 	�c�iUX�Y�	U�

AG =




0 1 0 0 0 1
1 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 1
0 1 1 0 1 0
0 0 0 1 0 1
1 0 1 0 1 0




¾ A−→
H

=




0 −1 1 0 0
1 0 0 1 0
−1 0 0 1 1

0 −1 −1 0 1
0 0 −1 −1 0




.
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���
	��������������� ÄJõ-�Iô�ï
 ' & õ , ô G ñJõ�îiï]õ9 +õnó & ò *+�QñJõ-�aðXõ-�4Ó4����ò3õ AG
.��Qñ4��ônó&õ����Iô�õnîJñ4��Qó & õ-�Iõnî)�IõI +õnó & ò * Ak

G ÿ ô & ak
ij
ñ ÿ ô & pij(k) ôI��ÿ
 1ñ & ô��Qñ ÿ õnîiîAñjò3ônî)�Qñ)�iô� ÿ�& ò� 1ñ4�]ó&ô k ñ4�]ó & ñônîÅ��! & ó�ò��jñjî vi

ñ vj
�Qñ G . ÿ ô#�Qñ4 +ônî+�iô���� � ïWò & 7 ïEñ ak

ij = pij(k) ?ÐñI��ñjîió&õnî��iô����nò���>Mñjî(.���ônóañ5QQ3îAñ 7 ïEñ�õnî
ñ4�]ó & õ-�Iõnî9�Iõ8�nò3õ#'Iô���õ �qÿ�& ò�����ò ÿ õ � �Qñ ak
ii
�iô &4& ñjî ÿ ô����Qñ4 <õIôF��ÿ
 1ñ & ô8�Qñ ÿ õnîiîAñjò3ônî, ñ%�46Nõ-�Iônî:�Qñ+�iô� ÿ�& ò� 1ñ4�]ó&ô k 7 ïEñ+�iô� 1ñp�Mõ� �ñ�óañ &  
ò���õ� »��ô@��! & ó�ò��jñ vi

.�ônïeîAñ ðXõ�. pii(k) A ;R ���	�SUTWVW����X�Y�	U� ç À[¿�¸5ÊjË ¾ ¸�È ¾�½ Ë Ï º�À[¿�¸ Ô º!È�É ÍoÉ À Ï ¼ ¾ Ãjº ¾ Í ¾ È�¿qÀ[¿ ¾ É È�¸5Â8À
È�À k = 0 Õ�À[¿�¼�É µº�É Ã8¿�¸�ÊjË ¾ A0
G = I ×Î¾ Â8À
È�À k = 1 Ì[Í[ÀK¼�¸ ½ âGÀKã ¾ ÈXÀ�Â�È�¸
Í[À�Â�¸KÈ�É Ã8¿�ËqÒWÓK¸ ½ ¸[¹�È ¾ k ´ Ç ½!½ É ¼'Ì ½ ËqÂ�¸ µÃqÛ8ÀpÊjË ¾ ¸fÈ ¾�½ Ë Ï º�À[¿�¸ ½!¾ Í ¾ È�É Ñ Á ÀpÂ8À
È�À k Ì Á ¸[¼ k ≥ 1 Ì ¾lÁ ¸[Ã ½ É ¿ ¾ È ¾ Àp¼iÀ
º!È�É ã Ak+1

G = Ak
GAG ´÷ Ãjº�ÓK¸�Ì8ÊjË8À Ï ÊjË ¾ È�ÊjË ¾p½!¾ Ä!À vivj ∈ E(G) Ì

ak+1
ij =

n∑

r=1

ak
irarj =

n∑

r=1

pir(k)arj = pij(k + 1).

� 	���	�c ¯���© 	|��� �����  {' & õ , ô G �Qñ�ô & �Qñ4 n !F�iô���ñ%$IôLîAñeñ+î�ô� 1ñ4�]óañ1îAñ ∑n−1
k=0 Ak

G ≥ J .ô����Qñ J �Qñ4��ônó&õeõ9 +õnó & ò * 7 ï]õ-� & õ-�Iõ8�Qñ-ô & �Qñ4 n �iô� ñ4�]ó & õ-�IõnîJï
�]òYó=2 & ò3õnî ;R ���	�SUTWVW����X�Y�	U� ä ËqÂ�¸[Ã8¿�¸�ÊjË ¾ G ÔXÁ ¸[Ã ¾kß ¸�Ì ¾ Ãjº�ÓK¸ ¾kß É ½ º ¾ Ëq¼ Á ÀK¼�É ÃqÛq¸2Õ�¿ ¾AÁ ¸[¼�Â�È�É ¼ ¾ Ãjº�¸Ã8ÓK¸ ½ ËqÂ ¾ È�É ¸KÈ=À n − 1 ×p¾ Ãjº!È ¾ ÊjË8ÀKÉ ½ ÊjË ¾ È�Â8À
È ¾�½ ¿ ¾ Í Ô È!º�É Á�¾�½ Ì�Â ¾�Ï ¸¨ÊjË ¾ ∀ij ∈ E(G) ¾kß É ½ º ¾
k ≤ n − 1 º�À Ï ÊjË ¾ ak

ij ≥ 1 ´ Ú ¸[Ã ½!¾ ÊjË ¾ Ãjº ¾ ¼ ¾ Ãjº ¾ Ì�Â�¸o¿ ¾ ¼�¸ ½7Á ¸[Ã Á�Ï ËqÉ È¨À ¿ ¾�½ É Æ[Ë8À Ï ¿qÀ[¿ ¾∑n−1
k=0 Ak

G ≥ J ´� ¾�Á É Â�È�¸ Á ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ Ì ½ ËqÂ�¸[Ã8¿�¸�ÊjË ¾ À�¿ ¾�½ É Æ[Ë8À Ï ¿qÀ[¿ ¾ ∑n−1
k=0 Ak

G ≥ J ½!¾ Í ¾ È�É Ñ Á À ´[÷ Ãjº�ÓK¸�Ì ∀vivj ∈
E(G) ¾kß É ½ º ¾ k ≤ n− 1 º�À Ï ÊjË ¾ ak

ij ≥ 1 ¾ Ì�Ëq¼iÀfÍ ¾ ãfÊjË ¾ pk
ij = ak

ij
Ì�Â�¸o¿ ¾ ¼�¸ ½�Á ¸[Ã Á�Ï ËqÉ È�ÊjË ¾¾kß É ½ º ¾ Â ¾�Ï ¸�¼ ¾ Ãq¸ ½ Ëq¼�Â8À ½!½!¾ É ¸i¿ ¾pÁ ¸[¼�Â�È�É ¼ ¾ Ãjº�¸2Ã8ÓK¸ ½ ËqÂ ¾ È�É ¸KÈpÀ n− 1 ¾ Ãjº!È ¾ vi ¾ vj ´

ç ¾ Ãq¸Kº�ÀKÃ8¿�¸¦Â�¸KÈ t ¸�Ãoñq¼ ¾ È�¸¦¿ ¾ º!È�É �KÃqÆ[Ë Ï ¸ ½ Ì Á ¸[¼ ¹8À ½!¾ Ãq¸ [ ¾ ¸KÈ ¾ ¼iÀ ü ´ ¶ ÌlÂ�¸o¿ ¾ ¼�¸ ½Á ¸[Ã Á�Ï ËqÉ È�ÀKÉ Ã8¿qÀ=¸ ½!¾ Æ[ËqÉ Ãjº ¾[æ
¶ ´ tr(A1

G) = 0 Ìù ´ tr(A2
G) = 2|E(G)| Ìú ´ tr(A3
G) = 6t Ì¸[Ã8¿ ¾ tr(A) ¿ ¾ Ãq¸Kº�À2¸=º!È�ÀKÒ�¸i¿qÀ2¼iÀ
º!È�É ã�ÊjË8À[¿oÈ�À[¿qÀ A Ì�¸[Ë ½!¾ Ä!ÀoÌ�À ½ ¸[¼iÀb¿�¸ ½l½!¾ Ë ½l¾�Ï ¾ ¼ ¾ Ãjº�¸ ½¿�É ÀKÆ[¸[Ã8ÀKÉ ½ Õ�ÊjË ¾ Ì Á ¸[¼�¸ ½!¾f½ ÀK¹ ¾ Ì Ô É Æ[Ë8À Ï ê ½ ¸[¼iÀ=¿�¸ ½ È ¾�½ Â ¾�Á º�É ÍL¸ ½ Í[À Ï ¸KÈ ¾�½ Â�È�à[Â�È�É ¸ ½�× ´

� ����1��� ����� ï]õ � 7 ïEñ & 7 ïEñgîAñ ðXõ1ô@�nõ � ô &Iÿ�& E ÿ�& ò3ô λ �Iõ@ +õnó & ò *��Qñ-õ-�aðXõ-�4Ó4����ò3õ AG
.

−∆(G) ≤ λ ≤ ∆(G).

R ���	�SUTWVW����X�Y�	U� ä ¾ Ä!À û ¸;Í ¾�Á º�¸KÈbÂ�È�à[Â�È�É ¸�Õ�ÊjË ¾ Í[ÀK¼�¸ ½2½ ËqÂ�¸KÈ�¿ ¾ Ãq¸KÈ�¼iÀ'ËqÃqÉ º�Ø
È�É À × À ½$µ½ ¸ Á É À[¿�¸¨ÀK¸'Í[À Ï ¸KÈ�Â�È�à[Â�È�É ¸ λ ¾ ûi
À Á ¸[¼�Â�¸[Ã ¾ Ãjº ¾ ¿ ¾ û Á ¸[¼0¼iÀKÉ ¸KÈ�Í[À Ï ¸KÈ2ÀK¹ ½ ¸ Ï Ë�º�¸�Ì ¾ Ãjº�ÓK¸

|λ||ûi| = |λûi| = |
∑

j∈NG(i) ûj | ⇔ |λ| = |
∑

j∈NG(i)

ûj

|ûi|
| ´ Z ¸[Æ[¸�Ì

|λ| ≤
∑

j∈NG(i)

|
ûj

ûi

| ≤ ∆(G). Õ ü ´ ú ×



w Æ � �Í�?qs�?�����Ímp���øo��
Ù ¸o¿ ¾ À Á È ¾�½!Á�¾ Ãjº�À
È µQ½!¾ ÌoÀKÉ Ã8¿qÀoÌjÊjË ¾I½!¾ ¸pÆKÈ�À
â¡¸ G º ¾ ¼ Â ¾�Ï ¸f¼ ¾ Ãq¸ ½ Ëq¼iÀ�À
È ¾�½ º�ÀoÌ ¾ Ãjº�ÓK¸ AGº ¾ ¼~Í[À Ï ¸KÈ ¾�½ Â�È�à[Â�È�É ¸ ½ Â�¸ ½ É º�É ÍL¸ ½I¾ Ã ¾ ÆLÀ
º�É ÍL¸ ½ ´ í ¼ ¾ Ãq¸KÈ�Í[À Ï ¸KÈIÂ�È�à[Â�È�É ¸ Ô Ã8ÓK¸ ½ ËqÂ ¾ È�É ¸KÈ�À −1¾fÔ É Æ[Ë8À Ï À −1 ½!¾�¾f½ à ½!¾ º�¸o¿qÀ ½ À Á ¸[¼�Â�¸[Ã ¾ Ãjº ¾�½IÁ ¸[Ã ¾kß À ½ ¿ ¾ G ½ ÓK¸ ½ Ëq¹qÆKÈ�À
â¡¸ ½�Á ¸[¼�Â Ï ¾ º�¸ ½ ´ä ¾ G Ô�Á ¸[Ã ¾kß ¸�Ì ¾ Ãjº�ÓK¸2¸�¼iÀKÉ ¸KÈ�Í[À Ï ¸KÈIÂ�È�à[Â�È�É ¸�º ¾ ¼v¼=Ë Ï º�É Â Ï É Á É ¿qÀ[¿ ¾ Ëq¼ÜÕG¸[Ë ½!¾ Ä!ÀoÌ Ô�½ É ¼�Â Ï ¾�½�×¾ ¸ Á ¸KÈ!È ¾�½ Â�¸[Ã8¿ ¾ Ãjº ¾ Í ¾�Á º�¸KÈ�Â�È�à[Â�È�É ¸=º ¾ ¼ Á ¸[¼�Â�¸[Ã ¾ Ãjº ¾�½�¾�½ º!È�É º�ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ Â�¸ ½ É º�É Í[À ½ ´Ç ¼iÀ
º!È�É ãl¿ ¾ ò�����ò��gÓ4����ò3õ À
È ¾�½ º�ÀfÍ Ô È!º�É Á�¾ ¿ ¾ Ëq¼ ÆKÈ�À
â¡¸=¿ ¾ ¸KÈ�¿ ¾ ¼ n ¾ ¿�É ¼ ¾ Ã ½ ÓK¸ m Ô Ëq¼iÀ¼iÀ
º!È�É ã n ×m, BG

Ì�º�À Ï ÊjË ¾
(BG)ij =

{
1 ½!¾ ej = vivk, Â8À
È�ÀbÀ Ï Æ[Ëq¼ vk ∈ V (G),
0 Á À ½ ¸ Á ¸[Ãjº!È�Ø
È�É ¸ .

Ù ¸KÈ ½ Ë8À�Í ¾ ã[ÌoÀ�¼iÀ
º!È�É ã�¿ ¾ ò�����ò��gÓ4����ò3õ À
È Á ¸2Í Ô È!º�É Á�¾ ¿ ¾ Ëq¼~¿�É ÆKÈ�À
â¡¸b¿ ¾ ¸KÈ�¿ ¾ ¼ n ¾ ¿�É ¼ ¾ Ã ½ ÓK¸
m Ô Ëq¼iÀ2¼iÀ
º!È�É ã n×m, B−→

G

Ì�º�À Ï ÊjË ¾

(B−→
G

)ij =






1 ½!¾ aj = (vi, vk), Â8À
È�ÀbÀ Ï Æ[Ëq¼ vk ∈ V (
−→
G ),

−1 ½!¾ aj = (vk, vi),
Â8À
È�ÀbÀ Ï Æ[Ëq¼ vk ∈ V (

−→
G ),

0 ½!¾ aj = (vp, vq), ¾ vi /∈ {vp, vq}.

`La ��1bdc 	���� ����¡ ô��]îiò��Qñ & õ����Iô�ô9' & õ , ô G ñ�ô8�nò ' & õ , ô −→H . & ñ ÿ�& ñjîAñ4�]ó&õ-�Iônî���õ ð ò 'nï & õ Ëg; C .�nõ� +ônî:�Qñjóañ &  
ò���õ & õnî & ñjî ÿ ñ%��ó�ò��nõnî: +õnó & ò *Mñjî+�Qñgò�����ò��gÓ4����ò3õ ;h 	�c�iUX�Y�	U�

BG =




e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

1 1 1 0 0 0 0 0
2 1 0 1 0 0 0 0
3 0 0 0 1 1 0 0
4 0 0 1 0 1 0 1
5 0 0 0 0 0 1 1
6 0 1 0 1 0 1 0



¾ B−→

H
=




a1 a2 a3 a4 a5 a6

u −1 1 0 0 0 0
v 1 0 1 0 0 0
x 0 −1 0 1 1 0
y 0 0 0 0 −1 −1
z 0 0 −1 −1 0 1




ç À[¿�¸7Ëq¼ÐÆKÈ�À
â¡¸ G Ì�¿ ¾�½ É Æ[Ã8À µQ½!¾ Â�¸KÈ ' & õ , ô � ò��/6Nõ ¿ ¾ G ¾ ¿ ¾ Ãq¸Kº�À µQ½!¾ Â�¸KÈ L(G) ¸7ÆKÈ�À
â¡¸ÊjË ¾i½!¾ ¸[¹�º Ô ¼î¿ ¾ G Ì Á ¸[Ã ½ É ¿ ¾ È�ÀKÃ8¿�¸ Á ¸[¼�¸¨Í Ô È!º�É Á�¾�½ À ½ À
È ¾�½ º�À ½ ¿ ¾ G ¾5Á ¸[¼�¸¨È ¾�Ï ÀKÒWÓK¸�¿ ¾À[¿
Ä!À Á »�Ã Á É À ¾ Ãjº!È ¾ ¸ ½�½!¾ Ë ½ Í Ô È!º�É Á�¾�½ À�È ¾�½ Â ¾�Á º�É Í[À�È ¾�Ï ÀKÒWÓK¸p¿ ¾ À[¿
Ä!À Á »�Ã Á É À ¾ Ãjº!È ¾ À
È ¾�½ º�À ½ ´ Ç ½!½ É ¼'Ì¿�¸[É ½ Í Ô È!º�É Á�¾�½ ¿ ¾ L(G) ½ ÓK¸'À[¿
Ä!À Á�¾ Ãjº ¾�½�½!¾b¾b½ à ½!¾ À ½fÁ ¸KÈ!È ¾�½ Â�¸[Ã8¿ ¾ Ãjº ¾�½ À
È ¾�½ º�À ½�¾ ¼ G ½ ÓK¸À[¿
Ä!À Á�¾ Ãjº ¾�½ ÕG¸[Ë ½!¾ Ä!ÀoÌqº�»�¼øËq¼�Í Ô È!º�É Á�¾fÁ ¸[¼=Ëq¼ × ´`La ��1bdc 	���� ���y� õ� +ônîO�Qñjóañ &  
ò���õ & õ�ô�' & õ , ô � ò��/6Nõt�Iô�' & õ , ô G & ñ ÿ�& ñjîAñ4�]ó&õ-�Iô���õ ð ò�Q'nï & õ Ëg; C ;h 	�c�iUX�Y�	U� ä ¾ Æ[Ë ¾kµQ½!¾ À2È ¾ Â�È ¾�½!¾ Ãjº�ÀKÒWÓK¸i¿ ¾ L(G) ´
Ú ¸[¼�¸ Á ¸[Ã ½!¾ ÊjËq»�Ã Á É Àp¿qÀp¿ ¾ Ñ8ÃqÉ ÒWÓK¸f¿ ¾ ÆKÈ�À
â¡¸ Ï É ÃqÛ8ÀoÌ Á ¸[¼ÅâGÀ Á É Ï É ¿qÀ[¿ ¾�½!¾IÁ ¸[Ã Á�Ï ËqÉqÊjË ¾ Ì[¿qÀ[¿�¸Ëq¼�ÆKÈ�À
â¡¸iÀ
È�¹qÉ º!È�Ø
È�É ¸ G Á ¸[¼ m À
È ¾�½ º�À ½ Ì

BT
GBG = 2Im + AL(G),

¸[Ã8¿ ¾ Im
¿ ¾ Ãq¸Kº�ÀbÀ=¼iÀ
º!È�É ãpÉ ¿ ¾ Ãjº�É ¿qÀ[¿ ¾ ¿ ¾ ¸KÈ�¿ ¾ ¼ m ´
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���
	����������� �U� ÄJõ-�Iô�ï
 »' & õ , ôSõ & 0�òYó & 2 & ò3ô G .L�iô� ÿ ñ � ô8 1ñ4��ônî
ï
 +õTõ & ñjîió&õ�?P�iõnî�ô��iô���Qó & 2 & ò3ô����Iô , õ#*TîAñ4�]ó�ò��Iô , õ � õ & ñ4 ' & õ , ô � ò��/6Nõ5A#.-ônî8�nõ � ô & ñjî ÿ�& E ÿ�& ò3ônî}�Qñ AL(G)
î5�Iô����Iôò�� , ñ & ò3ô & ñjî
õ −2 ; � �nò���ò3ô���õ �  1ñ4�]óañ4. −2 !�ôF 1ñ4��ô & �nõ � ô &�ÿ�& E ÿ�& ò3ô}�Qñ AL(G)

îAñ1ñ-î5EeîAñ Góañ4 �ï
 +õ��iô� ÿ ô���ñ4�]óañ:�iô� ÿ ñ � ô+ 1ñ4��ônî�ï
 ��ò�� � ô9�iô� �ï
 ��ÿ
 1ñ & ô ÿ õ & �Qñ�õ & ñjîió&õnîgônï ÿ ñ � ô 1ñ4��ônî:�IônòYîI��ò�� � ônî:�iô� ï
 Õ��ÿ
 1ñ & ô@3� ÿ õ & �Qñ-õ & ñjîió&õnî ;R ���	�SUTWVW����X�Y�	U� ä ¾ Ã8¿�¸ BG
À=¼iÀ
º!È�É ã�¿ ¾ É Ã Á É ¿�»�Ã Á É ÀbÀ
È ¾�½ º�ÀbÍ Ô È!º�É Á�¾ ÌqÍ ¾ ¼

BT
GBG = 2I + AL(G).ç À[¿�¸¨ÊjË ¾ ∀x ∈ R

n xT BT
GBGx = ||BGx||2 ≥ 0 Ì�Â�¸o¿ ¾ ¼�¸ ½�Á ¸[Ã Á�Ï ËqÉ ÈbÊjË ¾ 2I + AL(G) Ô½!¾ ¼�É ¿ ¾ Ñ8ÃqÉ ¿qÀ�Â�¸ ½ É º�É Í[À ¾ Ì Á ¸[Ã ½!¾ ÊjË ¾ Ãjº ¾ ¼ ¾ Ãjº ¾ Ì λmin(AL(G)) ≥ −2 ´ ä ËqÂ�¸[Ã8¿�¸lÊjË ¾ G º ¾ ¼ Ëq¼Á É Á�Ï ¸ Á ¸[¼�Â�È�É ¼ ¾ Ãjº�¸iÂ8À
Èfâ¡¸KÈ�¼iÀ[¿�¸5Â ¾�Ï À ½ À
È ¾�½ º�À ½ a1, a2, . . . , a2r

Ì�ÀK¸ ½ ÊjË8ÀKÉ ½pÁ ¸KÈ!È ¾�½ Â�¸[Ã8¿ ¾ ¼À ½�Á ¸ Ï ËqÃ8À ½ ¿ ¾ BG
Ì b̂1, b̂2, . . . b̂2r

Ì Á ¸[Ã ½ É ¿ ¾ È�ÀKÃ8¿�¸é¸�Í ¾�Á º�¸KÈ û ¿ ¾ Ñ8ÃqÉ ¿�¸ëÂ�¸KÈ û = −êa1
+

(−1)2êa2
+ · · ·+ (−1)2r−1êa2r−1

+ (−1)2r êa2r

Ìq¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾
BT

GBGû = BT
G

2r∑

j=1

(−1)j b̂j = BT
G 0̂ = 0.

ò ¸Kº ¾kµQ½!¾ ÊjË ¾p½!¾ Ã8¿�¸ aj = xy ¾ aj+1 = yz Ì
(−1)j b̂j + (−1)j+1 b̂j+1 =

{
êx + êy − êy − êz = êx − êz, ½!¾ Ä Ô Â8À
È À
−êx − êy + êy + êz = −êx + êz, Á À ½ ¸ Á ¸[Ãjº!È�Ø
È�É ¸ ´Z ¸[Æ[¸�Ì û ∈ Ker(2I + AL(G))

ÕG¸[Ã8¿ ¾ Ker(A) ¿ ¾ Ãq¸Kº�Ài¸ ½ Ëq¹ ¾�½ Â8ÀKÒ�¸7ÃoË Ï ¸7¿qÀi¼iÀ
º!È�É ã A ×l¾ ÌÁ ¸[Ã ½!¾ ÊjË ¾ Ãjº ¾ ¼ ¾ Ãjº ¾ Ì û Ô Í ¾�Á º�¸KÈ3Â�È�à[Â�È�É ¸f¿ ¾ AL(G)
À ½!½ ¸ Á É À[¿�¸2ÀK¸fÍ[À Ï ¸KÈAÂ�È�à[Â�È�É ¸ −2 ´ w ¿�»�Ãjº�É Á ÀÁ ¸[Ã Á�Ï Ë ½ ÓK¸ ½!¾ ¸[¹�º Ô ¼�Ã8À=Â�È ¾�½!¾ ÃqÒWÀb¿ ¾ ¿�¸[É ½lÁ É Á�Ï ¸ ½ ¿ ¾fÁ ¸[¼�Â�È�É ¼ ¾ Ãjº�¸ Ö ¼�Â8À
ÈWÌ Á ¸[Ã ½ É ¿ ¾ È�ÀKÃ8¿�¸b¸Í ¾�Á º�¸KÈ�¿ ¾ Ñ8ÃqÉ ¿�¸�Â�¸KÈ�Ëq¼�Â8À ½!½!¾ É ¸�â ¾�Á Û8À[¿�¸5¿ ¾fÁ ¸[¼�Â�È�É ¼ ¾ Ãjº�¸bÂ8À
È�¸[¹�º�É ¿�¸�Â ¾ È Á ¸KÈ!È ¾ Ã8¿�¸ Á À[¿qÀËq¼�¿�¸ ½lÁ É Á�Ï ¸ ½ Ì�Ãq¸ Á À ½ ¸5¿ ¾ º ¾ È ¾ ¼�Ëq¼øÍ Ô È!º�É Á�¾fÁ ¸[¼=Ëq¼'Ì�¸[Ë Á À[¿qÀbËq¼�¿�¸ ½lÁ É Á�Ï ¸ ½ ¼iÀKÉ ½ ¿�Ë8À ½Í ¾ ã ¾�½ Ëq¼ Á ÀK¼�É ÃqÛq¸�ÊjË ¾ ¸ ½lÏ É Æ[Ë ¾ Ì8Ãq¸ Á À ½ ¸ Á ¸[Ãjº!È�Ø
È�É ¸ ´� ¾�Á É Â�È�¸ Á ÀK¼ ¾ Ãjº ¾ Ì ½!¾ −2 Ô Í[À Ï ¸KÈ2Â�È�à[Â�È�É ¸¨¿ ¾ AL(G)
Ì ½!¾ Ã8¿�¸ û Ëq¼�Í ¾�Á º�¸KÈ�Â ¾ È!º ¾ Ã Á�¾ Ãjº ¾ ÀK¸Á ¸KÈ!È ¾�½ Â�¸[Ã8¿ ¾ Ãjº ¾f½ Ëq¹ ¾�½ Â8ÀKÒ�¸bÂ�È�à[Â�È�É ¸�Ì8Í ¾ ¼ BT

GBGû = 0 ¾ Ëq¼iÀ2Í ¾ ãfÊjË ¾ À ½lÁ ¸ Ï ËqÃ8À ½ ¿ ¾ BT
G½ ÓK¸ Ï É Ã ¾ À
È�¼ ¾ Ãjº ¾ É Ã8¿ ¾ Â ¾ Ã8¿ ¾ Ãjº ¾�½ ÌjÂ�¸o¿ ¾ ¼�¸ ½XÁ ¸[Ã Á�Ï ËqÉ ÈIÀ�É Æ[Ë8À Ï ¿qÀ[¿ ¾ BGû = 0 ´ Z ¸[Æ[¸2¸2Í ¾�Á º�¸KÈÃoË Ï ¸ ÔfÁ ¸[¼=¹qÉ Ã8ÀKÒWÓK¸ Ï É Ã ¾ À
È�Ã8ÓK¸bÃoË Ï Àb¿qÀ ½lÁ ¸ Ï ËqÃ8À ½ ¿ ¾ BG

Ìq¸�ÊjË ¾pÁ ¸KÈ!È ¾�½ Â�¸[Ã8¿ ¾ ê ¾kß É ½ º�»�Ã Á É À¿ ¾ Ëq¼ Á É Á�Ï ¸ Á ¸[¼�Ëq¼�Ãoñq¼ ¾ È�¸2Â8À
È�¿ ¾ À
È ¾�½ º�À ½ ¸[Ë'¿�¸[É ½IÁ É Á�Ï ¸ ½ Ã8À2¼ ¾�½ ¼iÀ Á ¸[¼�Â�¸[Ã ¾ Ãjº ¾�Á ¸[¼Ëq¼�Ãoñq¼ ¾ È�¸ Ö ¼�Â8À
È�¿ ¾ À
È ¾�½ º�À ½ ´
ç ¾�½ É Æ[Ã8À µQ½!¾ Â�¸KÈ  +õnó & ò * � õ ÿ�� õ-��ò3õ���õ ¿ ¾ G ¾ ¿ ¾ Ãq¸Kº�À µQ½!¾ Â�¸KÈ LG

ÌKÀI¼iÀ
º!È�É ã LG = DG−AG
Ì¸[Ã8¿ ¾ DG

¿ ¾ Ãq¸Kº�À5À�¼iÀ
º!È�É ã=¿�É ÀKÆ[¸[Ã8À Ï diag(dG(v1), . . . , dG(vn)) ´�Ù ¸KÈ ½ Ë8À�Í ¾ ã[Ì�¿ ¾�½ É Æ[Ã8À µQ½!¾



w Æ�Æ �Í�?qs�?�����Ímp���øo��
Â�¸KÈ  +õnó & ò * � õ ÿ�� õ-��ò3õ���õ-îAñ4 �îiò���õ ��¾ ¿ ¾ Ãq¸Kº�À µQ½!¾ Â�¸KÈ |LG|

Ì�Àf¼iÀ
º!È�É ã |LG| = D +AG ´
� âGØ Á É ÏÁ ¸[Ã Á�Ï ËqÉ È�ÊjË ¾ BGBT
G = DG + AG ¾ Ì8À
º!È�É ¹qËqÉ Ã8¿�¸=Ëq¼iÀ2¸KÈ�É ¾ Ãjº�ÀKÒWÓK¸�À
È�¹qÉ º!È�Ø
È�É À�ê ½ À
È ¾�½ º�À ½ ¿ ¾

G Ìq¸[¹�º ¾ Ã8¿�¸ µQ½!¾ −→G Ì B−→
G

BT
−→
G

= DG −AG ´ç À[¿�¸5Ëq¼ÜÆKÈ�À
â¡¸ G Ì Á ¸[¼ cc Á ¸[¼�Â�¸[Ã ¾ Ãjº ¾�½�Á ¸[Ã ¾kß À ½ ÌÎ¿ ¾�½ É Æ[Ã8À µQ½!¾ Â�¸KÈ �iô & óañ ¿ ¾ G Ì�º�¸o¿�¸¸ ½ Ëq¹ Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸;¿ ¾ À
È ¾�½ º�À ½ E′ ⊂ E(G) º�À Ï ÊjË ¾ G − E′ Õ ½ Ëq¹qÆKÈ�À
â¡¸ë¿ ¾ G Á ¸[¼ ¸¨¼ ¾�½ ¼�¸Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸i¿ ¾ Í Ô È!º�É Á�¾�½ V (G) Ì8¼iÀ ½�Á ËKÄ$¸ ½ Ëq¹ Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸i¿ ¾ À
È ¾�½ º�À ½�Ô E(G) \ E′ × º ¾ ¼ cc + 1Á ¸[¼�Â�¸[Ã ¾ Ãjº ¾�½fÁ ¸[Ã ¾kß À ½ ´ Ç ¿�É Á É ¸[Ã8À Ï ¼ ¾ Ãjº ¾ Ì�¿qÀ[¿�¸ ½ ¿�¸[É ½ Í Ô È!º�É Á�¾�½ ¿ ¾ u, v ∈ V (G) Ì ½!¾�¾kß É ½ º ¾Ëq¼ Á ÀK¼�É ÃqÛq¸ ¾ ¼ G ¾ Ãjº!È ¾ u ¾ v ¾ Ã8ÓK¸ ¾kß É ½ º ¾ ÊjË8À Ï ÊjË ¾ È Á ÀK¼�É ÃqÛq¸ ¾ Ãjº!È ¾ u ¾ v ¾ ¼ G −E′ Ì
¾ Ãjº�ÓK¸ E′ ¿�É ã µQ½!¾ Ëq¼ uv µQÁ ¸KÈ!º ¾ ´ç À[¿�¸éËq¼ ½ Ëq¹ Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸¦¿ ¾ Í Ô È!º�É Á�¾�½ S ⊂ V (G) Ì�¿ ¾ Ãq¸Kº�À µQ½!¾ Â�¸KÈ ∂(S) ¸ Á ¸KÈ!º ¾ ¿ ¾ Ñ8ÃqÉ ¿�¸Â ¾�Ï À ½ À
È ¾�½ º�À ½5Á ¸[¼ Ëq¼ ¾kß º!È ¾ ¼�¸ ¾ ¼ S ¾ ¸[Ë�º!È�¸ ¾kß º!È ¾ ¼�¸ ¾ ¼ V (G) \ S ´IÙ ¸KÈ ¾kß�¾ ¼�Â Ï ¸�ÌÁ ¸[Ã ½ É ¿ ¾ È�ÀKÃ8¿�¸�¸�ÆKÈ�À
â¡¸ G È ¾ Â�È ¾�½!¾ Ãjº�À[¿�¸�Ã8À å É Æ[Ë�È�À ü ´ ¶�¾ ¸ ½ Ëq¹ Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸�¿ ¾ Í Ô È!º�É Á�¾�½ {1, 2, 3} Ì
∂({1, 2, 3}) = {e2, e3, e4, e5} ´ ò ¸ Á À ½ ¸�¿ ¾ Ëq¼ ¿�É ÆKÈ�À
â¡¸�Ì −→H Ì�¿qÀ[¿�¸éËq¼ ½ Ëq¹ Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸é¿ ¾Í Ô È!º�É Á�¾�½ S ⊂ V (

−→
G ) ÌoÂ�¸o¿ ¾ ¼�¸ ½ ¿�É ÍoÉ ¿�É ÈI¸ Á ¸KÈ!º ¾ ∂(S) Ãq¸ ½ Ëq¹ Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸=¿ ¾ À
È Á ¸ ½lÁ ¸[¼ Á ÀKË8¿qÀ¾ ¼ S ¾fÁ ÀK¹ ¾ ÒWÀ ¾ ¼ V (G) \ S ÊjË ¾ ¿ ¾�½ É Æ[Ã8ÀK¼�¸ ½ Â�¸KÈ õ & �iônî ÿ õ & õ�õ , & ñ4�]óañ ¾ ¿ ¾ Ãq¸Kº�ÀK¼�¸ ½ Â�¸KÈ

∂+(S) ¾�½ Ëq¹ Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸=¿ ¾ À
È Á ¸ ½IÁ ¸[¼ Á ÀK¹ ¾ ÒWÀ ¾ ¼ S ¾�Á ÀKË8¿qÀ ¾ ¼ V (G) \S ÊjË ¾ ¿ ¾�½ É Æ[Ã8ÀK¼�¸ ½Â�¸KÈ õ & �iônî ÿ õ & õ
ó & 2nî ¾ ¿ ¾ Ãq¸Kº�ÀK¼�¸ ½ Â�¸KÈ ∂−(S) ´oÙ ¸KÈ ¾kß�¾ ¼�Â Ï ¸�Ì Á ¸[Ã ½ É ¿ ¾ È�ÀKÃ8¿�¸�¸ ½ Ëq¹ Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸¿ ¾ Í Ô È!º�É Á�¾�½ S = {u, x, y} ¿�¸�¿�É ÆKÈ�À
â¡¸ −→H Ìq¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾ ∂+(S) = {a4} ¾ ∂−(S) = {a1, a6}
Õ ÔÁ�Ï À
È�¸iÊjË ¾ ∂(S) = ∂+(S) ∪ ∂−(S) × ´ä ¾ x̂ Ô ¸lÍ ¾�Á º�¸KÈ Á À
È�À Á º ¾ È Ö ½ º�É Á ¸p¿�¸ ½ Ëq¹ Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸�¿ ¾ Í Ô È!º�É Á�¾�½ S ⊂ V (

−→
G ) ÌW¸[Ë ½!¾ Ä!ÀoÌ x̂ ∈ {0, 1}nÔ º�À Ï ÊjË ¾

x̂v =

{
1, ½!¾ v ∈ S,
0, Ãq¸ Á À ½ ¸ Á ¸[Ãjº!È�Ø
È�É ¸�Ì

¾ Ãjº�ÓK¸ x̂T B−→
H

= ŷT Ô Ëq¼øÍ ¾�Á º�¸KÈ�¿�¸ ½l¾�½ Â8ÀKÒ�¸i¿�¸ ½ À
È Á ¸ ½ ¿ ¾ −→H Ì�º�À Ï ÊjË ¾
ŷa =






+1, ½!¾ a ∈ ∂+(S);
−1, ½!¾ a ∈ ∂−(S);
0, Ãq¸ ½ È ¾�½ º�ÀKÃjº ¾�½lÁ À ½ ¸ ½ ´`La ��1bdc 	F��� �U� D ñ4���Iô x̂ ô)�?ñ%��ó&ô & �iõ & õ-��óañ & 3Yîió�ò��iô9�Iô\îiï�0(�iô��Að�ï
�]ó&ô+�Qñ½��! & ó�ò��jñjî S = {u, x, y}�IôF�nò ' & õ , ô −→H & ñ ÿ�& ñjîAñ4�]ó&õ-�Iô8��õ ð ò 'nï & õ Ëg; C .M�nõ� +ônî:�Qñjóañ &  
ò���õ & ∂+(S) ñ ∂−(S) .�õ ÿ õ & ó�ò &�Iô@�?ñ%��ó&ô & x̂T B−→

H
;

h 	�c�iUX�Y�	U� j ¼iÀ2Í ¾ ãfÊjË ¾ x̂T = [1, 0, 1, 1, 0] Ìqº ¾ Ã8¿�¸ ¾ ¼ Á ¸[Ãjº�À=¸ ÷ ß�¾ ¼�Â Ï ¸ ü ´ ù Ì�¸[¹�º Ô ¼ µQ½!¾

x̂T B−→
H

= [1, 0, 1, 1, 0]




−1 1 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0
0 −1 0 1 1 0
0 0 0 0 −1 −1
0 0 −1 −1 0 1




= [−1, 0, 0, 1, 0,−1].

Z ¸[Æ[¸�Ì ∂+(S) = {a4} ¾ ∂−(S) = {a1, a6} ´
©T±�ö � &)� � ¶�(C��,!" ����41&)�Mù^�!" (C� �'&),"ýp�!"
ç À[¿�¸2Ëq¼~Â8À ½!½!¾ É ¸ P ¿ ¾ Ëq¼~ÆKÈ�À
â¡¸ G Ìq¿ ¾�½ É Æ[Ã8À µQ½!¾ Â�¸KÈ Á ¸[¼�Â�È�É ¼ ¾ Ãjº�¸2¿ ¾ P ¾ ¿ ¾ Ãq¸Kº�À µQ½!¾ Â�¸KÈ
comp(P ) ¸�Ãoñq¼ ¾ È�¸�¿ ¾ À
È ¾�½ º�À ½ ÊjË ¾ ¸ Á ¸[Ã ½ º�É º�ËqÉ ´�Ù ¸KÈ ¾kß�¾ ¼�Â Ï ¸�ÌLËq¼iÀfÀ
È ¾�½ º�À Ô Ëq¼ Á ÀK¼�É ÃqÛq¸¿ ¾pÁ ¸[¼�Â�È�É ¼ ¾ Ãjº�¸ 1 ¾ Ëq¼�Í Ô È!º�É Á�¾fÔ Ëq¼ Á ÀK¼�É ÃqÛq¸b¿ ¾fÁ ¸[¼�Â�È�É ¼ ¾ Ãjº�¸ 0 ´8Ù ¸KÈ�¸[Ë�º!È�¸ Ï À[¿�¸�Ì8Ëq¼



�C¹ Æ ��mpo$#)���?���K����ä£knmp�&%vo����?�b�>mp���øo�� w Æ>ã
º!È�É �KÃqÆ[Ë Ï ¸ Ô Ëq¼ Á É Á�Ï ¸i¿ ¾pÁ ¸[¼�Â�È�É ¼ ¾ Ãjº�¸ 3 ´
ç À[¿�¸�Ëq¼nÆKÈ�À
â¡¸ G ¿ ¾ ¸KÈ�¿ ¾ ¼ n ¾ ¿�¸[É ½ Í Ô È!º�É Á�¾�½ x, y ∈ V (G) ÌK¿ ¾ Ãq¸Kº�ÀKÃ8¿�¸�Â�¸KÈ PG(x, y) ¸Á ¸[ÃKÄ$ËqÃjº�¸f¿ ¾ º�¸o¿�¸ ½ ¸ ½AÁ ÀK¼�É ÃqÛq¸ ½ ¿ ¾ G ¾ Ãjº!È ¾ x ¾ y ÌL¿ ¾�½ É Æ[Ã8À µQ½!¾ Â�¸KÈ �nòYîió�������ò3õ ¾ Ãjº!È ¾ Í Ô È!º�É Á�¾�½¿ ¾ G À2â¡ËqÃqÒWÓK¸

dG : V (G) × V (G) 7→ {0, . . . , n − 1} ∪ {∞} ¢
	 \ �K£
(x, y)  dG(x, y) =

{
min{comp(P ) : P ∈ PG(x, y)},

FDC
PG(x, y) 6= ∅,

∞,
FDC

PG(x, y) = ∅.� �>¨ª¥AÖ¦¬ ¥*¤K¨v¢P¤W��¾>K¬µ¼�Û?�®¢P¤W��§v¥©¨púû¡�³�¡vK���W¡���¤W�'³�¡v����¡vK�n£Ö¦��³�¡vK���K¨K×£��¡W¤W�n��¡£¢*³�¡vWö³�  »K¬ ¥l>£»K�N»K��§v¥©¨púû¡�îù³�¡vK���W¡ ¢A�N� ¢A´ ¢A�çÖ¦�n�Ü»K�«¨ÖDKK¬µ³n¨ ³�¡v����¡vK�n£Ö¦�N¡v»<×^�n�¨ª  Ö¦�n¥¦>¨pÖ¦¬ Àp¨K×?¢A�6��¢A´�¢A�Ë���W¬µ¢IÖ¦�Ë»K� ³n¨ª��¬ ��K¡��n£Ö¦¥¦�
>£»>¨ª¬µ¢�>£»K�n¥P¤W¡v¬µ¢^¤W¡£¢^¢A�n»>¢^Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢n��Å�«¨ª¬ ¡v¥*¤W¬µ¢IÖA@ª>³�¬µ¨��n£Ö¦¥¦��Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢P¤W��»K� §v¥©¨púû¡
G
¤W�®¢A¬ §v>¨pö8¢A�Ë��¡v¥1¿ ¥Q ¼ ¡ ¤  ª ¤W�

G
�¤W�nK¡ªÖ©¨pö8¢A�:��¡v¥

diam(G)
×p��¡v¥D¢A»>¨ËÀv�nõv×p¤W�®¢A¬ §v>¨pö8¢A�:��¡v¥ ®M¥ � ¤ ½� § ¤W�

G
�*¤W�nK¡ªÖ©¨pö8¢A�:��¡v¥

g(G)
×1¡N³�¡v���K¥¦¬ ���n£Ö¦¡ç¤W¡N³�¬µ³�  ¡N¤W�Í���nK¡v¥�³�¡v���K¥¦¬ ���n£Ö¦¡ç³�¡v£Ö¦¬µ¤W¡ç�n�

G
��[6»>¨ª>¤W¡

G
>²ª¡Íî�³�¡vK���W¡>×l¤W¬ õ�ö8¢A�e>£»K�!Ö¦�n��¤W¬Y@ª����Ö¦¥¦¡H¬ W¾>K¬ Ö¦¡ ���®¢¦³�¥¦�nÀv��ö8¢A�

diam(G) = ∞
�>£»>¨ª>¤W¡ËîC¨v³�Äµ³�  ¬µ³�¡TFû¬ � �v×ª>²ª¡ËÖ¦�n�S³�¬µ³�  ¡£¢AHs¤W¬ õ�ö8¢A�g>£»K�PÖ¦�n�S³�¬ £Ö¦»K¥©¨Ë¬ W¾>K¬ Ö©¨��P�®¢¦³�¥¦�nÀv��ö8¢A�

g(G) =∞
�

� �?o>mp�?�����C¹ �C¹-þ § ¿ ª ½ ¼ ¦  § Ä ª
G
Ç�¢n¡

δ(G) ≥ 2
Ç_¡M� ¤¾©Nª

G
®Aª � ¤¾Ø ¼ ½ ¼ ®A§ ¼ ¥ ��Ì ª

P¡+½ ¼ ®M¥&®M¯ ª
C
¤¾§Q¥ ¢ Â ½$¡

comp(P ) ≥ δ(G)
¡

comp(C) ≥ δ(G) + 1
Ê

ý �?��o�js�nknmp�KtvuKoG¹ V?�IÕA¨
P = v0, . . . , vk

»K� ³n¨ª��¬ ��K¡ ¤W�«�«¨ª¬ ¡v¥'³�¡v���K¥¦¬ ���n£Ö¦¡ �n�
G
�)�\£Ö©²ª¡çÖ¦¡W¤W¡£¢�¡£¢�À?¬ õn¬ ��K¡£¢�¤W�

vk

�®¢IÖ©²ª¡N�n�
P
F�³n¨v¢A¡ù³�¡v£Ö¦¥©½ª¥¦¬ ¡>×

P
��¡W¤W�n¥¦¬µ¨ù¢A�n¥�®¢IÖ¦�n>¤W¬µ¤W¡��>¨ª¥©¨�»K� À?¬ õn¬ ��K¡��'>²ª¡�Ö¦�n¥¦¬µ¨�³�¡v���K¥¦¬ ���n£Ö¦¡��«½p�W¬ ��¡EH+��`<¡v§v¡>×

comp(P ) = k ≥ dG(vk) ≥ δ(G).Ù)¡v¥'¡v»WÖ¦¥¦¡� µ¨v¤W¡>×1¢A�
vi

îH¡�Àvîn¥AÖ¦¬µ³��«¤W�H���nK¡v¥!Ä >¤W¬µ³��H�n�
P
Ö©¨ª \>£»K�

vivk ∈ E(G)
×�n£Ö©²ª¡

vi, vi+1, . . . , vk, vi

î�»K�¿³�¬µ³�  ¡«¤W�!³�¡v���K¥¦¬ ���n£Ö¦¡����n  ¡����nK¡£¢
δ(G) + 1

F�¤K¨v¤W¡>£»K�
{vi, vi+1, . . . , vk}

³�¡v£Ö¦în�eÖ¦¡W¤W¡£¢�¡£¢ËÀvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢�¨v¤ÁÕA¨v³��n£Ö¦�®¢�¨
vk

×<³�»pÕI¡ EDK���n¥¦¡ î>²ª¡�¬ Wúû�n¥¦¬ ¡v¥C¨
δ(G)

H+�
= �eÀvîn¥AÖ¦¬µ³��

v ∈ V (G)
¤W¬ õ�ö8¢A� ® ¡M� ¤  §Q¯ �n�

G
¢A��¨«�«¨ª¬ ¡v¥6¤K¨v¢6¤W¬µ¢IÖA@ª>³�¬µ¨v¢C�n£Ö¦¥¦�

v��¡£¢^¥¦�®¢IÖ©¨ª£Ö¦�®¢^Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢^î'¨����nK¡v¥P��¡£¢¦¢AÄ Àv�n  �?�:¢IÖ©¨�¤W¬µ¢IÖA@ª>³�¬µ¨�¤W�®¢A¬ §v>¨pö8¢A�6��¡v¥+ §Q¥&ª ¤W�
G
��¤W�nK¡ªÖ©¨pö8¢A�'��¡v¥

raio(G)
×l���n  ¡L>£»K�

raio(G) = minv∈V (G) max{dG(v, x) : x ∈
V (G)}.

Ó:¡v� ú�¨v³�¬   ¬µ¤K¨v¤W�'¢A�'³�¡v>³�  »K¬G>£»K�
raio(G) ≤ diam(G) ≤ 2raio(G).

ãpô Ypôj� MN;KJ\QË~I91XSBD=�@C9G{lBDX$5A3�CJ$XSBD5A=�{°kC;WUWJ
ÙD¨ª¥©¨�§v¥©¨púû¡£¢C³�¡v� ³�»>¢IÖ¦¡£¢C¡v»����®¢A¡£¢6>¨v¢6¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢n×K¡ ³�»>¢IÖ¦¡Í¤W��»K� ³n¨ª��¬ ��K¡Hî�¬ §v»>¨ª �K¢A¡v�«¨!¤W¡£¢:³�»>¢IÖ¦¡£¢:¡v»«���®¢A¡£¢^¤K¨v¢:¢A»>¨v¢^¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢D�6¡����®¢A��¡�¢A�6�>¨v¢¦¢¦¨'K¡�³n¨v¢A¡�¤W�6§v¥©¨púû¡£¢¡v¥¦¬ �n£Ö©¨v¤W¡£¢1³�¡v�Z³�»>¢IÖ¦¡£¢\Fû¡v»����®¢A¡£¢AH<K¡£¢s¨ª¥©³�¡£¢n�®�\�/³��n¥AÖ©¨v¢s¨ª�K  ¬µ³n¨v¼�Û?�®¢n×®��¡v¥¦în� ×Á¡£¢s³�»>¢IöÖ¦¡£¢C¥¦��úû�n¥¦�n��ö8¢A��¨H¤W¬µ¢IÖA@ª>³�¬µ¨v¢C�n£Ö¦¥¦�!Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢n×>���n  ¡f>£»K�v×l¨ª  §v»K�«¨v¢CÀv�nõn�®¢n×�¤W�®¢A¬ §v>¨ª��¡£¢¡�³�»>¢IÖ¦¡«¤W��»K� ³n¨ª��¬ ��K¡«³�¡v��¡�¢A�n>¤W¡�¡«¢A�n» ³�¡v���K¥¦¬ ���n£Ö¦¡>���6¢¦¢A¬ � ×WK�®¢IÖ¦�'³�¡v£Ö¦���?Ö¦¡>×¡ ³n¨ª��¬ ��K¡ ¤W��³�»>¢IÖ¦¡Í��Ä K¬ ��¡ ¡v»ç¡ ³n¨ª��¬ ��K¡Í�«¨ª¬µ¢Ë³�»K¥AÖ¦¡Í>²ª¡Hî�K�®³��®¢¦¢¦¨ª¥¦¬µ¨ª���n£Ö¦�'¡>£»K��Ö¦�n�à���nK¡v¥'EDK���n¥¦¡�¤W�Í¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢�FûK¡ç³n¨v¢A¡�¤W¡£¢�§v¥©¨púû¡£¢AH6¡v» ¨ª¥©³�¡£¢TFûK¡ç³n¨v¢A¡ ¤W¡£¢¤W¬ §v¥©¨púû¡£¢AH+�



w Æ é �Í�?qs�?�����Ímp���øo��
Ù)¡v¥D���W�n���K  ¡>×pK¡'§v¥©¨púû¡Ë¥¦�n�K¥¦�®¢A�n£Ö©¨v¤W¡6>¨�±s¬ §v»K¥©¨'áW� Ã>×Á���W¬µ¢IÖ¦�n�ZÖ¦¥¦ó®¢D³n¨ª��¬ ��K¡£¢s�nWöÖ¦¥¦�*¡£¢DÀvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢

v1
�

v2
×£³�»pÕI¡£¢\³�»>¢IÖ¦¡£¢D¢¦²ª¡�¡£¢\¨ª�K¥¦�®¢A�n£Ö©¨v¤W¡£¢s>¨+^s¨ªÝ��n µ¨!áW� �v�£Ó:¡vWúû¡v¥¦���¢A�!��¡W¤W��Àv�n¥¦¬ ¾�³n¨ª¥®×K¤W���n£Ö¦¥¦�!�®¢IÖ¦�®¢6³n¨ª��¬ ��K¡£¢n×K¡Í³n¨ª��¬ ��K¡Í¤W��³�»>¢IÖ¦¡H��Ä K¬ ��¡Íî!¡L>£»K�Ö¦�n� �«¨ª¬ ¡v¥PEDK���n¥¦¡«¤W�!¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢n�

³n¨ª��¬ ��K¡ EDK���n¥¦¡«¤W�'¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢ ¢A¡v�«¨�¤W�����®¢A¡£¢
v1v2

� á
v1v3v2

° á
v1v4v3v2

¸ Ã
^s¨ªÝ��n µ¨�áW� �NUsÓ:¡v���K¥¦¬ ���n£Ö¦¡£¢�¤W¡£¢'³n¨ª��¬ ��K¡£¢��n£Ö¦¥¦��¡£¢�Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢

v1
�

v2
¤W¡ §v¥©¨púû¡�¤K¨±s¬ §v»K¥©¨�áW� Ã>�

= �¶§v¥©¨púû¡ù¢A¬ ���K  �®¢�³�¡v� ³�»>¢IÖ¦¡£¢�>¨v¢�¨ª¥¦�®¢Iö

s

s

s

s

�
�

�
��

v1 v2

v3v4

1 4 1

2

5±s¬ §v»K¥©¨'áW� Ã$U]Ë¥©¨púû¡'³�¡v�S³�»>¢IÖ¦¡£¢D>¨v¢¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢n�

Ö©¨v¢C¥¦�n�K¥¦�®¢A�n£Ö©¨pö8¢A�Ë���n  ¡«Ö¦�n¥¦K¡
G = (V, E, W )

×¡v>¤W�
W = (wij)

¤W�nK¡ªÖ©¨H¨��«¨pÖ¦¥¦¬ õ�¤W��³�»>¢IÖ¦¡£¢n�BC�®¢IÖ©¨��«¨pÖ¦¥¦¬ õv×>¨��n£Ö¦¥©¨v¤K¨
wij

³�¡v¥¦¥¦�®¢A��¡v>¤W��¨ª¡³�»>¢IÖ¦¡H¤K¨«¨ª¥¦�®¢IÖ©¨
ij
×�¢A�'»K�«¨�Ö©¨ª s¨ª¥¦�®¢IÖ©¨����W¬µ¢IÖ¦�v×¡v»

wij = ∞
¢A�

ij /∈ E(G)
�¸�*¤W¬µ³�¬ ¡v>¨ª  ���n£Ö¦�v×¨v¢¦¢A»K����ö8¢A�l>£»K�

wii = 0
�>¨ª¥©¨ù³n¨v¤K¨

i
�\Ú6�®¢IÖ¦���¡W¤W¡>×s��¡W¤W�n��¡£¢!  ¬µ¤K¨ª¥�³�¡v�Â¡ç§v¥©¨púû¡N³�¡v��¡N¢A�Ö¦¥©¨pÖ©¨v¢¦¢A� ¤W� »K�}§v¥©¨púû¡ù³�¡v���K  ��Ö¦¡>×)K¡�>£»>¨ª *¨v¢¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢�³�¡v�}³�»>¢IÖ¦¡N¬ W¾>K¬ Ö¦¡ ³�¡v¥¦¥¦�®¢A��¡v>¤W�n�Â¨ù¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢�¨ª»>¢A�n£Ö¦�®¢!K¡ù§v¥©¨púû¡ç¡v¥¦¬ §v¬ >¨ª  �Ù)¡v¥6���W�n���K  ¡>×�¡H§v¥©¨púû¡«¥¦�n�K¥¦�®¢A�n£Ö©¨v¤W¡«>¨Í±s¬ §v»K¥©¨ÍáW� Ã«Ö¦�n� ³�¡v��¡H�«¨pÖ¦¥¦¬ õ�¤W��³�»>¢IÖ¦¡£¢Ë¨�«¨pÖ¦¥¦¬ õNU

W =




0 5 4 1
5 0 1 ∞
4 1 0 2
1 ∞ 2 0


 .

[6»>¨ª>¤W¡ Ö¦¡W¤W¡£¢H¡£¢Í³�»>¢IÖ¦¡£¢H¤K¨v¢Í¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢H¢¦²ª¡�>²ª¡�K�n§£¨pÖ¦¬ Àv¡£¢n×\¡ ¨ª  §v¡v¥¦¬ Ö¦��¡c>£»K�çúû¥¦��ö>£»K�n£Ö¦�n���n£Ö¦�!�«¨ª¬µ¢6¢A�!»WÖ¦¬   ¬ õ®¨H>¨H¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨v¼n²ª¡H¤W�!»K� ³n¨ª��¬ ��K¡Í¤W��³�»>¢IÖ¦¡H��Ä K¬ ��¡�n£Ö¦¥¦�Ë¤W¡v¬µ¢:Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢
s
�

t
î6¡ §Q¯ ¦]ª  ¥�¤ ¼ ª ¿N¡ þ ¥ È ì ¢ ¤  § ���4¬µ¤W�®¨!Ý>½v¢A¬µ³n¨�¤W�®¢IÖ¦�Ë¨ª  §v¡v¥¦¬ Ö¦��¡³�¡v>¢A¬µ¢IÖ¦�Ë�n� ¨ª§v¥¦»K�>¨ª¥^?»K� ³�¡vpÕI»K£Ö¦¡>×K¢A»>³��®¢¦¢A¬ Àp¨ª���n£Ö¦�Ë�«¨ª¬µ¢P¨ª µ¨ª¥¦§£¨v¤W¡>×£¡£¢^Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢�K���nK¡v¥^¤W¬µ¢IÖA@ª>³�¬µ¨�¤W�

s
¨pÖ¦îË¢A�6¬ >³�  »K¬ ¥^K�®¢¦¢A�Ë³�¡vpÕI»K£Ö¦¡�¡!Àvîn¥AÖ¦¬µ³��

t
×£�«¨ª¥©³n¨ª>¤W¡ªö8¢A�PÖ¦�n��ö��¡v¥©¨ª¥¦¬µ¨ª���n£Ö¦�*¡£¢:Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢\>£»K�6K¡��>¨v¢¦¢A¡�³�¡v¥¦¥¦�n£Ö¦�6¢A�Ë³�¡v>¢A¬µ¤W�n¥©¨ª�S�«¨ª¬µ¢:�K¥¦´Á�W¬ ��¡£¢:¤W�

s
�«��»>¤K¨ª>¤W¡ªö8¢A�H¨ �«¨ª¥©³n¨ÍÖ¦�n����¡v¥©½ª¥¦¬µ¨ ¤W�H»K� Àvîn¥AÖ¦¬µ³��

v
�>¨ª¥©¨ �«¨ª¥©³n¨ ���n¥¦�«¨ªK�n£Ö¦�>£»>¨ª>¤W¡'¢A�P¡vÝWÖ¦în�Z¡'³n¨ª��¬ ��K¡��«¨ª¬µ¢D³�»K¥AÖ¦¡��n£Ö¦¥¦�

s
�

v
�NB6¨�¤W�®¢¦³�¥¦¬µ¼n²ª¡�¤W�®¢IÖ¦�*¨ª  §v¡v¥¦¬ Ö¦��¡Àp¨ª��¡£¢P»WÖ¦¬   ¬ õ®¨ª¥C¨�¢A�n§v»K¬ £Ö¦��K¡ªÖ©¨v¼n²ª¡$U

• Marca[v] � ³�¡v���K¥¦¬ ���n£Ö¦¡Í¤W¡Í³n¨ª��¬ ��K¡H�«¨ª¬µ¢Ë³�»K¥AÖ¦¡H�n£Ö¦¥¦� s
�

v
×l¤W���n£Ö¦¥¦�!¡£¢³n¨ª��¬ ��K¡£¢sÕA½«¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨v¤W¡£¢nd

• Antecessor[v] � ¨ª£Ö¦�®³��®¢¦¢A¡v¥6¤W¡ Àvîn¥AÖ¦¬µ³�� v
K¡ ³n¨ª��¬ ��K¡Í�«¨ª¬µ¢�³�»K¥AÖ¦¡Í�n£Ö¦¥¦�

s
�

v
×>¤W�'�n£Ö¦¥¦��¡£¢sÕA½«¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨v¤W¡£¢nd

• Temporários � ³�¡vpÕI»K£Ö¦¡«¤W¡£¢PÀvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢*³�¡v� �«¨ª¥©³n¨!Ö¦�n����¡v¥©½ª¥¦¬µ¨�d



�C¹ Æ ��mpo$#)���?���K����ä£knmp�&%vo����?�b�>mp���øo�� w Æ �
• z � Àvîn¥AÖ¦¬µ³���³�¡v� ���nK¡v¥*�«¨ª¥©³n¨'Ö¦�n����¡v¥©½ª¥¦¬µ¨�³�¡v¥¦¥¦�n£Ö¦��>£»K�Ë�>¨v¢¦¢¦¨�¨�¢A�n¥P���n¥¦�«¨pöK�n£Ö¦�v�

ý �?�?%ªmp��tvuKo�qso �K����o>mp�ûk®��oùqs��ý � ���<�nknmp�C¹
�v��R8K¬µ³�¬µ¨ª  ¬ õ®¨v¼n²ª¡ ¤K¨v¢'Àp¨ª¥¦¬µ½ÁÀv�n¬µ¢n�lñç¨ª¥©³n¨ª¥'¬ K¬µ³�¬µ¨ª  ���n£Ö¦��¡�Àvîn¥AÖ¦¬µ³��

s
³�¡v� ¨ �«¨ª¥©³n¨���n¥¦�«¨ªK�n£Ö¦�

0
Fû»K�«¨çÀv�nõf>£»K�

dist(s, s) = 0
H'� �«¨ª¥©³n¨ª¥'Ö¦¡W¤W¡£¢�¡£¢!¥¦�®¢IÖ©¨ª£Ö¦�®¢Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢P³�¡v� ¨��«¨ª¥©³n¨'Ö¦�n����¡v¥©½ª¥¦¬µ¨

∞
×W¡v» ¢A�IÕA¨K×

Marca[s]← 0
×
Marca[v]←

∞
×K�>¨ª¥©¨

v 6= s
×
Temporários← V (G) \ {s}

�
z ← s

�
°W�PÙD¨ª¥©¨ç³n¨v¤K¨çÀvîn¥AÖ¦¬µ³��

v
>£»K� >²ª¡çÖ¦�n��>¨ç�«¨ª¥©³n¨����n¥¦�«¨ªK�n£Ö¦�v×)¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨ª¥�»K�«¨K¡pÀp¨��«¨ª¥©³n¨K×W³�¡vWúû¡v¥¦���'¢A��¬ >¤W¬µ³n¨�U

Marca[v] =

{
Marca[z] + wzv ,

¢A�
Marca[v] > Marca[z] + wzv ,

Marca[v],
¢A�

Marca[v] ≤Marca[z] + wzv .

ê6Ý>¢A�n¥¦Àv��ö8¢A��>£»K�'¨«¤W�®¢A¬ §v»>¨ª µ¤K¨v¤W�
Marca[v] > Marca[z] + wzv

×>¢A¬ §vK¬ ¾�³n¨�>£»K�¡Í³n¨ª��¬ ��K¡«�«¨ª¬µ¢6³�»K¥AÖ¦¡«�n£Ö¦¥¦�
s
�

v
×l¤W�!�n£Ö¦¥¦�'¡£¢6³n¨ª��¬ ��K¡£¢)ÕA½H¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨v¤W¡£¢n×�>¨v¢¦¢¦¨����n  ¡HÀvîn¥AÖ¦¬µ³��

z
×K¡v»ç¢A�IÕA¨K×>î!¡Í¤W��¾>K¬µ¤W¡H���n  ¡

(s, z)
ö8³n¨ª��¬ ��K¡«�«¨ª¬µ¢C³�»K¥AÖ¦¡>×¨ª¡L>£»>¨ª s¢A�*ÕI»K£Ö©¨Í¨H¨ª¥¦�®¢IÖ©¨�Fû¡v»N¨ª¥©³�¡EH

zv
��BC�®¢IÖ¦��³n¨v¢A¡>×K¡Í¨ª£Ö¦�®³��®¢¦¢A¡v¥6¤W�

v
î

z
×¡v» ¢A�IÕA¨K×

Antecessor[v]← z
�

¸K�*Ú6��Ö¦�n¥¦��¬ >¨ª¥D»K�ZK¡pÀv¡ËÀvîn¥AÖ¦¬µ³��
z
¤W�P�«¨ª¥©³n¨6��Ä K¬ �«¨K×v¤W�P�n£Ö¦¥¦�^Ö¦¡W¤W¡£¢)¡£¢sÀvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢³�¡v� �«¨ª¥©³n¨�Ö¦�n����¡v¥©½ª¥¦¬µ¨K�Kñ�»>¤K¨ª¥6¨��«¨ª¥©³n¨«¤W�

z
�>¨ª¥©¨��«¨ª¥©³n¨����n¥¦�«¨ªK�n£Ö¦�v×K¡v»¢A�IÕA¨K×

Temporários← Temporários \ {z}
�

Ã>�JV?�
z 6= t

×W�n£Ö©²ª¡�Àv¡v  Ö©¨ª¥*¨ª¡��>¨v¢¦¢A¡«°W�
áW�*±�RIñ � ¡H³�¡v���K¥¦¬ ���n£Ö¦¡�¤W�'»K�¿³n¨ª��¬ ��K¡��«¨ª¬µ¢*³�»K¥AÖ¦¡��n£Ö¦¥¦� s

�
t
F
dist(s, t)

H^î¬ §v»>¨ª <¨
Marca[t]

�'�®¢IÖ¦�'³n¨ª��¬ ��K¡�î'¡«¤W��¾>K¬µ¤W¡����n µ¨«¢A�?>£»Kón>³�¬µ¨�¤W��Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢
(s, . . . , Antecessor[Antecessor[t]], Antecessor[t], t).

Ê6Ñ<�?��æ)��o��C¹ �C¹�º ¤a¥�¯ ¥ Ô?§ �Z¿ ª+§Q¯ ¦]ª  ¥�¤ ¼ ª ¿N¡ þ ¥ È ì ¢ ¤  § Ç�  § ¼ ª ¢g¿N¡ ¤ ¡M ¼ ¥ � § \½ ¼ ®A§ ¼ ¥ ��Ì ª¼ §Q¥ ¢ ® ½� ¤¾ª�Ñ ¡ § �¡X¢ ¬ ¡ ®M¤a¥   § ¿ ¥ ¢ ¤! � ®M¥&§ Òl¡M� ¤ �¡ ª ¢+  Ø  ¤a¥&® ¡X¢
v5
¡

v8
¿ ªe¦  § Ä ª ¿N¡ � � ¥ ¿ ª¬ ¡ ¯ § ¼ §Q¤  ¥ Ô ¿N¡�¿ ¥ ¢ ¤! � ®M¥&§ ¢ Ü

W =




v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8

v1 0 12 ∞ ∞ 12 ∞ ∞ ∞
v2 12 0 13 ∞ 12 14 15 ∞
v3 ∞ 13 0 13 ∞ ∞ 11 15
v4 ∞ ∞ 13 0 ∞ ∞ ∞ 11
v5 12 12 ∞ ∞ 0 15 ∞ ∞
v6 ∞ 14 ∞ ∞ 15 0 13 ∞
v7 ∞ 15 11 ∞ ∞ 13 0 12
v8 ∞ ∞ 15 11 ∞ ∞ 12 0






w Æ$" �Í�?qs�?�����Ímp���øo��
å<o���rstvuKoG¹ ��^s¨ªÝ��n µ¨ áW� °�¨ª�K¥¦�®¢A�n£Ö©¨ ¡£¢HÀp¨ª  ¡v¥¦�®¢«¡vÝWÖ¦¬µ¤W¡£¢Í¤W»K¥©¨ª£Ö¦�N¨�¨ª�K  ¬µ³n¨v¼n²ª¡�¤W¡¨ª  §v¡v¥¦¬ Ö¦��¡N¤W��Ú6¬ ÕihW¢IÖ¦¥©¨N�n� ³n¨v¤K¨N»K� ¤W¡£¢�¥¦�®¢A���®³+Ö¦¬ Àv¡£¢��>¨v¢¦¢A¡£¢n�ÓBC¡ªÖ¦��ö8¢A�f>£»K� K�®¢IÖ©¨Ö©¨ªÝ��n µ¨K×W�>¨ª¥©¨�³n¨v¤K¨�Àvîn¥AÖ¦¬µ³��

v
×K�n�¿³n¨v¤K¨��>¨v¢¦¢A¡«¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨ª��¡£¢^»K� �>¨ª¥

(Marca[v], Antecessor[v]),¡v>¤W�
Marca[v]

³�¡v¥¦¥¦�®¢A��¡v>¤W�cK4¤W¬µ¢IÖA@ª>³�¬µ¨
³�¡v¥¦¥¦�n£Ö¦��¨ª¡ Àvîn¥AÖ¦¬µ³���¬ K¬µ³�¬µ¨ª e>£»K��¨ª�>¨pö¥¦�®³��'¨�K�n§v¥¦¬ Ö¦¡T>£»>¨ª>¤W¡��>¨v¢¦¢¦¨�¨����n¥¦�«¨ªK�n£Ö¦�v�$�C>¨ª  ¬µ¢¦¨ª>¤W¡�¨�Ö©¨ªÝ��n µ¨K×>³�¡v>³�  »K¬ ö8¢A��>£»K�
dist(v5, v8) = 39

��>£»K��¡
(v5, v8)

ö8³n¨ª��¬ ��K¡H�«¨ª¬µ¢6³�»K¥AÖ¦¡)F&>£»K����¡£¢¦¢A¬ Àv�n  ���n£Ö¦�!>²ª¡HîDKK¬µ³�¡EH^î�¡«¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨v¤W¡����n µ¨«¢A�?>£»Kón>³�¬µ¨�¤W�'Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢
v5v2v7v8

�

v5 v1 v2 v3 v4 v6 v7 v8

(0,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−) (∞,−)
(12,v5) (12, v5) (∞,−) (∞,−) (15, v5) (∞,−) (∞,−)

(12,v5) (∞,−) (∞,−) (15, v5) (∞,−) (∞,−)
(25, v2) (∞,−) (15,v5) (27, v2) (∞,−)
(25,v2) (∞,−) (27, v2) (∞,−)

(38, v3) (27,v2) (40, v3)
(38,v3) (39, v7)

(39,v7)

^s¨ªÝ��n µ¨ÍáW� °�U�Ú6��Ö¦�n¥¦��¬ >¨v¼n²ª¡H¤W��»K� ³n¨ª��¬ ��K¡H�«¨ª¬µ¢6³�»K¥AÖ¦¡H�n£Ö¦¥¦�!¡£¢CÀvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢
v5
�

v8
×��¡v¥C¨ª�K  ¬µ³n¨v¼n²ª¡�¤W¡«¨ª  §v¡v¥¦¬ Ö¦��¡�¤W�'Ú6¬ ÕihW¢IÖ¦¥©¨K�

s

s

s

s

v1 v2

v6v5

12 12 14

15

12
s

s

v3

v7

11

s

s

v4

v8

11

@
@

@
@

@
@@�

�
�

�
�

��

�
�

�
�

�
��

15 15

13 13

13 12

±s¬ §v»K¥©¨«áW� á�U�Ë¥©¨púû¡«¤W¡��D�W�n���K  ¡ÍáW� áW�
� ¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨v¼n²ª¡ ¤W¡�³n¨ª��¬ ��K¡ �«¨ª¬µ¢'³�»K¥AÖ¦¡ �n£Ö¦¥¦�«¤W¡v¬µ¢�Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢Ë��¡W¤W�H¢A�n¥'�®¢IÖ¦�nWö¤W¬µ¤K¨fK ¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨v¼n²ª¡ ¤W¡ ³�¬µ³�  ¡ ¤W�«³�¡v���K¥¦¬ ���n£Ö¦¡Í��Ä K¬ ��¡�¤W��»K��§v¥©¨púû¡>×�¡v»ù¢A�IÕA¨K×¸K¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨v¼n²ª¡!¤K¨�¢A»>¨!³�¬ £Ö¦»K¥©¨

g(G)
�>Ó:¡v�S��úû�n¬ Ö¦¡>×£�>¨ª¥©¨1>£»>¨ª Y>£»K�n¥^¨ª¥¦�®¢IÖ©¨

uv ∈ E(G)��¡W¤W�n��¡£¢:¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨ª¥\¡�³n¨ª��¬ ��K¡!�«¨ª¬µ¢:³�»K¥AÖ¦¡!�n£Ö¦¥¦�
u
�

v
K¡�§v¥©¨púû¡

G−{u, v}
F�³n¨v¢A¡���W¬µ¢IÖ©¨]H+���v»K£Ö©¨ª>¤W¡�¨'�®¢IÖ¦�6³n¨ª��¬ ��K¡�¨!¨ª¥¦�®¢IÖ©¨

uv
×v¡vÝWÖ¦în��ö8¢A�C»K� ³�¬µ³�  ¡�¤W�

G
¤W�6���nK¡v¥³�¡v���K¥¦¬ ���n£Ö¦¡ ¤W�«�n£Ö¦¥¦��¡£¢+>£»K�H³�¡v£Ö¦ón�

uv
�¸�6¢¦¢A¬ � ×1¤W�nK¡ªÖ©¨ª>¤W¡ ��¡v¥

Cuv

»K� ³�¬µ³�  ¡¤W�'���nK¡v¥*³�¡v���K¥¦¬ ���n£Ö¦¡«¤W�'�n£Ö¦¥¦��¡£¢*³�¬µ³�  ¡£¢�>£»K�!³�¡v£Ö¦ón�
uv
×

g(G) = min{comp(Cuv) : uv ∈ E(G)}.



�C¹ ã �Ímp���øo���#)�ûæ)�WmÁk®��qso���9)ÎWmÁÐ�o>mp�?�H���)o>mp�?�nk®�K� w Æ Ò
©T±�� ée&),"ýp�!" � �Xµ ,'&A4s��0 �!"�6¦'&X�!�'&)(*" (�� �'&)(*"�4s,!"
= � §v¥©¨púû¡

G
¤W¬ õ�ö8¢A� ×M¥ ¬$§  ¤a¥ ¿ ª ¢A�'���W¬µ¢IÖ¦�'»K�«¨��>¨ª¥AÖ¦¬µ¼n²ª¡�¤W¡H¢A�n» ³�¡vpÕI»K£Ö¦¡H¤W�'Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢�n�

V ′ � V ′′ Ö©¨ª Ï>£»K�«>²ª¡����W¬µ¢IÖ¦�n� ¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢Ë�n£Ö¦¥¦�S>£»>¨ª Y>£»K�n¥'�>¨ª¥!¤W�«Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢'¤W� V ′K�n� �n£Ö¦¥¦�
>£»>¨ª Y>£»K�n¥^�>¨ª¥P¤W�6Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢^¤W�
V ′′.

= �$Ö©¨ª l§v¥©¨púû¡!ÝK¬ �>¨ª¥AÖ¦¬µ¤W¡�î6»>¢A»>¨ª  ���n£Ö¦�¥¦�n�K¥¦�®¢A�n£Ö©¨v¤W¡ ��¡v¥
G = (V ′, V ′′, E)

×^¡v>¤W�
E
¤W�nK¡ªÖ©¨�¡�¥¦�®¢A���®³+Ö¦¬ Àv¡ ³�¡vpÕI»K£Ö¦¡ ¤W�¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢n��[6»>¨ª>¤W¡

|V ′| = m
×
|V ′′| = n

�
∀x ∈ V ′ ∀y ∈ V ′′, xy ∈ E(G)

�®¢IÖ¦�Ë§v¥©¨púû¡¤W�®¢A¬ §v>¨pö8¢A�6��¡v¥ ¦  § Ä ªL×M¥ ¬$§  ¤a¥ ¿ ªl®Aª ¼ ¬Z¯ ¡ ¤¾ª �!¤W�nK¡ªÖ©¨pö8¢A�Ë��¡v¥
Kmn

�
� �?o>mp�?�����C¹ " ¹eº�¼ ¦  § Ä ª+Ø�×M¥ ¬$§  ¤a¥ ¿ ª ¢n¡�¡Ï¢ é ¢n¡Ï� ©Nª-¤ ¡ ¼ ®M¥  ® ½ ¥�¤¾ª ¢�¿N¡ ®Aª ¼ ¬  ¥ ¼ ¡M� ¤¾ªÉ ¼ ¬$§  Ê
ý �?��o�js�nknmp�KtvuKoG¹ V?�

G = (V ′, V ”, E(G))
î:»K�G§v¥©¨púû¡CÝK¬ �>¨ª¥AÖ¦¬µ¤W¡>×®�n£Ö©²ª¡6î^³� µ¨ª¥¦¡->£»K�Ö¦¡W¤W¡£¢P¡£¢*³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡£¢^Ö¦ón�¿³�¡v���K¥¦¬ ���n£Ö¦¡��>¨ª¥®��Ó:¡v� ��úû�n¬ Ö¦¡>×K»K�«¨�Àv�nõ1>£»K�ËÖ©¨ª£Ö¦¡«�n� ô��³�¡v��¡��n� ô�mç>²ª¡����W¬µ¢IÖ¦�n� Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢P¨v¤ÁÕA¨v³��n£Ö¦�®¢n×W�>¨ª¥AÖ¦¬ >¤W¡ªö8¢A�v×W��¡v¥*���W�n���K  ¡>×>¤W�'»K�Àvîn¥AÖ¦¬µ³��*�n�$ô�� ×?¤W�Ë³n¨v¤K¨'Àv�nõ->£»K�Ë¢A�C�>¨v¢¦¢¦¨��>¨ª¥©¨'ô�mp×v�>¨ª¥©¨!¢A�C¡vÝWÖ¦�n¥:»K� ³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡>×ªÖ¦�n�¤W�P¢A�^Àv¡v  Ö©¨ª¥)¨Cô��p>¨Ë¨ª¥¦�®¢IÖ©¨6¢A�n§v»K¬ £Ö¦�v×®���n  ¡�>£»K�g>£»>¨ª Y>£»K�n¥)³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡CÖ¦�n�/³�¡v���K¥¦¬ ���n£Ö¦¡�>¨ª¥®�¹*�®³�¬ �K¥¦¡W³n¨ª���n£Ö¦�v×ª¢A»K��¡v��>¨�>£»K�

G
>²ª¡ËÖ¦�n�$³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡£¢D¤W�C³�¡v���K¥¦¬ ���n£Ö¦¡�Ä ���>¨ª¥®� = �«¨Àv�nõ�>£»K�^»K�/§v¥©¨púû¡6îPÝK¬ �>¨ª¥AÖ¦¬µ¤W¡�¢A�^�*¢A´�¢A�*³n¨v¤K¨6»K�«¨Ë¤K¨v¢D¢A»>¨v¢)³�¡v����¡vK�n£Ö¦�®¢)³�¡v>¢IÖ¦¬ Ö¦»K¬»K�¶¢A»KÝK§v¥©¨púû¡ùÝK¬ �>¨ª¥AÖ¦¬µ¤W¡>×D��¡W¤W�n��¡£¢«¢A»K��¡v¥®×\¢A�n� ���n¥©¤K¨ ¤W� §v�nK�n¥©¨ª  ¬µ¤K¨v¤W�v×_>£»K�

G
î³�¡vK���W¡>�DÓ:¡v>¢A¬µ¤W�n¥¦�H»K�}Àvîn¥AÖ¦¬µ³��Í¨ª¥¦ÝK¬ Ö¦¥©½ª¥¦¬ ¡

z ∈ V (G)
� ¢A�IÕA¨

V ′ = {w ∈ V (G) :
dG(z, w)

î�Ä ���>¨ª¥
}
�\BC�®¢IÖ©¨v¢H³�¡v>¤W¬µ¼�Û?�®¢H>²ª¡����W¬µ¢IÖ¦�n��¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢S>£»K�ç  ¬ §v»K�n�ìÀvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢¤W�

V ′ F�³n¨v¢A¡ ³�¡v£Ö¦¥©½ª¥¦¬ ¡N���W¬µ¢IÖ¦¬ ¥¦¬µ¨ª� ³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡£¢�¤W�ç³�¡v���K¥¦¬ ���n£Ö¦¡ùÄ ���>¨ª¥XH+�DÙ)¡v¥�¡v»WÖ¦¥¦¡ µ¨v¤W¡>×>³�¡v��¡«Ö¦¡W¤W¡£¢C¡£¢CÀvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢6¤W�
V (G) \ V ′ �®¢IÖ©²ª¡Í¨«»K�«¨H¤W¬µ¢IÖA@ª>³�¬µ¨«�>¨ª¥Ë¤W� z

Fû�n��>¨ª¥AÖ¦¬µ³�»K µ¨ª¥
z
�®¢IÖ©½6¨C»K�«¨6¤W¬µ¢IÖA@ª>³�¬µ¨

0
¤W�n  �^�K¥¦´v�K¥¦¬ ¡EH+×n>²ª¡6���W¬µ¢IÖ¦�n�EÀvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢s¨v¤ÁÕA¨v³��n£Ö¦�®¢�n�

V (G)\V ′ Fû»K�«¨6Àv�nõ\>£»K�v×Á��¡v¥s¥©¨ªõnÛ?�®¢<¬µ¤Wón£Ö¦¬µ³n¨v¢�Kv¢s¨ª£Ö¦�n¥¦¬ ¡v¥¦�®¢n×n�n�ÅÖ©¨ª¬µ¢)³�¡v>¤W¬µ¼�Û?�®¢n×���W¬µ¢IÖ¦¬ ¥¦¬µ¨ª�¶³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡£¢H¤W�ç³�¡v���K¥¦¬ ���n£Ö¦¡ Ä ���>¨ª¥XH+�Ï`<¡v§v¡>×)ú�¨ªõn�n>¤W¡
V ” = V (G) \ V ′¡vÝWÖ¦în��ö8¢A�Ë»K�«¨�ÝK¬ �>¨ª¥AÖ¦¬µ¼n²ª¡��>¨ª¥©¨

G
×>¤K¨v¤K¨���¡v¥

G = (V ′, V ”, E(G))
�

êË¢*§v¥©¨púû¡£¢P³�¡vK���W¡£¢P¨v³�Äµ³�  ¬µ³�¡£¢+Fû¬ � �v×>¢A�n�¿³�¬µ³�  ¡£¢AHP¤W�®¢A¬ §v>¨ª��ö8¢A�Ë��¡v¥eÁQX  ª �¡X¢P�!³�¡v>¢IöÖ¦¬ Ö¦»K�n�ì»K�«¨�³� µ¨v¢¦¢A���®¢A���®³�¬µ¨ª C¤W�ç§v¥©¨púû¡£¢�ÝK¬ �>¨ª¥AÖ¦¬µ¤W¡£¢n�DÙ)¡v¥Í¢A»>¨ Àv�nõv×:¤W�®¢A¬ §v>¨pö8¢A� ��¡v¥� ª �¡X¢ ¤¾§ Ö¦¡W¤W¡!¡!§v¥©¨púû¡!¨v³�Äµ³�  ¬µ³�¡>×v���n  ¡�>£»K�C»K�«¨��>¡v¥¦�®¢IÖ©¨�î6»K�$§v¥©¨púû¡'³�»pÕA¨v¢^³�¡v����¡vK�nWöÖ¦�®¢*¢¦²ª¡«½ª¥¦Àv¡v¥¦�®¢n�
� �?o>mp�?���ù�C¹ ÒC¹ Í ¡M�Z¿ ª

G
½ ¼ ¦  § Ä ª ÇÏ¢ ©Nª ¡ Â ½ ¥   §Q¯ ¡M� ¤ ¡X¢ § ¢+¢n¡ ¦ ½ ¥ � ¤ ¡X¢ ¬  ª�¬$ª ¢ ¥3¨IÕ ¡X¢ Ü

àNÊ
G
Ø ½ ¼ § ÁQX  ª �¡ Ê

áEÊ
G
Øe®Aª �Z¡�Å ª ¡ ¤ ¡ ¼

|V (G)| − 1
§ �¡X¢ ¤¾§ ¢ Ê

â]Ê
G
� ©Nª�¤ ¡ ¼ ®M¥  ® ½ ¥�¤¾ª ¢AÇ ¼ § ¢ §N® �¡X¢ ® ¡M� ¤¾§ �Z¿ ª £Ð¢n¡l½ ¼ §c§ �¡X¢ ¤¾§c§

G
�¡X¢X½ ¯ ¤¾§ ½ ¼Î�� ¥&®AªL®M¥  ® ½ ¥�¤¾ªNÊ

ý �?��o�js�nknmp�KtvuKoG¹ ÙD¨ª¥©¨��K¥¦¡pÀp¨ª¥C¨«¬ ���K  ¬µ³n¨v¼n²ª¡��
⇒
°W×>¤K¨v¤W¡L>£»K�!»K�«¨H½ª¥¦Àv¡v¥¦�Ëî�»K�§v¥©¨púû¡�³�¡vK���W¡>×ªÝ>¨v¢IÖ©¨Ë�K¥¦¡pÀp¨ª¥�>£»K�C¢A�

G
î*»K�«¨!½ª¥¦Àv¡v¥¦�v×Á�n£Ö©²ª¡ËÖ¦�n�

|V (G)|−1
¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢n×�>¨ª¥©¨ ¡Ö>£»K�çÀp¨ª��¡£¢H»WÖ¦¬   ¬ õ®¨ª¥Í¬ >¤W»>¼n²ª¡�¢A¡vÝK¥¦��¡�EDK���n¥¦¡�¤W�ù¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢«¤W�N§v¥©¨púû¡£¢T>£»K�¤W��¾>K�n� ½ª¥¦Àv¡v¥¦�®¢n�$V?�IÕA¨

Gk

»K�«¨Í½ª¥¦Àv¡v¥¦�'³�¡v�
k
¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢n�>ÙD¨ª¥©¨

k = 1
×
|V (G1)| = 2

×���n  ¡
>£»K�^¡6¥¦�®¢A»K  Ö©¨v¤W¡Ë¢A�:Àv�n¥¦¬ ¾�³n¨K�IV?»K��¡v��>¨
>£»K�^¡6¥¦�®¢A»K  Ö©¨v¤W¡Cî^Àv�n¥©¤K¨v¤W�n¬ ¥¦¡*�>¨ª¥©¨
k ≥ 1



w Æ � �Í�?qs�?�����Ímp���øo��
�Ë³�¡v>¢A¬µ¤W�n¥¦�6¨!½ª¥¦Àv¡v¥¦�

Gk+1
�?ÚË¨v¤W¡e>£»K�

Gk+1
>²ª¡'Ö¦�n� ³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡£¢n×v���W¬µ¢IÖ¦�6���n  ¡����nK¡£¢»K� Àvîn¥AÖ¦¬µ³��v×

v
×K³�¡v�$§v¥©¨ª»

1
�>Ó:¡v>¢A¬µ¤W�n¥©¨ª>¤W¡�¡�¢A»KÝK§v¥©¨púû¡!¡vÝWÖ¦¬µ¤W¡�¤W�

Gk+1
×?¥¦��Ö¦¬ ¥©¨ª>¤W¡ªö¢A��¡�Àvîn¥AÖ¦¬µ³��

v
Fû�'³�¡v>¢A�?>£»K�n£Ö¦�n���n£Ö¦�'¨�¨ª¥¦�®¢IÖ©¨e>£»K��  �K�'î�¬ >³�¬µ¤W�n£Ö¦�IH+×>¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨ª��¡£¢»K� §v¥©¨púû¡

Gk

>£»K�H³�¡v£Ö¦¬ ?»>¨�¨�¢A�n¥'»K�«¨�½ª¥¦Àv¡v¥¦�lFû»K�«¨�Àv�nõT>£»K�H���n¥¦�«¨ªK�®³��«³�¡vK���W¡��¢A�n� ³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡£¢AH+�Z`<¡v§v¡>×>��¡v¥-�K¬ ��´ªÖ¦�®¢A��¤W��¬ >¤W»>¼n²ª¡>×
|E(Gk)| = |V (Gk)| − 1

�lÚË¨v¤W¡>£»K�
|V (Gk+1)| = |V (Gk)| + 1

³�¡v>³�  »KÄ ö8¢A�e>£»K�
Gk+1

Ö¦�n�
|V (Gk+1)| − 1

¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢n×³�¡v���K  ��Ö©¨ª>¤W¡ªö8¢A�'¨v¢¦¢A¬ �¿¨��K¥¦¡pÀp¨�¤K¨�¬ ���K  ¬µ³n¨v¼n²ª¡ �
⇒
°W�$�G�K¥¦¡pÀp¨�¤K¨v¢*¬ ���K  ¬µ³n¨v¼�Û?�®¢6°

⇒
¸��'¸

⇒
�v×?¾�³n¨«³�¡v��¡����W�n¥©³�Äµ³�¬ ¡>�

� �?o>mp�?��� �C¹Y�¸¹bº�¼ ¦  § Ä ª
G
Ø ½ ¼ § � ª �¡X¢ ¤¾§ ¢n¡e¡+¢ é ¢n¡

|E(G)| − |V (G)|+ cc(G) = 0,

ª �Z¿N¡
cc(G)

¿N¡M� ªQ¤¾§Lª �$Î ¼ ¡M ª ¿N¡ ®Aª ¼ ¬$ª �Z¡M� ¤ ¡X¢1¿N¡
G
Ê

ý �?��o�js�nknmp�KtvuKoG¹
⇒
� �K¥¦¡pÀp¨Ë¤K¨�³�¡v>¤W¬µ¼n²ª¡ËK�®³��®¢¦¢¦½ª¥¦¬µ¨CÀp¨ª¬>¢A�n¥súû�n¬ Ö©¨���¡v¥D¬ >¤W»>¼n²ª¡¢A¡vÝK¥¦�P¡�EDK���n¥¦¡'¤W�*¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢)¤W�

G
×pÖ¦�n>¤W¡��n�S³�¡v£Ö©¨�>£»K�P¡�¥¦�®¢A»K  Ö©¨v¤W¡�¢A�*Àv�n¥¦¬ ¾�³n¨Ö¦¥¦¬ À?¬µ¨ª  ���n£Ö¦���>¨ª¥©¨

|E(G)| = 0
�V?»K��¡v��>¨

|E(G)| > 0
��>£»K��¡ ¥¦�®¢A»K  Ö©¨v¤W¡ ¢A��Àv�n¥¦¬ ¾�³n¨H�>¨ª¥©¨�Ö¦¡W¤K¨v¢�¨v¢J�>¡v¥¦�®¢IÖ©¨v¢³�¡v�e���nK¡£¢Ë¤W¡L>£»K�
|E(G)|

¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢n��V?�IÕA¨
G′ »K� ¢A»KÝK§v¥©¨púû¡Í¤W� G

¡vÝWÖ¦¬µ¤W¡Í��¡v¥�n  ¬ ��¬ >¨v¼n²ª¡6¤W�^»K�«¨6¨ª¥¦�®¢IÖ©¨*¨ª¥¦ÝK¬ Ö¦¥©½ª¥¦¬µ¨K�n`<¡v§v¡
G′ î:»K�«¨g�>¡v¥¦�®¢IÖ©¨C³�¡v� |E(G)|−1¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢n×

V (G)|
Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢D�

cc(G)+1
³�¡v����¡vK�n£Ö¦�®¢n�vÙ)¡v¥��K¬ ��´ªÖ¦�®¢A�6¤W�6¬ >¤W»>¼n²ª¡>×¨ª�K  ¬µ³n¨v¤K¨�¨

G′ ×
0 = |E(G′)|−|V (G′)|+c(G′) = |E(G)|−1−|V (G)|+cc(G)+1 = |E(G)|−|V (G)|+cc(G).

⇐
V?»K��¡v��>¨J>£»K�

G
Ö¦�n�

p
³�¡v����¡vK�n£Ö¦�®¢n×

G1, . . . , Gp

×n���n  ¡->£»K�
|E(G)|−|V (G)|+

p =
∑p

j=1 (|E(Gj)| − |V (Gj)|+ 1)
�K�\£Ö©²ª¡

|E(G)| − |V (G)|+ p = 0 ⇔

p∑

j=1

(|E(Gj)| − |V (Gj)|+ 1) = 0

�v×K»K�«¨�Àv�nõ+>£»K�
∀j ∈ {1, . . . , p} |E(Gj)| − |V (Gj)|+ 1 ≥ 0

×K³�¡v>³�  »K¬ ö8¢A��>£»K�
∀j ∈ {1, . . . , p} |E(Gj)| − |V (Gj)|+ 1 = 0.Ó:¡v>¢A�?>£»K�n£Ö¦�n���n£Ö¦�v×ª¤W�C¨v³�¡v¥©¤W¡Ë³�¡v�Z¡+^1�n¡v¥¦�n�«¨'áW� Ø?×®Ö¦¡W¤W¡£¢)¡£¢)§v¥©¨púû¡£¢

Gj

×v³�¡v�
j ∈ {1, . . . , p}

×K¢¦²ª¡«½ª¥¦Àv¡v¥¦�®¢n�
Ú6�®¢IÖ¦�!Ö¦�n¡v¥¦�n�«¨�¤W�®³�¡v¥¦¥¦�1>£»K�'Ö¦¡W¤W¡«¡H§v¥©¨púû¡

G
Ö©¨ª �>£»K�

|E(G)| ≥ |V (G)|
³�¡v£Ö¦în����n  ¡����nK¡£¢*»K� ³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡>�

ÚË¨v¤W¡�»K�$§v¥©¨púû¡!³�¡vK���W¡
G
×?¤W�®¢A¬ §v>¨pö8¢A�*��¡v¥^½ª¥¦Àv¡v¥¦� §N×  § � ¦ ¡M� ¤ ¡\¡v»Í¤W�+¢X½ ¬$ª  ¤ ¡:¤W�

G
Ö¦¡W¤W¡�¡«¢A»KÝK§v¥©¨púû¡�¤W�

G
>£»K��î'»K�«¨�½ª¥¦Àv¡v¥¦�Ë�'³�¡v£Ö¦în� Ö¦¡W¤W¡£¢P¡£¢PÀvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢*¤W�

G
�

� �?o>mp�?��� �C¹Y�¸¹�ß ª ¿ ªLªe¦  § Ä ªL®Aª �Z¡�Å ªT¤ ¡ ¼ ½ ¼ § ÁQX  ª �¡ §N×  § � ¦ ¡M� ¤ ¡ Ê
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ý �?��o�js�nknmp�KtvuKoG¹ V?�IÕA¨

G
»K�à§v¥©¨púû¡ ³�¡vK���W¡>�¸V?�

G
>²ª¡ Ö¦�n�à³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡£¢��n£Ö©²ª¡>×l��¡v¥¤W��¾>K¬µ¼n²ª¡>×nî\»K�«¨6½ª¥¦Àv¡v¥¦�)�\¡C¥¦�®¢A»K  Ö©¨v¤W¡CÀv�n¥¦¬ ¾�³n¨pö8¢A�v�nV?»K��¡v��>¨->£»K�

G
Ö¦�n�G»K�E³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡>��\£Ö©²ª¡�¥¦��Ö¦¬ ¥©¨ª>¤W¡Ë»K�«¨'¨ª¥¦�®¢IÖ©¨�¨Ë�®¢¦¢A�*³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡�¡'§v¥©¨púû¡Ë�«¨ª£Ö¦în��ö8¢A�*³�¡vK���W¡TFû��¡v¥A>£»KóI�IH+�¹*�n����Ö¦¬ >¤W¡��®¢IÖ¦�ç�K¥¦¡W³��®¢¦¢A¡>×:¨ª¡ ¾>�Ü¤W�ç»K�ìEDK���n¥¦¡�¾>K¬ Ö¦¡ ¤W�N¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢«�n  ¬ ��¬ >¨v¤K¨v¢n×¡vÝWÖ¦în��ö8¢A��»K�«¨�½ª¥¦Àv¡v¥¦��¨ªÝK¥©¨ªK§v�n£Ö¦��Fû»K�«¨ Àv�nõT>£»K�«¡ç³�¡vpÕI»K£Ö¦¡ç¤W�«Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢�>²ª¡ úû¡v¬¨ª  Ö¦�n¥©¨v¤W¡EH+�

ãpô �pôj� � ;W7:J\;K91=�B)Q6;KBD3:¼\913:UW91= @C9E{°k6=vUWJ X{nA365AXSJ
BC¡ ³n¨v¢A¡Í¤W��§v¥©¨púû¡£¢6³�¡v� ³�»>¢IÖ¦¡£¢6>¨v¢6¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢n×>¡ ® ½E¢ ¤¾ª ¿N¡�½ ¼ ¢X½ ×Ð¦  § Ä ª ³�¡v¥¦¥¦�®¢A��¡v>¤W�¨ª¡«³�»>¢IÖ¦¡«¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨v¤W¡����n µ¨«¢A¡v�«¨�¤W¡£¢*³�»>¢IÖ¦¡£¢*¤K¨v¢P¥¦�®¢A���®³+Ö¦¬ Àp¨v¢C¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢n�?�\� ��»K¬ Ö©¨v¢¨ª�K  ¬µ³n¨v¼�Û?�®¢n×pî*úû¥¦�?>£»K�n£Ö¦�C¨!¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨v¼n²ª¡'¤W�6½ª¥¦Àv¡v¥¦�®¢)¨ªÝK¥©¨ªK§v�n£Ö¦�®¢D¤W�6³�»>¢IÖ¦¡!��Ä K¬ ��¡>�Ù)¡v¥^���W�n���K  ¡>×?¢A»K��¡v>¤W¡�>£»K�Ë¢A�Ë�K¥¦��Ö¦�n>¤W�n�   ¬ §£¨ª¥

n
³�¬µ¤K¨v¤W�®¢:��¡v¥P¬ £Ö¦�n¥¦��î®¤W¬ ¡�¤W�Ë»K�«¨¥¦�®¤W�*¤W�PÖ¦�n  �®³�¡v��»KK¬µ³n¨v¼�Û?�®¢n×p�J>£»K�*¢A�C³�¡v��K�®³��n�/¡£¢D³�»>¢IÖ¦¡£¢D¤W�*  ¬ §£¨v¼n²ª¡�¤W�6³n¨v¤K¨Ë�>¨ª¥\¤W�³�¬µ¤K¨v¤W�®¢n×�¨Í¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨v¼n²ª¡H¤W¡£¢6�>¨ª¥¦�®¢6¤W��³�¬µ¤K¨v¤W�®¢->£»K��¢A��¤W�nÀv�n�e  ¬ §£¨ª¥6³�¡v�e¡Í���nK¡v¥³�»>¢IÖ¦¡>×V�«¨v¢!¤W�«��¡W¤W¡�>£»K�H¢A�IÕA¨ ��¡£¢¦¢AÄ Àv�n D¡ �®¢IÖ©¨ªÝ��n  �®³�¬ ���n£Ö¦¡ç¤W�«»K�«¨   ¬ §£¨v¼n²ª¡ �n£Ö¦¥¦�>£»>¨ª¬µ¢�>£»K�n¥�³�¬µ¤K¨v¤W�®¢n×D³�¡v¥¦¥¦�®¢A��¡v>¤W�LKù¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨v¼n²ª¡N¤W� »K�«¨ù½ª¥¦Àv¡v¥¦�Í¨ªÝK¥©¨ªK§v�n£Ö¦�Í¤W�³�»>¢IÖ¦¡N��Ä K¬ ��¡>�:êË¢�¨ª  §v¡v¥¦¬ Ö¦��¡£¢!�«¨ª¬µ¢���¡v�K»K µ¨ª¥¦�®¢��>¨ª¥©¨ç¨ù¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨v¼n²ª¡N¤W� ½ª¥¦Àv¡v¥¦�®¢¨ªÝK¥©¨ªK§v�n£Ö¦�®¢P¤W�!³�»>¢IÖ¦¡«��Ä K¬ ��¡>×�¢¦²ª¡�¡H¨ª  §v¡v¥¦¬ Ö¦��¡«¤W�1*�¥¦»>¢jhp¨ª �F&>£»K�!î'»K�e¨ª  §v¡v¥¦¬ Ö¦��¡§v»K  ¡£¢A¡>× ¦ �¡A¡A¿j±Í>¨çÖ¦�n¥¦��¬ K¡v  ¡v§v¬µ¨�¬ K§v  �®¢¦¨]H!� ¡ ¨ª  §v¡v¥¦¬ Ö¦��¡N¤W� Ù\¥¦¬ � F&>£»K� �®¢¦³�¡v  �K�Í¡À?¬ õn¬ ��K¡��«¨ª¬µ¢P�K¥¦´Á�W¬ ��¡EH+�

ÌÍ����o>mp�ûk®��oNqs��� mprs���K�K�
êÅ�>¨v¢¦¢A¡�Ý>½v¢A¬µ³�¡�¤W¡�¨ª  §v¡v¥¦¬ Ö¦��¡�¤W�+*�¥¦»>¢jhp¨ª  ×?¨ª�K  ¬µ³n¨v¤W¡�¨�»K� §v¥©¨púû¡

G
³�¡v� ³�»>¢IÖ¦¡£¢:>¨v¢¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢n×v³�¡v>¢A¬µ¢IÖ¦�6>¨!�®¢¦³�¡v  �>¨!¢A»>³��®¢¦¢A¬ Àp¨!¤W�6»K�«¨�¨ª¥¦�®¢IÖ©¨!³�¡v� ³�»>¢IÖ¦¡���Ä K¬ ��¡��Ë>¨!¢A»>¨��¡£¢IÖ¦�n¥¦¬ ¡v¥:�n  ¬ ��¬ >¨v¼n²ª¡>×£¡vÝWÖ¦�n>¤W¡ªö8¢A�C»K�«¨�Àv�n¥©¢¦²ª¡!��¡W¤W¬ ¾�³n¨v¤K¨�¤W¡�§v¥©¨púû¡�¡v¥¦¬ §v¬ >¨ª  � = �«¨Àv�nõ'¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨v¤W¡«»K�e¢A»KÝl³�¡vpÕI»K£Ö¦¡Í¤W�!¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢

S ⊂ E(G)
³�¡v�¿���nK¡v¥C³�»>¢IÖ¦¡«��>£»K�>²ª¡'úû¡v¥¦�«¨ª�$»K� ³�¬µ³�  ¡>×W¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨pö8¢A�C»K�«¨�¨ª¥¦�®¢IÖ©¨

e
¤W��³�»>¢IÖ¦¡���Ä K¬ ��¡��n�

E(G) \SÖ©¨ª Ó>£»K�
S ∪ {e}

³�¡v£Ö¦¬ ?»>¨H¨H>²ª¡Húû¡v¥¦�«¨ª¥6»K� ³�¬µ³�  ¡�FûK¡ªÖ¦��ö8¢A��>£»K��¨H¨ª¥¦�®¢IÖ©¨H¤W��³�»>¢IÖ¦¡��Ä K¬ ��¡�>£»K�Íî ¨ª>¨ª  ¬µ¢¦¨v¤K¨�îÍ�n  ¬ ��¬ >¨v¤K¨N¤W¡N§v¥©¨púû¡ç��¡W¤W¬ ¾�³n¨v¤W¡>×1¬ >¤W�n���n>¤W�n£Ö¦�n���n£Ö¦�¤W��¢A�n¥Ë¡v»N>²ª¡Í�®¢¦³�¡v  �K¬µ¤K¨H�>¨ª¥©¨
S
H+�l�:¢IÖ¦���K¥¦¡W³��®¤W¬ ���n£Ö¦¡Íî�¥¦�n����Ö¦¬µ¤W¡ ¨pÖ¦î�¢A��¡vÝWÖ¦�n¥¦�n�

|V (G)| − 1
¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢\¡v»Í¨pÖ¦î6>²ª¡����W¬µ¢IÖ¦¬ ¥¦�n�$�«¨ª¬µ¢^¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢\K¡�§v¥©¨púû¡!��¡W¤W¬ ¾�³n¨v¤W¡fFûK�®¢IÖ¦�DK  Ö¦¬ ��¡�³n¨v¢A¡>×?³�¡v>³�  »K¬ ö8¢A�
>£»K�Ë¡�§v¥©¨púû¡!¡v¥¦¬ §v¬ >¨ª �>²ª¡�î�³�¡vK���W¡EH+��V?�n§v»K��ö8¢A¡�¡�¨ª  §v¡v¥¦¬ Ö¦��¡¤W�g*�¥¦»>¢jhp¨ª  ×ª³�»pÕI¡£¢D¤K¨v¤W¡£¢D¤W�*�n£Ö¦¥©¨v¤K¨Ë¢¦²ª¡Ë¡'§v¥©¨púû¡

G
�*¨Ëúû»K>¼n²ª¡'¤W�*���®¢A¡£¢)>¨v¢D¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢

w
�
•
ÌÍ����o>mp�ûk®��o ¤W�1*�¥¦»>¢jhp¨ª ÐFa�× �-H
�v�6ê6¥©¤W�n>¨ª¥ ¨v¢ ¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢H¤W�

G
×

E(G) = {e1, . . . , em}
¤W�NÖ©¨ª 6úû¡v¥¦�«¨k>£»K�

w(e1) ≤ . . . ≤ w(em)
d°W�*±>¨ªõn�n¥

V = V (G)
×
E0 = ∅

�
k = 0

d¸K�JV?�
(V, Ek ∪ {ek+1})

>²ª¡�Ö¦�n�¿³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡£¢n×
F�¨]HÍ�n£Ö©²ª¡

Ek+1 = Ek ∪ {ek+1}
d

FûÝ�H ¢A�n>²ª¡
Ek+1 = Ek d



w ã � �Í�?qs�?�����Ímp���øo��
Ã>�JV?�

|Ek+1| < |V | − 1
�

k < m
×

F�¨]HH�n£Ö©²ª¡
k ← k + 1

�'Àv¡v  Ö©¨ª¥*¨ª¡��>¨v¢¦¢A¡�¸
FûÝ�H ¢A�n>²ª¡>×K¢A�

k < m
×¬ �P�n£Ö©²ª¡«¤W�nÀv¡v  Àv�n¥P¡�§v¥©¨púû¡

(V, Ek+1)
d¬ ¬ �*³n¨v¢A¡«³�¡v£Ö¦¥©½ª¥¦¬ ¡>×

G
>²ª¡�î'³�¡vK���W¡$d

•
±s¬ �e¤W¡«¨ª  §v¡v¥¦¬ Ö¦��¡>�

êÅÖ¦�n¡v¥¦�n�«¨e>£»K��¢A�'¢A�n§v»K�v×?��¡£¢IÖ¦¥©¨�>£»K��¡«¨ª  §v¡v¥¦¬ Ö¦��¡�¤W�+*�¥¦»>¢jhp¨ª V¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨�»K�«¨½ª¥¦Àv¡v¥¦�C¨ªÝK¥©¨ªK§v�n£Ö¦�C¤W�Ë³�»>¢IÖ¦¡���Ä K¬ ��¡�¤W�Ë»K�$§v¥©¨púû¡�³�¡vK���W¡�³�¡v� ³�»>¢IÖ¦¡£¢\>¨v¢^¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢n�
Ê6Ñ<�?��æ)��o
�C¹ " ¹ " § ¼ ª ¢S¿N¡ ¤ ¡M ¼ ¥ � § T½ ¼ ÁQX  ª �¡ §N×  § � ¦ ¡M� ¤ ¡L¿N¡ ® ½E¢ ¤¾ª ¼ É�� ¥ ¼ ª ¿ ª¦  § Ä ª

G
®Aª ¼ ® ½E¢ ¤¾ª ¢�� § ¢ § �¡X¢ ¤¾§ ¢AÇ\¿N¡ � � ¥ ¿ ª�¬ ¡ ¯ § ¼ §Q¤  ¥ Ô ¿N¡ ® ½E¢ ¤¾ª ¢

WG =




0 1 ∞ 10 8 3
1 0 13 10 6 4
∞ 13 0 15 ∞ 4
10 10 15 ∞ 9 ∞
8 6 ∞ 9 0 7
3 4 4 ∞ 7 0




,

½ ¤a¥�¯ ¥ Ô?§ �Z¿ ªfªL§Q¯ ¦]ª  ¥�¤ ¼ ª ¿N¡���X½E¢ ìN§Q¯ Ê
å<o���rstvuKoG¹ êZ�K¥¦¬ ���n¬ ¥¦¡«�>¨v¢¦¢A¡H¤W¡Í¨ª  §v¡v¥¦¬ Ö¦��¡«³�¡v>¢A¬µ¢IÖ¦�!>¨«¡v¥©¤W�n>¨v¼n²ª¡«¤K¨v¢6¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢*¤W�
G
�Vô\¨ª��¡£¢Ë¨v¢¦¢A»K��¬ ¥�>£»K�v×<³�¡v��¡Í¥¦�®¢A»K  Ö©¨v¤W¡ ¤W�®¢IÖ©¨Í¡v¥©¤W�n>¨v¼n²ª¡>×�¢A��¡vÝWÖ¦în�lU

e1 = v1v2
×

e2 = v1v6
×
e3 = v2v6

×
e4 = v3v6

×
e5 = v2v5

×
e6 = v5v6

×
e7 = v1v5

×
e8 = v4v5

×
e9 = v1v4

×
e10 = v2v4

×
e11 = v2v3

�
e12 = v3v4

�
V?�n§v»K��ö8¢A�'»K�«¨�Ö©¨ªÝ��n µ¨K×K¡v>¤W�!¢A�!�K¥¦��Ö¦�n>¤W�!¤W�®¢¦³�¥¦�nÀv�n¥C³n¨v¤K¨�»K�e¤W¡£¢*�>¨v¢¦¢A¡£¢P¥¦�®¢A»K  öÖ©¨ª£Ö¦�®¢*¤K¨�¨ª�K  ¬µ³n¨v¼n²ª¡�¤W¡«¨ª  §v¡v¥¦¬ Ö¦��¡>�

k ek w(ek)
R8>¢A�n¥¦�

ek

�
Árvore

1 v1v2 1
¢A¬ �

{v1v2}
2 v1v6 3

¢A¬ �
{v1v2, v1v6}

3 v2v6 4
>²ª¡

4 v3v6 4
¢A¬ �

{v1v2, v1v6, v3v6}
5 v2v5 6

¢A¬ �
{v1v2, v1v6, v3v6, v2v5}

6 v5v6 7
>²ª¡

7 v1v5 8
>²ª¡

8 v4v5 9
¢A¬ �

{v1v2, v1v6, v3v6, v2v5, v4v5}

BC¡ªÖ¦��ö8¢A��>£»K�\¡6¨ª  §v¡v¥¦¬ Ö¦��¡^Ö¦�n¥¦��¬ >¨K×n¨ª��´£¢1¨P¬ >¢A�n¥©¼n²ª¡*¤K¨J>£»K¬ £Ö©¨C¨ª¥¦�®¢IÖ©¨K�MB6¨C±s¬ §v»K¥©¨CáW� ¯K×¥¦�n�K¥¦�®¢A�n£Ö©¨pö8¢A�6¡�§v¥©¨púû¡
G
�!¨�½ª¥¦Àv¡v¥¦�Ë¨ªÝK¥©¨ªK§v�n£Ö¦��¤W�'³�»>¢IÖ¦¡«��Ä K¬ ��¡�¡vÝWÖ¦¬µ¤K¨K�

� �?o>mp�?��� �C¹�w��¸¹ Í ¡
G
Ø ½ ¼ ¦  § Ä ªf®Aª �Z¡�Å ª Ç�¡M� ¤¾©Nªfªf§Q¯ ¦]ª  ¥�¤ ¼ ª ¿N¡ ��X½E¢ ìN§Q¯ ¿N¡ ¤ ¡MX£¼ ¥ � § ½ ¼ § ÁQX  ª �¡ §N×  § � ¦ ¡M� ¤ ¡e¿N¡ ® ½E¢ ¤¾ª ¼ É�� ¥ ¼ ªNÊ
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t
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�
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7

8
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4

9

15
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10610
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G

t

t t t

t t

@
@

@
@

@

����������v1 v2 v3

v4v5

v6

3
4

9

6

1

T±s¬ §v»K¥©¨çáW� ¯�U�Ë¥©¨púû¡
G
¤W¡ç�D�W�n���K  ¡ áW� ¯ � ½ª¥¦Àv¡v¥¦��¨ªÝK¥©¨ªK§v�n£Ö¦�H¤W�Í³�»>¢IÖ¦¡ç��Ä K¬ ��¡

TFû¡vÝWÖ¦¬µ¤K¨����n  ¡H¨ª  §v¡v¥¦¬ Ö¦��¡�¤W�1*�¥¦»>¢jhp¨ª �H+�
ý �?��o�js�nknmp�KtvuKoG¹
= �«¨�Àv�nõ+>£»K��î�¬ ���®¤W¬µ¨pÖ¦¡«³�¡v>³�  »K¬ ¥g>£»K�'¡�¨ª  §v¡v¥¦¬ Ö¦��¡�¤W�+*�¥¦»>¢jhp¨ª ¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨ »K�«¨ç½ª¥¦Àv¡v¥¦�«¨ªÝK¥©¨ªK§v�n£Ö¦��FûK¡N³n¨v¢A¡�¤W�H§v¥©¨púû¡£¢!³�¡vK���W¡£¢AH+×<¨ª���n>¨v¢!Àp¨ª��¡£¢��¡£¢IÖ¦¥©¨ª¥®×?��¡v¥*¥¦�®¤W»>¼n²ª¡�¨ª¡�¨ªÝ>¢A»K¥©¤W¡>×�>£»K���®¢IÖ©¨�½ª¥¦Àv¡v¥¦�CÖ¦�n�¿³�»>¢IÖ¦¡«��Ä K¬ ��¡>�V?�n�E���n¥©¤K¨6¤W�:§v�nK�n¥©¨ª  ¬µ¤K¨v¤W�v×nÀp¨ª��¡£¢1¢A»K��¡v¥Ó>£»K�^¨ª��´£¢)ê6¥©¤W�n>¨ª¥IFû�-Fa+HjHMF&>£»K�^¡v¥©¤W�n>¨C¨v¢¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢)¢A�n§v»K>¤W¡�¡£¢D¥¦�®¢A���®³+Ö¦¬ Àv¡£¢D³�»>¢IÖ¦¡£¢AH+×v¢A�*Àv�n¥¦¬ ¾�³n¨

w(e1) ≤ w(e2) ≤ · · · ≤ w(em)
�

V?»K��¡v��>¨e>£»K��¨�½ª¥¦Àv¡v¥¦�
T̃
×W¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨v¤K¨����n  ¡�¨ª  §v¡v¥¦¬ Ö¦��¡�¤W��*�¥¦»>¢jhp¨ª  ×£>²ª¡�îË¡v�WÖ¦¬ �«¨Fû¡v» ¢A�IÕA¨K×1>²ª¡çÖ¦�n�}³�»>¢IÖ¦¡N��Ä K¬ ��¡EH'� ¢A�IÕA¨

T
»K�«¨N½ª¥¦Àv¡v¥¦�H¨ªÝK¥©¨ªK§v�n£Ö¦�«´v�WÖ¦¬ �«¨�Ö©¨ª 

>£»K�
T
�

T̃
Ö¦ón� ¨v¢����®¢A�«¨v¢�¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢�³�¡v�}Ä >¤W¬µ³��®¢�>²ª¡ ¢A»K���n¥¦¬ ¡v¥¦�®¢�¨

k − 1
�l>£»K�

k
î�¡ �«¨ª¬ ¡v¥ËÄ >¤W¬µ³���K�®¢IÖ©¨ ³�¡v>¤W¬µ¼�Û?�®¢n�l�\£Ö©²ª¡>×

ek

î«¨Í�K¥¦´Á�W¬ �«¨Í¨ª¥¦�®¢IÖ©¨Í¨ ³�¡v>¢A¬µ¤W�n¥©¨ª¥�>¨ª¥©¨eFû�nÀv�n£Ö¦»>¨ª �H1¬ >¢A�n¥©¼n²ª¡ËK¡'³�¡vpÕI»K£Ö¦¡!¤W�*¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢Ó>£»K�*Àp²ª¡Ëúû¡v¥¦�«¨ª¥
T̃
�]V?�n�/���n¥©¤K¨�¤W�§v�nK�n¥©¨ª  ¬µ¤K¨v¤W�v×£¢A»K��¡v��>¨ª��¡£¢�>£»K�

ek

î�¬ >¢A�n¥¦¬µ¤K¨��n�
T̃
Fû¡v» ¢A�IÕA¨K×W>²ª¡!úû¡v¥¦�«¨e>£»>¨ª Y>£»K�n¥³�¬µ³�  ¡N³�¡vpÕI»K£Ö©¨ª���n£Ö¦�Í³�¡v�Â¨v¢�¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢!¨ª£Ö¦�n¥¦¬ ¡v¥¦���n£Ö¦�«¬ >¢A�n¥¦¬µ¤K¨v¢AHË�Íî«Ö©¨ª �>£»K�

ek /∈
E(T )

�]`<¡v§v¡>×
E(T )∪{ek}

³�¡v£Ö¦în�S»K� ³�¬µ³�  ¡
C
>£»K�v×£K�®³��®¢¦¢¦¨ª¥¦¬µ¨ª���n£Ö¦�v×ª³�¡v£Ö¦în�S»K�«¨¨ª¥¦�®¢IÖ©¨

e
>£»K�Ë>²ª¡����n¥AÖ¦�n>³���¨

E(T̃ )
�Ëî6Ö©¨ª C>£»K�

w(e) ≥ w(ek)
��Ó:¡v>¢A�?>£»K�n£Ö¦�n���n£Ö¦�v×¢A»KÝ>¢IÖ¦¬ Ö¦»K¬ >¤W¡

E(T )
��¡v¥

(E(T ) \ {e})∪ {ek}
¡vÝWÖ¦în��ö8¢A�6»K�«¨�½ª¥¦Àv¡v¥¦�6¨ªÝK¥©¨ªK§v�n£Ö¦�

T ′¤W�'³�»>¢IÖ¦¡�>²ª¡«¢A»K���n¥¦¬ ¡v¥C¨ª¡�³�»>¢IÖ¦¡«¤W�
T
�

�v�JV?�
w(e) > w(ek)

×<�n£Ö©²ª¡
T ′ Ö¦�n� ³�»>¢IÖ¦¡ ¬ Wúû�n¥¦¬ ¡v¥'¨ª¡�¤W� T

×V¡�>£»K��î«¨ªÝ>¢A»K¥©¤W¡>×»K�«¨�Àv�nõ+>£»K�v×W��¡v¥g�K¬ ��´ªÖ¦�®¢A�v×
T
î'»K�«¨�½ª¥¦Àv¡v¥¦�Ë´v�WÖ¦¬ �«¨K�

°W�JV?�
w(e) = w(ek)

×��n£Ö©²ª¡
T ′ Ö¦�n� ³�»>¢IÖ¦¡H¬ §v»>¨ª s¨ª¡Í¤W� T

×>¡L>£»K�'Ö©¨ª��Ý�în�eî�¨ªÝWö¢A»K¥©¤W¡>×v»K�«¨'Àv�nõ->£»K�
T ′ Ö¦�n�$���n  ¡!���nK¡£¢:¨v¢ k

�K¥¦¬ ���n¬ ¥©¨v¢\¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢\³�¡v¬ >³�¬µ¤W�n£Ö¦�®¢³�¡v� ¨v¢*¤W�
T̃
Fû�n�¿³�¡v£Ö¦¥©¨v¤W¬µ¼n²ª¡�³�¡v� ¨�¤W��¾>K¬µ¼n²ª¡«¤W�

T
H+�

Ó:¡v��¡�³�¡v>¢A�?>£»Kón>³�¬µ¨K×?��¡W¤W�n��¡£¢*³�¡v>³�  »K¬ ¥g>£»K�
T̃
î�»K�«¨�½ª¥¦Àv¡v¥¦�Ë¨ªÝK¥©¨ªK§v�n£Ö¦�6´v�WÖ¦¬ �«¨K�



w ãlÆ �Í�?qs�?�����Ímp���øo��
ÌÍ����o>mp�ûk®��oNqs�ç��mp���
ê ¨ª  §v¡v¥¦¬ Ö¦��¡C¤W�:Ù\¥¦¬ � ×nÖ©¨ª��Ý�în�G³�¡v��K�®³�¬µ¤W¡C��¡v¥ §Q¯ ¦]ª  ¥�¤ ¼ ª ¿ ª   ¥ ÔM¥ ��Ì ª ¼ §Q¥ ¢ ¬  é Å ¥ ¼ ª ×¨ª�K  ¬µ³n¨v¤W¡!¨'»K�$§v¥©¨púû¡

G
×?³�¡v���®¼n¨'³�¡v�S»K�$Àvîn¥AÖ¦¬µ³��6¨ª¥¦ÝK¬ Ö¦¥©½ª¥¦¬ ¡

u ∈ V (G)
×?¨'�>¨ª¥AÖ¦¬ ¥^¤W¡>£»>¨ª V¢A�Ë�®¢¦³�¡v  �K��¨�¨ª¥¦�®¢IÖ©¨�¤W�'³�»>¢IÖ¦¡���Ä K¬ ��¡

uv
×W¤W���n£Ö¦¥¦��¨v¢�>£»K�Ë  �K�'¢¦²ª¡�¬ >³�¬µ¤W�n£Ö¦�®¢n×³�¡v��¨Ö>£»>¨ª Ë¢A��úû¡v¥¦�«¨ ¡ ³�¡vpÕI»K£Ö¦¡ ³�¡v¥¦¥¦�n£Ö¦��¤W�ù¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢«³n¨ª>¤W¬µ¤K¨pÖ©¨v¢Í¨ ¬ >³�  »K¬ ¥ >¨½ª¥¦Àv¡v¥¦��¨ªÝK¥©¨ªK§v�n£Ö¦�«¤W�H³�»>¢IÖ¦¡���Ä K¬ ��¡>��V?�n>¤W¡
Árvore

¡ç¢A»KÝl³�¡vpÕI»K£Ö¦¡ç³�¡v¥¦¥¦�n£Ö¦��¤W�¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢P¤K¨�½ª¥¦Àv¡v¥¦�Ë¨ªÝK¥©¨ªK§v�n£Ö¦��¤W�'³�»>¢IÖ¦¡���Ä K¬ ��¡«�
T
¡�¥¦�®¢A���®³+Ö¦¬ Àv¡«¢A»KÝl³�¡vpÕI»K£Ö¦¡«¤W�Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢n×s¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨pö8¢A�Í¨N¨ª¥¦�®¢IÖ©¨�¤W� ³�»>¢IÖ¦¡ç��Ä K¬ ��¡>×D¤W�Í�n£Ö¦¥¦�Í¨v¢�¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢!¤W¡ù³�¡v¥AÖ¦�

∂(T )
>£»K�v×>³�¡vpÕI»K£Ö©¨ª���n£Ö¦�'³�¡v�¿¨v¢*¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢^�n�

Árvore
×>>²ª¡�úû¡v¥¦�«¨�>£»>¨ª Y>£»K�n¥C³�¬µ³�  ¡>��:¢IÖ¦���K¥¦¡W³��®¤W¬ ���n£Ö¦¡«î!¥¦�n����Ö¦¬µ¤W¡>×�¨pÖ¦î!>²ª¡Í¢A�n¥C��¡£¢¦¢AÄ Àv�n 1¬ >³�  »K¬ ¥6�n�

Árvore
>£»>¨ª Y>£»K�n¥¨ª¥¦�®¢IÖ©¨�¨v¤W¬µ³�¬ ¡v>¨ª  �

Ê6Ñ<�?��æ)��o/�C¹ ÒC¹ " § ¼ ª ¢)¿N¡ ¤ ¡M ¼ ¥ � § �½ ¼ § ÁQX  ª �¡ §N×  § � ¦ ¡M� ¤ ¡�¿N¡ ® ½E¢ ¤¾ª ¼ É�� ¥ ¼ ª Ç¬$§  §Lª�¦  § Ä ª ¿ ª è ÅE¡ ¼ ¬Z¯ ªfäNÊ Þ Ç ¬$ª  §�¬Z¯ ¥&®A§W¨I©Nª ¿ ªL§Q¯ ¦]ª  ¥�¤ ¼ ª ¿N¡ å  ¥ ¼ Ê
å<o���rstvuKoG¹ V?�IÕA¨

v3
×v��¡v¥:���W�n���K  ¡>×v¡!Àvîn¥AÖ¦¬µ³��*¬ K¬µ³�¬µ¨ª  ×v���n  ¡�>£»K�

T = {v3}
�

Árvore =
∅
�®Ú6�n��¡v¬µ¢1¤W�D¬ K¬µ³�¬µ¨v¤K¨v¢1¨v¢<¤W¬ úû�n¥¦�n£Ö¦�®¢VÀp¨ª¥¦¬µ½ÁÀv�n¬µ¢n×+>¨PÖ©¨ªÝ��n µ¨*¨C¢A�n§v»K¬ ¥®×��>¨ª¥©¨P³n¨v¤K¨PÀvîn¥AÖ¦¬µ³��

vi ∈ V \ T
¨ª�K¥¦�®¢A�n£Ö©¨pö8¢A�

αi

Fû¡�Àvîn¥AÖ¦¬µ³��Ë�«¨ª¬µ¢^�K¥¦´Á�W¬ ��¡�¤W�
vi

¤W�Ë�n£Ö¦¥¦�Ë¡£¢^Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢P¤K¨½ª¥¦Àv¡v¥¦��³�¡v¥¦¥¦�n£Ö¦�
T
HC�

βi

F�¨ ¤W¬µ¢IÖA@ª>³�¬µ¨Í�n£Ö¦¥¦�
vi

�«¨ ½ª¥¦Àv¡v¥¦�
T
×l¡v» ¢A�IÕA¨K×l¡ ³�»>¢IÖ¦¡�¤K¨¨ª¥¦�®¢IÖ©¨

αivi

H+�
i

� ° Ã á ¯
αi v3 v3 v3

βi ∞ 13 15 ∞ 4

V?�n§v»K�n��ö8¢A�6¨v¢DÖ©¨ªÝ��n µ¨v¢:¤W�6Àp¨ª  ¡v¥¦�®¢\¡vÝWÖ¦¬µ¤W¡£¢:¨ª¡!  ¡vK§v¡!¤K¨v¢^³�¬ >³�¡!¬ Ö¦�n¥©¨v¼�Û?�®¢\K�®³��®¢¦¢¦½ª¥¦¬µ¨v¢�>¨ª¥©¨ ¨ ¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨v¼n²ª¡ ¤K¨ ½ª¥¦Àv¡v¥¦��¨ªÝK¥©¨ªK§v�n£Ö¦��¤W�«³�»>¢IÖ¦¡ ��Ä K¬ ��¡>×<��¡v¥'¨ª�K  ¬µ³n¨v¼n²ª¡ ¤W¡¨ª  §v¡v¥¦¬ Ö¦��¡�¤W��Ù\¥¦¬ � �
�v�6êe���nK¡v¥«Àp¨ª  ¡v¥«¤W�

βi

î
β6 = 4

��`<¡v§v¡>×)¬ >¢A�n¥¦¬ ��¡£¢�¡ Àvîn¥AÖ¦¬µ³��
v6
�n�

T
�ç¨¨ª¥¦�®¢IÖ©¨

v3v6
>¨'½ª¥¦Àv¡v¥¦�v�vÓ:¡v��¡'³�¡v>¢A�?>£»Kón>³�¬µ¨K×

T = {v3, v6}
×
Árvore = {v3v6}�'¡vÝWÖ¦în��ö8¢A�NU

i
� ° Ã á

αi v6 v6 v3 v6

βi 3 4 15 7

°W�gBC�®¢IÖ¦�C³n¨v¢A¡>×Á¡����nK¡v¥)Àp¨ª  ¡v¥\¤W�
βi

î
β1 = 3

�W`<¡v§v¡>×
T = {v1, v3, v6}

×
Árvore =

{v3v6, v1v6}
�'¡vÝWÖ¦în��ö8¢A�NU

i
° Ã á

αi v1 v1 v6

βi 1 10 7

¸K�6ê ���nK¡v¥ Àp¨ª  ¡v¥ ¤W�
βi

î
β2 = 1

�g`<¡v§v¡>×
T = {v1, v2, v3, v6}

×
Árvore =

{v3v6, v1v6, v1v2}
��¡vÝWÖ¦în��ö8¢A�NU



�C¹ éùÊ6Ñ<�£mQ%��&%v��o��N¹ w ã�ã
i

Ã á
αi v1 v2

βi 10 6

Ã>�6ê ���nK¡v¥�Àp¨ª  ¡v¥�¤W�
βi

î
β2 = 6

��`<¡v§v¡>×
T = {v1, v2, v3, v5, v6}

×
Árvore =

{v3v6
×
v1v6

×
v1v2

×
v2v5}

�
i

Ã
αi v5

βi 9

áW�g^1�n>¤W¡N�n� ³�¡v£Ö©¨ç¨bDK  Ö¦¬ �«¨çÖ©¨ªÝ��n µ¨ç¡vÝWÖ¦¬µ¤K¨K×D³�¡v>³�  »K¬ ö8¢A�L>£»K�Í¡NÀvîn¥AÖ¦¬µ³��
v5
îÍ¡Àvîn¥AÖ¦¬µ³��C¤K¨!½ª¥¦Àv¡v¥¦�P�«¨ª¬µ¢\�K¥¦´Á�W¬ ��¡!¤W�

v4
�E`<¡v§v¡>×ª¡vÝWÖ¦în��ö8¢A�C¨!½ª¥¦Àv¡v¥¦�*¨ªÝK¥©¨ªK§v�n£Ö¦�¤W�!³�»>¢IÖ¦¡���Ä K¬ ��¡$U

T = V (G)
�

Árvore = {v3v6, v1v6, v1v2, v2v5, v4v5}
�

BC¡ªÖ¦��ö8¢A�1>£»K�v×>�n��Ý�¡v¥©¨�¨v¢C¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢PÖ¦�n��>¨ª�e¢A¬µ¤W¡«¬ >¢A�n¥¦¬µ¤K¨v¢*��¡v¥C»K�«¨«¡v¥©¤W�n�¿¤W¬µ¢IÖ¦¬ £Ö©¨K×¨�½ª¥¦Àv¡v¥¦�C¨ªÝK¥©¨ªK§v�n£Ö¦�6¤W�Ë³�»>¢IÖ¦¡���Ä K¬ ��¡�¡vÝWÖ¦¬µ¤K¨����n  ¡�¨ª  §v¡v¥¦¬ Ö¦��¡�¤W�ËÙ\¥¦¬ � îË¨!���®¢A�«¨>£»K�Púû¡v¬>¡vÝWÖ¦¬µ¤K¨'���n  ¡�¨ª  §v¡v¥¦¬ Ö¦��¡'¤W�-*�¥¦»>¢jhp¨ª  �NBC¡�³n¨v¢A¡'§v�n¥©¨ª  ×p��¡v¥¦în� ×]>£»>¨ª>¤W¡'���W¬µ¢IÖ¦�n�Àp½ª¥¦¬µ¨v¢P½ª¥¦Àv¡v¥¦�®¢P¨ªÝK¥©¨ªK§v�n£Ö¦�®¢^´v�WÖ¦¬ �«¨v¢n×KK�n�¿¢A�n���K¥¦�'¡£¢*¨ª  §v¡v¥¦¬ Ö¦��¡£¢P¤W��*�¥¦»>¢jhp¨ª V�!¤W�Ù\¥¦¬ � �K¥¦¡W¤W»Kõn�n�¿¨����®¢A�«¨�½ª¥¦Àv¡v¥¦�Ë¨ªÝK¥©¨ªK§v�n£Ö¦��¤W�!³�»>¢IÖ¦¡���Ä K¬ ��¡>�
�\� §v�n¥©¨ª  ×VîH¤W¬ úûÄµ³�¬  ^¤W¬ õn�n¥�>£»>¨ª \î«¡����n  �K¡v¥!¨ª  §v¡v¥¦¬ Ö¦��¡>×V¤W�H�n£Ö¦¥¦��¡£¢!¨ª  §v¡v¥¦¬ Ö¦��¡£¢¤W��*�¥¦»>¢jhp¨ª l��¤W��Ù\¥¦¬ � ��B6¨��K¥©½pÖ¦¬µ³n¨K×?��¡v¥¦în� ×?Àv�n¥¦¬ ¾�³n¨pö8¢A�
>£»K�Ë¡«¨ª  §v¡v¥¦¬ Ö¦��¡�¤W��Ù\¥¦¬ � î�«¨ª¬µ¢:¥©½ª�K¬µ¤W¡!�>¨ª¥©¨!§v¥©¨púû¡£¢:¤W�6¡v¥©¤W�n�$���?>£»K�n>¨��Ë¤W¬ ���n>¢¦²ª¡��n  �nÀp¨v¤K¨!�Ë¡�¨ª  §v¡v¥¦¬ Ö¦��¡�¤W�*�¥¦»>¢jhp¨ª ?³�¡v����¡v¥AÖ©¨pö8¢A�:���n  �K¡v¥)�>¨ª¥©¨C§v¥©¨púû¡£¢s¤W�^¡v¥©¤W�n�G�n  �nÀp¨v¤K¨6�*³�¡v�G��¡v»>³n¨v¢)¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢n�

©T±�� ²´³ (P&Óù��Mù^���!" ±
Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��o��C¹�w�¹�þ § ¿ ª ½ ¼ ¦  § Ä ª

G
¿N¡ ª �¿N¡ ¼

n ≥ 2
¬  ª  Q¡ Â ½$¡

àNÊ
∃x, y ∈ V (G)

¤¾§Q¯�Â ½$¡
x 6= y ∧ dG(x) = dG(y) !

áEÊ�ª �$Î ¼ ¡M ª ¿N¡�  Ø  ¤a¥&® ¡X¢�¿N¡ ¦  § ½�É ¼ ¬$§  Ø�¬$§  Ê
Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��oN�C¹ Æ ¹ ÍC§N× ¡M�Z¿ ª�Â ½$¡-½ ¼ §e×AªQ¯ § ¿N¡ÓÄA½ ¤ ¡ ×AªQ¯CØ Ä §N×  ¥&®A§ ¿ § ½�� ¥ �Z¿ ª�¬ ¡M� ¤ Á ¦]ª � ª ¢¡�Ì�¡�ÅEÁ ¦]ª � ª ¢-�¡ ¦ ½ ¯ § �¡X¢AÇÓ¿N¡ ¤¾§Q¯ Ä ª  ¼ §�Â ½$¡ ®A§ ¿ §g¬ ¡M� ¤ Á ¦]ª � ªeØ�®Aª ¢ ¥ ¿ ª�§e®M¥ � ®Aª Ì�¡�ÅEÁ ¦]ª £� ª ¢�¡ ®A§ ¿ § Ì�¡�ÅEÁ ¦]ª � ª�§L¤  Æ ¢ ¬ ¡M� ¤ Á ¦]ª � ª ¢�¡ ¤  Æ ¢+Ì�¡�ÅEÁ ¦]ª � ª ¢AÇ §Q¯ ¤ ¡MX� § ¿ § ¼ ¡M� ¤ ¡XÇJ¿ ¥ ¦]§¢n¡ ª �$Î ¼ ¡M ª ¿N¡ ¬ ¡M� ¤ Á ¦]ª � ª ¢ Ø�¬$§  ª ½�É ¼ ¬$§  Ê <
Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��o$�C¹ ã ¹Sþ ¡ ¤ ¡M ¼ ¥ �Z¡ ª �$Î ¼ ¡M ª ¿N¡ § �¡X¢ ¤¾§ ¢)¿ ª�¦  § Ä ª´×M¥ ¬$§  ¤a¥ ¿ ª´®Aª ¼ ¬Z¯ ¡ ¤¾ª
Kmn

Ê
Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��oZ�C¹ éG¹�þ ¡ ¤ ¡M ¼ ¥ �Z¡ ª �$Î ¼ ¡M ª ¿N¡ § �¡X¢ ¤¾§ ¢l¿N¡l½ ¼ ¦  § Ä ªÖ®Aª �Z¡�Å ª

G
Ç ®Aª ¼§�¬ ¡M� § ¢�¿ ªQ¥ ¢ ®M¥  ® ½ ¥�¤¾ª ¢AÇ�¢ §N× ¡M�Z¿ ªLÂ ½$¡

|V (G)| = n
Ê
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w ã é �Í�?qs�?�����Ímp���øo��
Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��o �C¹ �C¹ ÍC§N× ¡M�Z¿ ªlÂ ½$¡�½ ¼ ¦  § Ä ªL¤ ¡ ¼ ¿ ¥ ¼ ¡M��¢ ©Nª

m
¡ ª �¿N¡ ¼

n
Çg¿N¡ ¤ ¡M ¼ ¥ �Z¡§ ¿ ¥ ¼ ¡M��¢ ©Nª ¿ ªf®Aª ¼ ¬Z¯ ¡ ¼ ¡M� ¤¾§  Ê

Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��oH�C¹ " ¹�þ § ¿ ª ½ ¼ ¦  § Ä ª
G
Ç ¬  ª  Q¡ § ¢\¿N¡X¢ ¥ ¦ ½ §Q¯ ¿ § ¿N¡X¢ Ü

raio(G) ≤ diam(G) ≤
2raio(G).Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��o��C¹ ÒC¹+å  ª  Q¡ § ¢ ¥ ¼ ¬Z¯ ¥&®A§W¨IÕ ¡X¢

2⇒ 3
¡

3⇒ 1
¿ ª ß ¡ ª �¡ ¼ §LäNÊ � Ê

Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��o��C¹Y�¸¹
þ § ¿ ª ½ ¼ ¦  § Ä ª
G
Ç ¬  ª  Q¡ Â ½$¡�¢n¡

|E(G)| ≥ |V (G)|
Ç\¡M� ¤¾©Nª

G
¤ ¡ ¼¬ ¡ ¯ ª ¼ ¡M� ª ¢�½ ¼ ®M¥  ® ½ ¥�¤¾ªNÊ

Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��o��C¹Y�¸¹+å  ª  Q¡ Â ½$¡ § � ªn¨I©Nª ¿N¡�¿ ¥ ¢ ¤! � ®M¥&§ ¡M� ¤ �¡+  Ø  ¤a¥&® ¡X¢ Ø ½ ¼ § ¼ ØM¤  ¥&®A§NÊ
Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��o/�C¹�w��¸¹�þ § ¿ § ½ ¼ § ¼ §Q¤  ¥ Ô)Â ½ § ¿Q § ¿ §

A
Ç�¿N¡M� ªQ¤ ¡M£Ð¢n¡ ªÃ¤  §W¨Iª ¿N¡

A
Ñiª ½¢n¡3È § Ç § ¢ ª ¼ § ¿ ª ¢
¢n¡M½E¢�¡ ¯ ¡ ¼ ¡M� ¤¾ª ¢+¿ ¥&§n¦]ª � §Q¥ ¢ÐÒ ¬$ª 

tr(A)
Ç ª ¼ ¡M� ª +¡ ª ¼ §Q¥&ª �  §Q¯ ª ¬  é�¬  ¥&ª ¿N¡

A
¬$ª 

λmin(A)
¡

λmax(A)
ÇÏ�¡X¢ ¬ ¡ ®M¤a¥   § ¼ ¡M� ¤ ¡XÇ § ¼ §Q¤  ¥ ÔeÂ ½ § ¿Q § ¿ §l®Aª ¼¡M� ¤  § ¿ § ¢ ¤¾ª ¿ § ¢ ¥ ¦ ½ §Q¥ ¢ Ù ½�� ¥ ¿ § ¿N¡ ¬$ª 

J
¡ § ¼ §Q¤  ¥ Ô�¥ ¿N¡M� ¤a¥ ¿ § ¿N¡�¿N¡ ª �¿N¡ ¼

n
¬$ª 

In
Êß ¡M�Z¿ ª ¡ ¼ ®Aª � ¤¾§ ¡X¢ ¤¾§ � ªQ¤¾§W¨I©Nª ¡S¢n¡M�Z¿ ª

G
½ ¼ ¦  § Ä ªÃ§  ×M¥�¤ �ÁQ ¥&ª�¤¾§Q¯�Â ½$¡

V (G) =
{v1, . . . , vn}

Ç ¬  ª  Q¡ ®A§ ¿ § ½ ¼ § ¿ § ¢ § �  ¼ §W¨IÕ ¡X¢ Ü
àNÊ

tr(A3
G)
Ø+¥ ¦ ½ §Q¯Ó§

6t
Ç ª �Z¿N¡

t
¿N¡M� ªQ¤¾§Lª �$Î ¼ ¡M ª ¿N¡ ¤  ¥Q � ¦ ½ ¯ ª ¢�¡ ¼

G
Ê

áEÊ
diam(G) ≤ k

¢n¡S¡e¢ é ¢n¡ ∑k
i=0 Ai ≥ J

Ç ª �Z¿N¡
A0 = In

¡ § ¿N¡X¢ ¥ ¦ ½ §Q¯ ¿ § ¿N¡ Ø®Aª ��¢ ¥ ¿N¡M § ¿ §l®Aª ¼ ¬$ª �Z¡M� ¤ ¡ §L®Aª ¼ ¬$ª �Z¡M� ¤ ¡ Ê
Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��oZ�C¹�w�w�¹eþ § ¿ ª ½ ¼ ¿ ¥ ¦  § Ä ª −→

G
¤¾§Q¯gÂ ½$¡

V (
−→
G) = {x1, . . . , xn}

Ç ¬  ª  Q¡ §¥ ¦ ½ §Q¯ ¿ § ¿N¡
B−→

G
BT

−→
G

= D−→
G
−A−→

G
,
ª �Z¿N¡

DG = diag(dG(x1), . . . , dG(xn))
Ê

Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��o��C¹�w Æ ¹+å  ª  Q¡ ®A§ ¿ § ½ ¼ § ¿ § ¢e¿N¡X¢ ¥ ¦ ½ §Q¯ ¿ § ¿N¡X¢ Ñ Þ Ê�àMã Ò Ê
Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��oç�C¹�w ã ¹gþ ¡ ¤ ¡M ¼ ¥ �Z¡ ª ¢ ®A§ ¼ ¥ ��Ì ª ¢ ¼ §Q¥ ¢ ® ½� ¤¾ª ¢
¡M� ¤ �¡ ®A§ ¿ §�¬$§ �¿N¡-  Ø  ¤a¥&® ¡X¢¿ ª ¼ ½ ¯ ¤a¥ ¿ ¥ ¦  § Ä ª ¿N¡ � � ¥ ¿ ª�¬ ¡ ¯ § ¢n¡ ¦ ½ ¥ � ¤ ¡ ¼ §Q¤  ¥ Ô ¿N¡ ® ½E¢ ¤¾ª ¢�� § ¢ § �¡X¢ ¤¾§ ¢ Ü

W =




0 2 ∞ 1 ∞ ∞
∞ 0 1 8 ∞ ∞
2 ∞ 0 ∞ ∞ 2
∞ ∞ ∞ 0 10 ∞
∞ 4 ∞ ∞ 0 2
∞ 6 1 ∞ 3 0




,

½ ¤a¥�¯ ¥ Ô?§ �Z¿ ªfªL§Q¯ ¦]ª  ¥�¤ ¼ ª ¿N¡ þ ¥ È ì ¢ ¤  §NÊ
Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��oç�C¹�w?éG¹gþ ¡ ¤ ¡M ¼ ¥ �Z¡ ª ¢ ®A§ ¼ ¥ ��Ì ª ¢ ¼ §Q¥ ¢ ® ½� ¤¾ª ¢
¡M� ¤ �¡ ®A§ ¿ §�¬$§ �¿N¡-  Ø  ¤a¥&® ¡X¢¿ ª�¦  § Ä ª ¿N¡ � � ¥ ¿ ª�¬ ¡ ¯ § ¢n¡ ¦ ½ ¥ � ¤ ¡ ¼ §Q¤  ¥ Ô ¿N¡ ® ½E¢ ¤¾ª ¢+� § ¢ § �¡X¢ ¤¾§ ¢ Ü

WG =




0 1 ∞ 5 4 13
1 0 3 7 3 1
∞ 3 0 12 ∞ 14
5 7 12 0 9 ∞
4 3 ∞ 9 0 7
13 1 14 ∞ 7 0




,

½ ¤a¥�¯ ¥ Ô?§ �Z¿ ªfªL§Q¯ ¦]ª  ¥�¤ ¼ ª ¿N¡ þ ¥ È ì ¢ ¤  §NÊ



�C¹ éùÊ6Ñ<�£mQ%��&%v��o��N¹ w ã �
Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��o �C¹�wK�C¹ Ë ¡�Å ¬Z¯ ª  §W¨I©Nª ¿N¡�½ ¼ § ¿N¡ ¤ ¡M ¼ ¥ � § ¿ § �¡A¿N¡e¿N¡ ¤  § ��¢ ¬$ª  ¤ ¡X¢ ªN×  ¥ ¦]§§T¦]§  § � ¤a¥ �½ ¼ ®Aª �nÈX½�� ¤¾ª ¿N¡ ¯ ¥ ¦]§W¨IÕ ¡X¢T�¡ ¦ ½ ¯ § �¡X¢ ÑÐ¥ ¿ § ¡�  ªQ¯ ¤¾§ Òb¡M� ¤ �¡ ¬$§ �¡X¢T¿N¡ ®M¥ ¿ § £¿N¡X¢L¿N¡ ¼ ª ¿ ª�§e¬ ¡M ¼ ¥�¤a¥  ªb¤  § ��¢ ¬$ª  ¤ ¡L¿N¡ ¬$§ ¢A¢ §n¦ ¡ ¥  ª ¢ Ñi®Aª ¼ ¡M Q¡M� ¤ ½ §Q¥ ¢ ¼ ½$¿ § � ¨I§ ¢¿N¡ § ½ ¤¾ª?®A§ X ª ¡ ¼ ¬$ª � ¤¾ª ¢ ¥ � ¤ ¡M ¼ Ø ¿ ¥&ª ¢ÐÒ)¡M� ¤ �¡ Â ½ §Q¥ ¢ Â ½$¡MS¿Q½ § ¢ ®M¥ ¿ § ¿N¡X¢l¿ §�¤¾§N× ¡ ¯ §b§¢n¡ ¦ ½ ¥ AÇ ª �Z¿N¡+¢n¡ ¥ �Z¿ ¥&®A§ ¼ § ¢�¿ ¥ ¢ ¤! � ®M¥&§ ¢e¡M� ¤ �¡ ¬$§ �¡X¢�¿N¡ ®M¥ ¿ § ¿N¡X¢ Ê

á â ã ä Þ � ç
àNÊ'& ¡3È § äNæ � ânã ç àMã�à â � á à ç â ã�äMã àMãNãáEÊ'&  §n¦]§ à ÞNÞ Þ áEà áEä Þ â]ä � ã � â çNçâ]Ê Ý ªQ¥ ¼ ×  § ã Þ á àNäNä à �Nç àNàMã�á]â]æã�Ê3¬G§  ª äNàNà á ��� ä Þ ç áEä �äNÊ)( ½ § �¿ § â Þ ç áEæWâ â ç àÞ Ê3�Ó¥ ¢ ×Aª?§ â]æMã ãNã� Ê å ª  ¤¾ª âNâ Þç ÊGÍ ¡ ¤ Î ×A§Q¯

Í ½ ¬$ª �Z¿ ªSÂ ½$¡1½ ¼ § ¿ § ¿ §f®Aª ¼ ¬$§ ��Ì ¥&§�¬ �¡ ¤ ¡M�Z¿N¡ ªN×M¤ ¡M�¡X¢ ¤¾§S®Aª � ® ¡X¢A¢ ©Nª Ç ®Aª ¼ ½ ¼ ®Aª �$£ÈX½�� ¤¾ª ¿N¡ ¯ ¥ ¦]§W¨IÕ ¡X¢��¡ ¦ ½ ¯ § �¡X¢ ® ½XÈ § ¿ ¥ ¢ ¤! � ®M¥&§Ú¤¾ªQ¤¾§Q¯ ¢n¡3È § ¼ É�� ¥ ¼ § Ç ¥ �Z¿ ¥&Â ½$¡ ª�¦  § Ä ª®Aª X�¡X¢ ¬$ª �Z¿N¡M� ¤ ¡ §NªL®Aª �nÈX½�� ¤¾ª ¿N¡ ¯ ¥ ¦]§W¨IÕ ¡X¢ §�¬  ª�¬$ª AÇ
§ Òk½ ¤a¥�¯ ¥ Ô?§ �Z¿ ªfªL§Q¯ ¦]ª  ¥�¤ ¼ ª ¿N¡ ��X½E¢ ìN§Q¯ !
× ÒÖ½ ¤a¥�¯ ¥ Ô?§ �Z¿ ªfªL§Q¯ ¦]ª  ¥�¤ ¼ ª ¿N¡ å  ¥ ¼ Ê

Ê6Ñ<�£mQ%��&%v��oS�C¹�w " ¹�þ ¡ ¤ ¡M ¼ ¥ � §Ö§ ÁQX  ª �¡X¢ §N×  § � ¦ ¡M� ¤ ¡)¿N¡ ® ½E¢ ¤¾ª ¼ É�� ¥ ¼ ª ¿ ª)¦  § Ä ª�¡ ¬ �¡X¢n¡M� ¤¾§ ¿ ª
¬ ¡ ¯ § ¼ §Q¤  ¥ Ô ¿N¡ ® ½E¢ ¤¾ª ¢1¿ ª è ÅE¡M ® É ®M¥&ªfäNÊ�àMã Ç
§ Òk½ ¤a¥�¯ ¥ Ô?§ �Z¿ ªfªL§Q¯ ¦]ª  ¥�¤ ¼ ª ¿N¡ ��X½E¢ ìN§Q¯ !
× ÒÖ½ ¤a¥�¯ ¥ Ô?§ �Z¿ ªfªL§Q¯ ¦]ª  ¥�¤ ¼ ª ¿N¡ å  ¥ ¼ Ê





� p�����tl���C� *

��6 _ ôq�Pc{� }�~ � �f+�~»~»|gz _�~ c{�
� � a�|g� |���}�:<;¶_ ��_�� ôq|*`9}}a�Ù�6�|g}

+S±n° � �1¶���(*0Í&)�!"�ù^��� � ��� ,b4�û'&)���!" ( 4s(*�'&)(C��,�0 (-,/.!� ���
= �«¨�¬µ¤W�n¬µ¨���»K¬ Ö¦¡!¢A¬ ���K  �®¢n×v³�¡v�S³�¡v>¢A�?>£»Kón>³�¬µ¨v¢)��»K¬ Ö¦¡+DWÖ¦�n¬µ¢D�n� ê6�WÖ¦¬ ��¬ õ®¨v¼n²ª¡�Ó:¡v��öÝK¬ >¨pÖ¦´v¥¦¬µ¨���>£»K�NÖ¦�n�b¢A¬µ¤W¡ ¨ª  Àv¡ ¤W�ù¬ £Ö¦�n>¢¦¨�¬ ?Àv�®¢IÖ¦¬ §£¨v¼n²ª¡>×:³�¡v>¢A¬µ¢IÖ¦�N�n�ìúû¡v¥¦��»K µ¨ª¥¡£¢!�K¥¦¡vÝK  �n�«¨v¢�³�¡v��ÝK¬ >¨pÖ¦´v¥¦¬ ¡£¢'³�¡v��¡ç�K¥¦¡vÝK  �n�«¨v¢�¤W�Í¡v�WÖ¦¬ ��¬ õ®¨v¼n²ª¡ç  ¬ K�®¨ª¥�¬ £Ö¦�n¬ ¥©¨�¡v»���®¢A��¡�Fû�n�¿³��n¥AÖ¦¡£¢P³n¨v¢A¡£¢AH^³�¡v��¡��K¥¦¡vÝK  �n�«¨v¢P¤W�'¡v�WÖ¦¬ ��¬ õ®¨v¼n²ª¡�  ¬ K�®¨ª¥®�
V?»K��¡v��>¨
>£»K�\Ö¦�n��¡£¢1»K�G�K¥¦¡vÝK  �n�«¨C¤W�^��¬ K¬ ��¬ õ®¨v¼n²ª¡6¤W�^»K�«¨*úû»K>¼n²ª¡

c : 2E 7→ R
×?»K��³�¡vpÕI»K£Ö¦¡

S ⊆ 2E ¤W��¢A¡v  »>¼�Û?�®¢Ë¨v¤W��¬µ¢¦¢AÄ Àv�n¬µ¢eFûK¡ªÖ¦��ö8¢A�e>£»K� 2E ³�¡v¥¦¥¦�®¢A��¡v>¤W��¨ª¡³�¡vpÕI»K£Ö¦¡ù¤K¨v¢!�>¨ª¥AÖ¦�®¢�¤W�
E
H!� ¢A�IÕA¨

R
E ¡N�®¢A�>¨v¼�¡çÀv�®³+Ö¦¡v¥¦¬µ¨ª \¥¦�®¨ª  |E| ö8¤W¬ ���n>¢A¬ ¡v>¨ª  ×¡v>¤W��³n¨v¤K¨«Àv�®³+Ö¦¡v¥

x
Ö¦�n� ¨v¢6¢A»>¨v¢6³�¡v����¡vK�n£Ö¦�®¢6¬ >¤W���K¨v¤K¨v¢C���n  ¡£¢C�n  �n���n£Ö¦¡£¢Ë¤W�

E
�ÙD¨ª¥©¨H³n¨v¤K¨Í¢A»KÝl³�¡vpÕI»K£Ö¦¡

F ⊆ E
×V¤W�nK¡ªÖ©¨ª>¤W¡Í��¡v¥

x(F )
¡ÍÀv�®³+Ö¦¡v¥�³n¨ª¥©¨v³+Ö¦�n¥¦Äµ¢IÖ¦¬µ³�¡H¤W�

F
Fû¡v» ¢A�IÕA¨K×W¡�Àv�®³+Ö¦¡v¥

x = x(F )
Ö©¨ª ¸>£»K�+>£»>¨ª Y>£»K�n¥g>£»K�'¢A�IÕA¨

e ∈ E
×
xe = 1

¢A�
e ∈ F�

xe = 0
¢A�

e 6∈ F
H+×1Àp¨ª��¡£¢�¨v¢¦¢A¡W³�¬µ¨ª¥!¨ª¡ç³�¡vpÕI»K£Ö¦¡N¤W� ¢A¡v  »>¼�Û?�®¢!¨v¤W��¬µ¢¦¢AÄ Àv�n¬µ¢

S
×s¡¬ ?Àv´v  »>³�¥¦¡«³�¡v?Àv���W¡H¤W¡£¢*Àv�®³+Ö¦¡v¥¦�®¢C³n¨ª¥©¨v³+Ö¦�n¥¦Äµ¢IÖ¦¬µ³�¡£¢*¤W¡£¢C�n  �n���n£Ö¦¡£¢6¤W�

S
×�¡v»ç¢A�IÕA¨K×�»K���¡v  ¬ Ö¦¡v��¡

PS = H({x(F ) ∈ R
E : F ∈ S})

���6¢¦¢A¬ � ×<¡��K¥¦¡vÝK  �n�«¨�¤W�«¡v�WÖ¦¬ ��¬ õ®¨v¼n²ª¡³�¡v��ÝK¬ >¨pÖ¦´v¥¦¬µ¨
min{c(F ) : F ∈ S},

F�¯K� �IH
��¡W¤W���®¢¦³�¥¦�nÀv�n¥Aö8¢A�eF�³�¡v>¢A¬µ¤W�n¥©¨ª>¤W¡

c
³�¡v��¡�Àv�®³+Ö¦¡v¥*¤W¡��®¢A�>¨v¼�¡�¤W»>¨ª 1¤W�

R
E H:>¨�úû¡v¥¦�«¨

min{cT x : x ∈ PS}.
F�¯K� °NH

[6»>¨ª Y>£»K�n¥)¢A¡v  »>¼n²ª¡Ë¨v¤W��¬µ¢¦¢AÄ Àv�n ?�>¨ª¥©¨C¡��K¥¦¡vÝK  �n�«¨6¤W�P¡v�WÖ¦¬ ��¬ õ®¨v¼n²ª¡Ë³�¡v��ÝK¬ >¨pÖ¦´v¥¦¬µ¨�F�¯K� �IH³�¡v¥¦¥¦�®¢A��¡v>¤W�'¨«»K�eÀvîn¥AÖ¦¬µ³��!¤W¡H��¡v  ¬ Ö¦¡v��¡
PS
�!¥¦�®³�¬ �K¥¦¡W³n¨ª���n£Ö¦�v� = �«¨«Àv�nõ�>£»K�

PS
î»K�Ü��¡v  ¬ Ö¦¡v��¡>×^¡ �K¥¦¡vÝK  �n�«¨7F�¯K� °NHHîù»K�Ü�K¥¦¡v§v¥©¨ª�«¨   ¬ K�®¨ª¥l>£»K�NÖ¦�n�Ü»K�«¨ ¢A¡v  »>¼n²ª¡´v�WÖ¦¬ �«¨f>£»K��î�»K����¡v£Ö¦¡ ���?Ö¦¥¦�n��¡ ¤W�

PS
×¸>£»>¨ª Y>£»K�n¥�>£»K�«¢A�IÕA¨ ¨Íúû»K>¼n²ª¡ ¡vÝWÕI�®³+Ö¦¬ Àv¡>�`<¡v§v¡>×W¥¦�®¢A¡v  Àv�n>¤W¡�F�¯K� °NH©×>¡vÝWÖ¦�n��¡£¢*»K�¿Àv�®³+Ö¦¡v¥6³n¨ª¥©¨v³+Ö¦�n¥¦Äµ¢IÖ¦¬µ³�¡

x∗ >£»K�!³�¡v¥¦¥¦�®¢A��¡v>¤W�'¨»K�¿³�¡vpÕI»K£Ö¦¡
F ∗ ∈ S

>£»K�'î!¢A¡v  »>¼n²ª¡�´v�WÖ¦¬ �«¨��>¨ª¥©¨fF�¯K� �IH+�



w ã � ��mpo$#)���?���K�«Ï���ÎK�®�®�&%vo����?�'��æsk®�����&(v�KtvuKo�Ï�o��)#)��js�Wk®þ>mp���
�C£Ö¦�®¢�¤W���K¥¦¡£¢¦¢A�n§v»K¬ ¥¦��¡£¢*³�¡v?Àvîn�¿¬ £Ö¦¥¦¡W¤W»Kõn¬ ¥Ë¡ ³�¡v>³��n¬ Ö¦¡ ¤W���«¨pÖ¦¥¦¬ õ ¤¾ªQ¤¾§Q¯ ¼ ¡M� ¤ ¡½�� ¥ ¼ ª ¿Q½ ¯ § +×DÝ��n� ³�¡v��¡ ¨ª  §v»K>¢�¥¦�®¢A»K  Ö©¨v¤W¡£¢�¨v¢¦¢A¡W³�¬µ¨v¤W¡£¢n� = �«¨N�«¨pÖ¦¥¦¬ õ

B
³�¡v�Â�nWöÖ¦¥©¨v¤K¨v¢�¬ £Ö¦�n¬ ¥©¨v¢«¤W¬ õ�ö8¢A�Ã½�� ¥ ¼ ª ¿Q½ ¯ § ù¢A�ç¤W��Ö

(B) = ±1
�\Ù)¡v¥H¢A»>¨ùÀv�nõv×\»K�«¨ �«¨pÖ¦¥¦¬ õ¨ª¥¦ÝK¬ Ö¦¥©½ª¥¦¬µ¨

A
³�¡v� �n£Ö¦¥©¨v¤K¨v¢^¬ £Ö¦�n¬ ¥©¨v¢*¤W¬ õ�ö8¢A� ¤¾ªQ¤¾§Q¯ ¼ ¡M� ¤ ¡1½�� ¥ ¼ ª ¿Q½ ¯ § �¢A�ËÖ¦¡W¤K¨�¨«¢A»KÝWö�«¨pÖ¦¥¦¬ õS>£»>¨v¤W¥©¨v¤K¨ ¤W�

A
×1>²ª¡�¢A¬ K§v»K µ¨ª¥®×<î«»KK¬ ��¡W¤W»K µ¨ª¥®�)Ó:¡v��¡ç³�¡v>¢A�?>£»Kón>³�¬µ¨ ¤W�®¢IÖ©¨¤W��¾>K¬µ¼n²ª¡>×W��¡W¤W�n��¡£¢*³�¡v>³�  »K¬ ¥*¡«¢A�n§v»K¬ £Ö¦��¥¦�®¢A»K  Ö©¨v¤W¡>�

�:�?��� " ¹�w�¹ Í ¡T� ª ¢ ¥ ¢ ¤ ¡ ¼ §
Bx = b̂

Ç § ¼ §Q¤  ¥ ÔLÂ ½ § ¿Q § ¿ § ¿N¡ ª �¿N¡ ¼
n
Ç
B
Ç Ø ½�� ¥ £¼ ª ¿Q½ ¯ § e¡ ª  Q¡ ®M¤¾ª �¿N¡ ¤ ¡M ¼ ª ¢ ¥ �Z¿N¡ ¬ ¡M�Z¿N¡M� ¤ ¡X¢

b̂
¤ ¡ ¼ ®Aª ¼ ¬$ª �Z¡M� ¤ ¡X¢ ¥ � ¤ ¡ ¥  § ¢AÇ�¡M� ¤¾©Nª¡X¢ ¤ ¡�¢ ¥ ¢ ¤ ¡ ¼ §S¤ ¡ ¼ ½ ¼ § ¢ ªQ¯ ½ ¨I©NªS¥ � ¤ ¡ ¥  §NÊ

ý �?��o�js�nknmp�KtvuKoG¹ Ó:¡v� ��úû�n¬ Ö¦¡>×W¢A�n>¤W¡
B = [b̂1, . . . , b̂n]

×W��¡v¥*¨ª�K  ¬µ³n¨v¼n²ª¡�¤K¨�¥¦�n§v¥©¨!¤W�Ó:¥©¨ª���n¥®×?�>¨ª¥©¨
i = 1, . . . , n

×WÀv�n�
xi =

¤W��Ö
([b̂1, . . . , b̂i−1, b̂, b̂i+1, . . . , b̂n]¤W��Ö

(B)

F�¯K� ¸]H
�v×v³�¡v>¢A�?>£»K�n£Ö¦�n���n£Ö¦�v×ª¨v¢D³�¡v����¡vK�n£Ö¦�®¢\¤W�

x
¢¦²ª¡�¬ £Ö¦�n¬ ¥©¨v¢gFû»K�«¨�Àv�nõJ>£»K�v×ª>¨����W�K¥¦�®¢Iö¢¦²ª¡lF�¯K� ¸]H+×K¡�?»K���n¥©¨v¤W¡v¥Pî�¬ £Ö¦�n¬ ¥¦¡���¡H¤W�nK¡v��¬ >¨v¤W¡v¥Pî

±1
H+�

� �?o>mp�?��� " ¹ Æ ¹1þ § ¿ ª ½ ¼ ¬$ªQ¯ ¥�¤¾ª�¬$ª ¿N¡ � � ¥ ¿ ª1¬ ¡ ¯ ª�®Aª �nÈX½�� ¤¾ª
X = {x ∈ R

n : Ax =
b, x ≥ 0}

Ç ª �Z¿N¡
A
Ø ½ ¼ § ¼ §Q¤  ¥ Ô)¤¾ªQ¤¾§Q¯ ¼ ¡M� ¤ ¡)½�� ¥ ¼ ª ¿Q½ ¯ § AÇ�¢n¡ § ¢ ®Aª ¼ ¬$ª �Z¡M� ¤ ¡X¢¿N¡

b
¢ ©Nªl¥ � ¤ ¡ ¥  § ¢AÇJ¡M� ¤¾©Nª�ª ¢ ¬$ª � ¤¾ª ¢T¡�Å ¤ �¡ ¼ ª ¢�¿N¡

X
Ñiª ½b¢n¡3È § Ç § ¢�¢ ªQ¯ ½ ¨IÕ ¡X¢ × ÁI¢ ¥&®A§ ¢§ ¿ ¼ ¥ ¢A¢XÉ� Q¡ ¥ ¢ ¬$§  §

X
ÒIÇ ¤¾Æ ¼ ®Aª ¼ ¬$ª �Z¡M� ¤ ¡X¢ ¥ � ¤ ¡ ¥  § ¢ Ê

ý �?��o�js�nknmp�KtvuKoG¹ �e�K¥¦¡pÀp¨ù¤W�®³�¡v¥¦¥¦� ¤W¬ ¥¦�®³+Ö©¨ª���n£Ö¦� ¤K¨v¢«³�¡v>¢A¬µ¤W�n¥©¨v¼�Û?�®¢�¨ª£Ö¦�n¥¦¬ ¡v¥¦�®¢n�
� �?o>mp�?��� " ¹ ã ¹Öº�¼ § ¼ §Q¤  ¥ Ô

B
® ½XÈ § ¢l¡M� ¤  § ¿ § ¢

bij ∈ {0, +1,−1}
Øf¤¾ªQ¤¾§Q¯ ¼ ¡M� ¤ ¡½�� ¥ ¼ ª ¿Q½ ¯ § �¢n¡J� ©Nª ¼ §Q¥ ¢-¿ ª�Â ½$¡
¿Q½ § ¢ ®Aª ¼ ¬$ª �Z¡M� ¤ ¡X¢-¡ ¼ ®A§ ¿ §e®AªQ¯ ½�� § ¢ ©Nª � ©Nª �$½ ¯ § ¢¡ ¬$ª ¿N¡ ¼ ª ¢ ¬$§  ¤a¥  ªS®Aª �nÈX½�� ¤¾ª ¿N¡�É��Z¿ ¥&® ¡X¢ ¯ ¥ ��Ì § ¿N¡

B
¡ ¼ ¿ ªQ¥ ¢�¢X½ ×A®Aª �nÈX½�� ¤¾ª ¢

I1
¡

I2¿N¡ ¤¾§Q¯ ¼ ª ¿ ªfÂ ½$¡
àNÊ ¢n¡J½ ¼ §�®AªQ¯ ½�� §+¤ ¡ ¼ ¿Q½ § ¢ ®Aª ¼ ¬$ª �Z¡M� ¤ ¡X¢g� ©Nª �$½ ¯ § ¢ ®Aª ¼ ª ¼ ¡X¢ ¼ ª ¢ ¥ � §Q¯ ÇÓ¡M� ¤¾©Nª§ ¢ ¯ ¥ ��Ì § ¢ ®Aª X�¡X¢ ¬$ª �Z¿N¡M� ¤ ¡X¢ ¤¾Æ ¼ ª ¢
¢n¡M½E¢
É��Z¿ ¥&® ¡X¢�¡ ¼ ¢X½ ×A®Aª �nÈX½�� ¤¾ª ¢+¿ ¥ ÄM¡M�¡M� ¤ ¡X¢ !
áEÊ ¢n¡�½ ¼ §f®AªQ¯ ½�� §S¤ ¡ ¼ ¿Q½ § ¢ ®Aª ¼ ¬$ª �Z¡M� ¤ ¡X¢1� ©Nª �$½ ¯ § ¢e¿N¡1¢ ¥ � §Q¯ ¿ ¥ ÄM¡M�¡M� ¤ ¡XÇg¡M� ¤¾©Nª§ ¢ ¯ ¥ ��Ì § ¢ ®Aª X�¡X¢ ¬$ª �Z¿N¡M� ¤ ¡X¢ ¤¾Æ ¼ ª ¢�¢n¡M½E¢�É��Z¿ ¥&® ¡X¢1� ª ¼ ¡X¢ ¼ ª ¢X½ ×A®Aª �nÈX½�� ¤¾ªNÊ

ý �?��o�js�nknmp�KtvuKoG¹ �/�K¥¦¡pÀp¨�Àp¨ª¬)¢A�n¥Cúû�n¬ Ö©¨Í��¡v¥6¬ >¤W»>¼n²ª¡ ¢A¡vÝK¥¦�!¨H¡v¥©¤W�n�e¤K¨v¢Ë¢A»KÝK�«¨pöÖ¦¥¦¬ õn�®¢+>£»>¨v¤W¥©¨v¤K¨v¢Ë¤W�
B
×VÖ¦�n>¤W¡ �n�à³�¡v£Ö©¨f>£»K�S>£»>¨ª Y>£»K�n¥'¢A»KÝK�«¨pÖ¦¥¦¬ õ�>²ª¡ ?»K µ¨ ³�¡v�»K�·DKK¬µ³�¡ç�n  �n���n£Ö¦¡�îH»KK¬ ��¡W¤W»K µ¨ª¥®�G�6¢¦¢A¬ � ×s¢A�IÕA¨

C
»K�«¨ç¢A»KÝK�«¨pÖ¦¥¦¬ õS>£»>¨v¤W¥©¨v¤K¨ ¤W�

B
¤W��¡v¥©¤W�n�

k > 1
��Àp¨ª��¡£¢6¢A»K��¡v¥�>£»K��¡ ¥¦�®¢A»K  Ö©¨v¤W¡Í¢A��Àv�n¥¦¬ ¾�³n¨«�>¨ª¥©¨H¢A»KÝK�«¨pÖ¦¥¦¬ õn�®¢>£»>¨v¤W¥©¨v¤K¨v¢P¤W�'¡v¥©¤W�n� ¬ Wúû�n¥¦¬ ¡v¥C¨

k
��V?�

C
Ö¦�n�¿»K�«¨«³�¡v  »K>¨�¤W�'õn�n¥¦¡£¢^�n£Ö©²ª¡�î!¢A¬ K§v»Wö µ¨ª¥®�]V?�

C
Ö¦�n�S»K�«¨!³�¡v  »K>¨'³�¡v�S»K�«¨�DKK¬µ³n¨!³�¡v����¡vK�n£Ö¦�C>²ª¡'?»K µ¨K×ª�n£Ö©²ª¡!��¡W¤W�n��¡£¢���W�>¨ª>¤W¬ ¥^¡�¥¦�®¢A���®³+Ö¦¬ Àv¡�¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨ª£Ö¦��¨ª¡�  ¡vK§v¡�¤W�®¢¦¢¦¨�³�¡v  »K>¨K×?���n  ¡�>£»K��¡�¥¦�®¢A»K  Ö©¨v¤W¡¤W�®³�¡v¥¦¥¦�«¤K¨l�K¬ ��´ªÖ¦�®¢!¤W�«¬ >¤W»>¼n²ª¡>�1±s¬ >¨ª  ���n£Ö¦�v×G>£»>¨ª>¤W¡

C
Ö¦�n�Â¤W»>¨v¢!³�¡v����¡vK�n£Ö¦�®¢



" ¹ Æ Ï�o�j8�®rsjlk®o��«��jsqs�£æ:�?jsqs�?jlk®�?���b%vo���o>mp�KtvÉ<�?� w ã �
>²ª¡�?»K µ¨v¢n×W�n�¿³n¨v¤K¨�»K�«¨�¤K¨v¢*¢A»>¨v¢*³�¡v  »K>¨v¢n×W¨v¢*¨v¢*³�¡v>¤W¬µ¼�Û?�®¢��v�W�!°W�W¬ ���K  ¬µ³n¨ª� >£»K��>¨ª¥©¨e>£»>¨ª Y>£»K�n¥PÄ >¤W¬µ³��!³�¡v  »K>¨�¤W�

C
×
j
×K¢A�'Àv�n¥¦¬ ¾�>£»K��¨�¬ §v»>¨ª µ¤K¨v¤W�

∑

i∈I1

bij =
∑

i∈I2

bij ,

���n  ¡T>£»K�!¨v¢P  ¬ ��>¨v¢*¤W�
C
¢¦²ª¡�  ¬ K�®¨ª¥¦���n£Ö¦��¤W�n���n>¤W�n£Ö¦�®¢*�v×>³�¡v>¢A�?>£»K�n£Ö¦�n���n£Ö¦�v×

C
î¢A¬ K§v»K µ¨ª¥®�

Ó:¡v�}Ý>¨v¢A�ÍK�®¢IÖ¦�ÍÖ¦�n¡v¥¦�n�«¨K×s��¡W¤W�n��¡£¢�³�¡v>³�  »K¬ ¥�>£»K� ¨v¢��«¨pÖ¦¥¦¬ õn�®¢�¤W� ¬ >³�¬µ¤Wón>³�¬µ¨¨ª¥©³�¡�Àvîn¥AÖ¦¬µ³���¤W¡£¢P¤W¬ §v¥©¨púû¡£¢^¢¦²ª¡��«¨pÖ¦¥¦¬ õn�®¢:Ö¦¡ªÖ©¨ª  ���n£Ö¦��»KK¬ ��¡W¤W»K µ¨ª¥¦�®¢n�>Ó:¡v� ��úû�n¬ Ö¦¡>×WK¡³n¨v¢A¡�¤W�*»K�S¤W¬ §v¥©¨púû¡>× −→
G
×ª��¡W¤W�n��¡£¢)�>¨ª¥AÖ¦¬ ¥D¡£¢)Ä >¤W¬µ³��®¢D  ¬ ��>¨'¤W�

B−→
G

K¡£¢D¢A»KÝl³�¡vpÕI»K£Ö¦¡£¢
I1 = ∅

�
I2 = V (

−→
G)
×W¡£¢�>£»>¨ª¬µ¢^Àv�n¥¦¬ ¾�³n¨ª� ¨v¢P³�¡v>¤W¬µ¼�Û?�®¢^���W¬ §v¬µ¤K¨v¢:���n  ¡T^1�n¡v¥¦�n�«¨�¯K� ¸K�Ù)¡v¥�¡v»WÖ¦¥¦¡ç µ¨v¤W¡>×<Ö©¨ª��Ý�în�}��¡W¤W�n��¡£¢�³�¡v>³�  »K¬ ¥e>£»K� ¨ç�«¨pÖ¦¥¦¬ õÍ¤W�Í¬ >³�¬µ¤Wón>³�¬µ¨N¤W� »K�§v¥©¨púû¡

G
>²ª¡�¡v¥¦¬ �n£Ö©¨v¤W¡ ÝK¬ �>¨ª¥AÖ¦¬µ¤W¡ Ö©¨ª��Ý�în�àî«Ö¦¡ªÖ©¨ª  ���n£Ö¦�«»KK¬µ¤W��¡W¤W»K µ¨ª¥®×<»K�«¨�Àv�nõ>£»K�'¢A�n>¤W¡

G = (V1, V2, E)
×>¢A����¡W¤W��ú�¨ªõn�n¥

I1 = V1
�

I2 = V2
�

+S±�ö -/�!�213	 �54s�!" ��� 0 (�µù(*� 0 (*�54s(*" (·ù^�1¶��'&),i���«(*"
Ú6»>¨v¢�¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢!¤W¬ õn�n��ö8¢A�Í¨v¤ÁÕA¨v³��n£Ö¦�®¢�¢A�HÖ¦ón�Â»K�ÂÀvîn¥AÖ¦¬µ³��H�n�}³�¡v��»K� � = �}¢A»KÝl³�¡vWöÕI»K£Ö¦¡ ¤W��Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢�F�¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢AH*¤W¡v¬µ¢Ë¨H¤W¡v¬µ¢6>²ª¡Í¨v¤ÁÕA¨v³��n£Ö¦�®¢Ë¤W¬ õ�ö8¢A�!»K��¡X¢ ¤ ÁQ Q¡ ¯�Ñ ¡ ¼ ¬$§ £�¡ ¯ Ì § ¼ ¡M� ¤¾ª Ò ¡v» ®Aª �nÈX½�� ¤¾ª)¥ �Z¿N¡ ¬ ¡M�Z¿N¡M� ¤ ¡b¿N¡l  Ø  ¤a¥&® ¡X¢ÃF�¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢AH+� = �}�®¢IÖ©½ÁÀv�n �Fû�n��ö�>¨ª¥¦�n  �>¨ª���n£Ö¦¡EH:¤W�'�«½p�W¬ �«¨�³n¨ª¥©¤W¬ >¨ª  ¬µ¤K¨v¤W��¤W�®¢A¬ §v>¨pö8¢A�Ë��¡v¥�¡X¢ ¤ ÁQ Q¡ ¯ ¼ ÁnÅ ¥ ¼ ª F�¡ ¼ ¬$§ £�¡ ¯ Ì § ¼ ¡M� ¤¾ª ¼ ÁnÅ ¥ ¼ ª H+�lêEEDK���n¥¦¡�¤W��Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢P¤W��»K� �®¢IÖ©½ÁÀv�n l�«½p�W¬ ��¡�¤W��»K� §v¥©¨púû¡
G
¤W�nK¡ªÖ©¨pö8¢A�'��¡v¥

α(G)
��¤W�®¢A¬ §v>¨pö8¢A���$Î ¼ ¡M ª ¿N¡T¡X¢ ¤¾§N×M¥�¯ ¥ ¿ § ¿N¡Ë¡v»c�$Î ¼ ¡M ª ¿N¡ ¥ �Z¿N¡M£¬ ¡M�Z¿ Æ � ®M¥&§ ¤W�

G
�Ú6¬ õ�ö8¢A�g>£»K�*»K�S�n���>¨ª¥¦�n  �>¨ª���n£Ö¦¡

M
¢¦¨pÖ¦»K¥©¨Ë»K�/Àvîn¥AÖ¦¬µ³��

v
¢A�

v ∈ V (M)
� = �/�n���>¨pö¥¦�n  �>¨ª���n£Ö¦¡T>£»K�!¢¦¨pÖ¦»K¥©¨�Ö¦¡W¤W¡£¢P¡£¢*Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢*¤W¡«§v¥©¨púû¡>×?¡v»�¢A�IÕA¨K×K»K� �n���>¨ª¥¦�n  �>¨ª���n£Ö¦¡

M ⊆ E(G)
Ö©¨ª G>£»K�

V (M) = V (G)
×�¤W�®¢A¬ §v>¨pö8¢A�6��¡v¥C�n���>¨ª¥¦�n  �>¨ª���n£Ö¦¡ ¬ ¡M3ÄM¡ ¥�¤¾ª �ÙD¨ª¥©¨�¡ ³n¨v¢A¡ ¤W¡£¢Í§v¥©¨púû¡£¢H  ¬ ��>¨K×P³�¡v>³�  »K¬ ö8¢A��>£»K�ù¨�»K�Ü�®¢IÖ©½ÁÀv�n 6�«½p�W¬ ��¡ ¤W�

L(G)³�¡v¥¦¥¦�®¢A��¡v>¤W�C»K� �n���>¨ª¥¦�n  �>¨ª���n£Ö¦¡!�«½p�W¬ ��¡��n�
G
��`<¡v§v¡>×£¢A�

M ⊆ E(G)
îË»K� �n��ö�>¨ª¥¦�n  �>¨ª���n£Ö¦¡��«½p�W¬ ��¡�¤W�

G
×K�n£Ö©²ª¡

α(L(G)) = |M |
�

= �Â³n¨ª��¬ ��K¡kFû¡v» »K�Â�>¨v¢¦¢A�n¬ ¡EHË¤W¬ õ�ö8¢A�
M
£ §Q¯ ¤ ¡MX� § ¿ ª ¡v»<×s¢A¬ ���K  �®¢A���n£Ö¦�v× §Q¯ ¤ ¡MX£� § ¿ ª ×K¢A��¨v¢P¢A»>¨v¢^¢A»>³��®¢¦¢A¬ Àp¨v¢^¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢:�®¢IÖ©²ª¡>×?¨ª  Ö¦�n¥¦>¨v¤K¨ª���n£Ö¦�v×£�n�

M
���n�

M̄
Fû¡v>¤W�

M̄ = E(G) \M
H+�ÓV?�H»K�}³n¨ª��¬ ��K¡

M
ö8¨ª  Ö¦�n¥¦>¨v¤W¡>×<³�¡v� ���n  ¡ç���nK¡£¢'»K�«¨ç¨ª¥¦�®¢IÖ©¨K×³�¡v���®¼n¨'�6Ö¦�n¥¦��¬ >¨!�n� Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢\>²ª¡ªö8¢¦¨pÖ¦»K¥©¨v¤W¡£¢n×v¤W¬ õn�n��¡£¢\>£»K�6îË»K� ³n¨ª��¬ ��K¡l¿N¡ § ½�£¼ ¡M� ¤¾ª ×v¥¦�n µ¨pÖ¦¬ Àp¨ª���n£Ö¦�6¨

M
�Wê
Ö¦�n¡v¥¦�n�«¨'¨!¢A�n§v»K¬ ¥®×£³n¨ª¥©¨v³+Ö¦�n¥¦¬ õ®¨Ë¡£¢\�n���>¨ª¥¦�n  �>¨ª���n£Ö¦¡£¢�«½p�W¬ ��¡£¢^�n� úû»K>¼n²ª¡«¤K¨����W¬µ¢IÖ¦ón>³�¬µ¨�¤W�!³n¨ª��¬ ��K¡£¢*¤W�'¨ª»K���n£Ö¦¡>�

� �?o>mp�?��� " ¹ é FQ�^�n¥¦§v�IH ¹Sþ § ¿ ª ½ ¼ ¦  § Ä ªk®Aª �Z¡�Å ª
G
Ç1½ ¼ ¡ ¼ ¬$§ �¡ ¯ Ì § ¼ ¡M� ¤¾ª

M
Ø¼ ÁnÅ ¥ ¼ ª ¢n¡�¡
¢ é ¢n¡�� ©Nª ¡�Å ¥ ¢ ¤ ¡��Z¡M��ÌE½ ¼ ®A§ ¼ ¥ ��Ì ª ¿N¡ § ½ ¼ ¡M� ¤¾ª �¡ ¯ §Q¤a¥   § ¼ ¡M� ¤ ¡ §

M
Ê

ý �?��o�js�nknmp�KtvuKoG¹ V?�IÕA¨
M
»K�ì�n���>¨ª¥¦�n  �>¨ª���n£Ö¦¡ �«½p�W¬ ��¡�¤W�

G
�N¢A»K��¡v��>¨c>£»K����W¬µ¢IÖ¦��»K�à³n¨ª��¬ ��K¡

P
¤W�«¨ª»K���n£Ö¦¡>×�¥¦�n µ¨pÖ¦¬ Àp¨ª���n£Ö¦��¨

M
�lÙD¨ª¥©¨

M ′ = E(P ) \M
×Àv�n� >£»K�

M ′ îC»K�$�n���>¨ª¥¦�n  �>¨ª���n£Ö¦¡'�n� G
�
|M ′| = |M |+1

×£¡�>£»K�6³�¡v>¢IÖ¦¬ Ö¦»K¬�»K�«¨³�¡v£Ö¦¥©¨v¤W¬µ¼n²ª¡fFû»K�«¨�Àv�nõ�>£»K�v×K��¡v¥g�K¬ ��´ªÖ¦�®¢A�v×
M
î'»K� �n���>¨ª¥¦�n  �>¨ª���n£Ö¦¡��«½p�W¬ ��¡EH+�



w?éu� ��mpo$#)���?���K�«Ï���ÎK�®�®�&%vo����?�'��æsk®�����&(v�KtvuKo�Ï�o��)#)��js�Wk®þ>mp���
¹*�®³�¬ �K¥¦¡W³n¨ª���n£Ö¦�v×?¢A�IÕA¨

M
»K� �n���>¨ª¥¦�n  �>¨ª���n£Ö¦¡�¤W�

G
>£»K�Ë>²ª¡�î6�«½p�W¬ ��¡��
>£»K�

G
>²ª¡�³�¡v£Ö¦în�¶K�n��?»K��³n¨ª��¬ ��K¡�¤W�N¨ª»K���n£Ö¦¡>×\¥¦�n µ¨pÖ¦¬ Àp¨ª���n£Ö¦�ç¨

M
��V?�n>¤W¡

M ′»K�¿�n���>¨ª¥¦�n  �>¨ª���n£Ö¦¡��«½p�W¬ ��¡H¤W�
G
×���¡v¥6¤W��¾>K¬µ¼n²ª¡>×

|M ′| > |M |
�VÓ:¡v>¢A¬µ¤W�n¥©¨ª>¤W¡�¡¢A»KÝK§v¥©¨púû¡

H
×ª³�»pÕA¨v¢\¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢1���n¥AÖ¦�n>³��n� K�¤W¬ úû�n¥¦�n>¼n¨�¢A¬ ��î�Ö¦¥¦¬µ³n¨�¤W¡£¢)�n���>¨ª¥¦�n  �>¨ª���n£Ö¦¡£¢

M
�

M ′ �«³�»pÕI¡£¢�Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢�¢¦²ª¡ ���K¨v³+Ö©¨ª���n£Ö¦��¡£¢����?Ö¦¥¦�n��¡£¢�¤W�®¢IÖ©¨v¢'¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢n×l¡v» ¢A�IÕA¨K×
E(H) = M M M ′ � V (H) = {x : xy ∈ M M M ′}

×���¡W¤W�n��¡£¢�³�¡v>³�  »K¬ ¥+>£»K��³n¨v¤K¨Àvîn¥AÖ¦¬µ³�� ¤W�
H
Ö¦�n� §v¥©¨ª» »K� ¡v» ¤W¡v¬µ¢�Fû»K�«¨ùÀv�nõl>£»K� î ���?Ö¦¥¦�n��¡ ¤W� >²ª¡ù�«¨ª¬µ¢«¤W¡>£»K��»K�«¨ ¨ª¥¦�®¢IÖ©¨ ¤W�«³n¨v¤K¨ »K�à¤W¡£¢��n���>¨ª¥¦�n  �>¨ª���n£Ö¦¡£¢AH+�1Ó:¡v��¡ ³�¡v>¢A�?>£»Kón>³�¬µ¨K×V³n¨v¤K¨³�¡v����¡vK�n£Ö¦�!¤W�

H
î!»K�e³�¬µ³�  ¡Í¤W��³�¡v���K¥¦¬ ���n£Ö¦¡«�>¨ª¥C¡v»�»K�e³n¨ª��¬ ��K¡H³�¡v�e¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢¨ª  Ö¦�n¥¦>¨v¤K¨ª���n£Ö¦� �n�

M
� �n�

M ′ � = �«¨ùÀv�nõ�>£»K� |M ′| > |M |
×
H
³�¡v£Ö¦în� �«¨ª¬µ¢¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢�¤W�

M ′ ¤W¡�>£»K� ¤W� M
�v×D³�¡v>¢A�?>£»K�n£Ö¦�n���n£Ö¦�v×s¤K¨v¤W¡�>£»K� ¡£¢�³�¬µ³�  ¡£¢�³�¡v£Ö¦ón�Ö©¨ª£Ö©¨v¢6¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢*¤W�

M
³�¡v��¡Í¤W�

M ′ ×����W¬µ¢IÖ¦�!���n  ¡H���nK¡£¢C»K�«¨H³�¡v����¡vK�n£Ö¦� P
¤W�

H>£»K� î »K�ì³n¨ª��¬ ��K¡c>£»K��³�¡v���®¼n¨N� Ö¦�n¥¦��¬ >¨ù?»K�«¨ ¨ª¥¦�®¢IÖ©¨ù¤W�
M ′ ��`<¡v§v¡>×)îç³� µ¨ª¥¦¡>£»K�6¡£¢:Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢\���?Ö¦¥¦�n��¡£¢:¤W�

P
¢¦²ª¡

M
öø  ¬ À?¥¦�®¢n×v>²ª¡�¢A´!�n�

H
×?³�¡v��¡!Ö©¨ª��Ý�în�$�n�

G
��6¢¦¢A¬ � ×ª³�¡v>¢A¬µ¤W�n¥©¨ª>¤W¡Ë¡'³n¨ª��¬ ��K¡

P
�n�

G
×p��¡W¤W�n��¡£¢D³�¡v>³�  »K¬ ¥�>£»K�

P
îP»K�S³n¨ª��¬ ��K¡¤W�!¨ª»K���n£Ö¦¡>×W¥¦�n µ¨pÖ¦¬ Àp¨ª���n£Ö¦��¨

M
×K¡T>£»K�'³�¡v>¢IÖ¦¬ Ö¦»K¬<»K�«¨�³�¡v£Ö¦¥©¨v¤W¬µ¼n²ª¡>�

^1�n¡v¥¦¬µ³n¨ª���n£Ö¦�v×Á³�¡v�GÝ>¨v¢A�^K¡�^1�n¡v¥¦�n�«¨C¯K� Ã�F Ö¦�n¡v¥¦�n�«¨6¤W�f�^�n¥¦§v�IH+×®î:ú�½v³�¬  W¤W�®¢¦³�¥¦�nÀv�n¥»K��¨ª  §v¡v¥¦¬ Ö¦��¡Í³�¡v��ÝK¬ >¨pÖ¦´v¥¦¬ ¡L>£»K��¤W��Ö¦�n¥¦��¬ K��»K���n���>¨ª¥¦�n  �>¨ª���n£Ö¦¡H�«½p�W¬ ��¡>�1Ó:¡v���úû�n¬ Ö¦¡>×K�®¢IÖ¦�'¨ª  §v¡v¥¦¬ Ö¦��¡���¡W¤W�!¤W�®¢¦³�¥¦�nÀv�n¥Aö8¢A�Ë¤W¡«¢A�n§v»K¬ £Ö¦����¡W¤W¡$U
�v�

M ←
»K� �n���>¨ª¥¦�n  �>¨ª���n£Ö¦¡$d

°W� �?j10Vrs�Kjlk®o ���W¬µ¢IÖ¦��»K�¿³n¨ª��¬ ��K¡
P
¤W�'¨ª»K���n£Ö¦¡�¥¦�n µ¨pÖ¦¬ Àp¨ª���n£Ö¦�'¨

M

• M ← E(P ) \M ′ d
¸K�*¤W�nÀv¡v  Àv�n¥

M
�

ê �K¥¦¬ >³�¬ �>¨ª P�K¥¦¡vÝK  �n�«¨N¤W�®¢IÖ¦� ¨ª  §v¡v¥¦¬ Ö¦��¡>×1��¡v¥¦în� ×)¥¦�®¢A¬µ¤W�Í>¨N¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨v¼n²ª¡ù¤W� »K�³n¨ª��¬ ��K¡N¤W� ¨ª»K���n£Ö¦¡>�DÓ:¡v�Â��úû�n¬ Ö¦¡>×s�n�Â§v�n¥©¨ª  ×1»K�«¨�Ö©¨ª :Ö©¨ª¥¦��ú�¨����W¬ §v�Í»K�Â�n  �nÀp¨v¤W¡EDK���n¥¦¡'¤W�*¡v���n¥©¨v¼�Û?�®¢n×Á���n  ¡1>£»K�*îC³�¡v���K»WÖ©¨v³�¬ ¡v>¨ª  ���n£Ö¦�P���®¢¦¨v¤K¨K�WBC¡!³n¨v¢A¡'¤W�*§v¥©¨púû¡£¢ÝK¬ �>¨ª¥AÖ¦¬µ¤W¡£¢n×D��¡v¥¦în� ×D���W¬µ¢IÖ¦�n�¶��î�Ö¦¡W¤W¡£¢«��»K¬ Ö¦¡ ��¾�³�¬ �n£Ö¦�®¢«�>¨ª¥©¨ù¨�¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨v¼n²ª¡ ¤W��n���>¨ª¥¦�n  �>¨ª���n£Ö¦¡£¢^�«½p�W¬ ��¡£¢n�
2 ô Ypôj� 3�XS�6B);K91~4�CBDXS913:UWJ:= 91X ¼\;KB½¿©J:=�QË5I�6B);WUK5A@CJ:=
[6»K�n¥����n µ¨�¢A»>¨N�«¨ª¬ ¡v¥«¢A¬ ���K  ¬µ³�¬µ¤K¨v¤W�v×�>£»K�n¥«���n µ¨ ¢A»>¨ù§v¥©¨ª>¤W� ¨ª�K  ¬µ³n¨v¼n²ª¡N�K¥©½pÖ¦¬µ³n¨K×D¡�K¥¦¡vÝK  �n�«¨�¤K¨'¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨v¼n²ª¡'¤W�*�n���>¨ª¥¦�n  �>¨ª���n£Ö¦¡£¢gFû���n¥Aúû�n¬ Ö¦¡£¢D¡v»�>²ª¡EH1�n�S§v¥©¨púû¡£¢sÝK¬ ö�>¨ª¥AÖ¦¬µ¤W¡£¢n×Á¡W³�»K�>¨Ë  »K§£¨ª¥D¤W�*¤W�®¢IÖ©¨N>£»K�P>¨6Ö¦�n¡v¥¦¬µ¨Ë¤W¡£¢s§v¥©¨púû¡£¢n�WV?�n§v»K�n��ö8¢A�P¤W¡v¬µ¢)���W�n���K  ¡£¢>£»K���nÀ?¬µ¤W�n>³�¬µ¨ª� ×K�K¥¦�®³�¬µ¢¦¨ª���n£Ö¦�v×W¨�¨ª�K  ¬µ³n¨ªÝK¬   ¬µ¤K¨v¤W�'¤W�®¢IÖ¦�®¢P�n���>¨ª¥¦�n  �>¨ª���n£Ö¦¡£¢n�
�v�JV?»K��¡v��>¨S>£»K��Ö¦�n��¡£¢*»K�e³�¡vpÕI»K£Ö¦¡�¾>K¬ Ö¦¡H¤W�!¥©¨ª�>¨ª¥¦¬ §£¨v¢:�'»K�e³�¡vpÕI»K£Ö¦¡�¾>K¬ Ö¦¡¤W�P¥©¨ª�>¨ªõn�®¢n×p³n¨v¤K¨6»K�/¤W¡£¢Ó>£»>¨ª¬µ¢D³�¡v��K�®³��^»K�/¤K¨v¤W¡�¢A»KÝl³�¡vpÕI»K£Ö¦¡'¤W�P¥©¨ª�>¨ª¥¦¬ §£¨v¢n�V?�n¥©½�>£»K�«î«��¡£¢¦¢AÄ Àv�n \³n¨v¢¦¨ª¥ËÖ¦¡W¤W¡£¢'¡£¢�¥©¨ª�>¨ªõn�®¢�¤W�«Ö©¨ª Dúû¡v¥¦�«¨l>£»K�H³n¨v¤K¨ »K�Â¢A�³n¨v¢A�N³�¡v�ì»K�«¨�¥©¨ª�>¨ª¥¦¬ §£¨�>£»K�ù³�¡v��K�®³��I�çÙ)¡v¥Í���W�n���K  ¡>×^¢A»K��¡v>¤W¡k>£»K�

X =
{g1, g2, g3, g4, g5}

îù¡ ³�¡vpÕI»K£Ö¦¡ ¤K¨v¢ ¥©¨ª�>¨ª¥¦¬ §£¨v¢«�
Y = {b1, b2, b3, b4}

î ¡³�¡vpÕI»K£Ö¦¡�¤W¡£¢Ë¥©¨ª�>¨ªõn�®¢n×l��¨ª¬ >¤K¨l>£»K�
b1
³�¡v��K�®³��

g1
×
g2
�

g3
×
b2
³�¡v��K�®³��

g2
×



" ¹ Æ Ï�o�j8�®rsjlk®o��«��jsqs�£æ:�?jsqs�?jlk®�?���b%vo���o>mp�KtvÉ<�?� w?é1w
b3
³�¡v��K�®³��

g2
×
g3
�

g5
�

b4
³�¡v��K�®³��

g4
�

g5
×>»K�«¨«¢A¡v  »>¼n²ª¡���¡£¢¦¢AÄ Àv�n 1³�¡v>¢A¬µ¢IÖ¦��n� ³n¨v¢¦¨ª¥

b1
³�¡v�

g1
×
b2
³�¡v�

g2
×
b3
³�¡v�

g3
�

b4
³�¡v�

g5
�CB6¨«  ¬ K§v»>¨ª§v�n�e¤K¨Ö¦�n¡v¥¦¬µ¨ ¤W¡£¢�§v¥©¨púû¡£¢n×�¡ §v¥©¨púû¡ÍÝK¬ �>¨ª¥AÖ¦¬µ¤W¡

G
Ö©¨ª �>£»K�

V (G) = X ∪ Y
�

E(G) =
{xy ∈ X × Y : x

³�¡v��K�®³��
y}
FûÀv�n¥�±s¬ §v»K¥©¨H¯K� ��öXF&�
HjH+×l��¡W¤W�n µ¨H�®¢IÖ¦���K¥¦¡vÝK  �n�«¨>£»K�v×V¨v¢¦¢A¬ � ×V³�¡v>¢A¬µ¢IÖ¦��>¨ ¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨v¼n²ª¡ ¤W��»K���n���>¨ª¥¦�n  �>¨ª���n£Ö¦¡L>£»K��¢¦¨pÖ¦»K¥©¨Ö¦¡W¤W¡£¢P¡£¢PÀvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢*¤W�

Y
�

°W� = �«¨6»KK¬ Àv�n¥©¢A¬µ¤K¨v¤W�^³�¡v?À?¬µ¤K¨C¡£¢s�K¥¦¡ªúû�®¢¦¢A¡v¥¦�®¢
P1
×
P2
×
P3
�

P4
×Á�>¨ª¥©¨C  �®³n³�¬ ¡v>¨ª¥¦�n�¤W¬µ¢¦³�¬ �K  ¬ >¨v¢^¤W¡�³�¡vpÕI»K£Ö¦¡

{D1, D2, D3, D4, D5}
��V?»K��¡v>¤W¡e>£»K�6¡!�K¥¦¡ªúû�®¢¦¢A¡v¥

P1�®¢IÖ©½'�K¥¦�n�>¨ª¥©¨v¤W¡'�>¨ª¥©¨�  �®³n³�¬ ¡v>¨ª¥
D1
×
P2
�>¨ª¥©¨�  �®³n³�¬ ¡v>¨ª¥

D1
�

D3
×
P3
�>¨ª¥©¨�  �®³+ö³�¬ ¡v>¨ª¥

D1
�

D3
�

P4
�>¨ª¥©¨!  �®³n³�¬ ¡v>¨ª¥

D2
×
D3
×
D4
�

D5
×W³�¡v��¡�¢A�'¤W¬µ¢IÖ¦¥¦¬ ÝK»K�n�¨v¢�¤W¬µ¢¦³�¬ �K  ¬ >¨v¢n×V¤W����¡W¤W¡l>£»K��³n¨v¤K¨H�K¥¦¡ªúû�®¢¦¢A¡v¥6  �®³n³�¬ ¡vK��»K�«¨LDKK¬µ³n¨ ¤W¬µ¢¦³�¬ �K  ¬ >¨¤W���n£Ö¦¥¦��¨N>£»K�n µ¨v¢*�>¨ª¥©¨«¨v¢->£»>¨ª¬µ¢C�®¢IÖ©½«�K¥¦�n�>¨ª¥©¨v¤W¡>��BC�®¢IÖ¦��³n¨v¢A¡>×>³�¡v>¢A¬µ¤W�n¥©¨ª>¤W¡ªöö8¢A� ¡�§v¥©¨púû¡ùÝK¬ �>¨ª¥AÖ¦¬µ¤W¡�¥¦�n�K¥¦�®¢A�n£Ö©¨v¤W¡N>¨�±s¬ §v»K¥©¨ ¯K� ��öXFQ�gH+×D¡�¡vÝWÕI�®³+Ö¦¬ Àv¡ùîç¤W��öÖ¦�n¥¦��¬ >¨ª¥«»K� �n���>¨ª¥¦�n  �>¨ª���n£Ö¦¡Ã>£»K��¢¦¨pÖ¦»K¥¦� Ö¦¡W¤W¡£¢�¡£¢�Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢�¤W¡�³�¡vpÕI»K£Ö¦¡

{P1, P2, P3, P4}
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±s¬ §v»K¥©¨�¯K� �NUW�D�W�n���K  ¡£¢*¤W�'§v¥©¨púû¡£¢^ÝK¬ �>¨ª¥AÖ¦¬µ¤W¡£¢n�
� �?o>mp�?��� " ¹ �C¹ Í ¡

G
Ø ½ ¼ ¦  § Ä ª�×M¥ ¬$§  ¤a¥ ¿ ª Ç-¡M� ¤¾©NªlªL¥ �$  éQ¯ ½ ®  ªl®Aª �$ Q¡�Å ª ¿ ª ¢e Q¡ ® £¤¾ª �¡X¢ ®A§  §N®M¤ ¡MXÉY¢ ¤a¥&®Aª ¢f¿ ª ¢f¡ ¼ ¬$§ �¡ ¯ Ì § ¼ ¡M� ¤¾ª ¢

M
¿N¡

G
Ñ ¼ §Q¤¾® Ì ¥ � ¦T¬$ªQ¯ ± ¤¾ª�¬ ¡l¿N¡

M
Ò� ®A§ ¿N¡ � � ¥ ¿ ª�¬ ¡ ¯ ª ¢n¡ ¦ ½ ¥ � ¤ ¡ ®Aª �nÈX½�� ¤¾ª ¿N¡�¿N¡X¢ ¥ ¦ ½ §Q¯ ¿ § ¿N¡X¢ Ü

∑

e∈∂({v})

xe ≤ 1, ∀v ∈ V (G),
F�¯K� ÃEH

xe ≥ 0, ∀e ∈ E(G).
F�¯K� áNH

ý �?��o�js�nknmp�KtvuKoG¹ ô\¨ª��¡£¢�¤W�nK¡ªÖ©¨ª¥���¡v¥
M(G)

¡ ³�¡vpÕI»K£Ö¦¡ ¤W¡£¢�Àv�®³+Ö¦¡v¥¦�®¢�³n¨ª¥©¨v³+Ö¦��ö¥¦Äµ¢IÖ¦¬µ³�¡£¢6¥¦�n�K¥¦�®¢A�n£Ö©¨pÖ¦¬ Àv¡£¢Ë¤W¡£¢Ë�n���>¨ª¥¦�n  �>¨ª���n£Ö¦¡£¢Ë¤W�
G
×V¡v» ¢A�IÕA¨K×

M(G) = {x(M) :
M
î�»K� �n���>¨ª¥¦�n  �>¨ª���n£Ö¦¡�¤W�

G}
×�����¡v¥

X ⊆ R
E ¡Í³�¡vpÕI»K£Ö¦¡Í¤W��¢A¡v  »>¼�Û?�®¢6¤W¡ ¢A¬µ¢IöÖ¦�n�«¨�¤W�!¤W�®¢A¬ §v»>¨ª µ¤K¨v¤W�®¢�F�¯K� ÃEH öXF�¯K� áNH+�

•
ÚË¨v¤W¡N»K�}�n���>¨ª¥¦�n  �>¨ª���n£Ö¦¡N¨ª¥¦ÝK¬ Ö¦¥©½ª¥¦¬ ¡

M
¤W�

G
×)î ³� µ¨ª¥¦¡)>£»K�Í¡ù¢A�n»�Àv�®³+Ö¦¡v¥³n¨ª¥©¨v³+Ö¦�n¥¦Äµ¢IÖ¦¬µ³�¡

x(M)
Àv�n¥¦¬ ¾�³n¨�¨v¢P¥¦�®¢IÖ¦¥¦¬µ¼�Û?�®¢�F�¯K� ÃEH öXF�¯K� áNH©×>¤W¡v>¤W�

M(G) ⊆ X
�

•
V?��Kv¢*¥¦�®¢IÖ¦¥¦¬µ¼�Û?�®¢+F�¯K� ÃEH*¨v³�¥¦�®¢¦³��n£Ö©¨ª¥¦��¡£¢^¨v¢*Àp¨ª¥¦¬µ½ÁÀv�n¬µ¢*¤W��¤W�®¢AÀ?¬ ¡>×W¡vÝWÖ¦în��ö8¢A�!»K�¢A¬µ¢IÖ¦�n�«¨Í¤W�

|V (G)|
�?>£»>¨v¼�Û?�®¢6�

|E(G)| + |V (G)|
Àp¨ª¥¦¬µ½ÁÀv�n¬µ¢n×>³�»pÕA¨Í�«¨pÖ¦¥¦¬ õ�¤W¡£¢³�¡?��¾�³�¬ �n£Ö¦�®¢

[A, I ]
Àv�n¥¦¬ ¾�³n¨«¨v¢6³�¡v>¤W¬µ¼�Û?�®¢6¤W¡L^1�n¡v¥¦�n�«¨H¯K� ¸K��`<¡v§v¡>×WÖ¦¥©¨pÖ©¨pö8¢A�!¤W�



w?é Æ ��mpo$#)���?���K�«Ï���ÎK�®�®�&%vo����?�'��æsk®�����&(v�KtvuKo�Ï�o��)#)��js�Wk®þ>mp���
»K�«¨'�«¨pÖ¦¥¦¬ õPÖ¦¡ªÖ©¨ª  ���n£Ö¦�*»KK¬ ��¡W¤W»K µ¨ª¥®×v¤W¡v>¤W�C¨v¢\¢A»>¨v¢\¢A»KÝK�«¨pÖ¦¥¦¬ õn�®¢_>£»>¨v¤W¥©¨v¤K¨v¢>²ª¡ ¢A¬ K§v»K µ¨ª¥¦�®¢«Ö¦ón�b¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨ª£Ö¦�®¢Í¬ §v»>¨ª¬µ¢ ¨

±1
�CÓ:¡v��¡ ³�¡v>¢A�?>£»Kón>³�¬µ¨K×^¨v¢¢A¡v  »>¼�Û?�®¢ÍÝ>½v¢A¬µ³n¨v¢ ¨v¤W��¬µ¢¦¢AÄ Àv�n¬µ¢H�>¨ª¥©¨7F�¯K� ÃEHøöXF�¯K� áNH©×*¢¦²ª¡ ¢A¡v  »>¼�Û?�®¢Í¬ £Ö¦�n¬ ¥©¨v¢L>£»K�v×¤W� ¨v³�¡v¥©¤W¡ç³�¡v�Â¨v¢!¥¦�®¢IÖ¦¥¦¬µ¼�Û?�®¢n×<Ö¦ón�}³�¡v����¡vK�n£Ö¦�®¢�³�¡v� Àp¨ª  ¡v¥¦�®¢'K¡ù³�¡vpÕI»K£Ö¦¡

{0, 1}
×p¡v»«¢A�IÕA¨K×v¢¦²ª¡�Àv�®³+Ö¦¡v¥¦�®¢D³n¨ª¥©¨v³+Ö¦�n¥¦Äµ¢IÖ¦¬µ³�¡£¢)¤W�C¢A»KÝl³�¡vpÕI»K£Ö¦¡£¢\¤W�6¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢)¢A�n�Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢*³�¡v��»K>¢n×W���n  ¡T>£»K�

X ⊆M(G)
�

��ú�½v³�¬  >Àv�n¥¦¬ ¾�³n¨ª¥Ï>£»K�6¨v¢\¥¦�®¢IÖ¦¥¦¬µ¼�Û?�®¢JF�¯K� ÃEHøöXF�¯K� áNH)>²ª¡�¢¦²ª¡!¢A»W¾�³�¬ �n£Ö¦�®¢:�>¨ª¥©¨'³n¨ª¥©¨v³+Ö¦��ö¥¦¬ õ®¨ª¥¦�n�S�n���>¨ª¥¦�n  �>¨ª���n£Ö¦¡£¢D�n� §v¥©¨púû¡£¢D>²ª¡�ÝK¬ �>¨ª¥AÖ¦¬µ¤W¡£¢n�£Ù)¡v¥:���W�n���K  ¡>×?³�¡v>¢A¬µ¤W�n¥©¨ª>¤W¡¡�Ö¦¥¦¬Y@ªK§v»K  ¡�³�¡v� Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢
v1
×
v2
�

v3
×W��¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢

a1 = v1v2
×
a2 = v2v3

�
a3 = v3v1

×³�¡v>³�  »KÄ ��¡£¢1>£»K�
x = 1

2 (1, 1, 1)
îH»K� ��¡v£Ö¦¡ç���?Ö¦¥¦�n��¡ç¤W¡ç��¡v  ¬ �®¤W¥¦¡ç¤W��¾>K¬µ¤W¡N���n µ¨v¢¥¦�®¢IÖ¦¥¦¬µ¼�Û?�®¢�F�¯K� ÃEH öXF�¯K� áNH+×W¡v»�¢A�IÕA¨K×

xa1
+ xa2

≤ 1,
xa2

+ xa3
≤ 1,

xa1
+ + xa3

≤ 1,
xa1

, xa2
, xa3

≥ 0.

� �?o>mp�?��� " ¹ " ¹ Í ¡
A
Ø ½ ¼ § ¼ §Q¤  ¥ Ôg¤¾ªQ¤¾§Q¯ ¼ ¡M� ¤ ¡�½�� ¥ ¼ ª ¿Q½ ¯ § J¡

c
½ ¼  Q¡ ®M¤¾ª g¿N¡ ®Aª ¼ £¬$ª �Z¡M� ¤ ¡X¢ ¥ � ¤ ¡ ¥  § ¢AÇ
¡M� ¤¾©Nª�Â ½ §Q¯ Â ½$¡M�  Ø  ¤a¥&® ¡L¿ ªe¬$ªQ¯ ¥ ¡A¿Q ª)®Aª �$ Q¡�Å ª
P = {y : yT A ≥

cT , y ≥ 0}
Ç ¤ ¡ ¼ ®Aª ¼ ¬$ª �Z¡M� ¤ ¡X¢ ¥ � ¤ ¡ ¥  § ¢ Ê

ý �?��o�js�nknmp�KtvuKoG¹ ÚË¨v¤W¡)>£»K�
A
î«Ö¦¡ªÖ©¨ª  ���n£Ö¦�H»KK¬ ��¡W¤W»K µ¨ª¥®×

AT î«Ö©¨ª��Ý�în� Ö¦¡ªÖ©¨ª  ö���n£Ö¦�6»KK¬ ��¡W¤W»K µ¨ª¥^�v×W³�¡v>¢A�?>£»K�n£Ö¦�n���n£Ö¦�v×£¨!�«¨pÖ¦¥¦¬ õ
[AT ,−I ]

îCÖ¦¡ªÖ©¨ª  ���n£Ö¦�Ë»KK¬ ��¡ªö¤W»K µ¨ª¥®�<Ó:¡v� ��úû�n¬ Ö¦¡>×l¡ ³n½ª µ³�»K  ¡ ¤W¡ ¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨ª£Ö¦��¤W��>£»>¨ª Y>£»K�n¥�¢A»KÝK�«¨pÖ¦¥¦¬ õe>£»>¨v¤W¥©¨v¤K¨
C
¤W�

[AT ,−I ]
>£»K�Ë³�¡v£Ö¦�n��>¨LFûK¡�¢A�n»«Ö¦¡W¤W¡�¡v»H�n�$�>¨ª¥AÖ¦�IHD»K�«¨�¡v»H�«¨ª¬µ¢^³�¡v  »K>¨v¢:¤W�

−I
×V��¡W¤W�H¢A�n¥�úû�n¬ Ö¦¡ÖFûK¡ç³n¨v¢A¡ ¤W�«K�n��?»K�«¨ ¤W�n µ¨v¢'¢A�n¥!¨ ³�¡v  »K>¨ ?»K µ¨]H+×<���W�>¨ª>¤W¬ >¤W¡¢A»>³��®¢¦¢A¬ Àp¨ª���n£Ö¦�ç³n¨v¤K¨ »K�«¨�¤W�®¢¦¢¦¨v¢H³�¡v  »K>¨v¢n×:¨pÖ¦îN¢A��¡vÝWÖ¦�n¥Í»K�«¨�¢A»KÝK�«¨pÖ¦¥¦¬ õ

C ′ ¤W�
AT ��`<¡v§v¡>×?Ö¦�n>¤W¡«�n�¿³�¡v£Ö©¨�>£»K�!�®¢¦¢¦¨v¢*³�¡v  »K>¨v¢*¢¦²ª¡«¢A»KÝ?Àv�®³+Ö¦¡v¥¦�®¢P¤K¨�Ý>¨v¢A�!³n¨ªK´vK¬µ³n¨K×¤W��Ö

(C) = (−1)p ¤W��Ö (C ′) = ±1
�v×v³�¡v>¢A�?>£»K�n£Ö¦�n���n£Ö¦�v×p¤W¡1^1�n¡v¥¦�n�«¨Ë¯K� °W×ª¤W�®³�¡v¥¦¥¦��>£»K�¡£¢P��¡v£Ö¦¡£¢P���?Ö¦¥¦�n��¡£¢P¤W�

P
Ö¦ón�¿³�¡v����¡vK�n£Ö¦�®¢P¬ £Ö¦�n¬ ¥©¨v¢n�

Ó:¡v��¡ù³�¡v¥¦¡v µ½ª¥¦¬ ¡�¤W�®¢IÖ¦�ÍÖ¦�n¡v¥¦�n�«¨K×1��¡W¤W�n��¡£¢�³�¡v>³�  »K¬ ¥e>£»K� ¤K¨v¤K¨ç»K�«¨ç�«¨pÖ¦¥¦¬ õ
AÖ¦¡ªÖ©¨ª  ���n£Ö¦��»KK¬ ��¡W¤W»K µ¨ª¥���¤W¡v¬µ¢ËÀv�®³+Ö¦¡v¥¦�®¢6¤W��¬ £Ö¦�n¬ ¥¦¡£¢

b
�

c
×V³n¨v¤K¨H»K��¤W¡£¢6 µ¨v¤W¡£¢Ë¤K¨¥¦�n µ¨v¼n²ª¡�¤W�!¤W»>¨ª  ¬µ¤K¨v¤W�

max{cT x : Ax ≤ b, x ≥ 0} = min{yT b : yT A ≥ cT , y ≥ 0},Ö¦�n� ¢A¡v  »>¼n²ª¡«¬ £Ö¦�n¬ ¥©¨K×
x∗ � y∗ ×>¥¦�®¢A���®³+Ö¦¬ Àp¨ª���n£Ö¦�v×�¤W�®¢¦¤W�e>£»K�!¡£¢C�K¥¦¡v§v¥©¨ª�«¨v¢^  ¬ K�®¨ª¥¦�®¢Ö¦�n��>¨ª� ´v�WÖ¦¬ ��¡�¾>K¬ Ö¦¡>�ÚË¨v¤W¡ »K��§v¥©¨púû¡

G
×<¤W�®¢A¬ §v>¨pö8¢A����¡v¥ ®AªN× ¡M ¤ ½� §1¬$ª �  Ø  ¤a¥&® ¡X¢«¤W�

G
×<»K�à¢A»KÝl³�¡vWöÕI»K£Ö¦¡ ¤W��Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢

C ⊆ V (G)
×l¥¦�n µ¨pÖ¦¬ Àp¨ª���n£Ö¦��¨ª¡L>£»>¨ª  ×�³n¨v¤K¨H¨ª¥¦�®¢IÖ©¨

e ∈ E(G)
Ö¦�n����n  ¡«���nK¡£¢*»K�¿���?Ö¦¥¦�n��¡«�n�

C
�ZV?�

C
î!»K�«¨«³�¡vÝ��n¥AÖ¦»K¥©¨���¡v¥CÀvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢P�!>²ª¡����W¬µ¢IÖ¦�»K�«¨ç³�¡vÝ��n¥AÖ¦»K¥©¨ ��¡v¥�Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢

C ′ Ö©¨ª \>£»K� |C ′| < |C|
×)¤W¬ õ�ö8¢A�L>£»K�

C
îH»K�«¨ ®AªN× ¡MX£¤ ½� §�¬$ª S  Ø  ¤a¥&® ¡X¢ ¼ É�� ¥ ¼ § Fû¡v»�¤W�H³n¨ª¥©¤W¬ >¨ª  ¬µ¤K¨v¤W�«��Ä K¬ �«¨]H��H¨ç¢A»>¨�³n¨ª¥©¤W¬ >¨ª  ¬µ¤K¨v¤W�¤W�®¢A¬ §v>¨pö8¢A�Ë��¡v¥*EDK���n¥¦¡«¤W�'³�¡vÝ��n¥AÖ¦»K¥©¨�¤W�

G
�!¤W�nK¡ªÖ©¨pö8¢A�Ë��¡v¥

β(G)
�
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BC¡ªÖ¦��ö8¢A�f>£»K� ¡ ³�¡v>³��n¬ Ö¦¡ù¤W� ³�¡vÝ��n¥AÖ¦»K¥©¨ç��¡v¥�Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢�¨ª�>¨ª¥¦�®³��Í�n�}��»K¬ Ö©¨v¢�¨ª�K  ¬ ö³n¨v¼�Û?�®¢n�KÙ)¡v¥Ë���W�n���K  ¡>×�¢A�n>¤W¡

H
»K�e§v¥©¨púû¡Í³�»pÕI¡£¢CÀvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢6¢¦²ª¡Í¢¦¨ª µ¨v¢C��¤W¡v¬µ¢CÀvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢¢¦²ª¡�¨v¤ÁÕA¨v³��n£Ö¦�®¢C¢A�����W¬µ¢IÖ¦�'»K�e³�¡v¥¦¥¦�®¤W¡v¥^�n£Ö¦¥¦�!¨v¢P¥¦�®¢A���®³+Ö¦¬ Àp¨v¢*¢¦¨ª µ¨v¢n×W¡S>£»>¨ª V��¡W¤W��¢A�n¥¬   »K��¬ >¨v¤W¡ù��¡v¥�»K�«¨çúû¡v£Ö¦� ¤W�   »Kõ ³�¡v  ¡W³n¨v¤K¨bKN�n£Ö¦¥©¨v¤K¨N¤W� »K�«¨ù¤K¨v¢�¢¦¨ª µ¨v¢n×s��¡W¤W��ö��¡£¢*³�¡v>³�  »K¬ ¥g>£»K�'»K�¿³�¡vpÕI»K£Ö¦¡«¤W��úû¡v£Ö¦�®¢*¤W�'  »Kõ+>£»K�'¬   »K��¬ K��Ö¦¡W¤W¡£¢P¡£¢*³�¡v¥¦¥¦�®¤W¡v¥¦�®¢³�¡v>¢IÖ¦¬ Ö¦»K¬V»K�¿³�¡vpÕI»K£Ö¦¡«¤W�!³�¡vÝ��n¥AÖ¦»K¥©¨���¡v¥*Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢*¤W�

H
�Ú6¡l^1�n¡v¥¦�n�«¨H¯K� °H¤W�®³�¡v¥¦¥¦��¨ª¬ >¤K¨L>£»K��¨ ¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨v¼n²ª¡Í¤W��»K� �n���>¨ª¥¦�n  �>¨ª���n£Ö¦¡¤W�«³n¨ª¥©¤W¬ >¨ª  ¬µ¤K¨v¤W���«½p�W¬ �«¨ ¤W�«»K�à§v¥©¨púû¡ ÝK¬ �>¨ª¥AÖ¦¬µ¤W¡

G
¢A����¡W¤W��ú�¨ªõn�n¥'¥¦�®¢A¡v  Àv�n>¤W¡Í¡�K¥¦¡v§v¥©¨ª�«¨!  ¬ K�®¨ª¥+FûÙ\HXU

max
∑

e∈E(G)

xe

F�¯K� ¯]H
s.a

∑

e∈∂({v})

xe ≤ 1 ∀v ∈ V (G),
F�¯K� ØWH

xe ≥ 0, ∀e ∈ E(G),
F�¯K� ·]H

>£»K�v×W?»K�«¨�úû¡v¥¦�«¨��«¨ª¬µ¢*³�¡v>¤W�n>¢¦¨v¤K¨K×£Ö¦¡v�«¨�¡«¨v¢A���®³+Ö¦¡$U
max êT x¢n�>¨

BGx ≤ ē

x ≥ 0,¡v>¤W�
ê
¤W�nK¡ªÖ©¨Í¡ Àv�®³+Ö¦¡v¥'³�¡v�

|E(G)|
³�¡v����¡vK�n£Ö¦�®¢6Ö¦¡W¤K¨v¢�»KK¬ Ö©½ª¥¦¬µ¨v¢Ë�

ē
¤W�nK¡ªÖ©¨Í¡Àv�®³+Ö¦¡v¥s³�¡v�

|V (G)|
³�¡v����¡vK�n£Ö¦�®¢<Ö¦¡W¤K¨v¢1»KK¬ Ö©½ª¥¦¬µ¨v¢n�®Ú6�nK¡ªÖ©¨ª>¤W¡6��¡v¥

V (e)
¡Ë³�¡vpÕI»K£Ö¦¡¤W¡£¢PÀvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢^���?Ö¦¥¦�n��¡£¢P¤K¨«¨ª¥¦�®¢IÖ©¨

e
×¸FûÙ\H^Ö¦�n�¿³�¡v��¡«¤W»>¨ª V¡��K¥¦¡v§v¥©¨ª�«¨!  ¬ K�®¨ª¥1F�Ú�HXU

min
∑

v∈V (G)

yv

F�¯K� â]H
s.a

∑

v∈V (e)

yv ≥ 1 ∀e ∈ E(G),
F�¯K� �®Þ]H

yv ≥ 0 ∀v ∈ V (G),
F�¯K� �v�IH

>£»K�'¢A����¡W¤W�'�®¢¦³�¥¦�nÀv�n¥P>¨�úû¡v¥¦�«¨��«¨ª¬µ¢*³�¡v>¤W�n>¢¦¨v¤K¨�U
min yT ē¢n�>¨

yT BG ≥ ê

y ≥ 0.Ó:¡v�Sú�¨v³�¬   ¬µ¤K¨v¤W�Ë¢A�ËÀv�n¥¦¬ ¾�³n¨1>£»K�6¡��K¥¦¡v§v¥©¨ª�«¨'  ¬ K�®¨ª¥
F�Ú�H+×K¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨!¡�Àv�®³+Ö¦¡v¥^³n¨ª¥©¨v³+öÖ¦�n¥¦Äµ¢IÖ¦¬µ³�¡ ¤W��»K��³�¡vpÕI»K£Ö¦¡ ¤W��³�¡vÝ��n¥AÖ¦»K¥©¨H��¡v¥ËÀvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢Ë¤W¡ §v¥©¨púû¡HÝK¬ �>¨ª¥AÖ¦¬µ¤W¡
G
�1Ó:¡v���úû�n¬ Ö¦¡>×Z>£»>¨ª Y>£»K�n¥CÀv�®³+Ö¦¡v¥Ë¤W��¬ £Ö¦�n¬ ¥¦¡£¢6³�¡v� ³�¡v����¡vK�n£Ö¦�®¢C�n�

{0, 1}
>£»K��Àv�n¥¦¬ ¾�>£»K��¨v¢¥¦�®¢IÖ¦¥¦¬µ¼�Û?�®¢�F�¯K� â]H ö8¯K� �v��î�Àv�®³+Ö¦¡v¥C³n¨ª¥©¨v³+Ö¦�n¥¦Äµ¢IÖ¦¬µ³�¡�¤W�'»K�«¨«³�¡vÝ��n¥AÖ¦»K¥©¨���¡v¥*Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢*¤W�

G�v×?¥¦�®³�¬ �K¥¦¡W³n¨ª���n£Ö¦�v×£¡�Àv�®³+Ö¦¡v¥P³n¨ª¥©¨v³+Ö¦�n¥¦Äµ¢IÖ¦¬µ³�¡�¤W��>£»>¨ª Y>£»K�n¥*³�¡vÝ��n¥AÖ¦»K¥©¨!��¡v¥PÀvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢^¤W�
G
Àv�n¥¦¬ ¾�³n¨�¨v¢P¥¦�®¢IÖ¦¥¦¬µ¼�Û?�®¢�F�¯K� â]H ö8¯K� �v�v�B6¨�¢A�?>£»Kón>³�¬µ¨�¤W¡T^1�n¡v¥¦�n�«¨�¯K� ¯K×?���W¬µ¢IÖ¦��»K�«¨«¢A¡v  »>¼n²ª¡�´v�WÖ¦¬ �«¨��>¨ª¥©¨fF�Ú�H�>£»K�'³�¡v¥Aö¥¦�®¢A��¡v>¤W��¨ª¡ÍÀv�®³+Ö¦¡v¥Ë³n¨ª¥©¨v³+Ö¦�n¥¦Äµ¢IÖ¦¬µ³�¡H¤W��»K��³�¡vpÕI»K£Ö¦¡ ¤W��³�¡vÝ��n¥AÖ¦»K¥©¨«��¡v¥ËÀvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢Ë¤W�



w?é�é ��mpo$#)���?���K�«Ï���ÎK�®�®�&%vo����?�'��æsk®�����&(v�KtvuKo�Ï�o��)#)��js�Wk®þ>mp���
³n¨ª¥©¤W¬ >¨ª  ¬µ¤K¨v¤W�H��Ä K¬ �«¨K�Ó�*¤W¬µ³�¬ ¡v>¨ª  ���n£Ö¦�v×)¤K¨v¤W¡�>£»K�Í¡£¢�Àp¨ª  ¡v¥¦�®¢!´v�WÖ¦¬ ��¡£¢!�K¥¦¬ �«¨ª ^�¤W»>¨ª <³�¡v¬ >³�¬µ¤W�n� ×WÖ¦�n��¡£¢P¡«¢A�n§v»K¬ £Ö¦�ËÖ¦�n¡v¥¦�n�«¨K�
� �?o>mp�?��� " ¹ Ò F&*-,vK¬ §>×V�®âv¸K�IH ¹ Û ½ ¼ ¦  § Ä ªl×M¥ ¬$§  ¤a¥ ¿ ª Ç §f®A§ �¿ ¥ � §Q¯ ¥ ¿ § ¿N¡S¿N¡�½ ¼ ¡ ¼ £¬$§ �¡ ¯ Ì § ¼ ¡M� ¤¾ª ¼ ÁnÅ ¥ ¼ ª´Ø�¥ ¦ ½ §Q¯1Ù´®A§ �¿ ¥ � §Q¯ ¥ ¿ § ¿N¡Ú¿N¡�½ ¼ §´®AªN× ¡M ¤ ½� § ¼ É�� ¥ ¼ §b¬$ª   Ø  ¤a¥&® ¡X¢ Ê
ý �?��o�js�nknmp�KtvuKoG¹ �:¢IÖ©¨N�K¥¦¡pÀp¨N¤W�®³�¡v¥¦¥¦�v×s¤W¬ ¥¦�®³+Ö©¨ª���n£Ö¦�v×D¤K¨N¨ª>½ª  ¬µ¢A�f>£»K� ¨v³n¨ªÝ>¨ª��¡£¢¤W��ú�¨ªõn�n¥®�
2 ô Ypô Y 3�=vU�mV7:915A=�9E{lJ:3�á�k63:UWJ:= @C9G{lJ\Q'9<;WU�kC;KB
= �¿�K¥¦¡vÝK  �n�«¨���»K¬ Ö¦¡H³�¡v��K�®³�¬µ¤W¡>×W¥¦�n µ¨v³�¬ ¡v>¨v¤W¡�³�¡v�¿¨«¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨v¼n²ª¡«¤W�'»K�¿�®¢IÖ©½ÁÀv�n �«½p�W¬ ��¡Í¤W��»K� §v¥©¨púû¡>×Kî�¡Í�K¥¦¡vÝK  �n�«¨H¤K¨v¢6¡v¬ Ö¦¡H¥©¨ª¬ ��>¨v¢->£»K��³�¡v>¢A¬µ¢IÖ¦�!�n� ³�¡v  ¡W³n¨ª¥Ë·¥©¨ª¬ ��>¨v¢P?»K� Ö©¨ªÝK»K  �n¬ ¥¦¡H¤W�'�K¨v¤W¥¦�nõ'¤W�'Ö©¨ª Vúû¡v¥¦�«¨T>£»K��¨v¢*��¡£¢A¬µ¼�Û?�®¢g>£»K�!¡W³�»K���n�¿>²ª¡���n¥¦��¬ Ö©¨e>£»K��K�n��?»K�«¨�¤K¨v¢^¥©¨ª¬ ��>¨v¢:��¡£¢¦¢¦¨�¨pÖ©¨v³n¨ª¥P¨v¢^¡v»WÖ¦¥©¨v¢
Fû¡v» ¢A�IÕA¨K×W¤W�ËÖ©¨ª �úû¡v¥¦�«¨>£»K�6>²ª¡!���W¬µ¢IÖ©¨ª�$¤W»>¨v¢\¥©¨ª¬ ��>¨v¢\>¨'���®¢A�«¨!  ¬ ��>¨K×?³�¡v  »K>¨'¡v»H¤W¬µ¨ª§v¡v>¨ª �H+�v�D�W¬µ¢IÖ¦�n� â£°¢A¡v  »>¼�Û?�®¢6¤W¬µ¢IÖ¦¬ £Ö©¨v¢C�>¨ª¥©¨«�®¢IÖ¦���K¥¦¡vÝK  �n�«¨K�VÓ:¡v��¡H���W�n¥©³�Äµ³�¬ ¡>×>��¡W¤W�n  ��¡Í�K¥¦¡vÝK  �n�«¨H¤K¨v¢·ç¥©¨ª¬ ��>¨v¢!³�¡v��¡N»K�Â�K¥¦¡vÝK  �n�«¨ç¤W� ¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨v¼n²ª¡ç¤W� »K�Â�®¢IÖ©½ÁÀv�n :�«½p�W¬ ��¡ù¤W�Í»K�§v¥©¨púû¡>�= �/³�¡vpÕI»K£Ö¦¡Ë¤W�:Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢s¨v¤ÁÕA¨v³��n£Ö¦�®¢1�n£Ö¦¥¦�^¢A¬?¤W�®¢A¬ §v>¨pö8¢A�\��¡v¥ ®M¯ ¥&Â ½$¡�� = �«¨6³�  ¬Y>£»K�¤W�!�«½p�W¬ �«¨H³n¨ª¥©¤W¬ >¨ª  ¬µ¤K¨v¤W�!¤W�®¢A¬ §v>¨pö8¢A�'��¡v¥ ®M¯ ¥&Â ½$¡ ¼ ÁnÅ ¥ ¼ § ��¨«¥¦�®¢A���®³+Ö¦¬ Àp¨H³n¨ª¥©¤W¬ >¨pö  ¬µ¤K¨v¤W�'��¡v¥��$Î ¼ ¡M ª ¿N¡ ®M¯ ¥&Â ½$¡��<êGEDK���n¥¦¡H¤W��³�  ¬Y>£»K��¤W�!»K�¿§v¥©¨púû¡

G
¤W�nK¡ªÖ©¨pö8¢A�'��¡v¥

ω(G)
�X�Z³� µ¨ª¥¦¡b>£»K�

α(G) = ω(Ḡ)
�

ω(G) = α(Ḡ).
Ù)¡v¥�¡v»WÖ¦¥¦¡� µ¨v¤W¡>×VÖ©¨ª��Ý�în�}¢A�³�¡v>³�  »K¬lú�¨v³�¬   ���n£Ö¦�1>£»K�

ω(G) ≤ χ(G)
�ê/Ö¦�n¡v¥¦�n�«¨H¨Í¢A�n§v»K¬ ¥6�®¢IÖ©¨ªÝ��n  �®³���»K�«¨ ³��n¥AÖ©¨H³�¡v¥¦¥¦�®¢A��¡v>¤Wón>³�¬µ¨«�n£Ö¦¥¦��³�  ¬Y>£»K�®¢n×��®¢IöÖ©½ÁÀv�n¬µ¢^�!³�¡vÝ��n¥AÖ¦»K¥©¨v¢^��¡v¥*Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢n�

� �?o>mp�?��� " ¹Y�¸¹+þ § ¿ ª ½ ¼ ¦  § Ä ª
G
¡1½ ¼ ¢X½ ×A®Aª �nÈX½�� ¤¾ª ¿N¡�  Ø  ¤a¥&® ¡X¢

S ⊆ V (G)
Ç�¢ ©Nª¡ Â ½ ¥   §Q¯ ¡M� ¤ ¡X¢ § ¢�¢n¡ ¦ ½ ¥ � ¤ ¡X¢ ¬  ª�¬$ª ¢ ¥3¨IÕ ¡X¢ Ü

àNÊ
S
Ø ½ ¼ §S®M¯ ¥&Â ½$¡�¿N¡

G
Ê

áEÊ
S
Ø ½ ¼ ¡X¢ ¤ ÁQ Q¡ ¯ ¿N¡

Ḡ
Ê

â]Ê
V (G) \ S

Ø ½ ¼ §S®AªN× ¡M ¤ ½� §
¬$ª +  Ø  ¤a¥&® ¡X¢�¿N¡
Ḡ
Ê

ý �?��o�js�nknmp�KtvuKoG¹ ô\¨ª��¡£¢«ú�¨ªõn�n¥Í¨��K¥¦¡pÀp¨�¤K¨��?>£»K¬ Àp¨ª  ón>³�¬µ¨�¤K¨v¢H�K¥¦¡v��¡£¢A¬µ¼�Û?�®¢n×D�K¥¦¡ªöÀp¨ª>¤W¡«¨v¢P¬ ���K  ¬µ³n¨v¼�Û?�®¢
1⇒ 2

×
2⇒ 3

�
3⇒ 1

�
F
1⇒ 2

HfV?�
S
î!»K�«¨Í³�  ¬Y>£»K��¤W�

G
×��n£Ö©²ª¡>×KÖ¦�n>¤W¡Í�n�e³�¡v£Ö©¨H¨H¤W��¾>K¬µ¼n²ª¡Í¤W�

Ḡ
×�î�³� µ¨ª¥¦¡>£»K�

S
î'»K� �®¢IÖ©½ÁÀv�n V¤W�

Ḡ
�

F
2⇒ 3

HfV?�
S
î^»K�G�®¢IÖ©½ÁÀv�n £¤W�

Ḡ
×®�n£Ö©²ª¡6>²ª¡6���W¬µ¢IÖ¦�n�Z¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢1¤W�

Ḡ
¨6  ¬ §£¨ª¥s¤W¡v¬µ¢1Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢¤W�

S
×V¤W¡v>¤W��Ö¦¡W¤K¨v¢Ë¨v¢�¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢6¤W�

Ḡ
Ö¦ón�����n  ¡ ���nK¡£¢Ë»K��¤W¡£¢�¢A�n»>¢6Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢���?Ö¦¥¦�n��¡£¢Ëúû¡v¥©¨ ¤W�

S
�sÓ:¡v��¡ ³�¡v>¢A�?>£»Kón>³�¬µ¨K×

V (G) \ S
î�»K�«¨ ³�¡vÝ��n¥AÖ¦»K¥©¨Í��¡v¥Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢*¤W�

Ḡ
�

F
3⇒ 1

HfV?�
V (G) \S

îË»K�«¨�³�¡vÝ��n¥AÖ¦»K¥©¨'��¡v¥PÀvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢^¤W�
Ḡ
×W�n£Ö©²ª¡�K�n��?»K�«¨�¨ª¥¦�®¢IÖ©¨!¤W�

Ḡ
Ö¦�n� ¨ª��Ý�¡£¢)¡£¢D���?Ö¦¥¦�n��¡£¢D�n�

S
�?Ó:¡v>¢A�?>£»K�n£Ö¦�n���n£Ö¦�v×ª>²ª¡'���W¬µ¢IÖ¦�*»K�S�>¨ª¥:¤W�Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢:¤W�

S
³�¡v�S»K�«¨!¨ª¥¦�®¢IÖ©¨'¤W�

Ḡ
�n£Ö¦¥¦�C�n  �®¢n×?¤W¡v>¤W�

S
î6»K�«¨!³�  ¬Y>£»K�6¤W�

G
�
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� �?o>mp�?��� " ¹Y� Fa�¨ª   µ¨ª¬ ×V�®â£áªâ]H ¹�þ § ¿ ª ½ ¼ ¦  § Ä ª
G
Ç
α(G) + β(G) = |V (G)|.ý �?��o�js�nknmp�KtvuKoG¹ V?�IÕA¨

S
»K� �®¢IÖ©½ÁÀv�n >�«½p�W¬ ��¡��>¨ª¥©¨'¡�§v¥©¨púû¡

G
�?Ù)�n  ¡e^1�n¡v¥¦�n�«¨!¯K� ·K×

V (G) \ S
î'»K�¿³�¡vpÕI»K£Ö¦¡«¤W�'³�¡vÝ��n¥AÖ¦»K¥©¨���¡v¥*Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢^�v×>³�¡v>¢A�?>£»K�n£Ö¦�n���n£Ö¦�v×

|V (G) \ S| = |V (G)| − α(G) ≥ β(G).
F�¯K� �Á°NH

Ú6�C��¡W¤W¡�¢A�n���n  �>¨ª£Ö¦�C¢A�6³�¡v>³�  »K¬�>£»K�v×£¢A�n>¤W¡
C
»K�$³�¡vpÕI»K£Ö¦¡�¤W�6³�¡vÝ��n¥AÖ¦»K¥©¨���Ä K¬ �«¨��¡v¥*Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢P¤W�

G
×
V (G) \ C

î�»K� �®¢IÖ©½ÁÀv�n <¤W�
G
�v×>³�¡v>¢A�?>£»K�n£Ö¦�n���n£Ö¦�v×

|V (G) \ C| = |V (G)| − β(G) ≤ α(G).
F�¯K� �®¸]H

^1�n>¤W¡!�n�$³�¡v£Ö©¨'¨v¢:¤W�®¢A¬ §v»>¨ª µ¤K¨v¤W�®¢JF�¯K� �Á°NH öXF�¯K� �®¸]H©×vÀv�n�
|V (G)| = α(G)+β(G)

�
2 ô Ypô � L J:~IJ\;KBD�65P91=�@C9Å7:z<;WUK5A{l91= 9ÅB);K91=vUWBD=
= �«¨ ®AªQ¯ ª  §W¨I©Nª ¿N¡1  Ø  ¤a¥&® ¡X¢P¤W�'»K� §v¥©¨púû¡

G
î'»K�«¨�¨ª�K  ¬µ³n¨v¼n²ª¡�¢A¡vÝK¥¦�IÕI�®³+Ö¦¬ Àp¨

c : V (G) 7→ {1, . . . , k}

v  c(v),

� ³�¡v  ¡v¥©¨v¼n²ª¡
c
¤W¬ õ�ö8¢A�«�K¥¦´v�K¥¦¬µ¨�¢A�H�>¨ª¥©¨�³n¨v¤K¨

xy ∈ E(G)
¢A�HÀv�n¥¦¬ ¾�³n¨

c(x) 6= c(y)
�Ó:¡v��¡'³�¡v>¢A�?>£»Kón>³�¬µ¨K×Á»K�«¨

k
ö8³�¡v  ¡v¥©¨v¼n²ª¡6�K¥¦´v�K¥¦¬µ¨Ë¤W¡£¢)Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢D¤W�*»K�S§v¥©¨púû¡

G
î*�?>£»K¬ öÀp¨ª  �n£Ö¦�eK«�>¨ª¥AÖ¦¬µ¼n²ª¡Í¤W¡ ³�¡vpÕI»K£Ö¦¡ ¤W¡£¢Ë¢A�n»>¢6Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢C�n�

k
�®¢IÖ©½ÁÀv�n¬µ¢

(V1, V2, . . . , Vk)
�V?�Í���W¬µ¢IÖ¦�Í»K�«¨

k
ö8³�¡v  ¡v¥©¨v¼n²ª¡ �K¥¦´v�K¥¦¬µ¨ç¤W�Í»K�}§v¥©¨púû¡

G
×)�n£Ö©²ª¡

G
¤W¬ õ�ö8¢A�

k
£ ®AªQ¯ ª �ÁQ Q¡ ¯Ñ ¬$§  §Lª ¢+  Ø  ¤a¥&® ¡X¢ÐÒp�ÚË¨v¤W¡ »K�à§v¥©¨púû¡ ¨ª¥¦ÝK¬ Ö¦¥©½ª¥¦¬ ¡

G
×1¨ ¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨v¼n²ª¡ ¤W��»K�«¨ ³�¡v  ¡v¥©¨v¼n²ª¡ ¤W��Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢�K¥¦´v�K¥¦¬µ¨^��¡W¤W�\ú�¨v³�¬   ���n£Ö¦�\¡vÝWÖ¦�n¥Aö8¢A�\¥¦�®³�¡v¥¦¥¦�n>¤W¡>×+��¡v¥<���W�n���K  ¡>×®¨ª¡6¢A�n§v»K¬ £Ö¦�:¨ª  §v¡v¥¦¬ Ö¦��¡$U

�v� ÌÍ����o>mp�ûk®��oN��rs��o��®o87:9<;>=>=>?A@CB!æ)�Wmp�Ã%vo���o>mp�KtvuKo�qs� Ð��£mÁk®�&%v�?�
•
þ § ¿ ª ¢�¿N¡�¡M� ¤  § ¿ §NÜ §v¥©¨púû¡

G
d

•
«-¡X¢X½ ¯ ¤¾§ ¿ ª ¢1¿N¡1¢ § É&¿ §NÜ »K�«¨«³�¡v  ¡v¥©¨v¼n²ª¡!�K¥¦´v�K¥¦¬µ¨�¤W¡£¢PÀvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢*¤W�

G
d

°W�JV?�IÕA¨
V (G) = {v1, v2, . . . , vn}

d
¸K�PÙD¨ª¥©¨

i = 1, 2, . . . , n
×>³�¡v  ¡v¥¦¬ ¥

vi

³�¡v� ¨����nK¡v¥C³�¡v¥*��¡£¢¦¢AÄ Àv�n  �
Ù)¡v¥¦în� ×D�>¨ª¥©¨N»K� Àp¨ª  ¡v¥�¾K�W¡�¤W�

k
×DÀv�n¥¦¬ ¾�³n¨ª¥«¢A� »K�¶§v¥©¨púû¡ùî

k
ö8³�¡v  ¡v¥©½ÁÀv�n :��¡W¤W�Ö¦¡v¥¦>¨ª¥Aö8¢A�:��»K¬ Ö¦¡'�«¨ª¬µ¢\¤W¬ úûÄµ³�¬   ×v�n�/�>¨ª¥AÖ¦¬µ³�»K µ¨ª¥®×ª¢A�*�K¥¦��Ö¦�n>¤W�n¥¦��¡£¢D¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨ª¥D¡'���nK¡v¥

k
�>¨ª¥©¨�¡e>£»>¨ª >Ö©¨ª l¨v³�¡v£Ö¦�®³��v�Wê4���nK¡v¥

k
�>¨ª¥©¨�¡e>£»>¨ª ����W¬µ¢IÖ¦�6»K�«¨�³�¡v  ¡v¥©¨v¼n²ª¡��K¥¦´v�K¥¦¬µ¨¤W¡£¢PÀvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢P¤W�

G
¤W�®¢A¬ §v>¨pö8¢A�Ë��¡v¥+�$Î ¼ ¡M ªS®  ª ¼ Á ¤a¥&®Aª ¤W�

G
¤W�nK¡ªÖ©¨pö8¢A����¡v¥

χ(G)
�

� �?o>mp�?��� " ¹�w��¸¹�þ § ¿ ª ½ ¼ ¦  § Ä ªf§  ×M¥�¤ �ÁQ ¥&ª
G
Ç
χ(G) ≤ ∆(G) + 1.ý �?��o�js�nknmp�KtvuKoG¹ ê4¨ª  §v¡v¥¦¬ Ö¦��¡�§v»K  ¡£¢A¡TF ¦ �¡A¡A¿j±EHD>²ª¡�»WÖ¦¬   ¬ õ®¨'�«¨ª¬µ¢\¤W¡1>£»K�

∆(G)+1³�¡v¥¦�®¢n��`<¡v§v¡>×
χ(G) ≤ ∆(G) + 1

�



w?é " ��mpo$#)���?���K�«Ï���ÎK�®�®�&%vo����?�'��æsk®�����&(v�KtvuKo�Ï�o��)#)��js�Wk®þ>mp���
V?�n§v»K�n��ö8¢A���«¨ª¬µ¢*¨ª  §v»K>¢P¥¦�®¢A»K  Ö©¨v¤W¡£¢P¢A¡vÝK¥¦�Ë¡«EDK���n¥¦¡�³�¥¦¡v�«½pÖ¦¬µ³�¡�¤W�'»K� §v¥©¨púû¡>�

� �?o>mp�?��� " ¹�w�w�¹;: ½ §Q¯ Â ½$¡M Â ½$¡�¢n¡3È §fª�¦  § Ä ª
G
Ç

χ(G) ≤ max
U⊆V (G)

δ(G[U ]) + 1.

ý �?��o�js�nknmp�KtvuKoG¹ V?»K��¡v��>¨T>£»K�
G
Ö¦�n� ¡v¥©¤W�n�

n
�'¢A�IÕA¨

k = max
U⊆V (G)

δ(G[U ]).

V?�IÕA¨
vn

»K� Àvîn¥AÖ¦¬µ³��'¤W�
G
Ö©¨ª G>£»K�

dG(vn) ≤ k
�

Hn−1 = G− {vn}
�KÙ)¡v¥g�K¬ ��´ªÖ¦�®¢A�v×

Hn−1
Ö¦�n� »K� Àvîn¥AÖ¦¬µ³��«¤W�H§v¥©¨ª»ù>²ª¡�¢A»K���n¥¦¬ ¡v¥!¨

k
��V?�IÕA¨

vn−1
»K�Â¤W�®¢¦¢A�®¢�Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢�Í¢A�IÕA¨

Hn−2 = Hn−1 − {vn−1}
×1¬µ¢IÖ¦¡çîv×

Hn−2 = G − {vn, vn−1}
�DÓ:¡v£Ö¦¬ ?»>¨ª>¤W¡�®¢IÖ¦�Ë�K¥¦¡W³��®¢¦¢A¡>×£¡vÝWÖ¦în��ö8¢A�6»K�«¨�¢A�?>£»Kón>³�¬µ¨�¤W��Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢^¤W�

G
×
vn, . . . , v1

×?Ö©¨ª C>£»K�
vj

î¨v¤ÁÕA¨v³��n£Ö¦�Ë¨!»K� �«½p�W¬ ��¡�¤W�
k
Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢\>£»K�6¡��K¥¦�®³��®¤W�n� �KÓ:¡v>¢A�?>£»K�n£Ö¦�n���n£Ö¦�v×£�>¨ª¥©¨¡£¢*³�¡v  ¡v¥¦¬ ¥®×?K¡��«½p�W¬ ��¡>×K¢¦²ª¡�K�®³��®¢¦¢¦½ª¥¦¬µ¨v¢

k + 1
³�¡v¥¦�®¢n�

V?�
G
î'»K� §v¥©¨púû¡�³�¡vK���W¡�>²ª¡�¥¦�n§v»K µ¨ª¥®×?�n£Ö©²ª¡

max
U⊆V (G)

δ(G[U ]) ≤ ∆(G) − 1

�v×s³�¡v>¢A�?>£»K�n£Ö¦�n���n£Ö¦�v×s¨��>¨ª¥AÖ¦¬ ¥�¤W¡)^1�n¡v¥¦�n�«¨�¯K� �v�v×<��¡W¤W�n��¡£¢�³�¡v>³�  »K¬ ¥�¨ç¤W�®¢A¬ §v»>¨ª  ö¤K¨v¤W�
χ(G) ≤ ∆(G).

ê$Ö¦�n¡v¥¦�n�«¨ ¤W�ë�^¥¦¡?¡NhW¢n×C>£»K�H¨�¢A�n§v»K¬ ¥�¢A�H¨ª�K¥¦�®¢A�n£Ö©¨ ¢A�n� ¤W��ö��¡v>¢IÖ¦¥©¨v¼n²ª¡>×p�®¢IÖ¦�n>¤W�6�®¢IÖ©¨!¤W�®¢A¬ §v»>¨ª µ¤K¨v¤W�C¨ª¡£¢\§v¥©¨púû¡£¢\³�¡vK���W¡£¢D¥¦�n§v»K µ¨ª¥¦�®¢_>£»K�6>²ª¡!¢¦²ª¡³�¡v���K  ��Ö¦¡£¢PK�n�¿³�¬µ³�  ¡£¢P¤W�!³�¡v���K¥¦¬ ���n£Ö¦¡�Ä ���>¨ª¥®�
� �?o>mp�?��� " ¹�w Æ FQ�^¥¦¡?¡NhW¢n×?�®âªÃ>�IH ¹ Í ¡M�Z¿ ª

G
½ ¼ ¦  § Ä ª�®Aª �Z¡�Å ª ÇC¢n¡

G
� ©NªeØ
®Aª ¼ ¬Z¯ ¡ ¤¾ª�Z¡ ¼ ½ ¼ ®M¥&®M¯ ª ¿N¡ ®Aª ¼ ¬  ¥ ¼ ¡M� ¤¾ª É ¼ ¬$§ AÇ�¡M� ¤¾©Nª

χ(G) ≤ ∆(G)
Ê

Ù)¡v¥!¢A»>¨ Àv�nõv×l»K�«¨ ®AªQ¯ ª  §W¨I©Nª ¿N¡ § �¡X¢ ¤¾§ ¢�¤W��»K�à§v¥©¨púû¡
G
î«»K�«¨ ¨ª�K  ¬µ³n¨v¼n²ª¡ ¢A¡ªöÝK¥¦�IÕI�®³+Ö¦¬ Àp¨

c′ : E(G) 7→ {1, . . . , k′}

xy  c(xy).

= �«¨«³�¡v  ¡v¥©¨v¼n²ª¡�¤W�!¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢
c′
¤W¬ õ�ö8¢A���K¥¦´v�K¥¦¬µ¨�¢A�v×K�>¨ª¥©¨�³n¨v¤K¨��>¨ª¥C¤W�'¥¦�®¢IÖ©¨v¢

xy, uv ∈
E(G)

¨v¤ÁÕA¨v³��n£Ö¦�®¢n×p¡v»�¢A�IÕA¨K×pÖ©¨ª¬µ¢_>£»K�
{x, y}∩{u, v} 6= ∅,

¢A�*Àv�n¥¦¬ ¾�³n¨
c′(xy) 6= c′(uv)

�ê ���nK¡v¥
k′ �>¨ª¥©¨6¡+>£»>¨ª W���W¬µ¢IÖ¦�P»K�«¨'³�¡v  ¡v¥©¨v¼n²ª¡C�K¥¦´v�K¥¦¬µ¨Ë¤W�*¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢)¤W� G

×v¤W�®¢A¬ §v>¨pö8¢A���¡v¥+É��Z¿ ¥&® ¡ ®  ª ¼ Á ¤a¥&®Aª ¤W�
G
�!¤W�nK¡ªÖ©¨pö8¢A�Ë��¡v¥

χ′(G)
�� ³� µ¨ª¥¦¡e>£»K��¢A�6¡�§v¥©¨púû¡

G
îË>²ª¡�?»K  ¡>×£�n£Ö©²ª¡

χ′(G) = χ(L(G))
×W¡v>¤W�

L(G)
¤W�nK¡ªÖ©¨¡�§v¥©¨púû¡!  ¬ ��>¨�¤W�

G
�>ê4Ö¦�n¡v¥¦�n�«¨!¤W�Ëô6¬ õn¬ K§�>£»K�Ë¨�¢A�n§v»K¬ ¥^¢A��¨ª�K¥¦�®¢A�n£Ö©¨!¢A�n� ¤W�n��¡v>¢IöÖ¦¥©¨v¼n²ª¡>×ª�®¢IÖ©¨ªÝ��n  �®³��6  ¬ ��¬ Ö¦�®¢^��»K¬ Ö¦¡�¨ª���n¥AÖ©¨v¤W¡£¢D�>¨ª¥©¨!¨�³�¡v  ¡v¥©¨v¼n²ª¡'¤W�Ë¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢:¤W�6§v¥©¨púû¡£¢¨ª¥¦ÝK¬ Ö¦¥©½ª¥¦¬ ¡£¢n�

� �?o>mp�?��� " ¹�w ã Fûô6¬ õn¬ K§>×W�®âv¯ªÃEH ¹�þ § ¿ ª ½ ¼ ¦  § Ä ª
G
Ç¸ Q¡M ¥ � ®A§ ¼ £Ð¢n¡ § ¢-¿N¡X¢ ¥ ¦ ½ §Q¯ ¿ § ¿N¡X¢

∆(G) ≤ χ′(G) ≤ ∆(G) + 1.



" ¹ Æ Ï�o�j8�®rsjlk®o��«��jsqs�£æ:�?jsqs�?jlk®�?���b%vo���o>mp�KtvÉ<�?� w?éVÒ
Ú6�nÀv� ¡vÝ>¢A�n¥¦Àp¨ª¥Aö8¢A�L>£»K�v×D¤W��¨v³�¡v¥©¤W¡ù³�¡v� ¨ù¤W��¾>K¬µ¼n²ª¡ ¤W��³�¡v  ¡v¥©¨v¼n²ª¡N¤W��¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢n×»K�}³�¡vpÕI»K£Ö¦¡N¤W�Í¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢!³�¡v�Â¨ç���®¢A�«¨ç³�¡v¥!îÍ»K�Â�n���>¨ª¥¦�n  �>¨ª���n£Ö¦¡>�)Ó:¡v��¡N³�¡vWö¢A�?>£»Kón>³�¬µ¨K×?¤K¨v¤W¡�»K� §v¥©¨púû¡�¨ª¥¦ÝK¬ Ö¦¥©½ª¥¦¬ ¡

G
�'¢A�n>¤W¡

M ⊆ E(G)
»K� �n���>¨ª¥¦�n  �>¨ª���n£Ö¦¡�«½p�W¬ ��¡�¤W�

G
×

|M | ≥
|E(G)|

χ′(G)
≥
|E(G)|

∆(G) + 1
.

F�¯K� �nÃEH
ÙD¨ª¥©¨ ¡ç³n¨v¢A¡ �>¨ª¥AÖ¦¬µ³�»K µ¨ª¥!¤W¡£¢'§v¥©¨púû¡£¢�ÝK¬ �>¨ª¥AÖ¦¬µ¤W¡£¢n×1¢A�n§v»K��ö8¢A��F�¢A�n�Â¤W�n��¡v>¢IÖ¦¥©¨v¼n²ª¡EH»K� Ö¦�n¡v¥¦�n�«¨��K»KÝK  ¬µ³n¨v¤W¡���¡v¥J*-,vK¬ §��n�à�®âK�®¯K�

� �?o>mp�?��� " ¹�w?é F&*-,vK¬ §>×>�®âK�®¯]H ¹ Í ¡
G
Ø ½ ¼ ¦  § Ä ªT×M¥ ¬$§  ¤a¥ ¿ ª ¡M� ¤¾©Nª

χ′(G) = ∆(G)
Ê

�$³�¡v  ¡v¥©¨v¼n²ª¡H¤W��¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢6¤W��§v¥©¨púû¡£¢CÝK¬ �>¨ª¥AÖ¦¬µ¤W¡£¢CÖ¦�n� Ö©¨ª��Ý�în��¨ª�K  ¬µ³n¨v¼n²ª¡H>¨Í�K¥¦¡ªö¤W»>¼n²ª¡H¤W�e>£»>¨v¤W¥©¨v¤W¡£¢P µ¨pÖ¦¬ K¡£¢n�VÓ:¡v�¿��úû�n¬ Ö¦¡>×l¤W�nK¡ªÖ©¨ª>¤W¡H¡Í³�¡vpÕI»K£Ö¦¡Í¤W¡£¢CÄ >¤W¬µ³��®¢6¤K¨v¢  ¬ ��>¨v¢6¤W��»K� >£»>¨v¤W¥©¨v¤W¡� µ¨pÖ¦¬ K¡
L
¤W��¡v¥©¤W�n�

n
×���¡v¥

I = {i1, . . . , in}
��¡Í³�¡vpÕI»K£Ö¦¡¤W¡£¢�Ä >¤W¬µ³��®¢�¤K¨v¢�³�¡v  »K>¨v¢���¡v¥

J = {j1, . . . , jn}
×_>£»>¨ª Y>£»K�n¥«³�¡v  ¡v¥©¨v¼n²ª¡N¤K¨v¢�¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢¤W¡ §v¥©¨púû¡ ÝK¬ �>¨ª¥AÖ¦¬µ¤W¡ ³�¡v���K  ��Ö¦¡

Knn = (I, J, E)
×1³�¡v

n
³�¡v¥¦�®¢n×V¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨Í»K�·>£»>¨pö¤W¥©¨v¤W¡Ë µ¨pÖ¦¬ K¡

L
�WBC¡ªÖ¦��ö8¢A�g>£»K�v×v¤W�C¨v³�¡v¥©¤W¡�³�¡v�/¡+^1�n¡v¥¦�n�«¨�¯K� �nÃ>×

χ′(Knn) = n
�W`<¡v§v¡>×¬µ¤W�n£Ö¦¬ ¾�³n¨ª>¤W¡H¡£¢

n
¢AÄ ��Ý�¡v  ¡£¢6¤W¡f>£»>¨v¤W¥©¨v¤W¡« µ¨pÖ¦¬ K¡

L
³�¡v�e¨v¢

n
³�¡v¥¦�®¢C»WÖ¦¬   ¬ õ®¨v¤K¨v¢C>¨³�¡v  ¡v¥©¨v¼n²ª¡Ë¤K¨v¢D¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢n×p³�¡v>³�  »K¬ ö8¢A�g>£»K�*>²ª¡����W¬µ¢IÖ¦�n�S¤W¡v¬µ¢\¢AÄ ��Ý�¡v  ¡£¢)¬ §v»>¨ª¬µ¢)>¨Ë���®¢A�«¨  ¬ ��>¨!¡v» ³�¡v  »K>¨LFû»K�«¨�Àv�nõ
>£»K�6Ö©¨ª l�?>£»K¬ Àp¨ª  �n¥¦¬µ¨1K!���W¬µ¢IÖ¦ón>³�¬µ¨�¤W�Ë¤W»>¨v¢P¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢:³�¡v� ¨���®¢A�«¨�³�¡v¥P¬ >³�¬µ¤W�n£Ö¦�®¢*?»K� ���®¢A��¡�Àvîn¥AÖ¦¬µ³��IH+�

•
Ê6Ñ<�?��æ)��oùqs���Wæ)���&%v�KtvuKo �BC¡H³n¨v¢A¡«¤W¡S>£»>¨v¤W¥©¨v¤W¡� µ¨pÖ¦¬ K¡H¤W�'¡v¥©¤W�n�

3
×K¡vÝWÖ¦în��ö8¢A��¡«§v¥©¨púû¡�ÝK¬ �>¨ª¥AÖ¦¬µ¤W¡H³�¡v��ö�K  ��Ö¦¡

K33
×W¥¦�n�K¥¦�®¢A�n£Ö©¨v¤W¡!>¨�±s¬ §v»K¥©¨�¯K� °W×£¡v>¤W��¨v¢^  ��Ö¦¥©¨v¢:¬ >¤W¬µ³n¨ª� ¨�³�¡v  ¡v¥©¨v¼n²ª¡¨v¤W¡v�WÖ©¨v¤K¨'�>¨ª¥©¨!¨v¢:¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢\�Ë¢A�6¡vÝ>¢A�n¥¦Àp¨1>£»K�Ë³n¨v¤K¨!³�¡vpÕI»K£Ö¦¡�¤W�Ë¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢:³�¡v�$¨���®¢A�«¨«  ��Ö¦¥©¨H³�¡v>¢IÖ¦¬ Ö¦»K¬s»K�e�n���>¨ª¥¦�n  �>¨ª���n£Ö¦¡>�lÓ:¡v��¡Í³�¡v>¢A�?>£»Kón>³�¬µ¨K×�¨«�>¨ª¥AÖ¦¬ ¥

s

s

s

s

s

s

i1

i2

i3

j1

j2

j3

bHHHHHHc
@

@
@

@
@

@
a

a������

c

HHHHHHHHHHHH

b

c
�

�
�

�
�

�

a

������
b

±s¬ §v»K¥©¨�¯K� °�U$Ë¥©¨púû¡
K33

³�¡v� »K�«¨«³�¡v  ¡v¥©¨v¼n²ª¡�¤W�!¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢
¤W�®¢IÖ©¨�³�¡v  ¡v¥©¨v¼n²ª¡�¤W�!¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢n×£¡vÝWÖ¦în��ö8¢A��¡T>£»>¨v¤W¥©¨v¤W¡� µ¨pÖ¦¬ K¡

L =




j1 j2 j3

i1 b c a
i2 c a b
i3 a b c


.



w?éZ� ��mpo$#)���?���K�«Ï���ÎK�®�®�&%vo����?�'��æsk®�����&(v�KtvuKo�Ï�o��)#)��js�Wk®þ>mp���
+S±�� -/�+&Óù�	 ��4s�!"¿0 ( ² 	f¶�(P&e( ù^�Mù\¶��!" 0 (ED ,����M¶�4s�!�
BC�®¢IÖ©¨ ¢A�®³n¼n²ª¡>×^Àp¨ª��¡£¢ ¨ª>¨ª  ¬µ¢¦¨ª¥Í¡£¢ ³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡£¢ ¤W�ù�\»K  �n¥��ù¡£¢ ³�¬µ³�  ¡£¢ ¤W�Ã.6¨ª��¬   Ö¦¡v<×¨ª  §v»K�«¨v¢)¬ ���K  ¬µ³n¨v¼�Û?�®¢�>£»K�C¨'¢A»>¨����W¬µ¢IÖ¦ón>³�¬µ¨ËÖ¦�n�S>¨��®¢IÖ¦¥¦»WÖ¦»K¥©¨�¤W�C»K�S§v¥©¨púû¡��C¨ª  §v»K>¢¨ª  §v¡v¥¦¬ Ö¦��¡£¢1�>¨ª¥©¨6¨Ë¢A»>¨�¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨v¼n²ª¡>×®K¡'³�¡v£Ö¦���?Ö¦¡£¢s¤W¡£¢s�K¥¦¡vÝK  �n�«¨v¢)¤W�P¡v�WÖ¦¬ ��¬ õ®¨v¼n²ª¡³�¡v��ÝK¬ >¨pÖ¦´v¥¦¬µ¨K�MBC¡6³n¨v¢A¡C¤W¡£¢1³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡£¢<¤W�:�\»K  �n¥®×n�n�E§v�n¥©¨ª  ×n³�¡v>¢A¬µ¤W�n¥©¨ª��¡£¢l��»K  Ö¦¬ §v¥©¨púû¡£¢�n� Àv�nõ'¤W��§v¥©¨púû¡£¢n�
2 ô �pôj� F
;KB½¿©J:= @C9G3tk6~I9<;
= �ZÖ¦¥©¨pÕI�®³+Ö¦¡'¤W�®¢A¬ §v>¨pö8¢A�P��¡v¥ ¤  § Èn¡ ®M¤¾ª ¿N¡ è ½ ¯ ¡M�¢A�C³�¡v£Ö¦în�GÖ¦¡W¤W¡£¢\¨v¢D¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢D¤W¡���»K  öÖ¦¬ §v¥©¨púû¡>�?Ù)¡v¥C¢A»>¨�Àv�nõv×K¤W�®¢A¬ §v>¨pö8¢A�Ë��¡v¥ ®M¥  ® ½ ¥�¤¾ª ¿N¡ è ½ ¯ ¡M?×WÖ¦¡W¤W¡«¡«³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡T>£»K��î'»K�Ö¦¥©¨pÕI�®³+Ö¦¡�¤W�*�\»K  �n¥-Fû¡v»«¢A�IÕA¨K×ÁÖ¦¥©¨pÕI�®³+Ö¦¡'¤W�P�\»K  �n¥Dúû�®³A�>¨v¤W¡EH+�W^s¨ª��Ý�în�S¢A�P��¡W¤W�n�S¤W��¾>K¬ ¥Ö¦¥©¨pÕI�®³+Ö¦¡£¢:�'³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡£¢P¤W�Ë�\»K  �n¥*�n� ��»K  Ö¦¬ §v¥©¨púû¡£¢:¡v¥¦¬ �n£Ö©¨v¤W¡£¢
Fû»WÖ¦¬   ¬ õ®¨ª>¤W¡>×?K�®¢¦¢A��³n¨v¢A¡>×¨v¢PK¡W¼�Û?�®¢C¤W��Ö¦¥©¨pÕI�®³+Ö¦¡���³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡�¡v¥¦¬ �n£Ö©¨v¤W¡EH+� = �¿��»K  Ö¦¬ §v¥©¨púû¡«¤W¬ õ�ö8¢A�L¡M½ ¯ ¡M ¥&§ � ª Fû¡v»¼ ½ ¯ ¤a¥ ¦  § Ä ª ¿N¡ è ½ ¯ ¡MWH6¢A��¨v¤W��¬ Ö¦��»K��³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡Í¤W���\»K  �n¥���¤W¬ õ�ö8¢A��¢A�n��¬ öø�n»K  �n¥¦¬µ¨ªK¡Í¢A�¨v¤W��¬ Ö¦�C»K�SÖ¦¥©¨pÕI�®³+Ö¦¡!¤W�6�\»K  �n¥®��� ³� µ¨ª¥¦¡1>£»K�*Ö¦¡W¤W¡�¡'��»K  Ö¦¬ §v¥©¨púû¡!�n»K  �n¥¦¬µ¨ªK¡'î*Ö©¨ª��Ý�în�¢A�n��¬ öø�n»K  �n¥¦¬µ¨ªK¡>�VÓ:¡v� Ý>¨v¢A��K�®¢IÖ¦�®¢Ë³�¡v>³��n¬ Ö¦¡£¢n×�¡ �K¥¦¡vÝK  �n�«¨H¤K¨v¢�¢A��Ö¦����¡v£Ö¦�®¢�¤W��*-,ªöK¬ §£¢AÝ��n¥¦§�¥¦�®¤W»Kõ�ö8¢A��K�>£»K�®¢IÖ©²ª¡�¤W�'¢¦¨ªÝ��n¥*¢A��¡���»K  Ö¦¬ §v¥©¨púû¡�>£»K����¡W¤W�n µ¨��®¢IÖ¦���K¥¦¡vÝK  �n�«¨î�¡v» >²ª¡��n»K  �n¥¦¬µ¨ªK¡>�
Ê6Ñ<�?��æ)��o " ¹�w�¹ " § ¼ ª ¢�¿N¡ ¼ ª ��¢ ¤  §  Â ½$¡�¢n¡�½ ¼ ¼ ½ ¯ ¤a¥ ¦  § Ä ª

G
Ø ¡M½ ¯ ¡M ¥&§ � ª Ç-¡M� ¤¾©Nª¤¾ª ¿ ª ¢ ª ¢+  Ø  ¤a¥&® ¡X¢ ¤¾Æ ¼ ¦  § ½ ¬$§  Ê

å<o���rstvuKoG¹ V?�IÕA¨
G
»K� ��»K  Ö¦¬ §v¥©¨púû¡!�n»K  �n¥¦¬µ¨ªK¡!�

C
»K� ³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡�¤W�Ë�\»K  �n¥®�?�:¢¦³�¡v  �>¨pö8¢A�»K� Àvîn¥AÖ¦¬µ³��

u
�>¨ª¥©¨!Àvîn¥AÖ¦¬µ³��C¬ K¬µ³�¬µ¨ª l�6¾>>¨ª l¤W¡�³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡

C
�?Ù)�n¥©³�¡v¥¦¥¦�n>¤W¡'¡�³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡

C
×³n¨v¤K¨ Àv�nõT>£»K�«�>¨v¢¦¢¦¨ª��¡£¢Ë��¡v¥!»K�àÀvîn¥AÖ¦¬µ³��

v 6= u
���n¥©³�¡v¥¦¥¦�n��¡£¢�¤W»>¨v¢�K¡pÀp¨v¢'¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢¬ >³�¬µ¤W�n£Ö¦�®¢C�n�

v
¤W¡v>¤W�v×l¤K¨v¤W¡L>£»K�!¡Í³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡H»WÖ¦¬   ¬ õ®¨«Ö¦¡W¤K¨v¢6¨v¢6¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢n×KÀv�n�{>£»K��¡§v¥©¨ª»�¤W�

v
îH�>¨ª¥®�G�C>¨ª  ¡v§£¨ª���n£Ö¦�v×G>£»>¨ª>¤W¡��>¨v¢¦¢¦¨ª��¡£¢����n  ¡çÀvîn¥AÖ¦¬µ³��

u
���n¥©³�¡v¥¦¥¦�n��¡£¢¤W»>¨v¢*¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢^¬ >³�¬µ¤W�n£Ö¦�®¢*�n�

u
�<�v»K£Ö©¨ª>¤W¡«¨�Ö¦¡W¤K¨v¢P�®¢IÖ©¨v¢*¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢^���n¥©³�¡v¥¦¥¦¬µ¤K¨v¢P¨��K¥¦¬ ö���n¬ ¥©¨'�6¨+DK  Ö¦¬ �«¨�¨ª¥¦�®¢IÖ©¨�¬ >³�¬µ¤W�n£Ö¦�®¢:�n�

u
×v��¡W¤W�n��¡£¢:³�¡v>³�  »K¬ ¥\>£»K�*Ö¦¡W¤W¡£¢\¡£¢\Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢¤W�

G
Ö¦ón� §v¥©¨ª»Í�>¨ª¥®�

Ê6Ñ<�?��æ)��o " ¹ Æ ¹ Í ¡3È §
G
½ ¼ ¼ ½ ¯ ¤a¥ ¦  § Ä ª ¡

C
½ ¼ ®M¥  ® ½ ¥�¤¾ª ¿N¡

G
Ê " § ¼ ª ¢
¿N¡ ¼ ª ��¢ ¤  § Â ½$¡ ¬$§  §f®A§ ¿ §   Ø  ¤a¥&® ¡

v ∈ V (G)
Ç §�¬$§  ¥ ¿ § ¿N¡S¿ ªe¦  § ½�¿N¡

v
¡ ¼

G
Ø�§ ¼ ¡X¢ ¼ §LÂ ½$¡¡ ¼

G−E(C)
Ê

å<o���rstvuKoG¹ V?�n>¤W¡
C
»K� ³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡Í¤W�

G
�

H = (V, E(C))
×�Ö¦¡W¤W¡£¢C¡£¢CÀvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢6¤W�

HÖ¦ón� §v¥©¨ª»Í�>¨ª¥®� = �«¨�Àv�nõ+>£»K�
∀v ∈ V (G) dG(v) = dG−E(C)(v) + dH (v)�

dH (v)
î'�>¨ª¥®×?�n£Ö©²ª¡

dG(v)
�

dG−E(C)(v)
Ö¦ón�¿¨����®¢A�«¨��>¨ª¥¦¬µ¤K¨v¤W�v�

ê Ö¦�n¡v¥¦�n�«¨�>£»K� ¢A� ¢A�n§v»K� î ³�¡v��K�®³�¬µ¤W¡ ³�¡v��¡çÖ¦�n¡v¥¦�n�«¨ù¤W� �\»K  �n¥bF�¤K¨v¤K¨ù¨ù¢A»>¨¥¦�n µ¨v¼n²ª¡!³�¡v� ¨!¥¦�®¢A¡v  »>¼n²ª¡!¤W¡��K¥¦¡vÝK  �n�«¨!¤K¨v¢^¢A��Ö¦�6��¡v£Ö¦�®¢^¤W�
*-,vK¬ §£¢AÝ��n¥¦§>×ª¡vÝWÖ¦¬µ¤K¨!��¡v¥�\»K  �n¥!�n�¶�pØp¸v¯]H+�C� ¢A»>¨ �K¥¦¬ ���n¬ ¥©¨ ¤W�n��¡v>¢IÖ¦¥©¨v¼n²ª¡>×���¡v¥¦în� ×Vúû¡v¬\�K»KÝK  ¬µ³n¨v¤K¨ ��¡v¥�Ó^¨ª¥¦ .C¬ �n¥��K¡v  õn�n¥P�n�à�®·?Øp¸K�



" ¹ ã Ï��ûmQ%vrs�ûk®o���qs�çÊËrs���£mH�b%v�&%v��o���qs��H��K�����ûk®o�j w?éZ�
� �?o>mp�?��� " ¹�wK� Fû�\»K  �n¥Aö¾.C¬ �n¥��K¡v  õn�n¥XH ¹)º�¼{¼ ½ ¯ ¤a¥ ¦  § Ä ªf®Aª �Z¡�Å ª � ©NªS¤  ¥   ¥&§Q¯_Ø ¡M½ ¯ ¡M ¥ £§ � ª ¢n¡e¡�¢ é ¢n¡+�Z¡M��ÌE½ ¼ ¿ ª ¢+¢n¡M½E¢�  Ø  ¤a¥&® ¡X¢ ¤ ¡ ¼ ¦  § ½lÉ ¼ ¬$§  Ê
ý �?��o�js�nknmp�KtvuKoG¹
= Ö¦¬   ¬ õ®¨ª>¤W¡«¡H�D�W�n���K  ¡H¯K� �v×K��¡W¤W�n��¡£¢C³�¡v>³�  »K¬ ¥->£»K��¢A�'»K�¿��»K  öÖ¦¬ §v¥©¨púû¡�î��n»K  �n¥¦¬µ¨ªK¡��n£Ö©²ª¡�>²ª¡�Ö¦�n� Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢P¤W��§v¥©¨ª»ÍÄ ���>¨ª¥®���6¢¦¢A¬ � ×W¥¦�®¢IÖ©¨��K¥¦¡pÀp¨ª¥P¨¬ ���K  ¬µ³n¨v¼n²ª¡�¥¦�®³�¬ �K¥¦¡W³n¨e>£»K�'¤W�n��¡v>¢IÖ¦¥©¨ª¥¦�n��¡£¢^��¡v¥*¥¦�®¤W»>¼n²ª¡�¨ª¡«¨ªÝ>¢A»K¥©¤W¡>�V?»K��¡v��>¨b>£»K�

G
îH»K� ��»K  Ö¦¬ §v¥©¨púû¡ç³�¡vK���W¡>×<>²ª¡ Ö¦¥¦¬ À?¬µ¨ª  ×s¢A�n�àÀvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢!¤W�H§v¥©¨ª»Ä ���>¨ª¥�>£»K�*>²ª¡'î*�n»K  �n¥¦¬µ¨ªK¡��C¨ª¬ >¤K¨�>£»K�J>£»>¨ª Y>£»K�n¥:¢A»KÝK��»K  Ö¦¬ §v¥©¨púû¡'¤W�

G
F�³�¡v�/���nK¡£¢¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢AH1>²ª¡'Ö¦�n�$�®¢IÖ©¨��K¥¦¡v�K¥¦¬ �®¤K¨v¤W�v� = �«¨'Àv�nõ->£»K�*Ö¦¡W¤W¡£¢\¡£¢\Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢)Ö¦ón�$§v¥©¨ª»��>¨ª¥®×��¡W¤W�n��¡£¢*³�¡v>³�  »K¬ ¥J>£»K�

G
³�¡v£Ö¦în� »K�¿³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡>�V?�IÕA¨

C
»K�}³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡N¤W�

G
³�¡v�Â³�¡v���K¥¦¬ ���n£Ö¦¡��«½p�W¬ ��¡>� = �«¨�Àv�nõL>£»K�

G
>²ª¡î �n»K  �n¥¦¬µ¨ªK¡>×

C
>²ª¡Nî »K�¶³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡ù¤W� �\»K  �n¥®�:Ó:¡v��¡ ³�¡v>¢A�?>£»Kón>³�¬µ¨K×s¡ù��»K  Ö¦¬ §v¥©¨púû¡

G − E(C)
Ö¦�n�e»K�«¨Í³�¡v����¡vK�n£Ö¦�

G′ ³�¡v� |E(G′)| > 0
��Ú6¡H�D�W�n���K  ¡ ¯K� °«¤W�®³�¡v¥¦¥¦�>£»K�P¡Ë��»K  Ö¦¬ §v¥©¨púû¡�³�¡vK���W¡

G′ >²ª¡6Ö¦�n�/Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢)¤W�P§v¥©¨ª»�Ä ���>¨ª¥®�ÁÙ)¡v¥¦în� ×p»K�«¨ËÀv�nõ�>£»K�
|E(G′)| < |E(G)|

×
G′ ¨v¤W��¬ Ö¦�P»K�S³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡�¤W�*�\»K  �n¥ C ′ �W�*¤W¬µ³�¬ ¡v>¨ª  ���n£Ö¦�v×ª¤K¨v¤W¡�>£»K�

G
î�³�¡vK���W¡>×?���W¬µ¢IÖ¦�Ë»K� Àvîn¥AÖ¦¬µ³��

v ∈ V (C) ∩ V (C ′)
×W¡�>£»>¨ª l��¡W¤W�n��¡£¢P�®¢¦³�¡v  �K�n¥^�>¨ª¥©¨Àvîn¥AÖ¦¬µ³��^¬ K¬µ³�¬µ¨ª ¸Fû�^¾>>¨ª �H)¤W¡'³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡

C∪C ′ >£»K�v×p>¨pÖ¦»K¥©¨ª  ���n£Ö¦�v×®Ö¦�n�/�«¨ª¬µ¢D¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢s¤W¡>£»K��¨v¢*¤W�
C
×W¡T>£»K�'³�¡v>¢IÖ¦¬ Ö¦»K¬V»K�«¨�³�¡v£Ö¦¥©¨v¤W¬µ¼n²ª¡fF Ö¦�n>¤W¡��n� ³�¡v£Ö©¨�¨��«¨p�W¬ �«¨ª  ¬µ¤K¨v¤W�¤W�

C
H+�

Ê6Ñ<�?��æ)��o " ¹ ã ¹ " § ¼ ª ¢e¿N¡ ¼ ª ��¢ ¤  §  Â ½$¡�½ ¼{¼ ½ ¯ ¤a¥ ¦  § Ä ªl®Aª �Z¡�Å ªfØ ¢n¡ ¼ ¥ £j¡M½ ¯ ¡M ¥&§ � ª¢n¡�¡+¢ é ¢n¡1� ©NªT¤ ¡ ¼ ¼ §Q¥ ¢�¿ ªfÂ ½$¡�¿ ªQ¥ ¢1  Ø  ¤a¥&® ¡X¢�¿N¡ ¦  § ½lÉ ¼ ¬$§  Ê
å<o���rstvuKoG¹ V?�

G
³�¡v£Ö¦în��»K��Ö¦¥©¨pÕI�®³+Ö¦¡ ¤W���\»K  �n¥!³�¡v��Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢Ë¬ K¬µ³�¬µ¨ª D��¾>>¨ª \³�¡v¬ Wö³�¬µ¤W�n£Ö¦�®¢n×W�n£Ö©²ª¡«�®¢IÖ¦��Ö¦¥©¨pÕI�®³+Ö¦¡�î'»K�¿³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡H¤W�'�\»K  �n¥C�'���n  ¡S^1�n¡v¥¦�n�«¨�¯K� �ÁáW×£Ö¦¡W¤W¡£¢¡£¢CÀvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢PÖ¦ón�e§v¥©¨ª» �>¨ª¥®�ZV?��¡£¢CÀvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢*¬ K¬µ³�¬µ¨ª s�'¾>>¨ª )¤W¡«Ö¦¥©¨pÕI�®³+Ö¦¡Í¢¦²ª¡H¤W¬µ¢IÖ¦¬ £Ö¦¡£¢n×�n£Ö©²ª¡6  ¬ §£¨ª>¤W¡ªöø¡£¢1��¡v¥)»K�«¨ËK¡pÀp¨Ë¨ª¥¦�®¢IÖ©¨

e
×p¡vÝWÖ¦în��ö8¢A�^»K�Z§v¥©¨púû¡

G+e
>£»K�^îP�n»K  �n¥¦¬µ¨ªK¡�v×vK¡pÀp¨ª���n£Ö¦�C���n  ¡e^1�n¡v¥¦�n�«¨!¯K� �ÁáW×pÖ¦¡W¤W¡£¢\¡£¢:Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢\¤W�

G+ e
Ö¦ón�$§v¥©¨ª»��>¨ª¥®�]`<¡v§v¡>×K¡�§v¥©¨púû¡

G
¨ª���n>¨v¢P¡£¢PÀvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢^���?Ö¦¥¦�n��¡£¢P¤K¨«¨ª¥¦�®¢IÖ©¨

e
Ö¦ón� §v¥©¨ª»ÍÄ ���>¨ª¥®�¹*�®³�¬ �K¥¦¡W³n¨ª���n£Ö¦�v×)¢A�IÕA¨

G
»K� ��»K  Ö¦¬ §v¥©¨púû¡ù³�¡vK���W¡ù³�¡v�}>²ª¡N�«¨ª¬µ¢�¤W¡Ã>£»K� ¤W¡v¬µ¢Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢\¤W�C§v¥©¨ª»«Ä ���>¨ª¥®� = �«¨'Àv�nõ->£»K�C�n��>£»>¨ª Y>£»K�n¥\§v¥©¨púû¡'¡!EDK���n¥¦¡�¤W�6Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢\¤W�§v¥©¨ª»«Ä ���>¨ª¥PîË�>¨ª¥®×vÖ¦�n��¡£¢P¤W¡v¬µ¢P³n¨v¢A¡£¢ � ¡�EDK���n¥¦¡�¤W�ËÀvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢^¤W�Ë§v¥©¨ª»HÄ ���>¨ª¥^îËõn�n¥¦¡¡v» ¤W¡v¬µ¢n�EBC¡��K¥¦¬ ���n¬ ¥¦¡�³n¨v¢A¡fF�¨ª»>¢Aón>³�¬µ¨�¤W��Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢^¤W�Ë§v¥©¨ª»HÄ ���>¨ª¥XH+×?¡�^1�n¡v¥¦�n�«¨�¯K� �Áá¬ ���K  ¬µ³n¨Ã>£»K�

G
Ö¦�n��>¨ »K�ì³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡»F&>£»K��î Ö©¨ª��Ý�în�¶»K� Ö¦¥©¨pÕI�®³+Ö¦¡EH�¤W���\»K  �n¥®�ÏBC¡¢A�n§v»K>¤W¡�³n¨v¢A¡>×p���W¬µ¢IÖ¦¬ >¤W¡'¤W¡v¬µ¢DÀvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢)¤W�*§v¥©¨ª»�Ä ���>¨ª¥®×ª��¡W¤W�n��¡£¢)  ¬ §£¨ª¥D�®¢IÖ¦�®¢)Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢��¡v¥P»K�«¨�K¡pÀp¨�¨ª¥¦�®¢IÖ©¨

e
��¡�§v¥©¨púû¡�¡vÝWÖ¦¬µ¤W¡>×

G + e
×?>²ª¡�Ö¦�n� Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢P¤W��§v¥©¨ª»HÄ ���>¨ª¥®�`<¡v§v¡>×�¨ª�K  ¬µ³n¨ª>¤W¡H¡f^1�n¡v¥¦�n�«¨H¯K� �ÁáW×>¡Í��»K  Ö¦¬ §v¥©¨púû¡
G + e

Ö¦�n�e»K��³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡ ¤W���\»K  �n¥
C
×>¤W¡v>¤W�

C − e
î'»K� Ö¦¥©¨pÕI�®³+Ö¦¡�¤W�'�\»K  �n¥*�>¨ª¥©¨

G
�

V?�n§v»K��ö8¢A��»K�¿¨ª  §v¡v¥¦¬ Ö¦��¡��>¨ª¥©¨�¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨v¼n²ª¡�¤W�'³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡£¢*¤W�'�\»K  �n¥®�ý �?�?%ªmp��tvuKo�qs���K����o>mp�ûk®��oùqs��H����£mJIso��&(v�£m �þ § ¿ ª ¢�¿N¡e¡M� ¤  § ¿ §NÜ = � §v¥©¨púû¡
G
�«-¡X¢X½ ¯ ¤¾§ ¿ ª ¢1¿N¡1¢ § É&¿ §NÜ = �¿³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡«¤W�'�\»K  �n¥

C
×>¢A��»K� Ö©¨ª <³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡����W¬µ¢IÖ¦�v�

�v�P�:¢¦³�¡v  �K�n¥Ë»K� Àvîn¥AÖ¦¬µ³��
v ∈ V (G)

��¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨ª¥6»K��³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡�F�³�¬µ³�  ¡EH
C
>£»K��¢A�¬ K¬µ³�¬ �'�ËÖ¦�n¥¦��¬ K�'�n�

v
�>±>¨ªõn�n¥

G← G−E(C)
�

°W�*¹*�n����Ö¦¬ ¥
(a) . . . (c)

¨pÖ¦î+>£»K�
G
¢A�IÕA¨�»K� §v¥©¨púû¡�?»K  ¡�F�¢A�n�¿¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢AH+�



wK�Î� ��mpo$#)���?���K�«Ï���ÎK�®�®�&%vo����?�'��æsk®�����&(v�KtvuKo�Ï�o��)#)��js�Wk®þ>mp���
F�¨]HÍÚ6��Ö¦�n¥¦��¬ >¨ª¥

v ∈ V (C)
³�¡v� ���n  ¡«���nK¡£¢P»K�«¨�¨ª¥¦�®¢IÖ©¨�¤W�

G
¬ >³�¬µ¤W�n£Ö¦�v�

FûÝ�H Ú6��Ö¦�n¥¦��¬ >¨ª¥*»K�¿³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡�F�³�¬µ³�  ¡EH
C ′ >£»K�'¢A�'¬ K¬µ³�¬ ����Ö¦�n¥¦��¬ K���n� v

�
F�³?HK�v»K£Ö©¨ª¥*¡£¢*³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡£¢

C
�

C ′ �!¤W�nK¡ªÖ©¨ª¥P¡«³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡�¥¦�®¢A»K  Ö©¨ª£Ö¦����¡v¥ C
d±>¨ªõn�n¥

G← G−E(C)
�

¸K�*Ú6�nÀv¡v  Àv�n¥P¡H³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡�¤W�'�\»K  �n¥
C
�

��mpo$#)���?���çqsoc%v�WmÁk®�?�ûmpoc%>Is��j��?�
BC�®¢IÖ¦�Í�K¥¦¡vÝK  �n�«¨K×<»K�}³n¨ª¥AÖ¦�n¬ ¥¦¡�  �nÀp¨ª£Ö©¨ç¨ç³�¡v¥¦¥¦�®¢A��¡v>¤Wón>³�¬µ¨ ?»K�«¨��®¢IÖ©¨v¼n²ª¡ç¤W� ³�¡v¥Aö¥¦�n¬ ¡£¢n×�ú�¨ªõ�¨ ¥¦�®¢A���®³+Ö¦¬ Àp¨ ¤W¬µ¢IÖ¦¥¦¬ ÝK»K¬µ¼n²ª¡ ��¥¦�n§v¥¦�®¢¦¢¦¨Í¨ª¡Í��¡v£Ö¦¡�¤W���>¨ª¥AÖ¦¬µ¤K¨K�C�6¢¦¢A»K��¬ ��¡£¢>£»K�N¡ ³n¨ª¥AÖ¦�n¬ ¥¦¡ ¤W�nÀv�N���n¥©³�¡v¥¦¥¦�n¥«Ö¦¡W¤K¨v¢ ¨v¢Í¥¦»>¨v¢ ¤K¨�¥¦�®¢A���®³+Ö¦¬ Àp¨ ½ª¥¦�®¨�¤W�ù¤W¬µ¢IÖ¦¥¦¬ ÝK»K¬ ö¼n²ª¡ ���n  ¡����nK¡£¢«»K�«¨ Àv�nõv�\V?»pÕI�n¬ Ö¦¡�¨ �®¢IÖ©¨v¢«³�¡v>¤W¬µ¼�Û?�®¢n×\�K¥¦��Ö¦�n>¤W�n��¡£¢«¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨ª¥¡ ���n¥©³�»K¥©¢A¡k>£»K� ¤W�nÀv�çú�¨ªõn�n¥ ¡ ³n¨ª¥AÖ¦�n¬ ¥¦¡ ¤W�N��¡W¤W¡ ¨ ¨ª>¤K¨ª¥Í¡ ���nK¡£¢Í��¡£¢¦¢AÄ Àv�n  ���¤W�®¢A¬ §v>¨v¼n²ª¡H¤W� ¬  ªN×M¯ ¡ ¼ § ¿ ª�®A§  ¤ ¡ ¥  ª�® Ì ¥ � Æ ¢�¤W�nÀv��ö8¢A��¨ª¡Hú�¨v³+Ö¦¡ ¤W��Ö¦�n¥�¢A¬µ¤W¡Í�K¥¦¬ ���n¬ ö¥©¨ª���n£Ö¦�«úû¡v¥¦��»K µ¨v¤W¡ç���n  ¡ù�«¨pÖ¦�n�«½pÖ¦¬µ³�¡N³A�K¬ Kó®¢�ñ��n¬ ö¾*6¡)*�P¨ª��n���®âv¯£°W�1Ù)¡W¤W�n��¡£¢úû¡v¥¦��»K µ¨ª¥^�®¢IÖ¦���K¥¦¡vÝK  �n�«¨�>¨�  ¬ K§v»>¨ª§v�n� ¤W¡£¢^§v¥©¨púû¡£¢^³�¡v� ���®¢A¡£¢�Fû>²ª¡�K�n§£¨pÖ¦¬ Àv¡£¢AHD>¨v¢¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢n×l¤K¨ ¢A�n§v»K¬ £Ö¦��úû¡v¥¦�«¨�UV³�¡v>¢A¬µ¤W�n¥¦��ö8¢A�!¡ §v¥©¨púû¡ ³�¡v¥¦¥¦�®¢A��¡v>¤W�n£Ö¦��K ¥¦�®¤W��¤W��¥¦»>¨v¢¤K¨ç½ª¥¦�®¨�¤W� ¤W¬µ¢IÖ¦¥¦¬ ÝK»K¬µ¼n²ª¡N¤W¡N³n¨ª¥AÖ¦�n¬ ¥¦¡��Í¨v¢¦¢A¡W³�¬ ��ö8¢A�H¨ç³n¨v¤K¨ç¨ª¥¦�®¢IÖ©¨ ¡ç���®¢A¡ç¬ §v»>¨ª ^¨ª¡³�¡v���K¥¦¬ ���n£Ö¦¡ ¤K¨H¥¦»>¨Í¨L>£»K��¢A��¥¦��úû�n¥¦�v�ZBC�®¢IÖ¦��§v¥©¨púû¡>×�¤W��¾>K��ö8¢A� ¬ ¡X¢ ª ¿N¡T½ ¼ ¬$§ ¢A¢n¡ ¥&ªÄM¡ ® Ì § ¿ ª

v0e1, v1e2, . . . , env0
³�¡v��¡ç¢A�n>¤W¡N¨ç¢A¡v�«¨�¤W¡£¢!���®¢A¡£¢�¤W�Í¢A»>¨v¢�¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢n×<¡v»¢A�IÕA¨K× n∑

i=1

w(ei)
���6¢¦¢A¬ � ×?¡!¡vÝWÕI�®³+Ö¦¬ Àv¡!îË�n>³�¡v£Ö¦¥©¨ª¥\»K� �>¨v¢¦¢A�n¬ ¡�úû�®³A�>¨v¤W¡e>£»K�Ë³�¡v£Ö¦�n��>¨

Ö¦¡W¤K¨v¢:¨v¢^¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢D�CÖ¦�n��>¨!���®¢A¡���Ä K¬ ��¡>×£¡e>£»>¨ª �¢A�n¥©½!¤W�®¢A¬ §v>¨v¤W¡!��¡v¥ ¬$§ ¢A¢n¡ ¥&ªSé�¬Z¤a¥ ¼ ª¬$§  §LªL®A§  ¤ ¡ ¥  ªL® Ì ¥ � Æ ¢+�Î�
³� µ¨ª¥¦¡�>£»K�'¢A��¡�§v¥©¨púû¡�³�¡v>¢A¬µ¤W�n¥©¨v¤W¡�î'¤W�'�\»K  �n¥®×W�n£Ö©²ª¡�»K��>¨v¢¦¢A�n¬ ¡'î6´v�WÖ¦¬ ��¡!�>¨ª¥©¨'¡�³n¨ª¥AÖ¦�n¬ ¥¦¡!³A�K¬ Kó®¢:¢A�6�6¢A´�¢A�Cî6»K� ³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡�¤W�6�\»K  �n¥:�v×£K�®¢IÖ¦�³n¨v¢A¡>×�¡ �K¥¦¡vÝK  �n�«¨H¥¦�®¢A¡v  Àv��ö8¢A�!��¡v¥'¨ª�K  ¬µ³n¨v¼n²ª¡Í¤W¡ ¨ª  §v¡v¥¦¬ Ö¦��¡ ¤W��.C¬ �n¥��K¡v  õn�n¥®�ZBC¡�³n¨v¢A¡³�¡v£Ö¦¥©½ª¥¦¬ ¡>×Á��¡v¥¦în� ×v¡'�K¥¦¡vÝK  �n�«¨�î*�«¨ª¬µ¢:³�¡v���K  ¬µ³n¨v¤W¡>×p»K�«¨'Àv�nõJ>£»K�C¡!³n¨ª¥AÖ¦�n¬ ¥¦¡ËÖ¦�n¥©½'¤W��>¨v¢¦¢¦¨ª¥C�«¨ª¬µ¢6¤W¡L>£»K�!»K�«¨HÀv�nõ!��¡v¥Ë¨ª  §v»K�«¨v¢*¥¦»>¨v¢*�!Ö¦�n��¡£¢6¤W�!�®¢¦³�¡v  �K�n¥
>£»>¨ª¬µ¢n�KÙD¨ª¥©¨¥¦�®¢A¡v  Àv�n¥^�®¢IÖ¦�'�K¥¦¡vÝK  �n�«¨K×?Àp¨ª��¡£¢P¬ £Ö¦¥¦¡W¤W»Kõn¬ ¥C¨�¡v���n¥©¨v¼n²ª¡�¤W�!¤W»K�K  ¬µ³n¨v¼n²ª¡�¤W�!¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢n�ÚË¨v¤W¡N»K�}§v¥©¨púû¡kFû¡v»���»K  Ö¦¬ §v¥©¨púû¡EH
G
� »K�«¨�úû»K>¼n²ª¡ù¤W�Í���®¢A¡£¢�>¨v¢�¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢

w :
E(G) → R

×P¨�¤W»K�K  ¬µ³n¨v¼n²ª¡ ¤K¨ ¨ª¥¦�®¢IÖ©¨
e ∈ E(G)

×*³�¡v�����®¢A¡
w(e)

×*³�¡v>¢A¬µ¢IÖ¦�ç�n�¨v¤W¬µ³�¬ ¡v>¨ª¥H¨ª¡ §v¥©¨púû¡»Fû¡v»
��»K  Ö¦¬ §v¥©¨púû¡EH�»K�«¨ K¡pÀp¨�¨ª¥¦�®¢IÖ©¨ ³�¡v�¶¡£¢«���®¢A��¡£¢�Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢���?Ö¦¥¦�n��¡£¢^¤W�
e
�Ë¡����®¢A��¡����®¢A¡fFû¡v» ¢A�IÕA¨K×W³�¡v>¢A¬µ¢IÖ¦�Ë�n� ³�¥¦¬µ¨ª¥^»K�«¨�¨ª¥¦�®¢IÖ©¨'�>¨ª¥©¨ª  �n µ¨�¨

e
³�¡v� ¡«���®¢A��¡����®¢A¡EH+�= Ö¦¬   ¬ õ®¨ª>¤W¡Ë¨*¡v���n¥©¨v¼n²ª¡C¤W�:¤W»K�K  ¬µ³n¨v¼n²ª¡6¤W�^¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢n×�¡C�K¥¦¡vÝK  �n�«¨*¤W¡Ë³n¨ª¥AÖ¦�n¬ ¥¦¡C³A�K¬ Kó®¢��¡W¤W�'¥¦��úû¡v¥¦��»K µ¨ª¥Aö8¢A�Ë³�¡v��¡�¨�¢A�n§v»K¬ ¥C¢A��¬ >¤W¬µ³n¨K�V?�IÕA¨

G
»K� §v¥©¨púû¡�³�¡v� ���®¢A¡£¢P>²ª¡�K�n§£¨pÖ¦¬ Àv¡£¢^>¨v¢*¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢n�

Fû¬�H�Ó:¡v�¿¥¦�®³�»K¥©¢A¡TK«¤W»K�K  ¬µ³n¨v¼n²ª¡H¤W��¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢n×K¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨ª¥C»K�e¢A»K���n¥¦��»K  Ö¦¬ §v¥©¨púû¡
G∗¤W¡«��»K  Ö¦¬ §v¥©¨púû¡

G
>£»K�!¢A�IÕA¨��n»K  �n¥¦¬µ¨ªK¡���Ö©¨ª ¸>£»K�'¡«¢A¡v�«¨pÖ¦´v¥¦¬ ¡

∑

e∈E(G∗)−E(G)

w(e)

Ö¦�n��>¨�¡����nK¡v¥*Àp¨ª  ¡v¥P��¡£¢¦¢AÄ Àv�n  �
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Fû¬ ¬�H Ú6��Ö¦�n¥¦��¬ >¨ª¥*»K�¿³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡«¤W�'�\»K  �n¥*�>¨ª¥©¨�¡���»K  Ö¦¬ §v¥©¨púû¡

G∗ �
V?�IÕA¨

V − ¡!³�¡vpÕI»K£Ö¦¡!¤W�*Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢D¤W�C§v¥©¨ª»�Ä ���>¨ª¥\?»K�/§v¥©¨púû¡ G
Fûî6³� µ¨ª¥¦¡+>£»K�

|V −|î��>¨ª¥XHC��¢A�IÕA¨
M
¡ ³�¡vpÕI»K£Ö¦¡ ¤W�«¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢->£»K��¤W��¾>K�n�à³n¨ª��¬ ��K¡£¢Ë�n£Ö¦¥¦��Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢Ë¤W�

V − �W�\£Ö©²ª¡>×K¤W�nK¡ªÖ©¨ª>¤W¡���¡v¥ G+(M)
¡�§v¥©¨púû¡�¡vÝWÖ¦¬µ¤W¡�¨��>¨ª¥AÖ¦¬ ¥P¤W�

G
��¡v¥*¤W»K�K  ¬µ³n¨v¼n²ª¡¤K¨v¢*¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢^³�¡v£Ö¦¬µ¤W¡£¢P�n�

M
×?Ö¦�n��¡£¢P¡«¢A�n§v»K¬ £Ö¦��¥¦�®¢A»K  Ö©¨v¤W¡>�

� �?o>mp�?��� " ¹�w " ¹+þ § ¿ ª ½ ¼ ¼ ½ ¯ ¤a¥ ¦  § Ä ª
G
®Aª ¼ ¬ ¡X¢ ª ¢1� § ¢ § �¡X¢ ¤¾§ ¢AÇ�¡�Å ¥ ¢ ¤ ¡1½ ¼ ®Aª �$£ÈX½�� ¤¾ª ¿N¡ ®A§ ¼ ¥ ��Ì ª ¢

M
¡ ¼

G
Â ½$¡T¡ ¼ ¬$§ �¡ ¯ Ì § ¼ ª ¢e  Ø  ¤a¥&® ¡X¢�¿N¡ ¦  § ½)É ¼ ¬$§  ¤¾§Q¯_Â ½$¡ªe¬ ¡X¢ ª ¿N¡

M
Ø ¼ É�� ¥ ¼ ª ¡ ª)®M¥  ® ½ ¥�¤¾ª ¿N¡ è ½ ¯ ¡ML¿ ªf¦  § Ä ª

G+(M)
Ø ½ ¼ § ¢ ªQ¯ ½ ¨I©Nªé�¬Z¤a¥ ¼ §
¬$§  §fª
¬  ªN×M¯ ¡ ¼ § ¿ ªf®A§  ¤ ¡ ¥  ªL® Ì ¥ � Æ ¢ Ê

ý �?��o�js�nknmp�KtvuKoG¹ ê6Ý>¢A�n¥¦Àv��ö8¢A�e>£»K�«¨v¢'¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢Ë¤W»K�K  ¬µ³n¨v¤K¨v¢TFû¡v» ¢A�IÕA¨K×<¨v¢'¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢�¤W�
M
H6>²ª¡ ³�¡v£Ö¦ón��K�n��?»K�à³�¬µ³�  ¡>�sÓ^¨v¢A¡ ³�¡v£Ö¦¥©½ª¥¦¬ ¡>×KÖ¦�n>¤W¡ �n� ³�¡v£Ö©¨Í¡ �D�W�n���K  ¡�¯K� °��¡�Ö¦�n¡v¥¦�n�«¨�¤W���\»K  �n¥Aö¾.C¬ �n¥��K¡v  õn�n¥®×?�n  ¬ ��¬ >¨v¤K¨v¢P¨v¢*¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢^¤W�®¢IÖ¦�'³�¬µ³�  ¡>×W¡�§v¥©¨púû¡�Ö¦�n¥¦¬µ¨»K�¿³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡�¤W�'�\»K  �n¥6³�¡v� ���nK¡v¥*���®¢A¡>�
V?�IÕA¨

v1
»K�EÀvîn¥AÖ¦¬µ³��^¤W�:§v¥©¨ª»'Ä ���>¨ª¥1K¡6§v¥©¨púû¡

G
�®�\£Ö©²ª¡>×I>£»>¨ª Y>£»K�n¥1�>¨v¢¦¢A�n¬ ¡*úû�®³A�>¨v¤W¡´v�WÖ¦¬ ��¡

C
�>¨v¢¦¢¦¨Ë��¡v¥\»K�«¨'¤K¨v¢\¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢)¬ >³�¬µ¤W�n£Ö¦�®¢D�n�

v1
�«¨ª¬µ¢\¤W¡1>£»K�*»K�«¨�Àv�nõv�]V?�IÕA¨

e1 = v1v2
¨ç¨ª¥¦�®¢IÖ©¨ ¥¦�n����Ö¦¬µ¤K¨ç¤W»K¥©¨ª£Ö¦�H¨ç³�¡v>¢IÖ¦¥¦»>¼n²ª¡�¤W¡��>¨v¢¦¢A�n¬ ¡�´v�WÖ¦¬ ��¡

C
��V?�

v2Ö¦�n�à§v¥©¨ª»NÄ ���>¨ª¥'�n�
G
×<�n£Ö©²ª¡

v1e1v2
î�»K� ³n¨ª��¬ ��K¡�¤W�

M
>£»K�«  ¬ §£¨ÍÀvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢'¤W�§v¥©¨ª»�Ä ���>¨ª¥��n�

G
��V?�

v2
Ö¦�n�}§v¥©¨ª»��>¨ª¥��n�

G
�n£Ö©²ª¡>×s³�¡v� ¨N¤W»K�K  ¬µ³n¨v¼n²ª¡N¤W�

e1
×

v2
�>¨v¢¦¢¦¨H¨«Ö¦�n¥Ë§v¥©¨ª»�Ä ���>¨ª¥6�v×>Ö©¨ª )³�¡v��¡ ¨ª£Ö¦�n¥¦¬ ¡v¥¦���n£Ö¦�v×$>£»>¨ª Y>£»K�n¥6�>¨v¢¦¢A�n¬ ¡«úû�®³A�>¨v¤W¡´v�WÖ¦¬ ��¡��>¨v¢¦¢¦¨���¡v¥*»K�«¨«¤K¨v¢*¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢^¬ >³�¬µ¤W�n£Ö¦�®¢*�n�

v2
�«¨ª¬µ¢*¤W¡S>£»K�'»K�«¨�Àv�nõv�W�:¢IÖ¦��K¥¦¡W³��®¤W¬ ���n£Ö¦¡«¥¦�n����Ö¦��ö8¢A��¨pÖ¦î�>£»K�'Ö¦¡W¤W¡£¢C¡£¢CÀvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢C¤W��§v¥©¨ª» Ä ���>¨ª¥6�®¢IÖ¦�IÕA¨ª�¿  ¬ §£¨v¤W¡��¡v¥'�>¨v¢¦¢A�n¬ ¡Íúû¡v¥¦�«¨v¤W¡£¢Ë���n µ¨v¢!¨ª¥¦�®¢IÖ©¨Í¥¦�n����Ö¦¬µ¤K¨v¢����n¥AÖ¦�n>³��n£Ö¦�®¢!¨

M
�G�*³�¥¦�®¢¦³��n£Ö©¨ª>¤W¡�®¢IÖ©¨v¢�¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢!¨ª¡ç§v¥©¨púû¡�¡v¥¦¬ §v¬ >¨ª :¡vÝWÖ¦�n��¡£¢!»K�ÂK¡pÀv¡�§v¥©¨púû¡ç¡v>¤W�«Ö¦¡W¤W¡£¢�¡£¢!Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢Ö¦ón� §v¥©¨ª» �>¨ª¥®���6¢¦¢A¬ � ×>¨v¤W��¬ Ö¦¬ >¤W¡T>£»K�

M
î�¡«³�¡vpÕI»K£Ö¦¡«¤W�!¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢\>£»K�!¤W��¾>K�n� ¡£¢³n¨ª��¬ ��K¡£¢)�n£Ö¦¥¦�*¡£¢)�>¨ª¥¦�®¢D¤W�CÀvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢D¤W�*§v¥©¨ª»�Ä ���>¨ª¥Ï>£»K�*K¡!¢A�n»«³�¡vpÕI»K£Ö¦¡�Ö¦ón�/���®¢A¡��Ä K¬ ��¡>×W¡vÝWÖ¦în��ö8¢A��¡�¥¦�®¢A»K  Ö©¨v¤W¡��K¥¦��Ö¦�n>¤W¬µ¤W¡>�

BC¡�³n¨v¢A¡ �>¨ª¥AÖ¦¬µ³�»K µ¨ª¥'¤W��»K�à§v¥©¨púû¡
G
³�¡v�����K¨v³+Ö©¨ª���n£Ö¦��¤W¡v¬µ¢�Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢

u
�

v
¤W�§v¥©¨ª»�Ä ���>¨ª¥®×?¨�¢A¡v  »>¼n²ª¡!¤W��Fû¬�H\î6�?>£»K¬ Àp¨ª  �n£Ö¦�-K�¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨v¼n²ª¡�¤W�6»K�

(u, v)
ö8³n¨ª��¬ ��K¡�«¨ª¬µ¢*³�»K¥AÖ¦¡��+K�¤W»K�K  ¬µ³n¨v¼n²ª¡«¤K¨v¢*¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢P¤W�®¢¦¢A�'³n¨ª��¬ ��K¡>�

Ê6Ñ<�?��æ)��o " ¹ éG¹ " § ¼ ª ¢��¡X¢ ªQ¯  Q¡M ª1¬  ªN×M¯ ¡ ¼ § ¿ ª�®A§  ¤ ¡ ¥  ªl® Ì ¥ � Æ ¢ ¬$§  §lªT¦  § Ä ª ¿N¡M£� � ¥ ¿ ª
¬ ¡ ¯ § ¢n¡ ¦ ½ ¥ � ¤ ¡ ¼ §Q¤  ¥ Ô ¿N¡ ¬ ¡X¢ ª ¢ Ü

W (G) =




v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8

v1 ∞ 2 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 2
v2 2 ∞ 3 ∞ ∞ ∞ 5 4
v3 ∞ 3 ∞ 8 ∞ 6 3 ∞
v4 ∞ ∞ 8 ∞ 5 2 ∞ ∞
v5 ∞ ∞ ∞ 5 ∞ 7 ∞ ∞
v6 ∞ ∞ 6 2 7 ∞ 9 ∞
v7 ∞ 5 3 ∞ ∞ 9 ∞ 2
v8 2 4 ∞ ∞ ∞ ∞ 2 ∞




.
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å<o���rstvuKoG¹ ^1�n>¤W¡��n� ³�¡v£Ö©¨�¨�±s¬ §v»K¥©¨�¯K� ¸K×?¡v>¤W�'¢A�Ë¥¦�n�K¥¦�®¢A�n£Ö©¨!¡�§v¥©¨púû¡e>£»K����¡W¤W�n µ¨�®¢IÖ¦���K¥¦¡vÝK  �n�«¨K×�î�ú�½v³�¬  )Àv�n¥¦¬ ¾�³n¨ª¥
>£»K�«¨ª���n>¨v¢6¡£¢ËÀvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢

v4
�

v8
Ö¦ón��§v¥©¨ª»çÄ ���>¨ª¥®�Ú6��Ö¦�n¥¦��¬ >¨v¤W¡ç¡ù³n¨ª��¬ ��K¡ç�«¨ª¬µ¢�³�»K¥AÖ¦¡N�n£Ö¦¥¦�H�n  �®¢n×s³�¡v�Â¥¦�®³�»K¥©¢A¡ÖFû��¡v¥����W�n���K  ¡EH'¨ª¡¨ª  §v¡v¥¦¬ Ö¦��¡�¤W�'Ú6¬ ÕihW¢IÖ¦¥©¨K×

LNMPORQCSUTWV6X
(G = ({v1, . . . , v8}, W (G)), v4, v8),Àv�n� >£»K�«¡N³�¡v���K¥¦¬ ���n£Ö¦¡ç¤W�H»K�

(v4, v8)
ö8³n¨ª��¬ ��K¡��«¨ª¬µ¢�³�»K¥AÖ¦¡�î

13
�H»K�}¤W�®¢IÖ¦�®¢³n¨ª��¬ ��K¡£¢Pî
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C = (x1, x2, . . . , x2k, x1)
»K�}³�¬µ³�  ¡ù¤W�.6¨ª��¬   Ö¦¡v��n�

G
×ª��¡W¤W�n��¡£¢D¨pÖ¦¥¦¬ ÝK»K¬ ¥\¨�³�¡v¥

1
Kv¢D¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢

x2j−1x2j

×ª�>¨ª¥©¨
j = 1, . . . , k

×¨«³�¡v¥
2
KH¨ª¥¦�®¢IÖ©¨

x2kx1
��Kv¢C¨ª¥¦�®¢IÖ©¨v¢

x2jx2j+1
×>�>¨ª¥©¨

j = 1, . . . , k − 1
��¨H³�¡v¥

3
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wG : E(G) 7→ R
+ ∪ {∞}

×>¨«¤W��Ö¦�n¥¦��¬ >¨v¼n²ª¡�¤W�!»K�e³�¬µ³�  ¡H¤W�1.6¨ª��¬   Ö¦¡v¤W�!���®¢A¡«��Ä K¬ ��¡«�n�
G
î'�?>£»K¬ Àp¨ª  �n£Ö¦��K�¥¦�®¢A¡v  »>¼n²ª¡�¤W¡S^JV?Ù
�>¨ª¥©¨�¡«§v¥©¨púû¡«³�¡v���K  ��Ö¦¡

K
³�¡v� úû»K>¼n²ª¡«¤W�'���®¢A¡£¢

wK : E(K) 7→ R
+ ∪ {∞}

Ö©¨ª ¸>£»K�
wK(e) =

{
wG(e),

¢A�
e ∈ E(G);

∞,
¢A�
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j
HP¤W¡H³n¨ª��¬ ��K¡

C
F�¤W��ö¢A¬ §v>¨v¤W¡!��¡v¥P³n¨ª��¬ ��K¡�³�¡v¥¦¥¦�n£Ö¦�IHD¨�>£»>¨ª Y>£»K�n¥^¤W¡£¢:Àvîn¥AÖ¦¬µ³��®¢VÕA½����n¥©³�¡v¥¦¥¦¬µ¤W¡£¢Ö¦¡v�«¨ª� ¡«Àp¨ª  ¡v¥

∞
�

FûÝ�HfBC�®¢IÖ¦�'¥©¨ª��¡lF
ij ∈ E(G) \ (E(C) ∪ E(C̄)

HP¨��n£Ö¦¥©¨v¤K¨
w∗

ij

�>¨v¢¦¢¦¨�¨�Ö¦�n¥C¡Àp¨ª  ¡v¥
∞
�

áW�*¹*�n����Ö¦¬ ¥Ë¡£¢*�>¨v¢¦¢A¡£¢*¨ª£Ö¦�n¥¦¬ ¡v¥¦�®¢+F�³�¡v� ���K³��n�l¼n²ª¡H¤W¡H�K¥¦¬ ���n¬ ¥¦¡EHP¨pÖ¦î!¢A�!¡vÝWÖ¦�n¥C»K�³�¬µ³�  ¡H¤W�+.6¨ª��¬   Ö¦¡v
C
�

¯K�*Ú6�nÀv¡v  Àv�n¥P¡H³�¬µ³�  ¡«¤W�+.6¨ª��¬   Ö¦¡v
C
��¡«��¬ K¡v¥©¨ª£Ö¦�

Min
�



" ¹ ã Ï��ûmQ%vrs�ûk®o���qs�çÊËrs���£mH�b%v�&%v��o���qs��H��K�����ûk®o�j wK��Ò
Ê6Ñ<�?��æ)��o " ¹ �C¹ " § ¼ ª ¢)�¡X¢ ªQ¯  Q¡M ª ß Í å ¬$§  §»ª ¿ ¥ ¦  § Ä ª ¿N¡ � � ¥ ¿ ªb¬ ¡ ¯ § ¢n¡ ¦ ½ ¥ � ¤ ¡¼ §Q¤  ¥ Ô ¿N¡ ¬ ¡X¢ ª ¢ ¼ ª ¿ ¥ � ®A§ ¿ §NÜ

W ∗ =




1 2 3 4

1 ∞ 3 9 7
2 3 ∞ 6 5
3 5 6 ∞ 6
4 9 7 4 ∞




å<o���rstvuKoG¹ Ú6�n��¡v¬µ¢*¤W�Ëú�¨ªõn�n¥¦��¡£¢
Min = 0

�
E(C) = ∅

×?Àp¨ª��¡£¢P¨ª�K  ¬µ³n¨ª¥^¡£¢^¥¦�®¢IÖ©¨ª£Ö¦�®¢�>¨v¢¦¢A¡£¢^�'¤W¡«¨ª  §v¡v¥¦¬ Ö¦��¡�¤W�1`<¬ ÖAÖ¦  �v�
°�öXF�¨]H�^1�n>¤W¡ù�n� ³�¡v£Ö©¨)>£»K� ¡ù��Ä K¬ ��¡ ¤K¨N�K¥¦¬ ���n¬ ¥©¨ç  ¬ ��>¨ù¤W�

W ∗ î ¸K×)¡ù¤K¨¢A�n§v»K>¤K¨�¸K×W¡«¤K¨�Ö¦�n¥©³��n¬ ¥©¨«á���¡H¤K¨�>£»>¨ª¥AÖ©¨�Ã>×W¡vÝWÖ¦în��ö8¢A�

W ∗ ←




1 2 3 4

1 ∞ 0 6 4
2 0 ∞ 3 2
3 0 1 ∞ 1
4 5 3 0 ∞




F�¯K� �ÁáNH
Min ← 0 + (3 + 3 + 5 + 4) = 15.

F�¯K� �®¯]H
°�öXFûÝ�H�^1�n>¤W¡ �n�à³�¡v£Ö©¨f>£»K��¡ ��Ä K¬ ��¡�¤K¨ �K¥¦¬ ���n¬ ¥©¨ ³�¡v  »K>¨ ¤W�

W ∗ î«ÞK×V¡ ¤K¨¢A�n§v»K>¤K¨�ÞK×W¡«¤K¨�Ö¦�n¥©³��n¬ ¥©¨�Þ���¡H¤K¨�>£»>¨ª¥AÖ©¨Í�v×W¡vÝWÖ¦în��ö8¢A�

W ∗ ←




1 2 3 4

1 ∞ 0 6 3
2 0 ∞ 3 1
3 0 1 ∞ 0
4 5 3 0 ∞




F�¯K� �pØWH
Min ← 15 + (0 + 0 + 0 + 1) = 16.

F�¯K� �®·]H
¸ÚBC�®¢IÖ¦�!³n¨v¢A¡��®¢IÖ©¨ª��¡£¢PK¡�¬ KÄµ³�¬ ¡«¤K¨«½ª¥¦Àv¡v¥¦�Ë¤W�'¤W�®³�¬µ¢¦²ª¡>�
Ã4Ó:¡v>¢A¬µ¤W�n¥©¨ª>¤W¡ù¡�¨ª¥©³�¡´FI�v× °NH�¤W�����®¢A¡�³�¡v¥¦¥¦�n£Ö¦�

w∗
12 = 0

×DÀp¨ª��¡£¢«¨ª>¨ª  ¬µ¢¦¨ª¥�¨¥©¨ª��¬ ¾�³n¨v¼n²ª¡Ë¥¦�n µ¨pÖ¦¬ Àp¨�F�¨]HÓK�¬ >³�  »>¢¦²ª¡'¤W�®¢IÖ¦�C¨ª¥©³�¡ËK¡!³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡'¨'³�¡v>¢IÖ¦¥¦»K¬ ¥)¡v»�FûÝ�H>²ª¡�¬ >³�  »>¢¦²ª¡>�
F�¨]H

E(C) ← ∅ ∪ {12} = {12}
�'»K�«¨�Àv�nõ+>£»K�!¨��K¥¦�®¢A�n>¼n¨�¤W�

(1, 2)
¬ �����®¤W�¨ »WÖ¦¬   ¬ õ®¨v¼n²ª¡ ¤W�Ã>£»>¨ª Y>£»K�n¥ ¡v»WÖ¦¥¦¡ ¨ª¥©³�¡ ³�¡v�b³n¨ªÝ��®¼n¨��n�.°��Ã>£»>¨ª Y>£»K�n¥¡v»WÖ¦¥¦¡H¨ª¥©³�¡H³�¡v�e³n¨ª»>¤K¨«�n� �v×l¨«�K¥¦¬ ���n¬ ¥©¨�  ¬ ��>¨«��¨H¢A�n§v»K>¤K¨«³�¡v  »K>¨H¤W�

W ∗ ¤W�nÀv�n� ¢A�n¥*�n  ¬ ��¬ >¨v¤K¨v¢n���*¤W¬µ³�¬ ¡v>¨ª  ���n£Ö¦��¡����®¢A¡«¤W¡«¨ª¥©³�¡fF °W× �IH^¤W�nÀv��>¨v¢¦¢¦¨ª¥*¨�¢A�n¥
∞
�

W ∗ ←




1 3 4

2 ∞ 3 1
3 0 ∞ 0
4 5 0 ∞






wK�$� ��mpo$#)���?���K�«Ï���ÎK�®�®�&%vo����?�'��æsk®�����&(v�KtvuKo�Ï�o��)#)��js�Wk®þ>mp���
°�öXF�¨]HS^1�n>¤W¡��n�Ü³�¡v£Ö©¨c>£»K�N¡���Ä K¬ ��¡ ¤K¨��K¥¦¬ ���n¬ ¥©¨   ¬ ��>¨�¤W�

W ∗³�¡v¥¦¥¦�n£Ö¦�Ëî«�v×W¡«¤K¨«¢A�n§v»K>¤K¨�ÞK×W¡H¤K¨�Ö¦�n¥©³��n¬ ¥©¨�ÞK×W¡vÝWÖ¦în��ö8¢A�

W ∗ ←




1 3 4

2 ∞ 2 0
3 0 ∞ 0
4 5 0 ∞


 F�¯K� �®â]H

Min ← 16 + (1 + 0 + 0) = 17.
F�¯K� °ªÞ]H

°�öXFûÝ�H
^1�n>¤W¡ �n�à³�¡v£Ö©¨L>£»K��¡ ��Ä K¬ ��¡ ¤W�T>£»>¨ª Y>£»K�n¥�¤K¨v¢�³�¡v  »K>¨v¢Ë¤W�
W ∗ ³�¡v¥¦¥¦�n£Ö¦�DîPÞK× W ∗ �«¨ª£Ö¦în��ö8¢A�v×®Ý��n�Z³�¡v��¡C¡6Àp¨ª  ¡v¥s¤W� Min = 17

�
FûÝ�HfBC�®¢IÖ¦��³n¨v¢A¡>×

E(C)
�«¨ª£Ö¦în��ö8¢A�6�'¨!�n£Ö¦¥©¨v¤K¨!¥¦�n µ¨pÖ¦¬ Àp¨�¨ª¡�¨ª¥©³�¡fFI�v× °NH\�>¨v¢¦¢¦¨¨

w∗
12 =∞

×W¡vÝWÖ¦�n>¤W¡ªö8¢A�

W ∗ =




1 2 3 4

1 ∞ ∞ 6 3
2 0 ∞ 3 1
3 0 1 ∞ 0
4 5 3 0 ∞




°�öXF�¨]H�^1�n>¤W¡��n� ³�¡v£Ö©¨�>£»K��¡���Ä K¬ ��¡H¤K¨��K¥¦¬ ���n¬ ¥©¨�  ¬ ��>¨�¤W�
W ∗ î!¸�'¡«¤K¨v¢P¥¦�®¢IÖ©¨ª£Ö¦�®¢^î!ÞK×WÀv�n�

W ∗ ←




1 2 3 4

1 ∞ ∞ 3 0
2 0 ∞ 3 1
3 0 1 ∞ 0
4 5 3 0 ∞




F�¯K� °W�IH
Min ← 16 + (3 + 0 + 0 + 0) = 19.

F�¯K� °v°NH
°�öXFûÝ�HJ^1�n>¤W¡H�n� ³�¡v£Ö©¨T>£»K�!¡H��Ä K¬ ��¡Í¤K¨H¢A�n§v»K>¤K¨H³�¡v  »K>¨«¤W�

W ∗ î�'��¡«¤K¨v¢P¥¦�®¢IÖ©¨ª£Ö¦�®¢Pî'ÞK×WÀv�n�

W ∗ ←




1 2 3 4

1 ∞ ∞ 3 0
2 0 ∞ 3 1
3 0 0 ∞ 0
4 5 2 0 ∞




F�¯K� °ª¸]H
Min ← 19 + (0 + 1 + 0 + 0) = 20.

F�¯K� °pÃEH
¸ ô\¨ª��¡£¢C³�¡v>¢A¬µ¤W�n¥©¨ª¥*¡«��¡v£Ö¦¡H¤K¨H½ª¥¦Àv¡v¥¦��¤W��¤W�®³�¬µ¢¦²ª¡«³�¡v�

Min
�«¨ª¬µ¢Pú�¨ÁÀv¡v¥©½ÁÀv�n  ×K¡S>£»>¨ª <¢A�ËÖ¦�n�

C = {12}
�

Min = 17
�

Ã4Ó:¡v>¢A¬µ¤W�n¥©¨ª>¤W¡ù¡�¨ª¥©³�¡´F °W× ÃEH�¤W� ���®¢A¡�³�¡v¥¦¥¦�n£Ö¦�
w∗

24 = 0
×DÀp¨ª��¡£¢«¨ª>¨ª  ¬µ¢¦¨ª¥«¨¥©¨ª��¬ ¾�³n¨v¼n²ª¡�¥¦�n µ¨pÖ¦¬ Àp¨eK�¬ >³�  »>¢¦²ª¡�¤W�®¢IÖ¦�!¨ª¥©³�¡�K¡«³�¬ ¥©³�»K¬ Ö¦¡«¨�³�¡v>¢IÖ¦¥¦»K¬ ¥®�



" ¹ ã Ï��ûmQ%vrs�ûk®o���qs�çÊËrs���£mH�b%v�&%v��o���qs��H��K�����ûk®o�j wK�$�
F�¨]H

E(C) ← {12} ∪ {24} = {12, 24}
��»K�«¨ Àv�nõ�>£»K�«¨Í�K¥¦�®¢A�n>¼n¨Í¤W��F °W× ÃEH¬ �����®¤W�!¨�»WÖ¦¬   ¬ õ®¨v¼n²ª¡�¤W�1>£»>¨ª Y>£»K�n¥P¡v»WÖ¦¥¦¡�¨ª¥©³�¡�³�¡v� ³n¨ªÝ��®¼n¨��n� Ã��+>£»>¨ª  ö>£»K�n¥)¡v»WÖ¦¥¦¡�¨ª¥©³�¡�³�¡v�/³n¨ª»>¤K¨6�n�S°W×ª¨6  ¬ ��>¨Ë¥¦�n µ¨pÖ¦¬ Àp¨�¨ª¡ËÀvîn¥AÖ¦¬µ³��*°6�*³�¡v  »K>¨¥¦�n µ¨pÖ¦¬ Àp¨�¨ª¡�Àvîn¥AÖ¦¬µ³��6Ã�¤W�

W ∗ ¤W�nÀv�n� ¢A�n¥P�n  ¬ ��¬ >¨v¤K¨v¢n���*¤W¬µ³�¬ ¡v>¨ª  ���n£Ö¦�v×£¡���®¢A¡«¤W¡«¨ª¥©³�¡lFûÃ>× �IHP¤W�nÀv���>¨v¢¦¢¦¨ª¥P¨«¢A�n¥
∞
�

W ∗ ←

( 1 3

3 0 ∞
4 ∞ 0

)

°�öXF�¨]H_B6²ª¡+�>½1>£»>¨ª Y>£»K�n¥\¨v³+Ö¦»>¨ª  ¬ õ®¨v¼n²ª¡'¨Ëú�¨ªõn�n¥®×v»K�«¨�Àv�nõ->£»K�*¡!��Ä K¬ ��¡!�n�$³n¨v¤K¨»K�«¨«¤K¨v¢P  ¬ ��>¨v¢Pî'ÞK�
°�öXFûÝ�H_B6²ª¡+�>½+>£»>¨ª Y>£»K�n¥:¨v³+Ö¦»>¨ª  ¬ õ®¨v¼n²ª¡�¨Ëú�¨ªõn�n¥®×ª»K�«¨�Àv�nõJ>£»K�*¡!��Ä K¬ ��¡'�n�$³n¨v¤K¨»K�«¨«¤K¨v¢*³�¡v  »K>¨v¢^î!ÞK�
¸ ô\¨ª��¡£¢C³�¡v>¢A¬µ¤W�n¥©¨ª¥*¡«��¡v£Ö¦¡H¤K¨«½ª¥¦Àv¡v¥¦�'¤W�!¤W�®³�¬µ¢¦²ª¡H³�¡v�

Min
�«¨ª¬µ¢Pú�¨ÁÀv¡v¥©½ÁÀv�n  ×K¡T>£»>¨ª 1¢A�ËÖ¦�n�

C = {12, 24}
�

Min = 17
�

Ã ¹*�®¢IÖ©¨pöøK¡£¢��®¢¦³�¡v  �K�n¥�¡£¢�¨ª¥©³�¡£¢LFûÃ>× ¸]H��ÃF�¸K× �IH+×D¡£¢e>£»>¨ª¬µ¢�>²ª¡NÖ¦¥©¨ªõn�n�O>£»>¨ª Y>£»K�n¥¨v³�¥¦î®¢¦³�¬ ��¡�¨
Min

×\¡vÝWÖ¦�n>¤W¡ªö8¢A� »K�ì³�¬µ³�  ¡�¤W�b.6¨ª��¬   Ö¦¡v4³�¡v� ���®¢A¡�¬ §v»>¨ª 6¨ª¡��¬ K¡v¥©¨ª£Ö¦�
Min = 17

¨pÖ¦î ¨ª¡N��¡v���n£Ö¦¡N¡vÝWÖ¦¬µ¤W¡>×)���n  ¡Ã>£»K� ¢A�ÍÖ¦¥©¨pÖ©¨N¤W� »K�³�¬µ³�  ¡��>¨ª��¬   Ö¦¡vK¬µ¨ªK¡«¤W�����®¢A¡«��Ä K¬ ��¡>�





\ |Åôq�g|P_���6�}^]�}

_ �U`1�C£Ö¦»KK�®¢n×\Ó6�_.!� ×_^s¨ÁÀp¨ª¥¦�®¢n×G`\�sô��gFû�®¤V� H+� Ý § ¢ ª ¢�¿N¡ ËÏ¬Z¯ ¥&®A§W¨I©Nª ¿ § �X�$ Q¡X¢ ¤a¥ ¦]§W¨I©Nª«G¬ ¡M §N®M¥&ª � §Q¯ ×�ñç³?Ë¥©¨>�Pö¾.C¬     ×�`<¬µ¢AÝ�¡£¨fF °ªÞvÞvÞ]H+�
_ °>`1�1À?¥¦¬ �n  ×Dñ��ÏVl� ×ÏË¡v µ¨ªE�v×I�Ë�gFû�®¤V� H+� % §Q¤ Ì�¡ ¼ §Q¤a¥&®A§Q¯ å  ª�¦  § ¼e¼ ¥ � ¦ Ä ª S�X�Z¿Q½E¢ ¤  ¥&§Q¯è � ¦W¥ �Z¡A¡MA¢+�>ñç¨ª¥©³��n VÚ6�nhv�n¥®×�R8>³ª�$BC���ba\¡v¥�h)FI�®âvâv¯]H+�
_ ¸J`i�P¨ªõ®¨ª¥©¨v¨K×+ñ��QVl� ×[�£¨ª¥¦À?¬µ¢n×��>�[�>� ×IVE�K�n¥©¨ª  ¬ ×?.!�ÁÚ�� �Ó¥ �Z¡ §  å  ª�¦  § ¼e¼ ¥ � ¦1§ �Z¿ Û ¡ ¤dcÏª  ì¬�¯ ªJc ¢+�A�v¡N�K ÷
¬   �n�Ke V?¡v>¢n×�R8>³ª��BC���ba\¡v¥�h)FI�®âvâvÞ]H+�
_ Ãf`i�P¨v¢IÖ¦¡£¢n×1ñ��)�L�!����)¤W��ê6  ¬ Àv�n¬ ¥©¨K� Ë % §Q¤ ¡ ¼ Á ¤a¥&®A§ � ª ¢ ¬ ½ ¯ ¡M�¡M� ª ¢+×X�^¡v  ��Ö¦¬ �}¤K¨V?Ù:ñ�×>¸£°fFI�®âvâ£áNHXUW¸?Ø®öøÃ£¸K�
_ á>`i�^�®¨ª  �v×��C�Vñ��C`\� Ý ± ®M¯ ¥ � ¦�¥ � ¤ Ì�¡S¿Q½ §Q¯ ¢ ¥ ¼ ¬Z¯ ¡�Å §Q¯ ¦]ª  ¥�¤ Ì ¼ ×GB6¨ÁÀp¨ª )¹*�®¢A�®¨ª¥©³A�b`<¡ªö§v¬µ¢IÖ¦¬µ³n¢-[6»>¨pÖ¦�n¥¦  �v×K°fFI�®â£áváNHXU>°ª¯vâpöI°£Øp¯K�
_ ¯J`i�^ µ¨ª>¤V×W¹'���� Û ¡ c�¬�¥ � ¥�¤ ¡ å ¥   ªQ¤a¥ � ¦ «-½ ¯ ¡X¢ÓÄ ª  ¤ Ì�¡ Í�¥ ¼ ¬Z¯ ¡�Å % ¡ ¤ Ì ª ¿p×>ñç¨pÖ��K�n�«¨pöÖ¦¬µ³n¢P¡ªú:ê6���n¥©¨pÖ¦¬ ¡v>¢P¹*�®¢A�®¨ª¥©³A�<×K°fFI�®â?ØvØWHXUV�®Þv¸pö©�®Þ?Ø?�
_ Ø[`�Ó^¨ª¥©¤W¡£¢A¡>×ªÚ��£ñ�� « % ØM¤¾ª ¿ ª�Í�¥ ¼ ¬Z¯ ¡�Å ( ¡M�Z¡M §Q¯ ¥ Ô?§ ¿ ªNÜ º�¼ §�Û�ª   §+ËÏ¬  ª Å ¥ ¼ §W¨I©Nª�Ùå  ª�¦  § ¼ §W¨I©Nª��Ó¥ �Z¡ § +�]^1�®¢A�*¤W�CÚ6¡v»WÖ¦¡v¥©¨ª���n£Ö¦¡>× = K¬ Àv�n¥©¢A¬µ¤K¨v¤W�*¤W�J�1Àv�n¬ ¥¦¡>×Q�1Àv�n¬ ¥¦¡FI�®âvâ£°NH+�
_ ·J`�ÓÏ�>¨ª¥¦K�®¢n�M�!� «G¬Z¤a¥ ¼ §Q¯ ¥�¤ ± § �Z¿�¿N¡ ¦ ¡M�Z¡M §N® ± ¥ � ¯ ¥ �Z¡ §  ¬  ª�¦  § ¼e¼ ¥ � ¦ ×n�:³�¡vK¡v����Ö¦¥¦¬µ³n¨°ªÞfFI�®â£áv°NHXUV�®¯vÞpö©�pØvØ?�
_ âJ`�Ó:»KKK¬ K§N�>¨ª<×p÷G�].!� Ë Ý ¯ § ¢A¢ ª Ä �Ó¥ �Z¡ §  å  ª�¦  § ¼ ¢ § �Z¿ Ý ª �$ Q¡M ¤a¥&×M¯ ¡ ¤¾ª
Û ¡ ¤dcÏª  ìå  ªN×M¯ ¡ ¼ ¢+×lê6���n¥©¨pÖ¦¬ ¡v>¢*¹*�®¢A�®¨ª¥©³A�<×W¸K�v×K°fFI�®âv·v¸]HXUK¸v·?Ø®ö8¸vâvÞK�
_ �®ÞJ`'ÚË¨ª£Ö¦õn¬ §>×g��p�Ë� ËÏ¬N¬Z¯ ¥&®A§Q¤a¥&ª ��¢ ª Ä ¤ Ì�¡ Í�¥ ¼ ¬Z¯ ¡�Å % ¡ ¤ Ì ª ¿ ¤¾ªÚ§ ß  § ��¢ ¬$ª  ¤¾§Q¤a¥&ª �å  ªN×M¯ ¡ ¼ ×V¬ �^��1Ó6�C*6¡?¡v�K�«¨ª>¢�Fû�®¤V� H+×¸�*³+Ö¦¬ À?¬ Öi��¡ªú:Ù\¥¦¡W¤W»>³+Ö¦¬ ¡vù¨ª>¤b�C    ¡W³n¨pÖ¦¬ ¡v<×�v¡N�K ÷
¬   �n�Ke V?¡v>¢n×�R8>³ª�$BC���#a\¡v¥�h)FI�®â£áW�IHXUW¸£áªâpö8¸?Øp¸K�
_ �v�U`'ÚË¨ª£Ö¦õn¬ §>×J��f�Ë� Ý ª ¼ ¬ ½ ¤¾§Q¤a¥&ª � §Q¯�§Q¯ ¦]ª  ¥�¤ Ì ¼ ª Ä ¤ Ì�¡��¡M  ¥ ¢n¡A¿k¢ ¥ ¼ ¬Z¯ ¡�Å ¼ ¡ ¤ Ì ª ¿p×¹*�n��¡v¥AÖC¹Cñì�Á°ª¯v¯K×�^��K�'¹C¨ª>¤çÓ:¡v¥¦��¡v¥©¨pÖ¦¬ ¡v<×�VW¨ª£Ö©¨�ñ�¡vK¬µ³n¨K×�Ó\��FI�®â£áª¸]H+�
_ �Á°>`'ÚË¨ª£Ö¦õn¬ §>×Z��u�Ë� ×<ê6¥©¤W�n<×$�!� ×�÷ù¡v  úû�v×�Ù)� ß Ì�¡ ( ¡M�Z¡M §Q¯ ¥ Ô ¡A¿ Í�¥ ¼ ¬Z¯ ¡�Å % ¡ ¤ Ì ª ¿�Ä ª % ¥ � ¥ ¼ ¥ ÔM¥ � ¦T§b�Ó¥ �Z¡ §  ¬Gª  ¼·º �Z¿N¡M �Ó¥ �Z¡ § ��X�Z¡ Â ½ §Q¯ ¥�¤ ±=«-¡X¢ ¤  §Q¥ � ¤ ¢+×pÙD¨v³�¬ ¾�³g�v¡v»K¥Aö>¨ª V¡ªúDñç¨pÖ��K�n�«¨pÖ¦¬µ³n¢n×>áW×>°fFI�®â£áváNHXUl�®·v¸pö©�®â£áW�



w "lÆ 2��3#)����o��>mp��4)�
_ �®¸J`!ÚË¨ª£Ö¦õn¬ §>×$����Ë� �Ó¥ �Z¡ §  å  ª�¦  § ¼e¼ ¥ � ¦f§ �Z¿ è Å ¤ ¡M��¢ ¥&ª ��¢+×KÙ\¥¦¬ >³���Ö¦¡v = K¬ Àv�n¥©¢A¬ Öi�Ù\¥¦�®¢¦¢n×WÙ\¥¦¬ >³���Ö¦¡v�B��FI�®âv¯v¸]H+�
_ �nÃf`!Ú6¬ �®¢IÖ¦�n  ×v¹'� (  §�¬ Ì ß Ì�¡ ª W±p��V?�K¥¦¬ K§v�n¥JFaË¥©¨v¤W»>¨pÖ¦�PÖ¦���?Ö©¢D�n¬ ��«¨pÖ��K�n�«¨pÖ¦¬µ³n¢ndK�pØp¸]H+×BC���ba\¡v¥�hl×V�®âvâ?Ø?�
_ �Áá>`1.C¡W�l�«¨ª<×Q�!� Ý ± ®M¯ ¥ � ¦1¥ � ¤ Ì�¡�¢ ¥ ¼ ¬Z¯ ¡�Å §Q¯ ¦]ª  ¥�¤ Ì ¼ ×v¹*�n��¡v¥AÖD°ªâ?ØÁÃ>×IB6¨pÖ¦¬ >¨ª 8�^»K¥¦�®¨ª»¡ªú�V£Ö©¨ª>¤K¨ª¥©¤K¢n×��¨ª¬ Ö��K�n¥©¢AÝK»K¥¦§�ñçÚ�FI�®â£áª¸]H+�
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