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Reflexividade, antissimetria e transitividade

@ Uma relagdo bindria em X é um subconjunto R C X x X.
Usualmente, em vez de (x;, x;) € R, escrevemos x;Rx;.

@ Sendo / a relago identidade e R~ a inversa da relagéo R
definida em X, esta relacéo é
(i) reflexiva: se I C R (Vx € X xRx);
(i) anti-simétrica: se RN R~ C | (xRy A yRx = x = y);
(iiijtransitiva: se R C R (xRy A yRz = xRz).

@ Umarelagcdo R é uma relacao de ordem parcial se é
reflexiva, anti-simétrica e transitiva.

conjunto parcialmente ordenado (cpo)

Um conjunto parcialmente ordenado (cpo) é uma conjunto
X onde estéa definida uma relagcao de ordem parcial que se
denota por P = (X, <), onde < é a relagao de ordem parcial
definida em X.
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Digrafo de comparabilidade e diagrama de um cpo

@ Dois elementos x,y € P = (X, <), onde P é um cpo,
dizem-se comparaveis se x < y ou y < x, caso contrario
dizem-se incomparaveis.

@ Dados dois elementos x, y € P, diz-se que y cobre x se
x=ye Aze X\ {x,y}talque x <z < y.

@ Uma relagao binaria R definida em X pode representar-se
pelo seu digrafo de comparabilidade que é o digrafo
3(/?) cujo conjunto de vértices é V(@(R)) =Xeo
conjunto dos arcos é A(@(R)), onde (x,y) € A(E(R)) se
e sOse x # y A xRy.

@ No caso da relagéo binaria definir o cpo P = (X, <), 0
diagrama de P ¢ o digrafo B(P) obtido de 5(P)
eliminado os arcos (x, y) tais que y ndo cobre x.
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Diagrama de Hasse de um cpo

O diagrama de Hasse de P = (X, <) é semelhante a B(P),
mas a orientagdo dos arcos é ignorada e é representado no
plano de tal forma que x < y se e sO se existe um caminho
ascendente entre x e y.

Como exemplo, considere-se o cpo P = (X, <), onde

X = {X1 , X2, X3, X4} e

<= {(x1, X3), (X1, Xa), (X2, Xa) }
O diagrama de Hasse de P vem dado por:

X3 X4

X1 Xo
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A funcao ( e o produto de convolucao

@ Dado um cpo P = (X, <), designa-se por funcao zeta de P
a funcéo
|1, sex=xy
o y) = { 0, caso contrario.

@ Esta funcao representa o cpo P.

@ Sendo F(X) o conjunto das fungdes f: X x X — R, com a
propriedade f(x, y) = 0 se x £ y, vamos definir em F(X) o
produto de convolugao f x g = h, tal que

h(x,y) = Dox=z<y (X,2)9(2,y), sex =<y
’ 0, caso contrario.

@ Logo, se fi, o, f3 € F(X), entdo fi = (fo % f3) = (f1 = o) = f3.



Inverséo de Mdbius
oeo

A funcao delta de Kronecker

@ Outra fungcdo bem conhecida pertencente a 7(X) é a
funcao delta de Kronecker, definida por

1, sex=y
o y) = { 0, caso contrario.

@ Esta funcdo ¢ comporta-se como elemento unidade,

relativamente ao produto de convolugao .
Com efeito, sendo f € F(X) e x,y € X,
se x £ y,entdo f(x,y)=0e

(8% F)(x,y) = (F8)(x, y) = £(x,y);
se x X y,entdo (6 f)(x,y) = > y<,<, (X, 2)(z,y) =
f(Xv}/) = ijzjy f(X, 2)5(27}/) = (f* 5)(X,y)
Logo, o« f=1fxd =T
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Elementos inversos (relativamente ao produto de convolucao)

Sefe F(X)étalque f(x,x)#0 Vx e X,
@ entdo existe uma fungdo g € F(X) tal que

1

f(z,y)
X, = - X,Z , se x <Y,
9(x,y) H§Z<yg( 0.y y

que é o inverso a esquerda de f. Com efeito,
(9=f)(x,y) = ijzjyg(xv z)f(z,y) = d(x, ).
@ De modo semelhante se conclui que existe uma funcao
h e F(X) que é o inverso a direita de f, ou seja, f « h = .

@ Tendo em conta a associatividade do produto x,
g=gxd=gx(fxh)=(gxf)xh=5«h=h.
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A funcao de Mébius

A funcao de Mdébius, ., define-se como sendo o inverso
(relativamente ao produto de convolugé&o *) da fungao (.

wxC=C*p=20.

Como consequéncia, >, -, -, u(X,2)((z,y) = d(x,y) se x = y
ou, de modo equivalente,

> u(x,z)=6(x,y), parax=y.

X=z3y

Logo, Vx,y € X taisque x < y

_J sex=y
u(x,y) = — Y imoay (X, Z), SEX <Y
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Formula da inversao de Mobius

Teorema [da inversao de Mébius]

Seja P = (X; <) um cpo finito e considerem-se as fung¢des
f,g: P — R. Entao
g(y) - ijy f(X)7 vy eEP

se e so se

f(y) = >x<y 9(X)u(x, y) Vy € P.

v

Prova. Sem perda de generalidade, vamos assumir que P tem
elemento minimo O.

(=) Considere-se a fungao ' : X x X — R tal que

F(z,x) = f(x), sez=x,
’ 0, caso contrario.

eafungdo g = ' = (.
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Prova do teorema da inversao de Mébius (continuacao)

Entao, Vy € P,
ay) = D fx)= > f(0.x)= > F(0,x)¢(xy)
X=y 0=x=y 0=x=y

= (f=0)(0,y)=9'(0,y).

Adicionalmente, dado que f' « ( = g’ < ' = g’ * 1, vem

fly) = f(0.y)=(g+m)0.y)= > g0 x)uxy)
0=<x=<y
= > a()ux.y).
X=Xy

(<) A prova da implicacao reciproca é semelhante.
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O numero cromatico de um grafo

Definicao [coloracao, coloracao propria e k-coloracao]

Seja G um grafo cujo conjunto de vértices é V(G) e o conjunto
de arestas € £(G). Uma coloracao dos vértices de G é uma
funcdo f: V(G) — {1,...,k}. Se para todas as arestas do
grafo se verifica a |mpI|cagao ij € E(G) = f(i) # f(j), a

coloracao diz-se propria e, independentemente da funcao f
ser ou nao sobrejectiva, também se designa por k-coloracao
prépria de G.

|
~
N

Definicao [numero cromatico]

O menor k para o qual G admite uma k-coloracao prépria dos
seus Vvértices designa-se por numero cromatico de G e
denota-se por x(G).




Coloragbes de vértices em grafos
oe

Majorante e minorante para o numero cromatico

@ Dado um grafo arbitrario G, conhecem-se os seguintes
limites inferior e superior para o numero cromatico

w(G) < x(G) < A(G)+ 1,

onde w(G) é o nimero de clique e A(G) o maximo grau
dos vértices.

@ O grafo H representado na figura admite uma 3-coloragao.

@ Umavezque w(H) =3 < x(H)<5=A(H)+1eH
admite uma 3-coloracéo, y(H) = 3.
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Producao de microcircuitos

@ Nos microcircuitos, os fios de ligagcao sdo substituidos por
filmes condutores depositados em camadas.

@ As ligacoes distintas que se cruzam devem pertencer a
camadas que estdo isoladas umas das outras.

inputs

outputs

Exemplo de circuito com varias camadas

Considerando o circuito representado como um grafo cujas
arestas séo as ligagbes i, podemos concluir que duas ligacoes
ij € pq se cruzam se e sé se

(i—p)j—q) <0.



Coloragbes de vértices em grafos
O@0000

Grafos planares e espessura de um grafo

Definig¢ao (grafo planar)

Um grafo diz-se planar se admite uma representagao no plano
sem arestas que se cruzem. Caso contrario, o grafo diz-se ndo
planar.

Definicao (espessura de um grafo)

Dado um grafo G de ordem n, designa-se por espessura
(thikness) de G e denota-se por t(G) o menor numero de
subgrafos de G planares, P, ..., Pyg), disjuntos nas arestas,
cuja uniao é G, ou seja, tais que

onde t = {(G).
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Determinagao do menor numero de camadas de um circuito

Modelo matematico

Na produgéo de circuitos, a determina¢cdo do menor numero de
camadas é equivalente a determinacao da espessura do grafo
que representa o circuito.

Exemplo do circuito apresentado

Considere-se um grafo H onde os vértices sao as arestas do
grafo G que representa o circuito e dois vértices Jjj e pg sao
adjacentes se e s6 se (i — p)(j — q) < 0. Nestas condigdes, a
espessura de G é o menor nimero de subconjuntos em que se
pode partir V(H), em cada um dos quais ndo existem dois
vértices adjacentes.
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Determinagao do menor numero de camadas de um circuito

Figura 2: Grafo das intersecgdes das ligacoes
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Determinagao do menor numero de camadas de um circuito

Figura 2: Grafo das intersecgdes das ligacoes
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Determinagao do menor numero de camadas de um circuito

Figura 1: Exemplo de circuito com varias camadas
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Completacao de coloracoes parciais

Definicao [coloracao parcial]

Uma coloracao parcial dos vértices (ou, simplesmente,
coloracao parcial) de um grafo G é uma coloracao propria de
um subconjunto de vértices W C V(G).

Assim, podemos considerar uma coloracao parcial de um grafo
G como sendo uma fungédo c: W — {1,..., k} tal que

Vi,je WC V(G) ij € E(G) = c(i) # c(j).
Problema: Dado um grafo G com uma coloragao parcial c,
podemos estender esta coloracdo a uma coloracao propria de
todos os vértices de G?
Uma tal extensao, caso exista, designa-se por extensao
cromatica de c.
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O puzzle Sudoku

@ Um Sudoku de ordem n é uma tabela S,,, com n? x n?
entradas divididas por n x n blocos, com n x n entradas
cada, onde devemos escrever n numeros do conjunto
{1,...,n} de tal forma que em qualquer das linhas,
colunas e blocos ndo existam dois numeros iguais.

@ No inicio, algumas das entradas estao preenchidas e o
objectivo é preencher as restantes.

@ Puzzle Sudoku de ordem 2, S,, e respectiva solugéo
4 1]2]3]4

N QL =

342
1 3 21 4
431
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Grafo de um Sudoku

A resolucao de um puzzle Sudoku é um exemplo de
determinacao de uma extensao cromatica de uma coloragao
parcial. Com efeito, basta considerar o grafo a seguir definido.

Definicao [Grafo de um Sudoku]

Dado um Sudoku S, designa-se por grafo de S;,, G(S)), 0
grafo cujos vértices séo as entradas (/,/), com 1 < i,j < n?,
onde dois vértices sao adjacentes se correspondem a entradas
na mesma linha ou coluna ou bloco.

As entradas de S, inicialmente preenchidas definem uma
coloragéo parcial c em G(S;,) e o problema do preenchimento
das restantes entradas corresponde a determinagéo de uma
extens&o cromatica de ¢, com recurso a 1° cores.
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Problemas associados ao Sudoku

@ A partir de um Sudoku, podemos obter outros Sudokus

matematicamente equivalentes, aplicando as operacoes:
@ Permutagéo de simbolos;

Transposi¢édo da tabela;

e Permutacéao de linhas (colunas) que passam pelos

mesmos blocos;

Permutagao de conjuntos de linhas (colunas) que contém

0s mesmo blocos.
Estas operacdes formam um grupo de ordem 9! x 68 x 2
[6].

1 Quantos puzzles Sudoku matematicamente nao
equivalentes existem?

2 Quando é que um puzzle Sudoku tem solucado e quando é
que ela é unica?

3 Qual o numero minimo de entradas inicialmente
preenchidas para puzzles Sudoku com solugao Unica?

(]
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Uma resposta

Conhecem-se mais de 40 000 puzzles Sudoku
matematicamente ndo equivalentes, com 17 entradas
inicialmente preenchidas e solucao Unica [6].

1]2
4 9
5
7 2
6 4
1 8
118
3 7
5 2
Sudoku S3, com 17 entradas preenchidas e solug¢ao Unica.
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Outras questoes

No entanto, a existéncia de um puzzle Sudoku com 16
entradas inicialmente preenchidas e solucao unica é um
problema em aberto.

Outra questao: a existéncia de solugao Unica depende do
namero de entradas inicialmente preenchidas?

9/6(3|5|2[1(4]|7]|8
5172 41163
1/8/43/6/7(15]2|9
6/2/9]1]|5|3|8|4|7
41117 61352
8/3[5|7/4]2|6|9]|1
219|814 |3|5|7|1]|6
3|5|1]6|7]|9|2|8]|4
714/6(2[1]8]9]3]|5
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Resultados sobre puzzles Sudoku

Teorema [4]
Qualquer que seja n € N, x(G(Sy)) = n°.

Teorema [4]

Dado um grafo simples G e um subconjunto de vértices

W c V(G),sejac: W — {1,..., k} uma coloragéo parcial,
onde k = x(G) — 2. Se existe uma extensao cromética de c,
utilizando x(G) cores, entdo o numero destas extensdes € ndo
inferior a 2.

Como consequéncia, dado um puzzle Sudoku de ordem n com
entradas inicialmente preenchidas, se essas entradas nao
utilizam pelo menos n? — 1 nimeros distintos, entdo a solugéo
do puzzle, caso exista, ndo € unica.
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Contraccoes de arestas

Definicao [de contraccao de arestas]

Dado um grafo G e uma aresta jj € E(G), a contracgao de jj
que se denota por G/Jj corresponde a substituir os vértices / e
J por um Unico vértice que se denota por /, /, eliminando a
aresta i/ e arestas e lacetes eventualmente produzidos por esta
operacao. Mais geralmente, dado um subconjunto de arestas
E" = {ey,....ep}, acontraccdo de £’ que se denota por G/E’
€ o grafo que se obtém depois da contraccao das arestas em
E'.

A ordem segundo a qual as arestas ey, . .., e, sdo eliminadas €
indiferente para o grafo G/E’ obtido.



Menores
o] ]

O cpo das contracgcoes de

G G/23

A relacao de contraccao de zero ou mais arestas € uma relagao
de ordem parcial no conjunto das contrac¢gdes de um grafo G.
Dadas duas contracgdes de G, H e F, se H é uma contracgao
de F, escreve-se H < F.

A partir de agora, vamos denotar o cpo das contrac¢cées de
um grafo G por P = (G, <), onde G é o conjunto das
contracgdes de G e < arelacao de contraccao de zero ou mais
arestas.
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Coloracoes parciais e contraccoes

Dado um grafo G, ) # W C V(G) e uma coloragao parcial

vamos considerar o caso especial das c-contrac¢des, cada
umas das quais se obtém de G do seguinte modo:

@ colorimos arbitrariamente os vértices em V(G) \ W,
utilizando A\ > k cores;

@ contraimos todas as arestas cujos extremos tém a mesma
cor;

@ eliminamos os lacetes e arestas paralelas ou com ambos
os extremos em W que eventualmente se produzam.
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A relacao de -contraccao

@ Com uma c-contracgao, as arestas contraidas tém no
maximo um vértice extremo em W, ou seja,

pertencem ao corte (W)
ou ao subgrafo induzido por V(G) \ W,

obtendo-se um grafo com uma colorag¢ao prépria dos seus
vértices.

@ Dadas duas c-contraccoes de G, G; e G», se Go se obtém
de Gj por uma c-contracgao, escreve-se Go <. Gy (ou
Gz <¢ Gy, se G # Gy).

@ Sendo Cg. 0 conjunto das c-contracgdes de G, 0 cpo
P = (CG;07 j)

designa-se por cpo das c-contracgdes de G.

@ E claro que o subgrafo induzido por W é isomorfo aos
elementos minimais de P.
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Um exemplo

A figura a seguir representa o grafo G com uma coloragéo
parcial e os elementos de Cg...

2,

154
2,3 3 2 3 2 3.4
1 4 12 4 14 l
G = G/23 Go = G/12 Gs = G/14 Gs = G/34
3 2,3,4 3,4 2,3
1 24/ 12 1,

= G/{21,14} Gs = G/{23,34} G, = G/{12,34} Gs = G/{14,23}
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O diagrama de Hasse do cpo

Gs

Existe uma correspondéncia biunivoca entre as c-contrac¢oes
com extensdes cromaticas de c e as coloragdes arbitrarias dos
vérticesem V(G) \ W.
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O numero de extensoes cromaticas de

Teoremal3, 4]

Seja G um grafo de ordem n com uma coloragéo parcial
c:WCV(G) —{1,...,k},onde |W| = w.

Se (G, \) é o numero de extensdes cromaticas de c,

utilizando A > k cores, entédo f;(G, \) € um polinébmio em A,

ménico, de grau n — w e com coeficientes inteiros.

Prova. Seja P = (Cg., =) 0 cpo das c-contracc¢des de G.

Para cada c-contraccéo G’ € P, seja f;(G', \) o nUmero de
extensdes cromaticas de c relativamente a G/, utilizando A
cores e seja gc(G', \) o nimero de coloragdes arbitrarias (nao
necessariamente proprias) dos vértices em V(G') \ W,
utilizando as )\ cores.
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Prova (continuacao)

E claro que g:(G',\) = A" %, onde n’ denota o nimero de
vértices de G'.

Se )\ > k, entdo cada coloracao arbitraria de vértices em

V(G \ W, utilizando A cores, define uma extensao cromatica
de ¢ para a uUnica c-contrac¢cdo G" < Cg.. que se obtém depois
da contracgao das arestas com vertices da mesma cor.
Consequentemente,

Ge(G,A) = A" = > £(G,N)
G'=<G

Finalmente, aplicando a férmula da inversao e Mébius, vem

(G A) = > N "uG,G).

G'<G
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Aplicacao ao exemplo anterior

fo(G,A) = Y g<g A" “2u(G G). Logo,

(G, A) = u(Gs, G) + u(Gs, G) + pu(Gz, G) + 11(Gs; G)
+(1(Gr, G) + 1(Gz, G) + w(Gs, G) + (Ga, G))A

(G, G)N2
e, dado que
i(Gs,G) = —(u(Gs, Gs) + u(Gs, Ga) + (Gs, Ga)) = —(1—1—1) = 1;
w(Ge, G) = —(u(Gs, Ge) + 1(Gs, Ga) + 1(Gs, G1)) = —(1 =1 -1) =1,
wGr, G) = —(w(Gr, Gr)+m(Gr,Ga) + u(Gr, Ge)) = —(1 —1-1) =1,
w(Gs, G) = —(u(Gs,Gs) + m(Gs, Gs) + p(Gs, G1)) = —(1 -1 -1) =1
w(Gi,G) = wu(Gz, G) = u(Gs, G) = u(Gs, G) —1;
/L(Ga G) = 1,
(G, \) = 4 — 4\ + )2,



Polinémios cromaticos
@0000

Polinémio cromatico de um grafo

@ Whitney em 1932 mostrou que o numero de coloragbes
proprias distintas dos vértices de um grafo, em funcao do
nuamero \ de cores, € uma funcao polinomial.

@ Birkhoff e Lewis, num estudo realizado em 1946,
baptizaram esta funcao de polindmio cromatico.

@ Dado um grafo G e um conjunto de \ cores, a fungao
f(G; \) determina o nimero de coloragdes (proprias) dos
vértices de G utilizando A cores.

Logo, se A < x(G), entdo f(G;\) =0e

G) = ' A
X( ) AeN:rfT(%v‘r;]/\)>0

@ E facil concluir que f(K,; \) = XA —1)---(A— (v —1)) e
f(Kp; A) >0, paran < A e N.
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Relacao de recorréncia classica

Teorema

Se G é um grafo simples, entdo Ve € E(G)

(G X)) =f(G—e X)) —f(G/e N,

onde G — e e G/e denotam os grafos obtidos de G depois da
eliminacéo e contracgéo da aresta e, respectivamente.

Seja G um grafo simples de ordem n.
@ Géumaarvoreseesbse (G \) = A(A— 1)1
@ Se Géumciclo, entéao f(G. \) = (A —1)"+ (=1)"(A = 1).
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Extensoes dos polinomios das extens6es cromaticas

Teorema [3]

Dado um grafo simples G e um subconjunto de vértices
W C V(G), se Cy ., é o conjunto de todas as coloragoes
parciais c: W — {1,... A} de G, entdo

f(GA) = Y f(GN).

CGCW;/\

Corolario [3]

Dado um grafo simples G e um subconjunto de vértices
W C V(G), induzindo o subgrafo completo K,, = G[W], onde

w=|W|,sec: W— {1,...,w} & uma coloracéo parcial de G,
entdo f(G,\) = (G, \) [T%,' (A — i).
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Exemplo de aplicacao

Vamos determinar o polinémio cromético de Cs, f(Cs, \), com
recurso a coloragao parcial ¢ : W = {1} — {verde}, tendo em
conta que o conjunto das c-contraccdes é constituido pelos
grafos Cs, Gy, Go, G3 € G4 representados na figura a seguir.

2, .3

&
|

2,3 2 3

1 1,3 1,2
Gi = C3/23 Ge=C3/13  Gs = C3/12

1,2,3
Gs = C3/{12,13}
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Exemplo de aplicacao (continuacao)

Tendo presente o conjunto das c-contracgdes, com facilidade
se determina o respectivo cpo, donde vem

fo(CaN) = Y A"'u(G )
G =cCs

= (Gs, C3) + (1(Gs; C3) + u(Gz, C3) +
+1(Gi, C3))A + p(Cs, Ca) N2

= —(u(Ga, Ga) + (Ga, G3) + (Ga, G2) + u(Gs, G1)) +
+(—m(Gs, G3) — (G, Go) — (G, Gi))A + A2

= —(1-1-1-1)+(-1-1-1)A+2

= 2-3\+ X =(A-1)(1-2).

Logo, f(Cs, \) = AMc(Cs, \) = A(A —1)(A = 2).
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