GRUPOS E REPRESENTACOES

Ficha 2 — Primeiro Semestre 2025

Exercicios para pensar, resolver e discutir em classe. A letra G vai denotar um grupo finito, K um corpo,
e V um K-espago vetorial de dimensao finita.

(1) Sejam py : G — GL(V) e p : G — GL(W) duas representagoes, e seja ¢ : V. — W um homomorfismo
de representagoes. Demonstrar que ker()) é uma subrepresentagdo de V' e Im(¢) (a imdgem) é uma
subrepresentacao de W.

(2) O grupo S,, de permutagdes tem uma representagado de permutacdo pper : Sp — GL(C™) definida
por

pper(O')(’Ul, . ,’Un) = (UU—1(1)7 e ,Uo.—l(n)).
Demonstramos no quadro que o espaco C" é a soma direta das subrepresentagoes 1 & Vi, onde Vg
é a representacao standard, dada por
Ve ={(v1,...,0,) €C" : v1 4+ -+ + v, =0}.
Demonstrar que Vi é irredutivel (sugestao: se W C Vg é uma subrepresentacao nao trivial, e v € W,
v # 0, construir a partir de v outros elementos no subespago W que sejam uma base de Vy).

(3) Seja G = S3 o grupo de permutacoes do conjunto {1,2,3}. Seja prg a representacio regular do

exercicio (7) da ficha 1. Demonstrar que
Preg =~ 1 @ Sign @ V2.
(4) Uma representagao de permutagdo de um grupo G é uma representagio obtida como a composicao

Pper © ¥ : G = GL,(C),

onde ¢ : G — S, é um homomorfismo de grupos, e pycr é a representacao de permutagao do exercicio

(2).
(a) Demonstrar que a representagao regular do grupo G é uma representacao de permutacao.
emonstrar que uma representagdo de permutagio é irredutivel se e somente se n = 1.
b) D t tagao d tagdo é irredutivel t 1

(5) Seja p: G — GL(V) uma representagao de G, e seja € : G — GL1 (K) uma representacio de dimensao
1. Seja v € V um elemento qualquer, e definimos

wi=Y elg)™" - p(g)(v) € V.
geG
Demonstrar que W = (w) é uma subrepresentagdo de V', e se W # {0} entdo W ~ & como repre-
sentagoes do grupo G.

(6) Sejam p; : G — GL(V) e pa : G — GL(W) duas representagoes. Seja By = {v1,...,v,} uma base
de Ve By = {wi,...,wy,} uma base de W e seja Bygw = {v1 ® wi,v1 @ wa,..., U, ® wy,} uma
base de V ® W. Demonstrar que para todo g € G

[(Pl & p2)(g)]BV®W = [pl(g)]BV ® [pQ(g)]BW'

(7) Seja pper : Sn, — GL,(C) a representacdo do exercicio (1), e seja x : S, — C o seu caracter.
Demonstrar que para todo o € S,,,

x(o)=#{ie{1,...,n}|o(i) =1i}.
(8) Seja p: G — GL(V) uma representacio, e seja x : G — K o seu carécter. Seja Sym?(V) o produto

simétrico de p (respetivamente Alt?(V) o produto alternado) e seja y, 0 seu carcter (respetivamente
Xa)- Demonstrar que para todo elemento g € G vale

Xs(9) = %(X(Q)Q +x(9%)),



(9) Seja G = Sy. Dar a descomposicao de Vi; ® Vi em soma de representacoes irredutiveis.

(10) Seja V uma representagao de G. Demonstrar que

xv-(9) = xv(9),
para todo g € G.
(11) Seja D4 o grupo diedral de 8 elementos, ou seja o grupo dado pelos geradores e relagoes

Dy:=(r,s : =1, =1, rs=sr1).

(a) Demonstrar que Dy tem 5 classes de conjugacao (por tanto 5 representagoes irredutiveis, uma
delas a representagao trivial).
(b) Demonstrar que o grupo Dy tem 3 subgrupos de indice 2 (por tanto normais). Cada um deles
induz uma representacao irredutivel de dimensao 1.
(¢) Usando as propriedades de ortogonalidade dos carateres, calcular a tabela de carateres do grupo
D, (a representagdo que nao é de dimensdo 1 é induzida de uma representacao de dimenséo 1
do subgrupo normal gerado pela rotacao r).
(12) Seja @ o grupo de quaternides, ou seja o grupo Q = {£1,+i, £j, £k} com as relagdes (de multi-
plicagao):
?=-1, 2 =-1, kK*’=-1, ij=—ji=k.
Calcular a tabela de caracteres do grupo ). Demonstrar que o grupo @ nao é isomorfo ao grupo
D,, mais os dois tem a mesma tabela de caracteres.
(13) Sejam V, W representacoes de G, e seja Hom(V, W) o conjunto de homomorfismos de V em W.
(a) Demonstrar que Hom(V, W) é um K-espago vetorial.
(b) Seja V* a representagao dual de V. Demonstrar que

Hom(V, W) ~V* @ W.
(sugestao: considerar a transformacao linear ¢ : V* @ W — Hom(V, W) dada por ¥(>, fi ®
wi)(v) = 32, fi(v)w)



