GRUPOS E REPRESENTACOES

Ficha 1 — Primeiro Semestre 2025

Exercicios para pensar, resolver e discutir em classe. A letra G vai denotar um grupo finito, K um corpo,
e V um K-espago vetorial de dimensao finita.

(1)
(2)

(3)

Encontrar todas as representagoes de dimensao 1 do grupo Z/n.

Seja p : G — GL(V) uma representacdo. Sejam B; e By duas bases do K-espago vetorial V.
Demonstrar que as representagoes p; : G — GL,(K) e p2 : G — GL,(K) obtidas a partir da base
Bj e By sdo isomorfas.

Seja p : Z/3 — GLa(C) a representagao definida por

=(] ).

Demonstrar que p tem duas subrepresentagoes de dimensao 1. Demonstrar que elas nao sao isomorfas.

Seja p : G — GL(V) uma representagio de um grupo ciclico G (i.e. todo elemento de G é da forma
g™ para algum n € N). Demonstrar que se W C V é um subespago invariante pela acgdo de p(g)
(i.e. p(g)w € W para todo w € W) entao W é uma subrepresentacao de V. Deduzir que todas as
representagoes num C-espago vetorial irredutiveis dum grupo ciclico tem dimensao 1.

(a) Sejam A, B € M, x,(C) duas matrizes que satisfazem A-B = B-A. Demonstrar que existe um
vetor préprio comum de A e de B (i.e. existe w € C" tal que A-w = Aw e B - w = pw para
A peC).

(b) Seja G um grupo finito abeliano, e p : G — GL,,(C) uma representacao irredutivel. Demonstrar
que n = 1.

Sejam p; : G — GL(v) e p3 : G — GL(W) duas representacoes do grupo G. Demonstrar que a

fungao p1 @ p2 : G — GL(V x W) definida por

p1 @ p2(g) (v, w) = (p1(g)(v), p2(g)(w))
é uma representacao do grupo G.

Seja G = {g1,...,9n}- Identifiquemos a base canénica {ej,...,e,} do espago vetorial C* com os

elementos do grupo G (por exemplo via g; <> ¢;, 1 < i <n). A representacao regular do grupo

G e a representacao

preg 1 G — GL,(C),

dada por preg(9)(ei) =e;, onde g - g; = g;.

(a) Escrever as matrizes da representagao preg no caso G = Z/2. Demonstrar que neste caso preg €
isomorfa a 1 @ 6, onde 63 : Z/2 — C* é a representagao que cumpre (1) = —1.

(b) Seja n um numero natural, e seja G o grupo finito Z/n. Seja (, = exp(27i/n) uma raiz n-ésima
primitiva da unidade. Para cada i =0,...,n—1, seja 6; : G — C* a representagao que cumpre
0;(1) = ¢ (em particular, §y = 1). Demonstrar que

Preg 1 DO DO D B Op_1.
Sejam g,h € G. O seu comutador é o elemento
[9.h] = ghg™'h™".
O comutador do grupo G é o subgrupo gerado por comutadores, i.e.
[G.G] = lg,hllg.h € G).

(a) Demonstrar que se G ¢ abeliano, [G, G] = 1.
(b) Demonstrar que [G,G] é um subgrupo normal de G, e G/[G, G] é um grupo abeliano.
(c) Seja p : G — GL(V) uma representacao de dimensdo 1. Demonstrar que [G,G] C ker(p).
Deduzir que p induz uma representacio p : G/[G, G] — GL(V).
(d) Dar as representagoes de dimenséo 1 do grupo Sy,.
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