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1. Rewnterpretacion de las formas mo-
dulares cldsicas

1.1. Formas modulares como formas en SLy(R)

La principal referencia para esta parte es el libro [Gel75]. Recordar que
las formas modulares eran formas holomorfas en el semiplano de Poincaré
h={z€C : (z2) > 0}. Para entender la relacién de estas funciones con
el cuerpo de nimeros racionales, debemos entender como es que este cuerpo
aparece en la teoria. Recordar que el grupo SLa(R) de matrices reales de 2 x 2
con determinante 1 actia en h de manera transitiva, dado que si z = x + iy

es un elemento de b,

. 1/2 .. —1/2 .
Luego podemos identificar h con el cociente de SLy(R) médulo el estabiliza-
dor de 7, o sea

h ~ SLs(R)/SO(2), (1.1)

donde SO(2) es el grupo ortogonal, dado por matrices de la forma
[ cos(0) sin(6)
T(e) - <fsin(9) cos(@)) :

Ejercicio 1. Probar quesi M = (‘é 3) es una matriz de 2x2 de determinante
1 que estabiliza el punto i, entonces existe un 6 € [0, 27) tal que M = r(0).

Por T" vamos a denotar un subgrupo de congruencia, como I'g(V). Para
una primera lectura de estas notas, basta suponer que I' es todo el grupo
SLa2(Z), y vamos a asumirlo en varias ocasiones (diciendo que sucede en el
caso general). A una forma modular f € My (T), le podemos asociar una
funcién ¢ : SLa(R) — C, de la siguiente manera:

o1(9) = flg-1)j(g,i)~F. (1.2)

Es claro que ¢ es cero siy sélo si f lo es. Notar que SLa(R) posee una accién
aizquierda de I' (por el que estudiamos invariancia de las formas modulares),
y una accién a derecha de SO(2) también. Ambas acciones son de vital
importancia para entender las formas modulares como formas automorfas.



Proposicién 1. La funcién ¢ satisface las siguientes propiedades:
1. ¢(vg) = ¢7(g) para todo v € T
2. ¢7(gr(0)) = exp(ik0)os(g).

3. Si f es cuspidal, entonces ¢ es una funcién acotada y

/ 16(g)[2dg < oo.
I'\ SLa(R)

4. Si f es cuspidal, entonces ¢ es cuspidal, lo que quiere decir que para
todo g € SLa(R) y todo v € SLo(Z),

1
/0 ¢r(v(§5)g)dr=0.

Demostracion. 1. Por definicién,

or(v9) = f(vg - 1)j(vg,1) "

=j(v,9- 0" f(g-1)i(v.g-1) Fi(g.1) 7% = ¢y(g).

2. Recordar que SO(2) es justamente el normalizador de 4, con lo cual

o5 (gr(6)) = fgr(0) - i)j(gr(6),i)"
= f(g-1)j(g,r(0) - 1) "j(r(6),7) "% = ¢¢(g) exp(—if) "

3. Como se mencioné en las notas de R. Miatello, la compactificacién de I'\h
se obtiene agregando la cuspide de infinito al semiplano complejo superior
(o finitos puntos para subgrupos de congruencia) y definiendo un abierto
base de él. Si f(z) € My(T), entonces la funcién F(z) = I(2)*2|f(2)| es
invariante por la accién de I'. Ahora si f(z) es cuspidal, decrece de manera
exponencial al acercarse a la cispide de infinito, con lo cual F(z) tiende a
cero al acercarnos a tal cuspide. Luego F'(z) se extiende de manera continua
a un compacto, y por lo tanto estd acotada.

Ahora, si tomamos z = ¢g-i = gfj:s, donde g = (‘cl 3) € SLy(R), entonces

Cx _ 1
J(z) = e con lo cual

i+ b i+ b
r a? + —|f a‘z +
a+d ci+d
Para poder siquiera enunciar la finitud de la integral (que implica que
la funcién estd en un espacio L?), debemos decir con respecto a que medida

estamos integrando. SLo(R) lo podemos parametrizar por (z,y,6), donde
6 € [0,27) (corresponde al compacto), z € (—oo,00) e y € (0,00). Luego la

i +d| 7% = |4 (g)].




medida de Haar es la medida invariante del semiplano de Poincaré d;gy mul-

tiplicada por la medida %d@ (esta normalizacién hace con que el compacto
tenga medida 1). Asi,

1 2T
5(g 2dg:/ /
/F\SLQ(R)‘ ) 2m Jrvp Jo

) dxdy
—/F\hwxﬂy)r? v S =l

or (77 ) ron) [ 5t

donde ||f|| denota la norma de Petersson introducida en las notas de R.
Miatello.

4. Como estamos asumiendo que I' = SLy(Z), la accién a derecha de v es
trivial. Luego, si llamamos z = g - 7, tenemos que

1 1
/qﬁf(’y(%gf)g)dw—j(g,i)_k/ f(z 4 x)dx = ao(f) = 0.
0 0

En el caso general, nos queda la integral no de f, sino de f|[y]x, que corres-
ponde a mirar la expansién de Fourier en otras cispides. Pero el hecho de ser
cuspidal implica que el primer coeficiente de Fourier en todas las cuispides
es cero. ]

Luego a cada forma modular f € Si(I") le hemos asociado una funcién
¢¢ en L*(T'\ SL2(R)). ;Como caracterizar la imagen?

Dentro del conjunto de funciones C*° de I'\ SL2(R) (que son densas en
L?(T'\ SL2(R))), hay un operador que juega un rol fundamental, el llamado
operador de Casimir. Este operador, en las coordenadas (z,y, ), se puede

definir como 52 52 o
A= =+ ——) -y —-. 1.
Y (8:172 + 6y2> Y 9100 (1)

Proposicién 2. La funcién f — ¢; da una biyeccién entre Si(I') y las
funciones ¢ en SLa(R) que satisfacen:

L. ¢(vg) = ¢(g) para todo y € I.

2. ¢(gr(0)) = exp(ik0)dy(9).

3. Ag=—E(k_1)p.

4. ¢ es una funcién acotada y cuspidal.

Demostracién. Corroboremos que ¢y satisface todas las propiedades. Vimos

quesi f € Si(I'), entonces ¢ satisface todas las propiedades salvo la tercera.
1/2

Para ver esta, recordar que ¢y <<y0 zyjll/f> 7“(0)) = f(z + iy)y*/2ei?,
Claramente:



2 aNOf(z i

= o ®s(2,0) = (i) 52y e .
2 2 f(z i

- 3%2 ¢f(zv 9) = 6];(2 )yk/2€ ke'

2 02 f(z f(z — — 7
o« Loz, 0) = (L YM2 4 RO Y21 f ) B (5 — 1)y ),

Luego,

0? 0? 0 0
k242 Y -~ o k/241 I

Como f(z) es holomorfa, los dos primeros términos se anulan. Para probar
la reciproca, necesitamos demostrar que si ¢ satisface las condiciones, y
1/2

definimos f(z + iy) = ¢(9)j(g,i)*, donde g = <y10/2 zy:l/g ), obtenemos
una forma modular. La condicién de invariancia se deduce facilmente de
las férmulas de la demostracion de la Proposicion [IL Lo que resulta mas
complicado con esta definicién es verificar justamente que la funcién f es
holomorfa. Daremos una idea de esta demostracion en la siguiente seccidn.

O]

1.2. Interpretacion del operador de Casimir

Notar que SLa(R) acttia en L?(I'\ SL2(R)) via la accién regular a derecha,
esto es g-¢(h) = ¢(hg), con lo cual podemos considerar las representaciones
irreducibles de SLa(R) en tal espacio. Vamos a denotar por d : SLa(R) x
L?(T'\ SLy(R)) — L?(T'\ SL2(R)) a dicha representacién.

Definicion. Un grupo de Lie es un grupo con una estructura de variedad
diferenciable, para el cual la operacién de grupo y la funcién inversa son
Cc*.

El grupo SLy(R) es un grupo de Lie real, y lo que obtuvimos fue una
representacion de él. Recordar que en general, si G es un grupo topoldgico
localmente compacto, una representaciéon de G es un par (mw, H), donde H
es un espacio de Hilbert, y 7 : G x H — H es tal que (g, f) — 7w(9)f
es continua. Si (m, H) es una representaciéon de un grupo de Lie G, resulta
conveniente estudiar las representaciones del dlgebra de Lie de G.

Definicion. Un dlgebra de Lie es un espacio vectorial g junto con una
operacién binaria [-, -] : g X g — g llamada corchete de Lie, que satisface las
siguientes propiedades:

» (Bilineal) [aX +bY, Z] = a[X,Z] +b]Y, Z] y [X,aY +bZ] = o[ X, Y] +
bX, Z].



» (Alternada) [X, X] = 0.
» (Jacobi) [X,[Y, Z]|+ [Z,[ X, Y]]+ [Y,[Z,X]] =0.

Todo grupo de Lie tiene asociada un algebra de Lie, que estd dada como
espacio vectorial por el espacio tangente en la identidad, y el corchete esta
dado por la funcién exponencial. Recordar que la funcién exponencial es una
funcién

exp:g— G, (1.4)

definida como exp(X) = (1), donde 7 : (—¢,e) — G es tal que y(0) = 1,
v (0) = X y Fx(y(t)) = 7(t), donde Fx es un campo invariante a derecha
asociado a X (lo que implica que y(f) es un morfismo de grupos). La ex-
ponencial es un difeomorfismo local (ya que su diferencial es la identidad).
Luego el corchete satisface

exp(X) exp(Y) exp(X) ' exp(Y) ' = exp(%[X, Y+, (1.5)

donde los puntos suspensivos quieren decir que son términos de orden al
menos 3.

Ejercicio 2. Probar que si G = SLy(R), entonces su dlgebra de Lie esta
dada por las matrices de traza cero, la exponencial es la exponencial usual
de matrices, y el corchete estd dado por [X,Y] = XY - Y X.

Si (m,H) es una representaciéon de un grupo localmente compacto G,
decimos que f € H es C' si vale que para todo X € g existe el limite

d

= G| HEX)f = im et X)f - ). (16)

m(X)f
Recursivamente, decimos que f es C* si es C' y m(X)f es C*~1 para todo
X € g. Definimos el espacio de vectores suaves H* como el espacio de
vectores f que estdn en C* para todo k € N. Por definicidn, el 4lgebra de Lie
g de G actiia en H*. No es dificil ver que 7[X,Y] = 7(X)n(Y) —7(Y)m(X),
con lo cual (7, H) es una representacion de g.

Proposicion 3. El subespacio H* satisface:
s H es (G invariante.
m H* es denso en H.
Demostracion. Ver [Bum97, Proposicién 2.4.2]. O

Supongamos que (7, H) es una representacién unitaria e irreducible de
G, y sea K un subgrupo compacto de G (nuestro interés es en G = SLa(R)
y K =S0(2)). Luego podemos estudiar la restriccién a K de nuestra repre-
sentacién. Si 7 es una representacién irreducible de K, denotamos por H, el



subespacio de H donde K actia por 7. Por el teorema de Peter-Weyl (ver
por ejemplo [Bum97, Teorema 2.4.1]),

1
H=H-. (1.7)

Una representacion se dice admisible si los subespacios H son de dimensién
finita. Vale que toda representacién unitaria irreducible de SLa(R) es admisi-
ble, con lo cual en la descomposicion anterior los espacios H, tiene dimensién
finita. Notar que en dicha descomposicién, los vectores cuya proyeccién a los
subespacios H; son cero para casi toda representacién (salvo finitas), son
densos y tienen la particularidad de que si miramos el subespacio

m(K)v = (r(k)v : k€ K),

es de dimensién finita. Los vectores K finitos son los que satisfacen esta
propiedad, y denotamos H y;, es subespacio de vectores finitos. El compacto
K actia en Hy;,. Sea Hy = Hyp;, N H™.

Proposicion 4. El subespacio Hy es denso en H, y tiene una estructura
de (g, K)-médulo. Ademds, ambas representaciones satisfacen la compatibi-
lidad

m(gr(X)r(g ") f=7n(Ad(9)X)f, VXeggeK. (L8

Demostracion. Mirando la descomposicién , es claro que H2® = H* N
H, es denso en H., con lo cual la primera afirmacién se deduce del he-
cho de que sumas finitas de vectores suaves es suave. La compatibilidad es
inmediata. O

Recordar que al algebra de Lie g podemos asociarle su algebra envolvente,
que se define como

U(g)zé@ﬁg/[, [=(X®Y-Y®X-[X,Y] : X,Y €g). (1.9)
k=0

Donde ®ﬁ§g es el producto tensorial usual, y el producto esta dado por el
producto tensorial ®'g x ®/'g — ®T/g. Es casi inmediato que cualquier
representacién de g se extiende a una representacién de U(g) (por preservar
el corchete, ver [Bum97, Proposicién 2.3]).

Proposicién 5. Sea V un (g, K) modulo admisible irreducible, y sea 3 un
elemento del centro de U(g). Entonces 3 actiia como un escalar en V.

Demostracion. Como X es un elemento del centro, Ad(g)3 = 3, con lo cual
la accion de K conmuta con la de 3. Luego X deja fijo los espacios V; de
(1.7). Como estos son de dimensién finita e irreducibles, por el Lema de
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Schur, V; actiia como un escalar en cada uno de ellos. Por otro lado, si A es
un autovalor en algin espacio, y miramos V) = {v € V' : 7(3)v = v}, esto
es un subespacio no vacio, e invariante por la accién de g (porque 3 conmuta
con g) y de K. Como V es irreducible, V), = V. O

En nuestro caso, K = SO(2), que es un grupo abeliano compacto, con lo
cual sus representaciones estan dadas por caracteres. Las mismas estdn para-
metrizadas por los enteros, y estdn dadas por xx(0) = e™*? Tuego cualquier
representacion admisible de SLa(R), se descompone como

V=Vvk).

kEZ

El conjunto 0 = {k € Z : V (k) # 0} se llama el conjunto de K -tipos.
Tomemos los siguientes generadores de U(g):

N N A~

R=(98), L=0%) vy H=(}%). (1.10)

Es facil ver que satisfacen las relaciones: [H,R] = 2R, [H,L] = —2L y
[R,L] = H. Si definimos

—4A = H? + 2RL + 2LR,

(donde multiplicacién es en U(g)), entonces vale que A es un elemento del
centro de U(g) (ver [Bum97, Teorema 2.2.1]) que se llama Casimir. Para
relacionar el operador de Casimir, con el introducido en la seccién anterior,
es preciso extender la accién de g a su complexificacién (para poder hacer un
cambio de coordenadas acorde). Si V' es un (g, K)-mddulo, podemos mirar
la complexificacién de V', dada por Vo = V ®g C. A la vez, podemos mirar
la complexificacion de g, donde el espacio vectorial es el complexificado,
y el corchete lo extendemos de manera que sea C-bilineal. Definamos los
elementos

11 i 11 —i 0 —i
R_2<i —1)’ L_2<—i —1) Y H_<z' 0)‘ (L.11)

Estos son conjugados a los anteriores por la matriz —% ( L ), con lo cual

satisfacen las mismas relaciones (y dan el mismo A por estar en el centro).

Si V es un (g, K)-modulo irreducible, sabemos que
V=3 V(k),
k

donde cada V (k) es de dimensién finita. Denotemos W = (9 7!).

Proposicién 6. En la notacién anterior valen.



1. W¢ = ik¢, con lo cual Ho = k.
2. V(k)={veV : Hv=kv}.
RV (k) C V(k+2).

LS

LV(k) C V(k —2).

5. Cada V (k) es de dimensién a lo sumo 1, y si V(5), V(k) son no nulos,
entonces j =k (méd 2).

Demostracion. (1) Por definicién, si ¢ € V(k), We(g) = & }tzo (g exp(tW)).
Como exp(t (Y 1)) = (Cos(t) —sin(t) )’

sin(t) cos(t)

dWé(g) = d

5| exp(ikt)o(g) = ikd(g).

t=0

(2) Es claro de (1).
(3) Recordar que [H, R] = 2R, con lo cual

HR$ = [H,R|¢ + RH¢ = 2R¢ + Rko = (k + 2)Ro.

Luego de (2) se obtiene el enunciado. (4) se obtiene de una cuenta similar.
(5) Sea V (k) no nulo, y tomemos ¢ un elemento no nulo en él. Luego podemos
mirar

W =CoaPCR" ¢ & CL"¢. (1.12)

n>0 n>0

Si vemos que esto es un (g, K)-submdédulo no nulo, por ser V irreducible
deben coincidir, lo que demuestra la primera parte. Basta calcular RL¢
y LR¢. Sabemos que A actiia por un escalar en V, denotémoslo por A.
Utilizando que —4A = H? + 2RL +2LR = H?> —2H +4RL,y ¢ € V(k),

tenemos que
—4\p = A¢p = (k* + 2k)¢ + ALR) = (k* — 2k)¢ + 4RL¢.

Luego tanto LR¢ como RL¢ estdan en C¢. La segunda parte es automatica
ahora, dado que sabemos que los espacios indexados por pares son invarian-
tes, y los impares también, luego al ser el espacio irreducible, uno sélo de
ellos puede ser no nulo. ]

Recordar que denotamos por d : g x C®°(SLa(R)) — C*®°(SLz(R)) la
accién regular a derecha. Dada f € Si(I'), su representacién asociada estd
dada por el médulo que ¢f genera via dicha accién, o sea Vy = SLa(R) - ¢y.
Miréndolo como (g, K)-mdédulo, sabemos que al restringir la representacion
a K se descompone como

Vi=> Vi(j).

JEZ



Proposicién 7. La representacién V; es irreducible. Mas atin, vale:
1. Agy = %(1 — %)(ﬁf, y actia de igual manera en V.
2. Vy(j)=0sij<k.
3. Vi(k) = Coy.
Demostracion. Como vimos anteriormente, la acciéon de dH es diagonal en

cada sumando, con lo cual basta calcular la acciér} de dL y dR. Como L =
3(H — 2iR — H), vamos a calcular la accién de dH y dR en ¢y.

or (Vo "0k ) (5D) =

1/2

dR¢; (yo zf:/f) a

T dt|,_,
d 1/2 ,.—1/2,1/2 d . 8f .
a Yt/ oy 2420\ 4 k)2 _ k24190
gl _ % ( 0 4z ) gl _ Y fliytatty) = y* = o (z+iy).
N yl/2 py=1/2\ i yl/2 gy=1/2 et o .
o (Y ) = il or (0750 ) (5.2)) =
d th k)2 (5 2t k/2 , of ,
g Y e +a) =yt k(e +iy) 2y (e +iy) ) -
=0 Y

Juntando todo, tenemos que

dL(¢) = %yk/QH(—Qi) <g‘£(z) - i‘;i(z)) _o, (1.13)

por ser la funcién f holomorfa.

Calculemos la acciéon de —4A en Vy. Como V; es el generado por ¢ y
el operador de Casimir estd en el centro, su accién es igual en todo V}, con
lo cual basta calcularla en ¢f. Recordar que

—4A = H? + 2RL + 2LR. (1.14)
Sabemos que L¢s = 0, con lo cual
—4A¢; = (H* +2LR)¢; = (H* — 2[R, L))p; = (H* — 2H)p;.  (1.15)

Sabemos que He¢s = —k¢yg, con lo cual —2A¢; = (k* — 2k)¢ ;. Dividiendo
por —4 obtenemos (1).

Para ver (2), sabemos que Loy = 0, resta ver que pasa al aplicar LR¢y.
Como tanto el operador de Casimir como H actian de manera diagonal
en Vy(k), de (1.15) se ve que LR¢p; es un miltiplo de ¢;. En general, si
calculamos LR"¢¢ (con n > 2), utilizando , vemos que LR"¢r es
un multiplo de R"_1q5f mas RL(R"_quf). La hipétesis inductiva dice que
LR”_1¢f es un multiplo de R”_ngf, con lo cual LR"¢ es un multiplo de
R ¢ ¢. Esto termina la demostracion. O

10



Observacion. El punto crucial de esta construccién, es que en la represen-
tacién Vy asociada a f, el elemento ¢y es un vector de peso minimo, en el
sentido que genera el primer subespacio no nulo.

Terminemos ahora la demostracion de la Proposicién 4: al tomar una
funcién ¢; como en el enunciado, la representacién que obtenemos tiene
autovalor para el Casimir %(1 — %) Haciendo una cuenta parecida a las
hechas anteriormente, es facil verificar que la representacién como (g, K)-
moédulo que induce es exactamente como la descripta en la Proposicién [7]
Luego Loy = 0, lo que por implica que la funcién es holomorfa.

Observacion. Lo fundamental del operador de Casimir, es que C[A] es el
centro de U(g), con lo cual es (salvo escalares) el inico operador que conmuta
con la accién de K (y por lo tanto se diagonaliza).

Definicién. La representacién de GLg(R) descripta anteriormente se llama
serie discreta de peso k.

11



2. Formas automorfas como formas en
los adeéles

Al pensar a las formas modulares como formas de SL2(R), nos surge el
problema natural de tratar de definir a los operadores de Hecke en ellas.
Dichos operadores no tienen una definicién elemental en este mundo auto-
morfo. Es por esto que necesitamos extender el dominio de definicién para
incluir los adeles y asi si poder definirlos.

2.1. Adeles e idédes

El anillo de adeles fue introducido por Claude Chevalley (1909-1984). En
estas notas (y durante el curso), utilizaremos esta nocién solamente para el
caso de cuerpos de nimeros. Son de gran utilidad en la teoria algebraica de
numeros. Algunas referencias son [Neu92|, [Stel2],[Wei95], [Mil14].

Sea Q el cuerpo de ntimeros racionales. Una valuacién en QQ es una fun-
cién v : Q\{0} — Z que satisface:

» v(nm) = v(n) +v(m).
» v(n+m) > min{v(n),v(m)}.

A veces resulta 1til extender la valuacién a todo el cuerpo, decretando que
v(0) = oo. Los ejemplos que vamos a considerar de valuaciones son los
siguientes: dado p un primo (que podemos suponer positivo), todo nimero
racional no nulo lo podemos escribir de manera tinica como p" 4, donde r € Z
y pt ab. Esto nos permite definir una funcién

vp : Q\{0} — Z, Up (pr%) =r. (2.1)

Es facil ver que esta funcién es una valuacion, y se la denomina la valuacion
p-ddica.

Ejercicio 3. Probar que si p es un ntimero primo, entonces v, es efectiva-
mente una valuacién.

12



Ejercicio 4. Probar que si miramos al anillo de polinomios Q(z), y defini-
mos la valuacién dada por el orden de anulacién en cero de un polinomio no
nulo, satisface las propiedades de una valuacién.

A una valuacién v uno puede asociarle un valor absoluto sobre el cuerpo.
Si elegimos @ € R de manera que 0 < a < 1, entonces definimos el valor
absoluto no-arquimedeano

|.|U:Q—>R20, por
(M) sim £ 0.
Im|, =

0 sim =0.

Distintas elecciones de o dan valores absolutos equivalentes, en el sentido

que dan los mismos los abiertos. El valor absoluto p-adico es el asociado a

la valuacién v, tomando la normalizacién usual o = %. El mismo se denota

’ _ 114 —
por [mlp. Asf, [3|3 =3 v [5ls = 9.
Claramente el valor absoluto | . |, asociado a una valuacién satisface:

1. |m|, =0siy sélosim=0.
2. |nm|y = |n|y|mly.
3. |n+m|y < max{|nly, |m|,}.

La ultima desigualdad, implica la desigualdad triangular clasica, pero es
mucho mas fuerte que esta (y se suele llamar ultramétrica).

Ejercicio 5. Probar que con el valor absoluto p-adico, el conjunto de niime-
ros enteros estd acotado. Mas atn, |n|, < 1 para todo n € Z (o sea todos
los nimeros enteros estan a distancia a lo sumo 1 del cero).

No es dificil ver que un valor absoluto sobre un cuerpo satisface la pro-
piedad ultramétrica si y sélo si los enteros estén acotados (ver [Mill4l, Pro-
position 7.2]).

Teorema 8 (Ostrowski). Todo valor absoluto no trivial de Q es equivalente
a uno de los siguientes:

» El valor absoluto clésico |z|sc.
» El valor absoluto p-adico |z|, para algin primo p.

Recordar que la condicion de que dos valores absolutos sean equivalentes
es que den los mismos abiertos en el conjunto. Para la demostracién, ver por
ejemplo [Mill4, Theorem 7.12].

Ejercicio 6. Probar que los valores absolutos que aparecen en el Teorema
de Ostrowski son todos no equivalentes.
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Para tener una manera unificada de hablar de los distintos valores ab-
solutos, se suele introducir la nocién de lugares, donde los lugares estan
compuestos por los valores absolutos no-arquimedeanos (correspondientes a
los niimeros primos), y uno extra asociado al valor absoluto usual, denomi-
nado lugar del infinito.

Dado un valor absoluto en un cuerpo, podemos completarlo con respecto
a dicho valor absoluto.

Ejercicio 7. Probar que al completar un cuerpo con respecto a un valor
absoluto obtenemos nuevamente un cuerpo, o sea las operaciones se pueden
extender a la completacién, y siguen satisfaciendo los axiomas de un cuerpo.
Probar a la vez que el valor absoluto se extiende a la completacién.

Si completamos a los niimeros racionales con el valor absoluto clasico,
obtenemos el cuerpo R de niimeros reales. No obstante, si completamos a
Q con el valor absoluto p-adico, obtenemos otro cuerpo, que notamos por
Qp. Por ejemplo, la sucesién {p"},cn tiende a cero en Q,. Esto permite
caracterizar al conjunto de nimeros p-adicos como sumas

Q= Z app” : an €4{0,...,p—1}

n>Nog
Ejercicio 8. Probar esta caracterizacién de la siguiente manera:

» Probar que todo entero tiene una tal descripcién (como suma finita),
que corresponde a mirar al niimero en base p.

» Probar que si {a,} es una sucesién de Cauchy con el valor absoluto
p-adico, entonces los primeros términos de tal expresién se vuelven
constantes a partir de un cierto n.

= Probar que si n € Z es coprimo con p, entonces % tiene una tal ex-
presién. (sugerencia: invertir la expresién de n formalmente). Deducir

que todo racional se escribe de esta manera.

= Terminar el argumento.

De manera andloga, podemos definir Z, como el completado de Z con
respecto al valor absoluto p-adico. Notar que todos los elementos asi cons-
truidos dentro de @, tienen valor absoluto a lo sumo 1. Es facil ver que

Zp={z€Qy : |z|, <1},

o sea corresponde a la bola unidad. Notar que Z,, es cerrado (por definicién),
y a la vez es abierto, porque el valor absoluto p-adico toma un conjunto
discreto de valores (asi no alcanza ningtn valor entre 1 y p, luego podemos
definir Z, como la bola abierta de radio 3/2). Esto hace con que Q, sea
totalmente disconexo como espacio topolégico. Notar que Z, es compacto
(por ser cerrado y acotado). Este hecho serd de vital importancia.
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Ejercicio 9. El propdsito de este ejercicio es probar que 4/—1 es un elemento
en Zs. Como vimos antes, todo elemento de Zs se puede escribir como

ap+ai-5+as-52+az-53+---
Luego debemos determinar los coeficientes a,.
= Probar que existe un ag que hace que a% = —1 (méd 5).
» Construido ag, probar que existe a1 tal que (ag+5a1)? = —1 (mdd 25).
= Demostrar el enunciado con algtin argumento inductivo.

Luego no sélo Q5 es un cuerpo totalmente distinto a R, sino que hay
polinomios que tienen raices en él, pero no son reales.

Teorema 9 (Férmula del producto). Sin € Q, entonces

nl TT Inlp = 1.

p primos

La demostracién es totalmente elemental, y la dejamos como ejercicio
para el lector.

Sea S un conjunto finito de lugares que contenga al lugar del infinito.
Definimos al conjunto de S-adeéles, y lo denotamos A%, al conjunto

A%ZHZPXHQPXR. (2.2)

pES peS

Este anillo es un anillo topoldgico con la topologia producto. El anillo de
adeles es la unién sobre los conjuntos S-finitos de los conjuntos A(%. Equiva-
lentemente, podemos definir los adeles como el producto directo restringido
con respecto al maximal Z, para los primos finitos, donde la topologia es la
producto. Asi, Ag resulta un anillo topolégico localmente compacto.

Notar que claramente Q es un subanillo de Ag, donde podemos pensar
los nimeros racionales como vectores infinitos del mismo elemento, y es claro
que cualquier nimero racional r estd en Z, para todos los primos p salvo
finitos (que dividen al denominador), con lo cual es un adele.

2.2. Formas modulares como funciones de los adéles

Queremos extender las definiciones de los adéles a otros grupos, como el
grupo de matrices de 2 x 2. Dado un primo p, definimos GL2(Q,) al grupo
de matrices inversibles de 2 x 2 con coeficientes en el cuerpo de ntmeros
p-ddicos Q).
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Ejercicio 10. Vimos anteriormente que el anillo de enteros p-ddicos Z, es
compacto. Probar que el grupo GL2(Z,) es compacto. (sugerencia: ver que
es cerrado dentro del compacto Zg).

Andlogamente, al mirar el valor absoluto usual, y su completacién, de-
notamos por GLy(R) al grupo de matrices de 2 x 2 con coeficientes en el
cuerpo de numeros reales R. Con todos estos grupos, queremos formar al
grupo GLa(Aq), el grupo de matrices de 2 x 2 con coeficientes en el anillo
de adeles.

Dicho grupo se puede definir como el producto directo restringido de
los grupos GL2(Qp) con respecto a los compactos GLa(Zy). Esto es, los
elementos de GL2(Ag) son tiras de elementos (g2,93,...,Js) donde g, €
GL2(Qp) ¥ goo € GL2(R) que satisfacen que para todos los primos p salvo
finitos, g, € GL2(Z)). Sea { K}, un conjunto de subgrupos compactos donde
cada K, € GL2(Q,) (por ejemplo K, = GL2(Z,)) de forma tal que:

» K, = GLy(Z,) para casi todo primo p (o sea todos salvo finitos).
= El determinante det : K, — Z es suryectivo.

Nos interesa particularmente al tratar de estudiar las formas modulares en
S2(Cp(N)), los compactos K, (N) dados por

K, (N) = {((CL Z) €SLa(Z,) : c=0 (méd N)}. (2.3)

Entonces, vale el siguiente resultado.

Teorema 10 (Aproximacion fuerte). Con las notaciones anteriores, la si-
guiente igualdad se verifica:

GLa(Ag) = GL2(Q) GLa(R)* ] Kp(IV).

Demostracion. Ver por ejemplo Teorema 3.2 de [Hid00] O

Luego para definir una forma automorfa en GL2(Ag), tenemos que en-
tender como se comporta en GLg(R)™, como actiia GL2(Q), y como actian
los subgrupos compactos K. Si ¢ € GLa(Ag), lo descomponemos como
g = Ygoko, donde v € GL2(Q), goo € GL2(R)™ y ko € [[, Kp. Dada
f € S(To(N)), definimos ¢5 : GLa(Ag) — C por

$1(9) = f(goo - 1)7(go0, i) %, donde g = ygooko.

El Teorema nos asegura que esto da una funcién bien definida, dado
que es facil ver que GLa(Q) N GL2(R)™ [[, K, = To(N). Juntdndolo con la
Proposicién |2, tenemos:
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Proposicién 11. La funcién f(z) — ¢¢(g) da un isomorfismo entre Sy, (I'g(NV))
y el espacio de funciones ¢ en GL2(Ag) que satisfacen las siguientes condi-
ciones:

1. ¢(vg) = #(g) para todo v € GL2(Q).
2. ¢(gko) = ¢(g) para todo ko € [], Kp.
3. ¢(gr(0)) = exp(ikf)p(g) para todo 0 € [0, 27].

4. La funcién ¢, vista como funcién de GLy(R)" es C™ y satisface la
ecuacion diferencial

5. ¢(zg) = ¢(g) para todo z € Zy = {(69) : tEAé}.

6. (Crecimiento moderado) Para todo ¢ > 0 y todo conjunto compacto
2 de GLa(Ag), existen constantes C, N tales que

6((39)9)| < Clal™.

7. ¢ es cuspidal, o sea

/ ¢ (({%)g)dr =0 para casi todo g.
Q\Ag

Queremos hacer dos observaciones de esta Proposicién.

Observacion. Si en lugar de trabajar con Si(I'g(/V)), permitimos que las
formas tengan Nebentypus, o sea miramos formas en S(I'o(N),¢€), enton-
ces usando la relacién entre caracteres de Z/NZ y los caracteres de Hecke,
podemos asociarle a ¢ un cardcter v : Aa — C* trivial en Q* (esto es el
caso unidimensional de la correspondencia anterior), y obtenemos una fun-
cién ¢; que satisface las relaciones anteriores, pero agregando a la accién
del compacto y del centro a la acciéon de v, o sea reemplazamos 2. y 5. por

2. ¢(gko) = (g)¥ (ko).

5. d(z9) = d(g9)¥(2).
Observacion. Sin entrar demasiado en detalles técnicos, el grupo GLa(Ag)
por ser localmente compacto posee una medida de Haar invariante (consultar
el libro [Bum97| por ejemplo para ver una descripcién explicita, y en realidad
al ser un grupo unimodular no es preciso aclarar si es invariante por al acciéon
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a derecha o izquierda), lo que permite integrar funciones. La definicién de
la medida es compatible con la identificacién

Zng GL2(Q)\ GL2(Ag)/KoKoo = I'o(N)\ SL2(R)/SO(2),

donde Ky = Hp Kp(N) como en (2.3). Luego si queremos integrar ¢y, tene-
mos que

165(g)Pdg = / FEPFEW - o (24

/ZAQ GL2(Q)\ GLa(Ag) To(N)\b Yy

Decimos que una funcién ¢ en GLa(Ag) es de cuadrado integrable si va-
2 .
le que fZAQ GL2(Q)\ GLa(Ag) |p(g)|°dg < oo, y denotamos a este espacio por

L%(GL2(Q)\ GL2(Ag)). Lo que acabamos de ver es que ¢ es de cuadrado
integrable. El espacio de funciones de cuadrado integrable y que ademés
son holomorfas, en el sentido de la Proposicién 7. lo denotamos por

L}(GL2(Q)\ GLa(Ag)).

2.3. Operadores de Hecke

Ahora que podemos pensar a las formas modulares como funciones en
GL2(Aq) de cuadrado integrable, podemos definir a los operadores de Hec-
ke como ciertos operadores de convolucién en este espacio. Esta nocién se
generaliza facilmente a otros cuerpos de nimeros.

Sea p un primo tal que p{ N, con lo cual K,(N) = GL2(Z,). Definimos
H,, como el conjunto

H, = GLa(z,) (1 1) GLa(z,). (25)

esto es el conjunto de todas las matrices de 2 x 2 con coeficientes en Z, de
determinante pZ, . Notar que este es un conjunto que es invariante bajo el
producto tanto a derecha como izquierda por el compacto (comparar con
la seccién 2.3. de las notas de M.Harris). Luego definimos el operador de
Hecke T'(p) como convolucionar a derecha con la caracteristica de H, (en la
componente p-ésima simplemente), esto es

Tw)ols) = [ olah)ih,

Es bastante claro ver que si ¢ € L?(GL2(Q)\ GL2(Ag)), entonces T(p)¢
también es de cuadrado integrable, y ademas satisface las mismas propieda-
des de la Proposicién Para verificar la segunda propiedad, notar que la
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invariancia en todas las coordenadas salvo la p-ésima es clara. En la coorde-
nada p-ésima, notar que GLo(Zy,) H, = H,, y la medida de Haar es invariante

por traslacién, asi
/ ¢(gkohp)dhy, = / ¢(ghp)dh
HP HP

Luego T(p) define un operador tanto en L?(GLa(Q)\ GLa(Ag)) como en
L§(GL2(Q)\ GLz(Ag)).

Lema 12. Si f € Sx(To(N)) entonces p*/2~1T(p)p; = Pr(p)f

Demostracion. La idea de la demostracion es mirar el método de eliminacién
Gaussiana para matrices de 2 x 2, que nos permite dar la descomposicién

disjunta
P 10
p 1
H, = L_% (o 1) GL2(Z,) U <0 p) GL2(Zp).

Como ¢ es invariante por la acciéon de GLa(Z,), y como la medida de Haar
estd normalizada de manera que p(GL2(Zyp)) = 1, nos queda que

P T ()0 (9) = P2 1Z¢< (b 1)+ (o (5 0)) o)

Recordar que ¢(g) = f(goo-7)7(goo, 7). Sea s, € GL2(Q) cualquiera de los
p+ 1 representantes anteriores. Afirmamos que dada k, = (g g) € GLa(Zy),
y sp uno de los representantes, existe un tnico representante s, tal que
5, tkpsp € GLa(Zy) (este es un lindo ejercicio de matrices de 2x2). Definimos
el siguiente elemento de GLa(Ag):

(tp)q:{% S?q#p

S5p sip=gq.

Notar que este elemento no estéd en el compacto (en p no tiene determinante
una unidad), pero el elemento 5,/t, (o sea poner en todas las coordenadas
el mismo elemento, salvo en p, donde ponemos un 1) si lo estd. Luego, si
escribimos g = ygeoko, entonces gt, = v3p(5, goo)(§; Ykot,). Por el ejercicio,
el ultimo término estd en el compacto (claramente lo esta en todas las coor-

denadas salvo la p-ésima), con lo cual ¢¢(gt,) = f(§glgoo -i)j(§glgoo, i)k =

f (%) p~*/2_ Reemplazando en 1’ tenemos la bien conocida férmula

-1
PP EZ (Z+Z)+pk_1f(pz),
P
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Notar que es claro que los operadores de Hecke conmutan entre ellos
(por actuar en distintas coordenadas), y no es dificil ver que son autoadjun-
tos para el producto interno de L?(GL2(Q)\ GL2(Ag)), con lo cual nuestra
correspondencia preserva autofunciones.

2.4. Correspondencia entre formas modulares y
representaciones adelicas

Como vimos anteriormente, en L*(GL2(Q)\ GL2(Ag)) tenemos una ac-
cién natural de GL2(Aq) a derecha. Esta representacion se parte como una
parte continua (que proviene de las series de Eisenstein) y una parte discreta,
que corresponde a las formas en LZ(GL2(Q)\ GL2(Ag)) (i.e. las cuspidales).
Si restringimos la accién regular al espacio de formas cuspidales, se puede
ver que dicho operador es un operador compacto, con lo cual el espacio se
parte como suma (infinita) de representaciones irreducibles, cada una de
ellas con multiplicidad finita. Mas atin, Jacquet-Langlands demostraron que
la multiplicidad de las representaciones irreducibles es exactamente uno.

Toda representacién irreducible en L3(GL2(Q)\GL2(Ag)) de
GL2(Ag) se parte como producto tensorial restringido de representaciones
“locales”, o sea de representaciones de GL2(Q,) y de GL2(RR), luego es muy
importante entender las representaciones de dichos grupos. Las mismas se
conocen completamente, y por ejemplo se pueden ver en [Gel75], capitulo 4
(ver también las notas de M. Harris, seccién 2.4.1 en adelante). La relacién
entre las formas automorfas y las representaciones de grupo GLa(Aq) esta
dada por la siguiente equivalencia:

» Si f € Sp(T'o(NV)) es autofuncién para los operadores de Hecke, el
subespacio generado por ¢; dentro de L3(GL2(Q)\ GL2(Ag)) bajo
la accion de GLa(Ag) es una representacién irreducible, o sea Hy =
TGLy(Ag)®f €8 un subespacio irreducible.

» (Casselman) Sea 7 una representacién unitaria irreducible de GLa(Ag).
Si 7 es tal que aparece dentro de la representacién regular a derecha
de L3(GL2(Q)\ GL2(Ag) y es tal que la representacién my, en la com-
ponente del infinito es una serie discreta de peso k, entonces existe
un nivel N (que se puede definir a partir de las representaciones lo-
cales 7p), y una forma modular f € Si(I'o(/V)) autofuncién para los
operadores de Hecke, tal que m ~ Hy.

Para ver los detalles de esta correspondencia, ver el capitulo 5 de [Gel75]
y las referencias que alli se mencionan.
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3. Formas de Hilbert

3.1. Definiciones y propiedades basicas

El estudio de las formas fue introducido por David Hilbert y por Otto
Blumenthal a finales del siglo XIX. Referencias estandares para su estudio
son los libro [vdG88] y [Fre90], aunque las notas [Bru08] son muy amenas
también. La idea es obtener andlogos de dimension mayor de cocientes del
plano complejo superior. Para facilitar la exposicion, nos concentraremos en
el caso de formas de Hilbert para cuerpos cuadréticos reales (que fueron las
primeras estudiadas), que ya poseen suficiente grado de generalidad, y asi
evitar el uso de indices. Al final diremos como funciona el caso general (que
es totalmente andlogo).

Por K denotaremos un cuerpo cuadratico real, esto es K = Q(\/&),
donde d > 0 es un no cuadrado en Q. Cualquiera de estos cuerpos tiene
exactamente dos inmersiones reales, o sea dos maneras de meter al cuerpo
dentro del cuerpo de ntimeros reales. Ellas estan dadas por:

Tl(a—l—b\/g):a—l-b\/a, Tg(a+b\/g):a—b\/g.

A partir de las inmersiones 71 6 7o podemos mirar al grupo GLy(K) dentro
de GL2(R). Como en el semiplano complejo superior sélo actiian las matri-
ces de determinante positivo, si I' es un subgrupo cualquiera de GLa(K),
denotamos por I't = {y € T' : det(y) > 0}, donde u > 0 significa que
tanto 71 () > 0 como 72(v) > 0.

Notar que no podemos mirar el cociente por la accién de GLy(K)™' da-
do que para que un cociente tenga estructura de variedad, precisamos que
el grupo actuando sea discreto. LLa manera de solucionarlo es tomar no el
semiplano complejo superior, sino dos copias del mismo, y mirar la accién
de GLy(K)™ a través de ambas. Luego, si denotamos por O el anillo de
enteros de K, tiene sentido mirar la accién de GLa(Ok)™ en b x h dada por

a b _ (n(@)z1 +11(b) m(a)ze + 12(b)
(c d> (e z) = <n<c>zl Tr(d) ()2 +Tz(d)> |

Como sucede con el caso clasico, este cociente tiene una estructura de varie-
dad diferenciable, pero no puede ser proyectiva por no ser compacta. Para
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obtener una compactificacién, uno puede agregar las cispides usuales, y con-
siderar no b x b, sino h2UP(K), y la accién de GL2(Ox)™ en dicho espacio,
donde la accién de GLa(O k)T en P*(K) est4 dada por el producto matricial,
osea (2Y)[a: f] = [aa+bB: ca+ dp].

Ejercicio 11. Recordar que todo ideal a de K esta generado por dos ele-
mentos de K, o sea a = {(a, ). Probar que la asignacién entre P'(K) y
clases de ideales de K, que a [a : ] le asocia (o, ) da una biyeccién entre
las cuspides de GL2(Ok) vy el grupo de clases de ideales. Luego, el ntimero de
cuspides necesarias para compactificar el cociente depende de un invariante
del cuerpo, a saber el nimero de clases.

La superficie que obtenemos al compactificar agregando las cuspides (lla-
mada la compactificacién de Baily-Borel), resulta una variedad algebraica
proyectiva (o sea estd dada por ceros de polinomios dentro de algun es-
pacio proyectivo), pero es una variedad singular. El problema es que los
puntos que pusimos para hacerla compacta, son todos singulares (porque
deberiamos haber puesto cosas de codimensién 1, o sea de dimensién 1, que
son curvas, no puntos). Uno puede obtener una superficie no singular me-
diante un proceso de “blow up” de puntos singulares, pero no nos vamos a
preocupar por estos tecnicismos (ver [vdG88| para méas detalles).

El problema de que pueden existir ideales no principales, no solamente
afecta al niimero de cuspides, sino a toda la teoria de las formas de Hilbert,
en esta formulacién clasica. Dado un ideal b, definimos el grupo

GL;(OK,b)_{@ Z) :a,dEOK,bEb_l,ceb}.

Estos grupos son todos maximales (jy no conjugados si by, by pertenecen a
distintas clases de ideales!), con lo cual para estudiar las formas modulares,
debemos mirarlos a todos ellos. Igual que para las formas cldsicas, también
tenemos los subgrupos de congruencias. Dado un ideal n, definimos

To(n, b) = {(‘CL Z) € GL} (O, b) : c€ nb}.

Vamos a denotar por Xg(n, b) al cociente T'g(n, b)\h2UPL(K). Esto tiene
estructura de superficie, salvo las ciispides, y los puntos elipticos (los puntos
donde hay matrices no diagonales que los tienen como puntos fijos) donde
uno deberia desingularizar la superficie.

Definicién. Una funcién holomorfa f : h2 — C es una forma modular de
peso k = (kq, ko), donde k1, ks € N para ['g(n, b) si para todo v = (‘é Z) €
[o(n,b) vale

F(y - (21, 22)) = Ti(det (7)) /7 (det (7)) 72/
(7’1 (C)Zl + 7 (d))kl (7‘2(0)22 + Tg(d))sz(zl, 2’2). (31)
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Denotamos por My (Ig(n, b)) al espacio de dichas funciones.

Notar la similitud con la definicién clasica, salvo que ahora al tener la
funcién mas variables, aparecen productos de los términos j(g,7) del caso
unidimensional. Hay un tema no menor que llama la atencién en la defini-
cién, que es que en ningin momento pedimos que la funcién sea holomorfa
en las cuspides (que si lo pedimos en el caso cldsico). Para poder entender
esto, debemos entender quién es el grupo de isotropia de la ctuspide de infini-
to (las matrices que la fijan), y poder entender en particular el desarrollo de
Fourier de las formas de Hilbert. Es facil ver, que dicho grupo es justamente

S AT X,+ -1
{(0 1) cee0,neb }

Si nos olvidamos de las unidades por un momento (ellas jugaran un rol
fundamental mas adelante), tenemos invariancia por el reticulo b=!, via la
identificacion p — ( (1] 1 ) . Pero si nuestra funcién es invariante por un reticulo
M, al considerar su expansion de Fourier, debemos mirar los caracteres de
dicho reticulo. Ellos estdn dados por las funciones exp(2mi(viz1 + 1222)),
donde (v1,v2) € M+, donde

Mt ={veK : Tr(vp) € ZVu e M},

esto es el dual con respecto a la forma cuadratica dada por la traza (como
se vi6 en las notas de R. Miatello). En resumen, si f(21,22) € Mx(To(n, b)),
su expansién de Fourier es de la forma

f(z1,22) = Z a, exp(2mizym (v)) exp(2mizeme(v)), (3.2)
vebs—1

donde § es el diferente de Ok (su dual con respecto a la forma traza an-
terior). Como la expansién esta definida en términos de pares, la condicién
de holomorfia en las ciispides deberia decir que si v tiene alguna de sus dos
inmersiones negativas, entonces el coeficiente a, es cero.

Teorema 13 (Principio de Koecher). Si f(z1,22) es una forma de Hilbert,
entonces todos los coeficientes de Fourier a, donde 71(v) < 0 0 72(v) < 0
son nulos.

El principio de Koecher dice justamente que la condicién de holomorfia
es automatica para cualquier forma de Hilbert, y por lo tanto no es nece-
sario agregarla. Decimos que una forma de Hilbert es cuspidal si el término
constante de la expansién de Fourier (notar que el 0 siempre estd en el dual
de un reticulo) es nulo en todas las cispides. Dicho espacio lo denotamos

Sk(To(n, b)).
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Observacion. Si el peso k = (ki, ka) tiene las dos coordenadas iguales, se
llama un peso paralelo, y se dice que la forma es de peso paralelo k (estas
son las formas mas interesantes desde un punto de vista geométrico de la
superficie). Si el peso no es paralelo, entonces el Principio de Koecher implica
que toda forma modular es automaticamente cuspidal también.

Si f,g € Mg(T'), y una de ellas es cuspidal, podemos definir un producto
interno entre ellas (el producto de Petersson) de manera similar al caso
clasico, esto es

T dxydyy drodys
(f,9) Z/ f(21,22)9(21,22)y1f1y§2 12 ! 3
I'\ph2 Y1 Y2

. (3.3)

dridy; dxadys
)

Ejercicio 12. Ver que para la accién de SLy(O), ;22 €s una me-
2

dida invariante en h2. Verificar que la integral recién definida converge si
alguna de las dos funciones es cuspidal.

Teorema 14. El espacio vectorial My (I'g(n, b)) tiene dimensién finita.

Existen férmulas para calcular la dimension del espacio de formas cus-
pidales (que se obtienen de aplicar el Teorema de Riemann Roch en dimen-
siones mayores), pero son bastante dificiles de expresar e involucran calculos
de desingularizacién de puntos elipticos y cispides. Ver [vdG88] Proposicién
4.1 por ejemplo para el caso en que no hay puntos elipticos.

3.2. Serie L de formas de Hilbert

Queremos poner toda la informacién de los coeficientes de Fourier de
una forma modular en un objeto analitico que codifique su informacion. El
problema es que hay demasiados coeficientes de Fourier, y los coeficientes de
Fourier de una forma de Hilbert no son todos independientes (como en el caso
clasico), sino que hay muchas relaciones entre ellos, debido a las unidades
(que juegan un rol fundamental como mencionamos anteriormente). Si € €
O es una unidad, la matriz (§9) € To(n,b), y su accién en (z1,22) estd

dada por (71(g)z1, 2(€)22). Luego, si f € My(T),
f(21,22) = 11(e)" 2 ma()™2/2 f (1) 21, T2 (€) 22).

Si miramos la expansion de Fourier de ambos lados de la igualdad llegamos
a la féormula
azy = a1 (e)F1/ 2y ()F2/2, (3.4)

Denotemos por U;g al conjunto de unidades de Ox que son totalmente posi-
tivas. Luego si k es paralelo y e € Ut, 71 (€)*/?m(e)¥/2 = N(e)¥/2 = 1, con lo
cual el coeficiente de Fourier es invariante por esta accién (que da infinitos
valores de v distintos).
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Para un valor cualquiera k, la ecuacién (3.4) implica que la expresion
—k1/2 —ko/2
aym (v) 2y (v) TR/

es invariante por la accién de U}E, 0 sea que es un numero asociado a un
generador totalmente positivo del ideal (). Notar que el exponente elegido
no es unico, si cambiamos ambos exponentes por un mismo numero, también
queda invariante (porque los elementos de UI"(Ir tienen norma 1). Para evitar
problemas que dependen de la normalizacién, vamos a restringirnos al caso
de peso paralelo.

Definimos la L-serie asociada a una forma de Hilbert f de peso paralelo

L(f,s) = Z m: Z N((I;)s, (3.5)

vebs—1/U+ [a]=[b—14]
v>0

donde la suma es sobre los ideales de Ok en la misma clase estricta que b=16
del grupo de clases, y el coeficiente a4 es cualquiera asociado a un generador
totalmente positivo de dicho ideal.

Notar que la suma no involucra a todos los ideales enteros, sélo una
clase del grupo de clases estricto. Para formas de peso paralelo y nivel 1, si
miramos la funcién L completa A(f,s) = D(K)*(2m) 2T (s)2L(f, s), vale

Teorema 15. La funcién A(f, s) se extiende de manera meromorfa a todo
el plano complejo y satisface la ecuaciéon funcional

A(f,s) = (=D)*A(f, k — s).

Demostracion. Ver [Bru08], Teorema 1.44. En dichas notas, sélo se con-
sideran matrices de determinante 1 para el ideal b = Og, pero mirando
cualquier otro maximal, y utilizando la ecuacién funcional para la matriz

(g % ), donde B = N b, la misma cuenta funciona. O

Como veremos en la préxima seccién, para poder estudiar los operadores
de Hecke, es preciso mirar las formas modulares para un conjunto de repre-
sentantes del grupo de clases estricto de K juntas. Sea {by,...,b,} un tal
conjunto de representantes. Definimos

h
My(n) = @Mk(ro(n, bi)). (3.6)
=1

Con lo cual una forma de nivel n es una tupla de funciones invariantes
cada una de ellas por un subgrupo de congruencias diferente. Es en este
conjunto donde podremos definir la accién de los operadores de Hecke. Si
f=(f1,-..,fn) € Mg(n), y m C Og es un ideal cualquiera, definimos el
coeficiente de Fourier ¢(m, f) = a,(f;), donde m = vb;, con v > 0.
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Luego la L-serie de una forma modular de Hilbert f € My (n) es

c(m, f)

L(f,s) = N

Es claro que dicha L-serie coincide con la suma de las L-series de cada una
de ellas.

3.3. Operadores de Hecke

La teoria de operadores de Hecke esta bien explicada en el articulo [Shi7§]
en término de cocientes dobles. La nocién de cocientes dobles es el anélo-
go discreto de la definicién del conjunto H,, de , y la demostracion del
Lema [12| muestra como pasar de clases dobles a coclases a derecha y obte-
ner la formulacién clasica de los operadores de Hecke. A pesar de la gran
utilidad de los cocientes dobles y sus propiedades, resultan un poco avanza-
dos para un primer estudio de las formas modulares (al lector interesado le
recomendamos mirar la referencia clasica [Shi94]).

Lo que vamos a hacer en cambio es dar la definicién del operador de
Hecke en términos de coeficientes de Fourier de funciones en My (n) como

en (3.6).

Definicién. Si f € Mg(n) y p es un ideal primo que no divide a n, el
operador de Hecke T'(p) actuando en f corresponde a la forma modular cuya
expansién de Fourier estd dada por

c(m, T(p)f) = Npc(pm, f) + c(mp~ 1, f),
donde c(mp~t,f) =0si pfm.

Notar que para calcular T'(p)f, es necesario conocer no una sola compo-
nente de la forma f, sino varias de ellas. Solamente los operadores de Hecke
correspondientes a ideales principales estan definidos en cada componente
por separado (y definen una accién en cada My(n,b)).

Como en el caso clésico, el dlgebra de operadores de Hecke con indice
coprimo con n es un algebra conmutativa, y cada operador de Hecke es auto-
adjunto con respecto al producto de Petersson. Existe ademads una familia de
operadores (de Atkin-Lehner) W, para cada primo p | n, y las autofunciones
para todos estos operadores son las que satisfacen una ecuacién funcional.
En resumen, con las definiciones correctas, las formas modulares de Hilbert
se comportan de manera andloga a las formas modulares clasicas.

3.4. Interpretacion automorfa

Queremos hacer el andlogo al Capitulo 2| para formas de Hilbert. Un ideal
primo p de O define una valuacién, y podemos completar K con respecto
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a dicha valuacién. El cuerpo (completo) resultante lo denotamos K. Para
definir los adeles necesitamos considerar todos los valores absolutos de K.

Teorema 16 (Ostrowski). Si K es un cuerpo cuadrético real, todos los
valores absolutos de K son:

» Los arquimedeanos dados por las inmersiones 71,72, 0 sea |x|, =
|7 ()]
= El valor absoluto no-arquimedeano |z|, asociado a un ideal primo p.

Si S es un conjunto finito de primos, los S-adeéles son

A3 = 1_[(‘)p X HKP X Ry xR,y
pES peS

Luego definimos el anillo de adeles como la unién de los S-adéles sobre todos
los conjuntos finitos S. De manera andloga, definimos GLa(Af). Definamos

los compactos Ky(n) como en (2.3), y denotemos K (n) =[], Kp(n).

Teorema 17 (Aproximacion fuerte). Con las notaciones anteriores, la si-
guiente igualdad se verifica:

GLa(hr) - |_| GLa() (1) (GLa(R); X GLa(R)E, x K(w).

donde t; € Aj corresponde al ideal b;l, esto es b; = Hp pe(ti(p)),

En el caso en que el niimero de clases estricto sea 1, entonces aproxima-
cion fuerte dice exactamente lo mismo que en QQ, pero en general hacen falta
todas las superficies Xo(n, b).

Proposiciéon 18. Hay una identificacién entre
GL2(K)\ GL2(Agk)/ (SO(2), x SO(2)r, x K(n)) <> U I'(n, b;)\h>.
i=1

Demostracion. Denotemos por Ko al grupo SO(2),, x SO(2),, y por M; =

1 . .
(0 to> Por el Teorema de aproximacién fuerte, tenemos
3

GL2(K)\ GL2(Ak) /KooK (n) =

h
= |_| GL2(K)\ (GL2(K)M; GLo(R) L, x K(n)) /KooK (1)

h
|_|M GL(R)L K (n)M; N GLy(K))\ GLo(R) L / Koo
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Pero GL2(R)% lo podemos identificar con h? mirando la accién en el pun-
to (i,4), y justamente el estabilizador es K. Es elemental verificar que
M GLy(R)L K (n) M; N GLa(K) = To(n, b;). O

Luego podemos definir las formas automorfas de Hilbert copiando la
definicién clésica, y sabemos que coincide con las formas f € My (n). Esto
justifica el por qué debemos mirar tuplas de funciones en lugar de una sola
de ellas.

Definicién. Una forma automorfa de Hilbert de peso k y nivel K (n) para
K es una funcién ¢ : GLa(Ag) — C que satisface:

1. ¢(vg9) = ¢(g) para todo v € GLa(K).
2. ¢(gko) = ¢(g) para todo kg € K (n).

3. ¢(g(r(01)7,,7(02)r,)) = exp(i(k101 + k262))¢(g) para todo 01,0 €
[0, 2]

4. La funcién ¢, vista como funcién de GLo(R)% es C™ y satisface las
ecuaciones diferenciales

A¢r, = —Ej (23 — 1> ¢, para j =1,2.

5. ¢(z9) = #(g) para todo z € Zy = {(§9) : t € Ax}.

6. (Crecimiento moderado) Para todo ¢ > 0 y todo conjunto compacto
Q2 de GLy(Ak), existen constantes C, N tales que

6((39)9)| < Clal™.

7. Ademas, ¢ se dice cuspidal si satisface

/ ¢ ((§%)g)dz = 0 para casi todo g.
K\Ag

Existe una biyeccién entre las formas automorfas de Hilbert y las for-
mas de Hilbert, que sigue la correspondencia clasica. Ademads, usando las
formas automorfas de Hilbert es claro como definir los operadores de Hecke,
dados como un operador de convolucién, y una demostracién similar a la
dada en el Lema [I2] muestra la buena definicién de dichos operadores, y sus
propiedades.
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3.5. Digresion de formas de Hilbert

Como ya mencionamos en reiteradas ocasiones, las formas de Hilbert son
el andlogo de las formas clédsicas, pero para cuerpos de nimeros totalmente
reales. El trato que le hemos dado hasta aca sigue la linea original de estudio,
y resulta muy fructifero para muchas aplicaciones. No obstante, el hecho de
pasar de una curva (dimensién 1) a variedades de dimensién mayor, tiene
sus claras desventajas. La primera de ellas es de indole computacional, dado
que para calcular el espacio de formas de Hilbert es necesario trabajar con
espacios de dimensién grande para los cuales es dificil calcular la cohomologia
(en la practica, los métodos modernos para calcularlas se separan en dos:
calcular las formas usando funciones theta, como explicado en el curso de G.
Tornaria, o calcular explicitamente la cohomologia de las curvas de Shimura
que se introduciran en el curso de M. Harris).

Un gran problema tedrico es que las formas de Hilbert también deberian
tener representaciones de Galois asociadas, pero esto no es nada inmediato a
partir de su definicién. En el caso en que [K : Q] sea impar, o en que la forma
de Hilbert f posea un primo Steinberg o supercuspidal, esto se puede hacer
gracias a las curvas de Shimura (y serd explicado en el curso de M. Harris).
En general, la manera es mediante un proceso de aproximacion p-adico, y
fue hecho por Taylor.

A la vez, si nos restringimos a formas de peso paralelo 2, estas estdn aso-
ciadas a formas diferenciales, pero ahora la forma diferencial f(z1, z2)dz1dzo
es una 2-forma diferencial de la superficie, o sea que vive en el H?(Xg(n,b),C).
No hay ninguna construccién natural para asociarle un reticulo de rango 2
a una forma modular que sea autofuncién para los operadores de Hecke con
autovalores racionales (como sucede en el caso cldsico). Nuevamente, el uso
de Curvas de Shimura nos permitird en muchos casos poder resolver este
problema también.

3.6. Caso general

A pesar de que s6lo miramos formas de Hilbert para cuerpos cuadriticos
reales, la misma se generaliza de manera directa a cuerpo de nimeros total-
mente real K. Estos son cuerpos de la forma K = Q[a], donde « es raiz de
un polinomio racional irreducible cuyas raices son todas reales. A tal cuerpo
podemos asociarle las llamadas inmersiones reales, estas son todas las ma-
neras distintas de meter al cuerpo dentro del cuerpo de ntmeros reales, y
justamente estdn dadas por enviar « a cualquier otra raiz de su polinomio
minimal (hay justamente n de ellas, donde n es el grado del minimal de «
que coincide con el grado de la extensién [K : Q]). Ahora todas las cuentas
estan indexadas no por dos, sino por n pardmetros, y dichos parametros se
pueden enumerar a partir de las inmersiones del cuerpo K. Notar que el peso
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de una forma de Hilbert estd indexado por inmersiones, y no hay manera de
“ordenarlas”. Todo lo hecho en las secciones anteriores sigue valiendo con
exactamente la misma demostracion, pero hemos obviado las cuentas para
evitar el uso de indices que simplemente dificultan la presentacion.
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