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Capitulo 1

Espacios Topoloégicos

El objetivo de la topologia es poder generalizar nociones que tenemos sobre el conjunto de nimeros
reales a conjuntos abstractos. El objetivo “ideal” seria el de poder clasificar espacios topolégicos, esto
es decir si dados dos de estos objetos, poder saber si son “iguales” o no lo son. Comencemos por
recordar algunas delas propiedades que tienen los nimeros reales. Al hablar de los niimeros reales, no
solamente tenemos en mente el conjunto, sino que también la nocién de poder decir si dos cosas estan
cerca o no, esto viene dado por la funcién valor absoluto. Si a,b € R, en general definimos su distancia
como

d(a,b) = |a—1|.
Ademads, en andlisis vimos que dentro de el conjunto de los nimeros reales existen varios subconjuntos
que juegan un rol preponderante, a saber los intervalos. Recordemos que el intervalo (a,b) se define
como {x €R : a <z < b}. A partir de estos conjuntos, pudimos definir la nocién de un subconjunto
abierto en R.

DEFINICION. Un conjunto U C R se dice abierto si para todo x € U posee un intervalo que
contiene a x y estd contenido en U, o sea, existe € > 0 tal que (z — e,z +¢) C U.

Los abiertos de R satisfacen dos propiedades muy importantes (que dejamos al lector que verifique),
a saber:
= La unién arbitraria de conjuntos abiertos es abierto.
= La interseccién finita de conjuntos abiertos es abierto.
s El conjunto vacio () es abierto, y R también lo es.

En general no es cierto que la interseccién arbitraria de conjuntos abiertos también lo sea.

EJemPLO 1. Si U, = (—1/n,1/n), para n € N, es facil ver que estos conjuntos son abiertos, pero
su interseccién NpenU, = {0}, que no es abierto.

A partir de la nocién de intervalos en R (o conjuntos abiertos), podemos estudiar muchas propie-
dades importantes, como definir funciones continuas, limites de sucesiones, clausuras, etc. El objetivo
es poder generalizar esto a conjuntos arbitrarios.

DEFINICION. Sea X un conjunto cualquiera. Una topologia en X es una colecciéon de subconjuntos
T de X (o sea es un subconjunto del conjunto P(X) de partes de X) que satisface las siguientes
propiedades:

1.0eT.

2. XeT.

3. Unién arbitraria de elementos de T vuelve a estar en T (o sea si U; € T para ¢ € I entonces
Uie[ U, € ‘J')

4. Interseccién finita de elementos de T vuelve a estar en T (o sea si U; € T para i = 1,...,n,

entonces N_,U; € 7).

DEFINICION. Un espacio topoldgico es un par (X,T) donde X es un conjunto cualquiera, y T es
una topologia en X.

Si (X, 7T) es un espacio topoldgico, a los elementos de T se los llaman abiertos. A la vez, decimos
que un subconjunto V' C X es cerrado si su complemento X \ V es abierto.
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2 1. ESPACIOS TOPOLOGICOS

EJEMPLOS. 1. Si tomamos X = R y T como los abiertos de R (definidos anteriormente),
el par (R,T) es un espacio topolégico. Generalmente se denota simplemente como R a este
espacio topologico.

2. Si tomamos X = R?, y T como el conjunto de U C X que cumplen que para todo (xg,%) € U
existe € > 0 tal que {(z,y) € R? : (x —x0)?>+ (y —y0)? < €} C U (comparar con la nocién de
abierto de Anélisis IT). Esto da un espacio topoldgico (que se suele simplemente denotar R?).

3. Tomemos X = {1,2,3,4}, y definimos T = {0, X, {1},{1,2}}. Veamos que esto es un espacio

topoldgico.

Claramente el conjunto vacio y todo son abiertos. Notar que T tiene la particularidad de
que si tomamos dos elementos de él, entonces uno de ellos siempre estd contenido en el otro.
Luego la unién y la interseccién de dos elementos de T siempre vuelve a estar en 7.

4. Tomemos X = {1,2,3,4} como antes, y T = {0, X, {1,2},{2,3}}.

Notar que T no es una topologia, dado que {1,2} N {2,3} = {3} ¢ 7.
5. Supongamos que tomamos X un conjunto cualquiera, y T = {(}, X }. Claramente el par (X, T)
es un espacio topoldgico. A esta topologia T se la llama la topologia trivial.
6. Por otro lado, si X es un conjunto cualquiera, y tomamos 7 = P(X), nuevamente esto da
una topologia en X, que se llama la topologia discreta. Notar que para esta topologia todo
subconjunto de X es abierto.

0

Notar que si fijamos un conjunto X y consideramos a el conjunto 7" de todas las posibles topologias
que podemos poner en X (o sea T = {T C P(X) topologia}), entonces el conjunto T' tiene un orden
(parcial) natural dado por la inclusién. Asi decimos que una topologia T; es mas fina que una topologia
Ta si To C T1 (0 sea T7 contiene todos los abiertos de Ty y a priori alguno mas). Luego con este orden
parcial, existe un elemento que es el mas chico de todos, a saber la topologia trivial, y uno que es el
mas grande de todos, a saber la topologia discreta.

EJEMPLO 2. No es cierto que el orden anterior sea un orden total, o sea no siempre se pueden com-
parar dos elementos. Por ejemplo, si X = {1,2,3} y tomamos T = {0, X, {1,2}}, y T2 = {0, X, {2,3}},
es facil ver que ambas son topologias en X, pero ninguna es mas fina que la otra.

EJERcICIO 1. Si (X, T) es un espacio topoldgico, y #X = 1, entonces T tiene que ser la topologia
discreta, que también es la topologia trivial.

EJERCICIO 2. Si (X, T) es un espacio topoldgico que cumple que los puntos son abiertos, entonces
T es la topologia discreta.
1. Espacios métricos
Hay una gran fuente de espacios topoldgicos obtenidos a partir de una “distancia”.
DEFINICION. Si X es un conjunto, una distancia en X es una funcién
d: X x X —= R,

que satisface las siguientes propiedades:
1. d(z,z) = 0 para todo = € X.
2. d(z,y) #0six #y.
3. d(z,y) = d(y, x).



1. ESPACIOS METRICOS 3

4. d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) para toda terna de elementos (x,y, z) de X (usualmente llamada la
desigualdad triangular).

EJEMPLOS. 1. Si tomamos X = R y definimos d(z,y) = |z — y|, esto da la distancia usual
de R. Notar que d(z,y) = /(z — y)2.

2. Si X = R?, definimos d((z0,y0), (x1,71)) = /(2o — 21)2 + (yo — y1)2. Esto da una distancia en
R? (queda como ejercicio verificar la desigualdad triangular si nunca lo hicieron). Esta distancia
es bastante mas particular, dado que proviene de una norma. A pesar de que esto no lo veremos
mucho en este curso, cabe relacionarlo con cosas vistas anteriormente. Recordar que R? es un R-
espacio vectorial. El mismo tiene un producto interno dado por {(zg, yo), (z1,%1)) = Zox1+Yoy1
(repasar las notas de Algebra II). Un espacio R-espacio vectorial con producto interno tiene
luego una forma natural de medir vectores (o sea definir distancias), y es la dada anteriormente.
Luego en este caso particular, la demostracién de la desigualdad triangular ya fue dada en
Algebra II.

3. En R? podemos definir otra distancia, dada por

d((wo,y0), (z1,91)) = |T0 — 1] + Yo — Y1]-

Dejamos como ejercicio verificar que esta funcién cumple las propiedades para ser distancia.
4. Podemos extender las tltimas dos definiciones a R™, para cualquier n € N de manera natural,
y es facil ver que ambas definen distancias.
5. Sea X un conjunto cualquiera, y definamos

1 sixz#y,
d(%y):{o siz=y

Verificar que esto es una distancia.

6. Tomemos X = Q, y p un nimero primo. Si a € Z es no nulo, entonces por el Teorema Funda-
mental de la Aritmética, sabemos que a se factoriza como producto de primos a potencias. En
particular, podemos definir v,(a) como el exponente que aparece en p al factorizar el nimero
a. Equivalentemente,

vp(a) = méx{n e NU{0} : p~"a € Z}.

Esta funcién satisface las siguientes propiedades:

a) vp(a) > 0 para todo a € Z no nulo.

b) vp(a-b) =wvy(a)+ v,y(b) para todo par a,b € Z ambos no nulos.

¢) Sia,b € Z son no nulos, y a+ b es no nulo, entonces v,(a + b) > min{v,(a), v,(b)}.
Podemos extender dicha funcién a los niimeros racionales no nulos, definiendo v, (%) = vy,(a) —
vp(b) (convencerse de que esto estd bien definido, o sea de que si dos fracciones son equivalentes,
la valuacién de ambas es igual). A partir de la valuacion v, podemos definir un valor absoluto

=0,

por:
_J0 si
p |pr(B) s £0.

Dejamos como ejercicio al lector verificar que si z,y € Q, entonces dp(z,y) = |z — y|, es una
distancia (la llamada “distancia p-ddica”). Notar que con esta distancia, la sucesién (p™),cn tiende a
cero. [T

b

’ a

[SUISERS YIS

La razén de estudiar distancias, es que a partir de una distancia en un conjunto X, podemos
construir una topologia asociada.

DEFINICION. Un espacio métrico es un par (X,d) donde X es un conjunto y d : X x X — R es
una distancia.

IEs muy interesante ver como el andlisis con la distancia p-ddica difiere mucho del clésico, por ejemplo, una serie
converge con la distancia p-adica si y sélo si el término general tiende a cero.
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Dado un espacio métrico (X,d) y dados = € X y r € Rsg, podemos definir la bola centrada en x
de radio r por
B(z,r)={ye X : d(z,y) <r}.

DEFINICION. Si (X, d) es un espacio métrico, y A C X, decimos que A es abierto en X si vale que
para todo x € A existe un r € Ry tal que B(z,r) C A.

Sea (X,d) un espacio métrico, y T4 = {A C X : A es abierto}.
EJercicio 3. En las hipdtesis anteriores, probar que dado z € X, r > 0, la bola B(z,r) € T,.
PROPOSICION 1.1. El conjunto T4 es una topologia en X.

DEMOSTRACION. Claramente () y X son elementos de T4. Supongamos que {U; };cr es una coleccién
de abiertos, y veamos que su unién también lo es. Si x € UZ-GI U, entonces existe ¢ tal que z € U;,
(por definicién de unién de conjuntos). Luego como Uj, es abierto, existe r > 0 tal que B(z,r) C U;,,
pero como Us, C |J;¢; Ui deducimos que B(xz,r) C U;¢; Us.

Resta verificar que interseccion finita de abiertos es abierto. Sean Uy, ..., U, conjuntos abiertos, y
sea x € NP_,U;. Como cada U; es abierto, existe r; > 0 tal que B(x,r;) C U;. Sea r = min{ry,...,7r,},
con lo cual B(z,r) C B(x,r;) C U; para todo 1 <4 < n. Luego B(z,r) C N, U,.

O

En particular, si (X, d) es un espacio métrico, tenemos asociada naturalmente un espacio topolégico
a él, a saber (X, T4). Una pregunta natural es si toda topologia proviene de una medida. La respuesta
es negativa.

EJEMPLO 3. Sea X = {1,2}, y T = {0, X} (la topologfa trivial). Afirmo que esta topolog{a no
puede provenir de una distancia. Supongamos que existe d : X x X — R>( una distancia cualquiera.
En particular, sea n = d(1,2). Por definicién de distancia, sabemos que n € R es positivo y no nulo.
Luego B(1,n/2) = {1}, pues claramente d(1,1) = 0 < n/2, y d(1,2) = n > n/2. En particular, {1}
deberfa ser abierto, pero {1} no es un elemento de 7.

EJERCICIO 4. Probar que si X es un conjunto cualquiera con al menos dos elementos distintos,
entonces no existe ninguna métrica d en X para la cual T4 sea la topologia trivial.

EJERCICIO 5. Probar que si X es un conjunto finito, y d : X x X — R>( es una distancia, entonces
T4 es la topologia discreta.

DEFINICION. Un espacio topoldgico (X, T) se dice metrizable si existe una distancia d : X x X —
R>q tal que T = Tg.

El Ejercicio [3| muestra que no todo espacio topoldgico es metrizable (veremos mas adelante algunas
propiedades que tienen los espacios métricos que no valen en general, como ser Hausdorff). Notar que
una topologia puede provenir de mas de una distancia.

EJERCICIO 6. Sea X = R?, y miremos las siguientes distancias:
s di (21, 22), (Y1, 92) = V(@1 —41)? + (22 — 12)?,
= dy((z1,72), (Y1, 92)) = méx{|z1 — y1], |2 — y2[}.
Probar que ambas son realmente distancias (uno ya lo hicimos antes), y que las topologias Ty, = T, .
Si no sale en una primera leida, mirar el Ejemplo [4] y volver a intentarlo.

2. Bases y sub-bases

DEFINICION. Si X es un conjunto cualquiera, y B es una coleccién de subconjuntos de X (o sea
B C P(X)), decimos que B es una base para una topologia si satisface las siguientes propiedades:
1. Sixz € X, existe U € B tal que x € U.
2. SiU,VeBysizeUNV, entonces existe W € Btalquex e W CUNV.

Veamos algunos ejemplos de bases de topologias:
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EJEMPLOS. 1. Si X =R, B={(a,b) : a,b€R,a < b} es una base para una topologia.
2. Si (X,d) es un espacio métrico, el conjunto B = {B(z,1/n) : z € X,n € N} es una base para
una topologia.
3. Si X es un conjunto cualquiera, B = {{x} : x € X} es una base para una topologia.

Si X es un conjunto, y B es una base para una topologia, podemos asociarle a B una topologia
de X que es la mds chica que contiene a B, a saber, T estd formada por uniones de elementos de B.
Dicho de otra manera (como hicimos con espacios métricos), U € T si vale que para todo = € U, existe
VeBtalquez eV CU.

LEMA 1.2. El conjunto T definido es una topologia en X.

DEMOSTRACION. » Claramente () € T (todo elemento de ) satisface todo) y X € T por la
primer propiedad de una base de una topologia.
» Si {U;}icr son elementos en T, entonces su unién también lo esta. Si z € Uiel U; entonces

existe ig tal que x € U;,. Luego existe V € Btalquexz € V C U;, C Uiel U;.

» SiU; € T paral <i<n,veamos que N}_;U; € T. Para esto hagamos induccién en n. Sin =1

entonces la afirmacion es clara. Supongamos que vale para n y veamos que vale para n + 1
conjuntos. Sea V' = N7, U;, entonces ﬂ?jll U; =V NU,+1. Luego basta probar el caso de dos
conjuntos.

Siz € VNU,41, entonces como V es abierto, existe Wy € B tal que z € W7 C V. De igual
forma, existe Ws € B tal que x € Wy C U,,41. Ahora la segunda propiedad de una base para
una topologia nos asegura que existe un conjunto W e B tal quex € W C WinW, C VUg41.
Luego V N U, 41 es abierto, como queriamos ver.

O

Volviendo a los ejemplos anteriores, la topologia asociada a las bases B corresponden a la topologia
usual de R en el primer ejemplo, a la topologia asociada a la distancia d en el segundo, y a la topologia
discreta en el tercer ejemplo.

Haciendo un poco de abuso, si (X, T) es un espacio topoldgico, decimos que B es una base de la
topologia T si B es una base para una topologia, y dicha topologia coincide con 7.

DEFINICION. Si X es un conjunto, una sub-base para una topologia es una coleccién § de subcon-
juntos de X tales que X = (JycgU.

A partir de una sub-base de una topologia, podemos obtener una topologia T en X declarando
que un conjunto U € T si U es una unién arbitraria de intersecciones finitas de elementos de S.

La ventaja de trabajar con bases y sub-bases es que en algunos ejemplos para probar ciertas
propiedades de una topologia T (o funciones en el espacio topoldgico (X, 7)), nos bastard chequear
propiedades en bases/sub-bases.

EJEMPLOS. 1. Si X = {1,2,3}, el conjunto 8 = {{1,2},{2,3}} es una sub-base para la
topologia T = {@, {L 2, 3}3 {lv 2}v {23 3}3 {2}}

% =

2. Si X = R, entonces el conjunto 8§ = {B(z,1) : = € R} es una sub-base para la topologia
usual de R (queda como ejercicio completar los detalles)

3. Otras construcciones de espacios topolégicos

Una pregunta natural a la hora de estudiar espacios topoldgicos es como poder construir espacios
topoldgicos a partir de otros. En esta seccién vamos a estudiar dos construcciones elementales, y mas
adelante daremos algunas mas.
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3.1. Subespacios topoloégicos.

DEFINICION. Si (X, T) es un espacio topoldgico, y Y C X es un subconjunto cualquiera, podemos
dotar al conjunto de Y de la llamada topologia subespacio, o topologia relativa; esto es que Y hereda
abiertos a partir de abiertos de X. Para ello, definimos el conjunto Ty = {UNY : U € T}.

LEMA 1.3. Si (X,T) es un espacio topoldgico, entonces (Y, Ty) también lo es.

DEMOSTRACION. Veamos que Ty cumple las propiedades de una topologfa.

s Claramente ) =0NY yY =XNY, conlocual §,Y € Ty.

» Si {U,}ies son elementos de Ty, por definicién, para cada i € I, existe V; € T tal que U; =
ViNY. Como T es una topologia, | J;c; Vi € T, luego J;c; Ui = (U;e; Vi) NY, con lo cual
Uies Ui € Ty

s SiU; € Ty, con i = 1,...,n, por definicién, existe V; € T tal que U; = V; NY. Luego,
N U, =N (V;nY) = (N, V;)NY, con lo cual N, U; € Ty.

O

EJEMPLOS. 1. Si consideramos R con la topologia usual, y miramos el subconjunto N, en-
tonces la topologia Ty es la topologia discreta en N. La razén es que si n € N, entonces
{n}=NnN(n—-1/2,n+1/2), con lo cual los puntos son abiertos.

2. Consideremos nuevamente el conjunto R con la topologia usual, y sea Y = [0, 00). Entonces
una base para la topologia Ty esta dada por los conjuntos:

B ={(a,b) : 0<a<b}U{[0,b) : beRsp}.

DEFINICION. Si (X, T) es un espacio topoldgico, un subconjunto Y C X se dice discreto si cumple
que la topologia inducida Ty es la topologia discreta.

EJEMPLOS. 1. El subconjunto Z C R (con la topologia usual) es discreto.
2. El subconjunto Z? C R?, con la métrica usual también es discreto.
3. Si (X, Taisc) €s un espacio topoldgico con la topologia discreta, entonces cualquier subconjunto
de X es discreto.

EJERCICIO 7. | Es cierto que si un espacio topolégico (X, T) cumple que todo subconjunto propio
(o sea todo Y C X pero Y # X) es discreto, entonces T es la topologfa discreta?

3.2. Producto de espacios topoldgicos 1. Si (X,Tx), (Y,Ty) son dos espacios topolégicos,
conocemos una manera de construir un conjunto a partir de ellos, a saber el producto cartesiano X xY,
la pregunta importante es si hay en X X Y una topologia “natural”. La palabra natural en matematica
tiene distintas interpretaciones, y es muy usada en categorias. Aqui nos referimos con “natural” a que
la topologia cumpla propiedades esperadas, y que sea la topologia “mas chica” con dichas propiedades.
Por ahora nos restringimos a dar la definicién de la topologia, y mas adelante volveremos a la cuestién
de por qué dicha topologia es natural.

DEFINICION. La topologia producto en X x Y es la topologia obtenida a partir de la base
'B:{UXV : UETx,VETy}.
LEMA 1.4. El conjunto B es una base para una topologia.

DEMOSTRACION. Precisamos verificar las dos propiedades de una base para una topologia, a saber:

1. Notar que como Tx es una topologia, X € Tx,y andlogamente, Y € Ty, con lo cual X XY € B,
con lo cual la primer propiedad se cumple trivialmente.

2. Supongamos que (z,y) € U NUs, con U; € B parai = 1,2. Por definicién, existen V1, V5 € Ty,
W1, Wy € Ty tales que Uy = Vi x Wy y Us = Vo x Way. Luego, Uy NUs = (Vi NVa) x (W1 NWa).
Como Tx es una topologia, V1 NV, € Tx, y andlogamente, W7 N Wy € Ty, con lo cual
(Vi NVa) x (W NW,) € B.

O
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EJEMPLO 4. Consideremos R? = R x R, como espacio topolégico, con la topologfa producto (donde
R tiene la topologia usual). Notar que aqui la base de la topologia consiste en cuadrados (sin el borde),
por ejemplo, U = (0,1) x (0, 1) corresponde al dibujo

Claramente esta base de abiertos no coincide con la base de abiertos usual en R? dado por bolas.
Afirmo: la topologfa producto en R? coincide con la topologfa dada por la distancia d((z1, y1), (x2,y2)) =
Vi — )2 + (22 — y2)%.

;,Como hacemos para ver que dos topologias son iguales? Recordar que una topologia en un con-
junto X es un subconjunto del conjunto P(X) de partes de X. Luego probar que dos topologias son
iguales equivale a ver que ambos conjuntos son iguales (y la igualdad de conjuntos siempre la demos-
tramos por la doble contencién). Llamemos asi T}, a la topologia producto y T4 a la topologia obtenida
por la distancia. Asi demostrar la afirmacién equivale a probar que T, = Ty.

Veamos la inclusién T, C T;. Como ambas son topologias, basta probarlo para abiertos de una base
de la topologfa, por ejemplo para elementos de B. Sea asf (a,b) x (¢,d) un elemento de B. Recordar
que un conjunto U es abierto en Ty si para todo punto x € U existe € > 0 tal que B(z,¢) C U.

Sea entonces P = (z0,y0) € (a,b) x (¢,d), y sea ¢ = min{zxg — a,b — zo,y0 — ¢,d — yo}. Si
(s,t) € B((z0,y0), €) vale que \/(s — z9)2 + (t — y0)? < €. En particular, [s — 2| < €y |t —yo| < €, con
lo cual:

m s<etxzo<b—x9+x0=> (por ser € el minimo del conjunto),
" $>1x9—€> 29— (29 —a) =a (por ser € el minimo del conjunto, con lo cual —e es mayor que
todos ellos).

Esto prueba que s € (a,b); una cuenta andloga prueba que t € (¢, d), lo que implica que B((zo, yo0),€) C
(a,b) x (¢,d) como querfamos ver.
Veamos la inclusién T; C T,. Recordar que el conjunto {B((zo,y0),€ : (z0,y0) € R* y € > 0} es
una base para la topologia de T4. Luego basta probar que cada tal abierto estd en T,.

Para simplificar un poco la demostracién, veamos primero lo siguiente:

Afirmacién 1: la bola B((zo, yo), €) contiene al cuadrado (xg — %, Zo + %) X (yo — %, Yo + %)

Si (s,t) € (xo — 75 To+ f) X (yo — 50 ¥0 + %) entonces |s — x| < 5V [t —yo| < 5> con lo
cual

€2 2
d((s,t),(xo,yo)) = \/(37m0)2+(t*y0)2 < 5‘{‘ 5 =€
Afirmacién 2: Si (s,t) € B((xo,¥0),¢€), llamemos r = d((s,t), (xo,y0)) y tomemos § = ¢ —r > 0

entonces B((s,t),d) C B((zo,y0),€)-
Si P = (u,v) € B((s,t),9), entonces

d((uv U)) (1‘0, yO)) < d((u’ U)7 (Sa t)) + d((S, t)v (.230, yo)) <d+r=e

Veamos como estas dos afirmaciones implican el resultado: como B es una base para la topologia,
basta con probar que dado (zg,y0) € R y € > 0, si P = (s,t) € B((wo,y0),€) entonces existe § > 0
tal que (s — 9,8 +9) x (t —d,t +0) C B((xo,yo0),€). Pero por la segunda afirmacion, existe § > 0 tal
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)

que B((s,t),0) C B((z0,Y0),€), y por la primera afirmacién (s — %,s + %) x (t — %,t + %) C
B((s,t),9) € B((z0,¥0),€). Asi obtenemos que B((xo, o), €) es unién de elementos de B y por lo tanto
estd en Tp,.

Notar que la igualdad de las topologias, se traduce en probar que una bola contiene un cuadrado,
y un cuadrado contiene una bola.

EJERCICIO 8. De manera andloga, si X1,..., X, son espacios topolégicos, podemos definir una
topologia en X; x --- X X,. tomando como base de la topologia los conjuntos que son producto de
abiertos. Verificar que esto es una base para una topologia.

3.3. Interior, clausura y borde.

DEFINICION. Si (X, T) es un espacio topoldgico, y A C X entonces definimos:

= un punto x € A es un punto interior de A si existe un abierto U tal que x € U C A.

= un punto x € X es un punto clausura de A si para todo abierto U que contiene al punto x
vale que U N A # (.

= un punto x € X es un punto de acumulacion de A si para todo abierto U que contiene al
punto z vale que AN (U \ {z}) # 0.

Notar que un punto de acumulacién es siempre un punto clausura. A la vez, todos los elementos del
conjunto A son puntos clausura. No obstante, no siempre punto clausura es un punto de acumulacién.
Por ejemplo, en R si tomamos A = {0}, entonces el dnico punto de A es un punto clausura, pero no
es un punto de acumulacién.

DEFINICION. Si (X, T) es un espacio topoldgico, y A C X, definimos los siguientes conjuntos:

1. El interior de A, denotado Ag es el conjunto de puntos interiores.
2. La clausura de A, denotada A es el conjunto de los puntos clausura. o
3. El borde de A (o la frontera de A), denotado 9(A) (o Fr(A)) esta dado por 9(A) := AN Ae.

Claramente, A° ¢ A C A.

PROPOSICION 1.5. Con las definiciones anteriores, valen las siguientes propiedades:
1. A® es la unidn de los abiertos contenidos en A, o sea A = Uuca U, donde la union es sobre
conjuntos abiertos.
2. A es la interseccion de los cerrados que contienen al conjunto A, o sea A = Nacy'V, donde la
interseccion es sobre conjuntos cerrados.
3. x € X es un punto de acumulacion si y sdlo si x € A\ {z}.

DEMOSTRACION. Para ver las igualdades precisamos probar las doble inclusiones.
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1. ©).Six € A% existe Uy C A abierto que contiene a x, con lo cual x € Uyca U, con U abiertos.
D). Six € Uyca U, en particular existe un abierto Uy tal que 2 € Uy, pero entonces x cumple
la definicién de punto interior.

2. C). Supongamos que ¥ € A, y sea V O A un conjunto cerrado. Luego V¢ es abierto. Six ¢ V,
entonces x € V¢ y V¢N A = ) lo que contradice la condicién de ser un punto de acumulacién.
Luegoz € V.

D). Supongamos que x es un elemento de la interseccién, y sea U un abierto cualquiera que
contiene a x. Si U N A = ) entonces A C U que es un cerrado con lo cual x € U° lo que
contradice que z era un elemento de U. Luego U N A # (} lo que implica que = € A.

3. <) Supongamos que xz € A\ {z} y veamos que es un punto de acumulacién de A. Sea U
un abierto cualquiera que contiene a z. Como z € A\ {z}, UN A\ {z} # 0, con lo cual
ANUN\ {z} # 0 con lo cual  es un punto de acumulacién de A por definicién.
=) Supongamos que z es un punto de acumulacién de A, y veamos que « € A\ {z}. Sea U un
abierto cualquiera que contenga a x. Por definicién de un punto de acumulacién, AN(U\{z}) #
0. Pero AN (U\ {z}) = (A\ {z}) N U, con lo cual z € A\ {z} por definicién de clausura.

O

COROLARIO 1.6. Un subconjunto A es abierto si y sélo si A = A°.

PROPOSICION 1.7. Si (X,T) es un espacio topoldgico, y A C X entonces A= AUA’, donde A’ es
el conjunto de puntos de acumulacion de A.

DEMOSTRACION. Claramente A C A, y A’ C A, con lo cual una inclusién es facil. Para ver la otra
inclusién, supongamos que € A pero x € A, en cuyo caso queremos ver que x € A’. Sea U un abierto
cualquiera que contiene a x, y miremos el conjunto U N A. Como = € A, U N A # (). Por otro lado,
como x & A, vale que UN A\ {z} =UNA#( con lo cual z € A’. O

DEFINICION. Sea (X, T) un espacio topolégico. Un subconjunto Y C X se dice denso si su clausura
es todo X, o0sea Y = X.

EJempLo 5. El conjunto Q es denso en R.

DEFINICION. Un espacio topoldgico (X, T) se dice separable si contiene un subconjunto denso que
sea numerable.

EJEMPLOS. 1. El espacio topoldgico R™ (con la topologfa usual) es separable.
2. Si X es un conjunto cualquiera, el espacio topolégico (X, Tqisc) es separable si y s6lo si X es
numerable.

4. Algunas propiedades de espacios topolégicos

Antes de ver mas ejemplos y construcciones de espacios topoldgicos, veamos algunas propiedades
importantes que tienen algunos espacios topoldgicos.

DEFINICION. Un espacio topolégico (X, T) se dice que satisface el primer azioma de contabilidad
(o que es Nq) si todo punto z € X posee una base de abiertos numerables en . O sea para todo
x € X existen {U,(x)},en abiertos tales que si V' C X es abierto, y € V entonces existe ng tal que
Upo(z) C V.

DEFINICION. Un espacio topoldgico (X, T) se dice que satisface el sequndo azioma de contabilidad
(o que es N2) si existe una base numerable para la topologia. O sea existen {U, },ecn abiertos y base
de la topologia.

LEMA 1.8. Si (X,7) satisface el seqgundo azioma de contabilidad entonces también satisface el
primero.
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DEMOSTRACION. Sea B = {U, }nen una base numerable para la topologia. Dado 2 € X, miremos
el subconjunto B(z) = {U,, € B : z € U,}. Veamos que este es una base de abiertos numerable de
z. Claramente es numerable. Si U es un abierto, y x € U, como B es una base, existe V € B tal que
x € V C U. En particular, existe ng tal que V' = U,,,, como queriamos ver. O

EJEMPLOS. 1. Si (X,d) es un espacio métrico, entonces satisface el primer axioma de nu-
merabilidad. La razén es que dado = € X, el conjunto {B(z,1/n) : n € N} es una base de
abiertos numerable de x.

2. El espacio topoldgico (R™, d), donde d es la métrica usual, o sea dada por

d((@1, @), (Y1, yn)) = V(@ =912 + -+ (@0 — yn)?
satisface el segundo axioma de contabilidad.

Para ver esto, debemos dar una base numerable para la topologia. Por ejemplo, podemos
tomar B = {B(z,1/n) : z € Q" n € N}. Este conjunto es numerable, debemos ver que es
una base de la topologia. Claramente todos ellos son abiertos, con lo cual tenemos que probar
que si v € R™ y V es abierto, entonces hay un elemento U de la base que cumple v € U C V.

Por definicién, existe ¢ > 0 tal que x € B(x,¢) C V. Sea ng tal que 7710 < €. Dado

x € R™, existe y € Q" tal que d(z,y) < ﬁ (si nunca se vio esto, vale la pena escribir una

demostracién). Con esta construccién, afirmamos que B(y, i) C B(z,e) C V.
Size B(y,ﬁ), d(z,7) < d(z,9) +d(y,z) < 5~ + 50~ = 7%0 < €. Luego B(y,ﬁ) C

2ng 2ng
B(x,€), como querfamos ver.
3. Si X = R (o cualquier conjunto no numerable), y tomamos Tgisc la topologia discreta en X,
entonces este espacio topoldgico satisface el primer axioma de contabilidad pero no el segundo.
Para ver esto, notemos que si € X, entonces {{z}} es una base de abiertos de z, luego
(X, Tdise) €s Ny. Por otro lado, como los puntos son abiertos, cualquier base de la topologia

debe contener al conjunto {{z} : = € X}, el cual claramente no es numerable.

DEFINICION. Un espacio topolégico (X, T) se dice Ty si cumple que dados z,y € X, con = # v,
vale al menos una de las siguientes dos propiedades:
= existe U C X abierto tal quex e Uy y ¢ U.
m existe U C X abiertotal quey e Uy z ¢ U.

DEFINICION. Un espacio topolégico (X, T) se dice T} si los puntos son cerrados.

DEFINICION. Un espacio topoldgico se dice Ty o Hausdorff si cumple que los conjuntos abiertos
separan puntos, o sea dados z,y € X, con z # y existen abiertos U,V tales que z € U,y € V y
Uunv =1.

LEMA 1.9. Si (X,7T) es un espacio topoldgico, entonces To = Th = Ty.

DEMOSTRACION. Veamos que T» implica T}: sea z € X un punto cualquiera. Para ver que {z}
es cerrado, debemos ver que su complemento es abierto. Si y # z, por ser nuestro espacio topolégico
T», existen Uy, V,, abiertos disjuntos tales que z € U, y y € V. Luego X \ {z} = |J,, Vy, es abierto,
como querfamos ver.

Veamos que T implica Tp: dados = # y, como el conjunto {z} es cerrado, su complemento X \ {z}
es abierto, y claramente y € X \ {z} por ser x # y. O

EJEMPLOS. 1. Sea (X,7) el espacio topoldgico dado por X = {1,2,3}, T = {0, X, {1,2}}.
Luego (X, 7) no es Ty, dado si tomamos como puntos = 1, y = 2, entonces no existe ningin
abierto que contenga a uno de ellos y no al otro.

2. Sea (X,T) el espacio topolégico dado por X = {1,2,3} vy T = {0,X,{1,2},
{2,3},{2}}. Notemos que dicho espacio es Ty, dado que si z = 1,y = 2, entonces 2 € {2}, que
es abierto, y 1 & {2}. Si x = 1,y = 3, entonces 1 € {1,2}, que es abierto y no contiene al 3,
mientras que si x = 2,y = 3 el abierto {2} contiene al 2 pero no al 3. No obstante, (X,7) no
es T1, dado que el punto 2 no es cerrado.
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3. Sea X un conjunto cualquiera, y definimos T de la siguiente manera: un conjunto U C X es
abierto si U = (), o si su complemento X \ U es un conjunto finito. Dejamos como ejercicio
para el lector verificar que esto da una topologia en el conjunto X. Mas atn, si X es finito,
dicha topologia es la topologia discreta. Afirmamos que si X no es un conjunto finito, entonces
(X,7) es Ty pero no es Tb.

La afirmacién de que es T} es clara: si z € X es un punto, debemos ver que {z} es cerrado,
o sea que X \ {z} es abierto, lo cual por definicién equivale a ver que su complemento (que es
el conjunto {z}) es finito, lo cual claramente vale.

Veamos que si X no es finito, entonces (X, T) no es Ty: sean z,y € X dos puntos distintos,
y supongamos que existen abiertos disjuntos U,V tales que x € U, y € V. Como U NV = {},
X=X\{UnNV)=(X\U)U(X\V). Como U y V son abiertos, sus complementos son finitos,
con lo cual X lo es.

Los ejemplos anteriores muestran que las condiciones Ty, 77 y 15 son distintas en espacios to-
poldgicos arbitrarios.

OBSERVACION. La topologia de complemento finito aparece naturalmente en “geometria algebrai-
ca”. Si uno quiere entender la recta C (que corresponde a los ideales maximales del anillo Clz]), los
cerrados para la topologia Zariski son los llamados “conjuntos algebraicos”, que corresponden a solu-
ciones de sistemas de polinomios. Como un polinomio en C[z] tiene finitas raices, los conjuntos cerrados
son precisamente los conjuntos finitos. El hecho de que la topologia Zariski no sea Hausdorff es un
problema no menor en geometria.

PROPOSICION 1.10. Todo espacio métrico es Hausdorlff.

DEMOSTRACION. Si (X,d) es un espacio métrico, dados z,y € X, con z # y, llamemos r =
d(z,y) > 0. Luego B(z,r/2) N B(y,r/2) = 0 pues si z es un punto en dicha interseccién, entonces
r = d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) < r/2+r/2 = r, lo cual es un absurdo. Ademds, € B(xz,r/2),
y € B(y,r/2). O

EJERCICIO 9. Probar que si (X1,77) v (X2,72) son dos espacios topoldgicos Hausdorff, entonces
el producto X; x X3 (con la topologia producto) es Hausdorff también.

TEOREMA 1.11. Si un espacio topoldgico (X,T) es Ny entonces es separable.

DEMOSTRACION. Sea B = {U,};eny una base numerable para la topologia, y sea z; € U; un
elemento cualquiera. Afirmo que S = |J,c{#:} es un conjunto denso en X.

Recordar que un conjunto S es denso si S = X. Para esto debemos ver que todo elemento de X
es 0 bien un punto de S o un punto de acumulacién de él (por la Posposicién . Sea z € X. Si
x € S, listo; sino sea U un abierto que contiene a x. Luego como B es una base para la topologia,
existe ig tal que z € U;, C U. Luego, como z no es un elemento de S, S\ {z} = S y por lo tanto
ziy € Uiy N(S\{z}) cUN(S\ {z}), con lo cual = es un punto de acumulacion. O

Notar que combinando las dos cosas que hemos demostrado, un espacio que satisface el segundo
axioma de contabilidad, en particular es separable y satisface el primer axioma de contabilidad. La
reciproca no es cierta, como veran en las précticas.

PROPOSICION 1.12. Si (X, d) es un espacio métrico, entonces X es Ny si y sélo si es separable.

DEMOSTRACION. Ya sabemos que N, implica separable. Para la reciproca, si (X, d) es separable,
sea S = {z; : i € N} un conjunto denso numerable. Con un argumento similar al utilizado al probar
que R™ es Ny demuestra que el conjunto {B(z;,1/n) : i,n € N} es una base numerable para la
topologia. Dejamos los detalles para el lector. O

EJERCICIO 10. Probar que si (X, T) es un espacio topolégico Hausdorff, y X es finito, entonces la
topologia es la discreta.
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DEFINICION. Un espacio topoldgico (X, T) se dice reqular o T3 si separa puntos de cerrados, o sea
para todo par (V,p) donde V' C X es un conjunto cerrado y p ¢ V' es un punto, existen abiertos U, W
disjuntos tales que V. C U, p € W.

DEFINICION. Un espacio topoldgico (X, T) se dice normal o Ty si separa cerrados disjuntos, o sea
para todo par (T, W) de conjuntos cerrados disjuntos de X existen abiertos disjuntos U,V tales que
TCcUyWCV.

Verificar que un espacio topoldgico que es normal y T} es regular y Hausdorff.

EJErCcIcIO 11. Probar que los espacios topolégicos son normales y T7.



Capitulo 2

Funciones Continuas

DEFINICION. Sean (X,T) y (Y,7’) espacios y sea f : X — Y una funcién. Decimos que la funcién
es continua si la preimagen de conjuntos abiertos de Y son abiertos en X, o sea vale que si U € T’
entonces f~1(U) € 7.

Es facil verificar que valen las siguientes propiedades:
. f_i(ﬂieIUi) = ﬁz‘el(f_l(lUi))7
» [T (Uier Us) = Uie, (FH(U0)),
= f7H0) =0,
YY) =X
Luego el conjunto f~(J’) es una topologia en X (la inducida por la funcién f). Pedir que f sea
continua es pedir que la topologia T sea mas fina que la inducida por f.
Antes de dar ejemplos, veamos una formulacién un poco mas débil de continuidad de una funcién.

PROPOSICION 2.1. Sean (X,T) y (Y,T’) espacios topoldgicos, y sea B una base para la topologia
de Y. Sea f: X — Y una funcion. Entonces f es continua si y sélo si la preimagen de elementos de
B son abiertos en X.

DEMOSTRACION. =) Claramente los elementos de B son abiertos de Y, con lo cual si f es continua
la preimagen de dichos elementos deben ser abiertos en X.
<) Veamos dos maneras distintas de probar esto. La primera es formal: B genera la topologia 77, y
por las propiedades listadas arriba f~!(B) es base para la topologia Ty = f~1(7’) en X. Al ser T una
topologfa, si f~1(B) C T es claro que Ty C T (T es cerrado por uniones) como querfamos ver.

La segunda forma la escribimos para reforzar los conceptos vistos hasta aqui. Sea U C Y un
conjunto abierto. Queremos ver que f~1(U) es abierto en X. Notar que basta probar que dado = €
f71(U) existe un abierto V, tal que x € V,, C f~1(U). Luego

o= UJove
vef—1(U)
Como f(z) € U (abierto), y B es una base para la topologfa, existe W,y € B tal que f(x) € Wy, C
U. Luego por hipétesis V, = f_l(Wf(m)) es abierto en X y vale que x € V,, C f~1(U). O

EJercicio 12. Si (X, T) y (Y, J") son espacios topoldgicos, y S es una sub-base de la topologia T,
entonces una funcién f : X — Y es continua si y sélo si la preimagen de elementos de S son abiertos
en X.

EJEMPLO 6. Tomemos X =Y =R, con la topologia usual. Notar que una base para la topologia
es B={(y—ey+e) : y € Re € Ryg}. Sea f : R — R una funcién cualquiera. Entonces
por la Proposicion f es continua si la preimagen de elementos de B son abiertos. Pero pedir que
Y (yo—¢€,yo+e€) sea abierto, equivale a pedir que si 2 € f~!(yo —€, yo+¢€) entonces existe un intervalo
alrededor de zy que este contenido en dicho conjunto; o sea existe § > 0 tal que (xzg — d, 29 + &) C
fY(yo — €,y0 + €); equivalentemente, para todo xo tal que |f(zg) — yo| < €, existe § > 0 tal que si
|z — o] < 0 entonces |f(z) — yo| < €.

Notar que esta definicién es parecida a la dada en Anélisis I, jpero no es exactamente igual! La
definicién a la que estamos acostumbrados es asi: f es continua si para todo xg € R, y todo ¢ > 0
existe 6 > 0 tal que si |z — x| < J entonces |f(z) — f(xo)| <e.

13
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No entremos en panico, dado que ambas condiciones son en realidad equivalentes. La definicién
de Anaélisis I lo que estd diciendo (geométricamente) es que podemos simplemente entender el caso de
intervalos centrados en el punto zy en lugar de tomar un intervalo cualquiera (lo mismo nos sucedié
en el Ejemplo . Lo que sucede es que la nocién de abiertos en espacio métricos es una propiedad
“local”, con lo cual siempre podemos achicar el intervalo.

Formalmente: veamos que si vale nuestra definicién de continuidad entonces también vale la de
Analisis I. Dado zp € R, y € > 0, miremos el intervalo (f(zo) — €, f(zo) + €) (centrado en f(xg) con
radio €). Como f(zo) € (f(z0)—¢, f(x0)+e€) por nuestra definicién existe § > 0 tal que (xg—0,29+9) C
F1(f(x0) — €, f(x0) + €), equivalentemente si |x — x| < & entonces |f(x) — f(zo)| < e.

Veamos que si vale la definicién de Anaélisis I entonces también vale la nuestra. Queremos ver que
para todo yo € Ry todo € > 0, si zg tal que |f(zo) —yo| < €, existe § > 0 tal que si |z —x¢| < J entonces
|f(z) —yo| < e Sead=|f(z0) —yo| < €,y €=e—d (comparar con la Afirmacién 2 del Ejemplo H).
Entonces (f(xo) — €, f(x0) + €) C (yo — €,yo + €). Por la definicién de continuidad de Andlisis I, existe
d > 0 tal que si |x — zo| < ¢ entonces |f(x) — f(x0)| < € Luego, por la desigualdad triangula

|f(x) —yo| < |f(z) — f(xo)| + | f(xo) —yo| < €+ d=e.

En particular, tenemos que sacar dos cosas en claro de esto: primero la nocién de continuidad que
dimos al mirar el espacio topoldgico real es la misma que ya habfan visto en Andlisis I (lo minimo
esperado). Segundo al trabajar con espacio métricos, siempre vamos a poder restringirnos a trabajar
con bolas centradas, pues el argumento del Ejemplo [f] y dado también en este ejemplo va a funcionar
siempre.

EJEMPLOS. Veamos algunos ejemplos nuevos.

1. Tomemos (X,7T) = ({1,2},{0,{1,2}}), (V,T") = ({1,2},{0,{1,2},{1}}), y miremos f : X —
Y la funcién identidad (o sea f(1) =1, f(2) = 2).

Aunque parezca mentira, la funcién identidad no es continua. La razén es que f~1({1}) =
{1} que no es un elemento de J. Es importante entender que la nocién de continuidad no es
algo que dependa solamente de la funcién f, sino que depende fuertemente de las topologias
involucradas en los conjuntos.

2. Si (X, Taisc) es un espacio topoldgico cualquiera con la topologia discreta, entonces toda f :
X — Y (para cualquier espacio topoldgico Y') es continua. La razén es que la topologia discreta
es mas fina que la cualquier otra, en particular que la inducida por cualquier f.

3. Si (Y, Tirivial) €8 un espacio topoldgico con la topologfa trivial, cualquier funcién f: X — Y
es continua. La razén es que la topologia inducida por f es simplemente {X,(}, que estd
contenido en cualquier topologia.

4. Si (X,7)y (Y,7") son espacios topoldgicos, entonces las funciones proyecciones 1 : X XY — X
y m2 : X XY — Y son continuas (donde en X x Y consideramos la topologia producto Tprod)-
Mas aun, si T es una topologia en X x Y tal que las proyecciones 7;, ¢ = 1,2 son continuas,
entonces Tproa C T (0 sea la topologfa producto es la menos fina que hace a las proyecciones
continuas).

La primera afirmacién es clara, dado que si U € 7, entonces m; 1(U ) =U xY que es un
elemento de Tproq. Lo mismo con la otra proyeccién. A la vez, como T4 tiene al conjunto
{77 U), 7Y (V) : U €T,V €T} como sub-base, la segunda afirmacién también es directa.

PROPOSICION 2.2. Sean (X,T) y (Y,T’) espacios topoldgicos y sea f : X — Y. Son equivalentes:

1. f es continua.
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2. La preimagen por f de cerrados es cerrado.
3. Para todo A C X wale que f(i) C f(A).
4. Para todo B C'Y wale que f~*(B) D f~1(B).

DEMOSTRACION. 1 = 2. Si V C Y es cerrado, V¢ es abierto. Luego f~!(V¢) es abierto, con lo
cual (f=1(V))¢ es cerrado, pero por el Ejercicio 2.(e) de la gufa f=1(V¢) = (f~1(V))¢, con lo cual
FIV) = (VX

2 = 3. El conjunto f(A) es cerrado, con lo cual f=!(f(A)) es cerrado y como contiene al conjunto
A, vale que A C f~1(f(A)), con lo cual (aplicando f) f(A) C fo f~1(f(A)) C f(A

3= 4.Sea A = f~1(B) C X. Por hipétesis, f(A) C (A), o se
Luego calculando preimdgenes, f~1(B) C f~to f(f~1(B)) C f~1(B).

4 = 2. Es inmediato, dado que si B C Y es cerrado, B = B, con lo cual f~(B) D f~1(B), y
como la otra inclusién vale siempre, f~1(B) es cerrado.

2 = 1. Lo dejamos como ejercicio (es similar a ver 1 = 2). O

TEOREMA 2.3. Si (X, T), (Y,T") y (Z,T") son espacios topoldgicos, y f : X =Y, g:Y = Z son
funciones continuas, entonces go f : X — Z es continua.

)
a f(f~Y(B)) c f(f~1(B)) c B.

DEMOSTRACION. La demostracién es muy elemental: si U € 7, entonces (gof) 1 (U) = f~1(g71(U)).

Como g es continua, g~ 1 (U) € T, y como f es continua, f~!(¢g~1(U)) € T. O

EJErciciO 13. Sean (X,7) y (Y, T") espacios topoldgicos, y sea f : X — Y una funcién continua.
Miremos Im(f) (la imagen de f) como espacio topoldgico (con la topologia de subespacio). Entonces
f: X — Im(f) es continua.

DEFINICION. Si (X,T) y (Y,T’) son espacios topoldgicos, una funcién f : X — Y es un homeo-
morfismo si f es biyectiva, continua y su inversa es continua.

La nocién de un homeomorfismo es que no sélo nos permite identificar los elementos de X con los
de Y (a través de f), sino que hace lo mismo con los abiertos, o sea abiertos de X se corresponden con
abiertos de Y y viceversa.

EJERCICIO 14. Sean X =Y = {1,2}, T={0,{1,2},{1}} y T = {0,{1,2}}, ysea f : X = Y la
funcién identidad. Probar que f es continua, biyectiva pero no es un homeomorfismo.

DEFINICION. Sean (X,T) y (Y,T") espacios topolégicos. Una funcién f : X — Y se dice abierta
(respectivamente cerrada) si cumple que si U € T entonces f(U) € T’ (respectivamente, si U es cerrado
en X entonces f(U) es cerrado en Y).

Notar que la nocién de una funcién ser abierta/cerrada tiene que ver con “empujar” cosas por f,
no traer para atras.

EJEMPLOS. Sean X = {1,2}, T = {0,{1,2},{1}}, Taisc la topologia discreta y Ty la topologia
trivial.

1. La funcién f: (X, Taise) = (X, Tiriv) dada por la identidad es continua, pero no es abierta ni
cerrada.

2. La funcién f : (X, Tqisc) — (X,7) dada por f(1) = f(2) = 1 es continua, abierta pero no es
cerrada.

3. La funcién f : (X, Taisc) — (X,T) dada por f(1) = f(2) = 2 es continua, cerrada pero no es
abierta.
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4. La funcién f : (X,7T) — (X, Tgisc) dada por la identidad es abierta y cerrada, pero no es
continua.

LEMA 2.4. Sean (X,T) y (Y,T") espacios topoldgicos, y sea f : X — Y wuna funcién continua y
biyectiva. Entonces son equivalentes:
1. f es un homeomorfismo.
2. f es abierta.
3. f es cerrada.

DEMOSTRACION. Denotemos por g : Y — X la funcién inversa de f.
1 & 2. Sabemos que g es continua si y sélo si para todo U € T vale que g~*(U) es abierto, pero

g~ '(U) = f(U).
1 < 3. Sabemos que g es continua si y sélo si para todo U C X cerrado vale que g~ (U) es cerrado,
pero g~ (U) = f(U). O

PROPOSICION 2.5. Sea (X, T) un espacio topoldgico, y sean U,V abiertos en X tales que X = UUV.
Sea (Y, T") un espacio topoldgico, y sean f : U =Y, g:V =Y funciones continuas (donde U y V los
pensamos con la topologia subespacio) tales que si x € U NV entonces f(x) = g(x). Entonces existe
una unica funcion h: X — 'Y continua que coincide con f en U y con g en V. Lo mismo vale si U y
V' son cerrados.

DEMOSTRACION. Ejercicio. O

EJERCICIO 15. Sean (X, T) un espacio topolégico, y sea (Y,J”) un espacio topoldgico Hausdorff.
Sean f: X =Y y g: X — Y funciones continuas. Probar que el conjunto {z € X : f(z) = g(x)} es
cerrado en X. jSigue valiendo si (Y, 7’) no es Hausdorff?

EJERCICIO 16. Sean (X, T), (Y,7") y (Z,T") espacios topolégicos. Denotemos por 71 : Y x Z — Y
(resp. mo : Y X Z — Z) la proyeccién en la primer coordenada (resp. la segunda coordenada). Probar
que una funcién f: X —Y X Z es continuasiy sélosimof: X Y ymof: X — Z loson.

1. Sucesiones y redes

Recordar que una sucesién en X es una funcién f : N — X. Las sucesiones en general las denotamos
por {z,}nen. Notar que si (X,T) es un espacio topoldgico, una sucesién es una funcién continua
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f N = X, dado que como N tiene naturalmente asociada la topologia discreta, toda funcién es
continua. ;Que quiere decir que una sucesiéon converja a un punto?

DEFINICION. Sea (X,T) un espacio topoldgico, y {x, tnen €s una sucesiéon en X. Decimos que la
sucesion converge a xg € X si vale que para todo abierto U € T que contiene a z(, existe ng tal que
x, € U para todo n > ny.

EJEMPLO 7. Si (X,d) es un espacio métrico, entonces x, — xq si para todo € > 0 existe ng tal
que |z, — zo| < € para todo n > ng, dado que B(zg, €) forman una base de abiertos de xg (recordar
que esta es la definicién que usaron en Anédlisis I).

EJEMPLO 8. Sea X = {1,2} como espacio topoldgico con la topologia trivial. Miremos la sucesién
{1},en (0 sea la funcién constantemente 1). Claramente {1},en converge a 1, jpero también converge
a 2! La razon es que cualquier abierto que contenga al 2 contiene todos los elementos de la sucesion,
con lo cual satisface la definicién de ser limite. En particular, una sucesién puede converger a muchos
puntos distintos.

EJERCICIO 17. Dado n € N, encontrar un espacio topoldgico y una sucesién en €l que converja
exactamente a n puntos distintos.

EJERcICIO 18. Sea X = Ry T = {U C R : U¢es finito} U {#} (la llamada topologia del
complemento finito). Ver que T es una topologia. Sea {z,}neny una sucesiéon que como funcién es
inyectiva (o sea x, # X, si n # m). Probar que {x,} converge a 0 (y en realidad a cualquier punto
real).

TEOREMA 2.6. Si (X, T) es un espacio topolégico que es Hausdorff, entonces toda sucesidn converge
a lo sumo un unico punto.

DEMOSTRACION. Supongamos que {Z, }nen €8 una sucesion que converge a dos puntos z,y, con
x #y. Como (X,T) es Hausdorff, existen abiertos disjuntos U,V tales que x € U, y € V. Como {z,}
converge a x, existe ng tal que x,, € U para todo n > ng, pero como U NV =0, x,, ¢ V para todo
n > ng con lo cual {z,} no puede converger a y. O

Como todo espacio métrico es Hausdorff, siempre hay a lo sumo un dnico punto de convergencia.

LEMA 2.7. Si (X,T) es un espacio topoldgico donde vale que toda sucesidn converge a lo sumo a
un dnico punto, entonces (X,T) es Ty.

DEMOSTRACION. Recordar que T} por definicién es que los puntos son cerrados. Supongamos que
existe x € X que no es cerrado, o sea existe y # x tal que y € @ Afirmo entonces que la sucesién
{z}nen converge tanto a x (lo que es claro) como a y.

Como y & {z}, y esta en su clausura, debe ser un punto de acumulacién. O sea, si U es un abierto,
cony € U, {z}N(U\{y}) # 0. En particular, z € U para todo abierto que contenga a y, luego {2}, ¢en
converge a y. O

Notar que el Ejercicio [I§ muestra un espacio topolégico que es T; pero no hay unicidad en la
convergencia, luego esta propiedad es una condicién estrictamente mas fuerte que ser 17 pero mas
débil que ser T (debido al Ejercicio [19]).

Para los que nunca lo vieron antes, un conjunto X se dice numerable si existe una funcion f : N — X
suryectiva. Asi todo conjunto finito es numerable, y N es numerable. Algunos ejercicios para entender
un poco esta definicién.

EJERCICIOS. 1. Probar que si X es numerable, y existe g : X — Y suryectiva, entonces Y
es numerable.
2. Probar que Z es numerable.
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3. Todo numero natural n que sea par se puede escribir de forma unica como n = 2%(2b — 1).
Probar que la funcién f: N — N x N dada por

~ ) (1,1) sinesimpar,
fn) = {(a,b) sin=29(20—1),

es una funcién suryectiva. Deducir que N x N es numerable.
4. Probar que Q es numerable.

EJERrcIcIO 19. Consideremos el conjunto X = R con la topologia T = {U C R : U® es numerable}U
{0} (la topologia llamada de complemento numerable).

s Probar que si {z,} es una sucesién en R que converge a x, entonces existe ng tal que x,, = xg
para todo n > nyg.

= Probar que (R,J) cumple que toda sucesién converge a lo sumo a un tnico valor, pero no es
Ts.

TEOREMA 2.8. Sean (X,T) y (Y,T") espacios topoldgicos, y sea f : X — Y una funcion. Si f es
continua, entonces si una sucesion {x,} converge a un punto x en X, la sucesion {f(x,)} converge al
punto f(z) en'Y. La reciproca no es cierta en general, pero si vale por ejemplo si (X,T) es un espacio
métrico.

DEMOSTRACION. Supongamos que z,, — x, y veamos que f(z,) — f(z). Sea U € T’ un abierto tal
que f(xg) € U. Como f es continua, f~1(U) € T y claramente z € f~1(U), con lo cual (por definicién
de convergencia) existe ng tal que z,, € f~1(U) para todo n > ng. Luego f(z,) € f(f~1(U)) Cc U
para todo n > ng, o sea f(x,) = f(x).

Supongamos ahora que (X, T) es un espacio métrico y veamos la reciproca. Por la Proposicién
basta ver que para todo conjunto A C X, f(A) C f(A). Sea y € A. Luego vale que y € A o sino y es
un punto de acumulacién. En el primer caso, claramente f(y) € m En el segundo, como estamos en
un espacio métrico, podemos tomar el abierto B(y,1/n) y como y es un punto de acumulacién, existe
x, € A tal que d(y,z,) < 1/n. En particular la sucesién {z,} estd en A y converge al punto y. Luego
la sucesién f(x,) converge al punto f(y) por hipétesis, pero como f(x,) € f(A) y dicho conjunto es
cerrado, f(y) € f(A) como queriamos ver. O

La condicién de ser métrico se puede reemplazar por la condicién de ser Ny, siendo la demostracién
casi igual a la dada.

EJercicio 20. Consideremos el espacio topoldgico (R, T) donde T es la topologia de complemento
numerable del Ejercicio

1. Probar quesi f : R — R es una funcién cualquiera, vale que si x,, — xq entonces f(x,) — f(zo)
(por el primer item del Ejercicio .
2. Probar que la funcién f : R — R dada por

1 siz=1.
f(x){z siz#l,

no es una funcién continua.

2. Redes

Recordar que un pre-orden en un conjunto X es una relacién ~ que cumple:

= reflexiva: x ~ x para todo x € X.

= transitiva: si z,y,z € X tales que x ~ y y y ~ z entonces x ~ z.
A un orden uno le suele pedir ademds la propiedad antisimétrica (si ¢ ~ y y y ~ = entonces z = y).
Un conjunto dirigido es un par (X, ~) donde X es un conjunto cualquiera, y ~ es una relacién en X
que es un pre-orden y cuyos elementos tienen cota superior, esto es:

» Dados z,y € X existe z€ X talquex ~ 2z y y ~ 2.
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Por ejemplo, si X es un conjunto cualquiera, y tomamos ¥ = P(X) (el conjunto de partes de X) con
la relacién dada por A ~ B si B C A es un conjunto dirigido.

Notar que en general en un conjunto dirigido, dados dos elementos del conjunto no podemos
necesariamente relacionarlos (o sea no vale tricotomia). Al trabajar con conjuntos dirigidos, la relacién
la vamos a denotar por <.

DEFINICION. Si (X,T) es un espacio topoldgico, una red en X es una funcién r : D — X, donde
(D, <) es un conjunto dirigido. Denotaremos una red por {Z4}acp-

Como en el caso de sucesiones, tenemos la nocién de que una red converja a un punto.

DEFINICION. Si (X,T) es un espacio topoldgico, decimos que una red {x4}4ep converge a z si
para todo U € T que contiene a z, existe dy € D tal que x4 € U para todo d > dj.

Notar que las sucesiones son ejemplos de redes, donde el conjunto dirigido es simplemente (N, <).
En este caso la nocién de convergencia de redes y sucesiones coincide.

PROPOSICION 2.9. Sea (X, T) un espacio topoldgico, y A C X un subconjunto. Entonces v € A si
y solo si existe una red en A que converge a x.

DEMOSTRACION. =) Supongamos que x € A. Luego por definicién, para todo abierto U € T tal
que z € U, UN A # (). Miremos el conjunto dirigido (D, <) donde D ={U € T : z € U} con el orden
usual de contencién, y la red dada por r(U) = zy cualquier punto en AN U. Claramente r converge a
x. Notar que si z € A, podemos tomar la red constante.

<) Supongamos que tenemos un conjunto dirigido (D, <) y una red r : D — A que converge a x.
Recordar la nocién de convergencia a z: dado U € T que contenga a x, existe dy € D tal que x4 € U
para todo d > dy. En particular, U N A es no vacio. g

PROPOSICION 2.10. Un espacio topoldgico (X,T) es Hausdorff si y sdlo si toda red en X converge
a lo sumo a un punto.

DEMOSTRACION. =) Supongamos que X es Hausdorff, y sea (D, <) un conjunto dirigido y
{z4}aep una red en X. Supongamos que existen x1, 2o € X distintos tal que la red converge a ambos.
Como X es Hausdorff, existen abiertos U, V disjuntos tales que x € U, y € V. Como x4 — x existe dy
tal que x4 € U para todo d > d;. Anédlogamente, existe do tal que x4 € V' para todo d > ds. Como D
es dirigido, existe d3 mayor que dy y que do. Luego x4, e UNV = 0.

<) Supongamos que X no es Hausdorff. Luego existen =,y € X tales que para todo par de abiertos
(U,V)conx € U,y €V vale que UNV # (). Miremos el conjunto D ={U € T : 2 € U} x{V €
T : y €V}, con el orden dado por (U, V) < (U, V') si U’ C U, V' C V. Notar que dicho orden hace
de D un conjunto dirigido, pues si (U, V) y (U’, V') son elementos de D, entonces (UNU',VNV’) es
un elemento de D que es mayor que ambos. Miremos la red dada por (U, V) =z tal que z € UNV
(cualquiera).

Veamos que dicha red converge a z. Sea Uy € T es un abierto que contiene a x, y tomemos un
abierto Vj cualquiera que contenga a y. Sea dyg = Uy x Vp. Si (U, V) € D cumple que (U, V) > dy, en
particular U C Up. Recordar que r(U,V) =z € UNV C Uy, luego r(d) € Uy para todo d > dy como
queriamos ver. Andlogamente se ve que la red converge a y. 0

TEOREMA 2.11. Si (X,T) y (Y, T") son espacios topoldgicos, y f : X — Y es una funcidn, entonces

[ es continua si y sdlo si vale que toda red {xq}acp que converge a x € X, {f(xq)}aep converge a
f(x) enY.

DEMOSTRACION. =) Sea {x4}4ep unared en X que converge al punto z, veamos que { f(x4) }aep
converge a f(z). Sea V un abierto en Y que contiene a f(z). Como f es continua, f~1(V) es un
abierto en X que contiene a x. Como x4 — x, existe dy tal que x4 € U para todo d > dy, luego
f(xq) € f(f~5(V)) C V para todo d > dy (comparar con la demostracién del Teorema.

<) Supongamos que f no es continua, luego existe V € T’ tal que f~1(V) ¢ T. En particular,
V # 0y existe z € f~1(V) tal que todo abierto U € T que contiene a x no esta contenido en f~1(V).
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Tomemos D = {U € T : z € U} con el orden dado por la inclusién, y la red dada por r(U) = y tal
que y € U\ f~1(V) (cualquiera).
Claramente, la red (D, s) converge a z, pues si U es abierto y contiene a 2, U € D y entonces
r(d) € U para todo d > U. Por otro lado, veamos que la red (f o r, D) no puede converger a f(x).
Por definicién, tomando el abierto V, si la red converge a f(x) existe Uy € D tal que (for)(U) e V
para U > Up. Pero por definicién, si U € D, 7(U) =y & f~(V) con lo cual f(r(U)) ¢ V. O

EJERCICIOS. 1. Probar quesi (X, T) y (Y, T”) son dos espacios topolégicos, y m1 : X XY — X,
mo : X XY — Y son las funciones proyecciones, entonces ambas son abiertas.
2. Consideremos en R? (con la topologfa usual) al subconjunto

X ={(z,y) eR? : z-y=1}

Probar que X es cerrado. ;Quién es 71 (X)? (Es cerrado?



Capitulo 3

Espacios conexos y arco-conexos

1. Espacios conexos

DEFINICION. Un espacio topolégico (X, T) se dice conexo si no existen abiertos U,V € T no vacios
y disjuntos tales que X =U U V.

EJEMPLOS. 1. Si X es un conjunto cualquiera, y miramos (X, Tqisc), entonces es conexo si i

slosi X =0 o #X =1.

2. El espacio (X, Tyiv) es conexo para cualquier conjunto X.

3. El espacio topolégico R (con la topologfa usual) es conexo.
Supongamos que R = U UV con U,V abiertos. Como U # 0, existe x € U. Sea d = d(z,V) =
inf{d(z,y) : y € B} (notar que como V es no vacio, existe un elemento y € V con lo cual
dicho infimo existe). A la vez, como U es abierto, existe € > 0 tal que B(x,€) C A, con lo cual
d>e>0.

Por definicién de infimo, para cada n € N existe y,, € V tal que d(z,y,) < d+ % En
particular, la sucesién {y, } es de Cauchy, con lo cual converge a un elemento y € R (por ser R
completo). Claramente d(z, V) = d(z,y). Notar que y ¢ V', dado que si lo estd, al ser V" abierto,
existirfa € > 0 tal que B(y,e) C V y con lo cual existirfa § € V tal que d(z,3) < d(x,V) (que
es el infimo de tales distancias). Luego y € U, pero como U es abierto, existe € > 0 tal que
B(y,€) C U, pero existe ng tal que y,, € B(y,€) (pues y, — y) con lo cual y,, € UNV = 0.
Absurdo.

4. Sia,b€ R cona <b, el intervalo (a,b) es conexo. La demostracién es andloga al caso anterior.
5. De forma analoga, se puede ver que R™ con cualquiera de las métricas anteriores es conexo.

EJERCICIO 21. Supongamos que X es un conjunto con 3 elementos. ; Cudntas topologias distintas
puede tener el conjunto X de forma que sea conexo?

Notemos que un espacio topoldgico (X, T) es conexo si y sélo si los tnicos conjuntos U que son a
la vez abiertos y cerrados en X son X y (). La razén es que si X = UUV con U,V abiertos y disjuntos
implica que U y V son también cerrados.

DEFINICION. Si (X,T) es un espacio topolégico y Y C X es un subconjunto, decimos que Y es
conexo si lo es como subespacio topoldgico (o sea con la topologia inducida).

LEMA 3.1. Un espacio topoldgico (X,T) es conexo si y sélo si no existe una funcion suryectiva
f:X — ({0,1}, Tgsc) continua.

DEMOSTRACION. =) Supongamos que existe una tal funcién, luego sean U = f~1({0}) y V =
f71({1}). Ambos son abiertos (por ser f continua), no vacfos (por ser f suryectiva), disjuntos y su
unién es todo X, con lo cual X no es conexo.

<) Si X =U UV, con U,V abiertos, no vacios y disjuntos, definimos

1 sizel,
f(x)_{o sizeV.

Como UNV = f estd bien definida. Como U,V son no vacios, f es suryectiva, y como U,V son
abiertos, f es continua. O

21
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TEOREMA 3.2. Supongamos que (X,T) es un espacio topoldgico, y existen {U;}icr subconjuntos
de X conexos tal que N;crU; es no vacio. Entonces Uiel U; es conezxo.
DEMOSTRACION. Llamemos Y = |J,¢; Us, como espacio topoldgico. Supongamos que Y = AU B,
con A, B subconjuntos abiertos en Y (recordar que esto quiere decir que existen abiertos A, B de X
tales que A= ANY, B=BnN Y’), disjuntos y no vacios

Como Uj; es conexo para cada i, ANU; =U; o 0 (sino U; = (U; N A) U (U; N B) abiertos no vacios
y disjuntos). Recordemos que existe x € N;c;U;. Luego, si U; N A = U; para un 4, lo mismo vale todos
los valores de ¢ (pues x € A), con lo cual U; N B = para todoi € I, conlocual B=YNB=0. O

TEOREMA 3.3. Sea (X,T) un espacio topoldgico, y sea A un subconjunto conexo. Entonces si B
es un subconjunto de X tal que A C B C A, B también es conexo. En particular, si A es conexo, su
clausura también lo es.

DEMOSTRACION. Supongamos que B = U UV con U,V abiertos en B, disjuntos. Como A es
conexo, ACU 6 ACV (pues A= (ANU)U (AN B)). Supongamos que A C U. Luego ANB C U
(pues U es cerrado en B, y recordar que A es el menor cerrado que contiene a A), pero por hipétesis
B C A, conlo cual AN B = By por lo tanto B C U (0 sea V es vacio). O

TEOREMA 3.4. Sean (X,T) y (Y,T") dos espacios topoldgicos, donde X es conexo, y sea f : X =Y
una funcidn continua. Entonces f(X) es conezo.

DEMOSTRACION. Supongamos que f(X) no es conexo, o sea f(X)=U UV, con U,V abiertos en
f(X) disjuntos no vacios. Luego,

X = X)) =AU FHB).
Como f es continua, f~1(A) y f~1(B) son abiertos, como f es suryectiva en f(X), son no vacios, y
como A, B son disjuntos, son disjuntos, lo que contradice que X es conexo. O

COROLARIO 3.5. Si (X,T) es un espacio topoldgico conexo, y (Y,T") es un espacio topoldgico no
comezo, no existe ninguna funcion continua y suryectiva f: X — Y.

TEOREMA 3.6. Si (X;,7T;), 1 <i < n son espacios topoldgicos conexos, entonces [[;—, X; (con la
topologia producto) es conezo.

DEMOSTRACION. Por induccién en i. Si ¢ = 1, listo. Veamos que el paso inductivo es equiva-
lente a probar que el producto de dos espacios topoldgicos conexos es conexo. La razén es que si
(X1,7T1)s -+, (Xnt1,Tpt1) son conexos, la hipétesis inductiva dice que A = [[;_; X; es conexo, y
B = X, 11 es conexo. Luego si probamos que el producto de dos espacios conexos es conexo, ganamos.

La idea es cubrir el producto de dos espacios conexos por unién de “lineas” que siempre tengan
un punto en comun, y luego usar el Teorema [3.2] Para eso, fijemos a € X y un b € Y, y tiremos el
conjunto

T, =X x{b}U{a} xY.
Notar que X x {b} es homeomorfo a X via la funcién 7, (proyeccién en la primer coordenada). Dejamos
para el lector verificar que dicha funcién es un homeomorfismo. Luego, como X es conexo, también lo
es X x {b}. Andlogamente, {a} x Y es conexo, y como ambos conjuntos tienen al punto (a,b) como
interseccién, el conjunto T, es conexo. Ahora,

X XY = UTa,

acX
pues el punto (zg,y0) € Ty,. Por otro lado, para todo par a,a’ € X, T, N T, # 0, pues la “recta”
X x {b} esta en ambos. Luego por el Teorema X XY es conexo. O

Si (X, T) es un espacio topolégico, y x € X, tiene sentido mirar al conexo mas grande que contiene
al punto z, esto es:
%= J U

U conexo

xzeU
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Por el Teorema [3.2] €, es conexo.

DEFINICION. Si (X, T) es un espacio topoldgico, definimos la componente conexa de x al conjunto

LEMA 3.7. Si (X, T) es un espacio topoldgico, y x,y € X, entonces vale que €, = €, ¢ €,NE, = 0.

DEMOSTRACION. Si 6, N %, no es vacio, entonces el conjunto €, U €, es conexo, con lo cual estd
contenido en %, (que es el maximo conexo que contiene a x), por lo tanto 6, C €,. Anilogamente se
ve que vale la otra inclusién. O

Esto nos permite definir una relacién en el conjunto X, diciendo que = ~ y si y sélo si €, = 6.
LEMA 3.8. Esta relacion es una relacion de equivalencia.

DEMOSTRACION. La relacién es claramente reflexiva (6, = %), simétrica (si €, = ¢, entonces
€y = 6) y transitiva (si €, = 6, y €, = €. entonces 6, = G,). O

Una relacion de equivalencia en un conjunto nos permite mirar el conjunto de clases de equivalencia,
que lo denotaremos por X/ ~. A la vez, si [z] es un elemento de X/ ~, denotaremos por x a un elemento
cualquiera en la clase [z].

PROPOSICION 3.9. Si (X,T) es un espacio topoldgico, entonces X es la union disjunta de las
componentes conexas, o sea X = U[x]ex/~ G-

DEMOSTRACION. Es automdtico de la definicién del conjunto de clases. 0

En particular, un espacio es conexo si y sélo si tiene una tnica componente conexa.

2. Espacios arco-conexos

En lo que queda de estas notas, vamos a denotar por I al intervalo [0, 1] con la topologia heredada
de R.

DEFINICION. Sea (X,T) un espacio topolégico, y sean x,y € X dos puntos. Un arco de x a y es
una funcién continua « : I — X tal que a(0) =z, o(1) = y.

DEFINICION. Un espacio topoldgico (X, T) se dice arco-conezo si para todo par z,y € X existe un
arco de x en y.

Como siempre existe un arco de x en z (tomando la funcién constante), para decidir si un espacio
es arco-conexo o no, basta entender que pasa con puntos distintos.

La nocién intuitiva de un arco es la de poder dibujar una cuerda saliendo de = y llegando a y. A
pesar de que en un espacio topoldgico cualquiera esto no se puede hacer, esta idea intuitiva sirve para
demostrar varias propiedades. Por ejemplo, (X, Tiyiv) es siempre arco-conexo (independientemente del
espacio X, por ejemplo podria tener simplemente dos puntos donde la idea de una cuerda no tiene
mucho sentido). La razén de por qué el espacio es arco-conexo, es que dados z,y € X distintos,
podemos definir la funcién

a(t) = {x sit=0

y sit#0.
Como toda funcién hacia un espacio topoldgico cuya topologia es discreta es continua, a(x) es un arco

que une z con y. Asi, (X, Tiiv) €8 arco-conexo.

EJEMPLOS. 1. (R™, || ||2), donde por || ||z (que es una norma) denotamos a la distancia
d((z1,91)s (x2,92)) = /(21 — 22)2 + (y1 — y2)2, es arco-conexo. Dados z,y € R™, podemos
mirar la curva « : I — R™ dada por

alt)y=t-y+(1—1t)-z.

Claramente es continua, a(0) = z, o(1) = y.
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2. (R2\ {0}, ]| ||2) es arco-conexo. Hay muchas formas de probar eso (dado que hay muchos arcos
entre dos puntos). Por ejemplo, dados z,y € R™\ {0} distintos, si la recta que pasa por x y por
y no pasa por el cero, la misma funcién del ejercicio anterior sirve. Caso contrario, tomemos
un punto z cualquiera que no esté en la recta que une x con y, y miremos como « el arco
que une primero x con z (que no puede contener al cero, jpor qué?) y luego z con y. Mas
especificamente,

alt) = (1—-2t)-x+2t-2 si0
C|@t-1)y+(2-2t) -z si3

Dejamos como ejercicio al lector ver que la funcién « es continua.

3. 8" ={(z1,...,Tny1) ER™ : 2¥ + ... 422 | =1}, con la topologia subespacio de R"*! es
arco-conexo. Hay varias formas de ver esto. Una es puramente geométrica (S™ es una esfera,
con lo cual podemos movernos por ella entre dos puntos cualesquiera). Otra manera de verlo,
es que si a S™ le quitamos un punto, obtenemos un espacio topoldgico homeomorfo a R™ (dada
por la proyeccién estereografica). Mas concretamente, supongamos que a S™ le quitamos el

“polo norte”, o sea el punto P = (0,...,0,1), y miremos las funciones: f : 5"\ {P} — R"
dada por
X1 Ln
fley, sapgn) = (1_xn+17.“, 1—$n+1> 7

y g: R" — S"\ {P} dada por

( ) 2z 2z, I R e |
L1y, Tp) = gy ) .
JUL P22+ a2+ U 4 a2+ 1

Dejamos como ejercicio al lector ver que ambas estan bien definidas y son una inversa de la
otra. Como R™ es arco-conexo, S™ \ {P} también lo es. Luego podemos conectar dos puntos
cualesquiera que no sean P. Si algin punto es P, podemos rotar S de forma de cambiar el
punto desde el que proyectamos.

EJEMPLO 9. Consideremos X C R? el conjunto dado por
X = {(z,sin(r/x)) : 0 <z <1}U{0} x [-1,1],

con la topologfa de subespacio de (R?, || ||2). El espacio X es conexo pero no arco-conexo.

X es conexo. Llamemos S = {(z,sin(r/z)) : 0 < 2 < 1}. Claramente S es la imagen por la funcién
x — (x,sin(w/x)) del intervalo (0,1]. Como la funcién es continua y (0, 1] es conexo, S es conexo. Por
otro lado, X = S, con lo cual por el Teorema X resulta conexo.

X no es arco-conexo. Supongamos que lo es. En particular, podemos unir el punto (0,0) con el
punto (1,0), o sea existe a: I — X tal que o(0) = (0,0) y a(1) = (1,0).

Sea b =sup{z € I : a(z) € {0} x [-1,1]}. Claramente dicho conjunto es no vacio (el 0 estd). Por
otro lado, como {0} x [—~1,1] es cerrado, a~1({0} x [~1,1]) es cerrado, con lo cual b es en realidad un
méximo. En particular, a(z) € S para todo b < z < 1.

Llamemos m; : R? — R a la proyeccién en la primer coordenada (que es una funcién continua),
y denotemos por a; = m o & (que también es continua por ser composicién de continuas). Sea 6 > 0
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tal que b+ 0 < 1. Notar que ay(b+ d) > 0 por ser b un supremo. Luego a1 ([b,b + ¢]) es un conjunto
conexo de R, en particular contiene a todos los puntos del intervalo [0, a1 (b+ 6)]. En particular, existe
Ny tal que % € [0,a1(b + §)] para todo n > Ny. Como la funcién a; es suryectiva sobre el conjunto
[0,a1(b + 8)], sea t,, = min{z € [b,1] : ai(z) = 2} para cada n > Ny (notar que el conjunto es
cerrado y no vacio, por ende tiene minimo).

Afirmo: t,11 < t,. La razén es que ay[b,t,] contiene al intervalo [0, %], con lo cual existe un
elemento s € [b,t,] tal que ay(s) = %_H Como s < ty, tpy1 < tp.

Recordar que toda sucesién decreciente y acotada inferiormente converge, con lo cual {¢,}, n > Ny
converge a un valor u, y al ser oy continua, o (t,) — ai(u). Pero u € [b,1] y a1 (t,) = 2, con lo cual
a1(u) = 0, pero b es el tnico valor en [b,1] donde ay vale 0, con lo cual u = b. Resumiendo: existe
una sucesién {t,} que converge a by tal que ay(t,) = 2. Luego como « es continua, a(t,) debe
converger a a(b), o sea dado ¢ = 1/2, existe Ny tal que para n > Ny, |la(t,) — a(b)|]2 < 3. Pero
alty) = (2,sim(22)), y

0 si2|mn,
. nmw . P
sin (?) =¢1 sin=1 (méd4),
-1 sin=-1 (mdd 4).
iLuego la sucesién «(t,) nunca pueden ser una sucesién de Cauchy!

TEOREMA 3.10. Si (X,T) y (Y,T") son dos espacios topoldgicos, con X arco-conexo y f: X =Y
es una funcidn continua, entonces f(X) es arco-conezo.

DEMOSTRACION. Tomemos y1,y2 € f(X) dos puntos cualesquiera, y sean o, 1 puntos en X
tales que f(z;) =y;, i = 1,2. Como X es arco-conexo, existe a: I — X tal que a(0) = z1, (1) = x2.
Luego si llamamos 8= foa, §: 1 — f(X), es continua y 8(0) = y1, 8(1) = ys. O

TEOREMA 3.11. Si (X,T) es un espacio arco-conezo, entonces es conezo.

DEMOSTRACION. Supongamos que X = U UV, con U,V abiertos disjuntos y no vacios. Tomemos
x € Uy y €V cualesquiera. Como X es arco-conexo, existe a : I — X tales que a(0) = z y
a(l) = y. Si llamamos J = «(I) (la imagen), por el Teorema J es conexo, pero por otro lado
J=({UnNnJ)u(VNnJ), donde ambos son abiertos en .J, disjuntos y no vacios, lo que es un absurdo. O

TEOREMA 3.12. Si (X,7T) y (Y, T") son espacios topoldgicos arco-conexos, entonces X XY es un
espacio topoldgico arco-conero.

DEMOSTRACION. Sean (z1,y1) y (z2,%2) dos puntos cualesquiera de X x Y. Como X es arco-
conexo, existe a : I — X tal que «(0) = x1, a(l) = x5. A la vez, como Y es arco-conexo, existe
B : 1 — Y tal que 8(0) = y1, B(1) = ya. Consideremos la funcién o x 8 : I — X x Y dada por
ax f(t) = (at), B(t)). Claramente a x 5(0) = (x1,¥1), @ X B(1) = (22,¥2), y o x § es continua por
el Ejercicio O

De manera anéloga al caso conexo, el producto de finitos espacios topoldgicos arco-conexos vuelve
a Ser arco-conexo.

TEOREMA 3.13. Supongamos que (X,T) es un espacio topoldgico, y existen {U;};cr subconjuntos

de X arco-conexos tal que N;crU; es no vacio. Entonces Uiel U; es arco-conezxo.

Antes de dar la demostracion de este resultado, aprovechamos para introducir algunas notaciones

que nos seran muy utiles mas adelante. Si o : I — X es una funcién continua, denotamos por o~ ! :
I — X a la funcién que hace el mismo recorrido que «, pero en sentido contrario, esto es:

(1) a () =a(l —1t).

Notar que o~ ! comienza donde termina ¢, y termina donde comienza o. A la vez, si @ : I — X y

B : I — X son tales que o termina donde comienza 3, o sea a(1) = 5(0), definimos a x5 : I — X ala
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funcion

(2t) si0<t<3,
2 * B(t) = “ . 2
2) ox B(E) {ﬁ(2t—1) sif<t<l.

Notar que a * 8 es una funcién continua que comienza donde comienza « y termina donde termina (.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [3.13] Para aliviar la notacién, llamemos Y = (J,c; U;. Sean z €
NicrU;, y sean z,y € Y. Queremos ver que hay un arco que une z con y. Supongamos que = € Uj,.
Como tal conjunto es arco-conexo, existe o : I — U;, C Y continua tal que a(0) = z, a(1) = z. Por
otro lado, si y € U;,, como dicho conjunto es arco-conexo, existe 5 : I — U;, C Y tal que 8(0) = vy,
B(1) = 2. Luego la funcién a* =1 : I — Y es continua y cumple que comienza en x y termina en
Y. U

Como hicimos con conjuntos conexos, este resultado nos permite, dado un espacio topolégico (X, T)
y un punto z € X, mirar al conjunto arco-conexo mas grande que contiene al punto x, esto es:

U arco-conexo

xzeU
Dado que el conjunto {z} es arco-conexo, y contiene al punto x, &% es no vacio.

DEFINICION. Si (X,T) es un espacio topolégico, definimos la componente arco-coneza de x al
conjunto .o7;.

LEMA 3.14. Si (X,T) es un espacio topoldgico, y x,y € X, entonces vale que o = oty 6 oyt =
0.

DEMOSTRACION. Igual a la demostracién del Lema [3.7] O

Andlogamente, tenemos el siguiente resultado.

PROPOSICION 3.15. Si (X,T) es un espacio topoldgico, entonces X es la unidn disjunta de las
componentes arco-conexas.

Claramente, un espacio topolégico (X,T) es arco-conexo si y sélo si hay una tnica componente
arco-conexa.

LEMA 3.16. Si (X,T) es un espacio topoldgico, y x € X entonces oy C €.

DEMOSTRACION. Claramente 47, es arco-conexo, con lo cual es conexo (por el Teorema|3.11]), con
lo cual o7, C %, (por ser este tltimo el mayor conexo que contiene a x). O

Notar que en general 7, y €, no son iguales. Si miramos el Ejemplo [9] vimos que dicho espacio
topolégico es conexo, con lo cual hay una Unica componente conexa. Sin embargo, vimos que el espacio
no es arco-conexo. Es facil ver que {0} x [—1,1] es arco-conexo, y que el conjunto que llamamos S
también lo es. Luego tiene dos componentes arco-conexas.

3. Espacios localmente conexos

DEFINICION. Sea (X, T) un espacio topoldgico. Decimos que X es localmente conezo en x si vale
que para todo abierto U que contiene a x, existe V' abierto y conexo que contiene a x y contenido en
U.Osea:siU €T, x €U, existe V €T conexo con x € V C U. Decimos que X es localmente conexo
si lo es en todos sus puntos.

EJEMPLOS. 1. Si a,b son numeros reales, con a < b, el intervalo (a,b) es localmente conexo
(con la topologia subespacio).
Para ver eso, sea € R, con a < z < b, debemos ver que (a,b) es localmente conexo en
x. Sea U un abierto en (a,b) que contiene a x. En particular, U es un abierto de R (pues un
abierto en (a,b) es un abierto en R intersecado con el intervalo (a,b) que también es abierto).
Sabemos que una base para la topologia de R son los intervalos, con lo cual existen ¢,d € R
tales que x € (¢,d) C U. Pero los intervalos son conexos, listo.
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2. El abierto X = (0,1)U(2, 3) de R es localmente conexo (ver el Ejercicio[23)). Si z € X, entonces
z € (0,1) o z € (2,3); supongamos que vale lo primero. Sea U un abierto de X que contiene a
x. Luego U N (1,2) es un abierto en (1,2) que contiene a x, pero por el ejemplo anterior (1,2)
es localmente conexo, con lo cual existe un abierto V' conexo que contiene a = y esta contenido
en UN(1,2) CU.

3. De manera andloga, uniones de bolas en R™ son espacios localmente conexos.

EJERCICIO 22. Probar que si (X,T) es un espacio topolégico localmente conexo, y U C X es un
subconjunto abierto, entonces U (con la topologia subespacio) es localmente conexo.

EJEMPLO 10. De manera similar al primer ejemplo, R es localmente conexo. Sin embargo, Q C R
no es localmente conexo. La razon es que si tomamos por ejemplo 0 € Q, no existe ningun abierto en Q
que sea conexo y contenga el 0. Recordar que todo abierto contiene un intervalo, y si a,b € R+, todo
conjunto de la forma (—a,b) NQ no es conexo. La razén es que entre 0 y a existe siempre un irracional
a,y (—a,b)NQ = ((—a,a) NQ) U ((a, ) N Q) por ejemplo (donde la unién es disjunta). Esto muestra
que la hipdtesis de ser abierto en el ejercicio anterior es necesaria.

EJERCICIO 23. Probar que si (X,T) es un espacio topolégico, y {U;};cr son subespacios abiertos
y localmente conexos, entonces | J;; U; es localmente conexo.

PROPOSICION 3.17. Un espacio topoldgico (X, T) es localmente conexo si y sélo para todo abierto
U de X wvale que todas las componentes conexas de U son abiertas.

DEMOSTRACION. =) Sea # € T un abierto cualquiera, y z € U. Notemos por €(U,x) a la
componente conexa de x en U. Queremos ver que (U, x) es un conjunto abierto. Sea y € ¥(U,z), y
miremos el abierto U. Luego como X es localmente conexo, existe un abierto V, C U y conexo tal que
y € Vy, por ende V,, C ¥(U,y) = € (U,x), con lo cual €(U,z) = Uye%(U’z) V, es abierto.
<) Sea x € X y U un abierto que contiene a z. Queremos ver que existe un abierto conexo V tal que
x € V C U. Pero por hipétesis, € (U, x) (la componente conexa de x en U) es abierta (en U o en X,
es igual por ser U abierto) y conexa, luego = € € (U, x) C U como querfamos ver. O

4. Espacios localmente arco-conexos

DEFINICION. Sea (X, T) un espacio topoldégico. Decimos que X es localmente arco-conexo en x
si vale que para todo abierto U que contiene a z, existe V' abierto y arco-conexo que contiene a = y
contenido en U. O sea: si U € T, x € U, existe V € T arco-conexo con x € V C U. Decimos que X es
localmente arco-conexo si lo es en todos sus puntos.

Como los intervalos en R (y las bolas en R™) son arco-conexos, todos los ejemplos de la seccién
anterior (y sus ejercicios) siguen siendo ciertos si reemplazamos localmente conexo por localmente
arco-conexo. También vale el siguiente resultado (la demostracién es andloga).

PROPOSICION 3.18. Un espacio topolégico (X,T) es localmente arco-conezo si y sélo para todo
abierto U de X wvale que todas las componentes arco-conexas de U son abiertas.

Claramente un espacio localmente arco-conexo es localmente conexo.

TEOREMA 3.19. Si (X,T) es un espacio topoldgico conexo y localmente arco-conezxo, entonces X
€S arco-conexo.

DEMOSTRACION. Sabemos que X es unién disjunta de sus componentes arco-conexas, y por ser X
localmente arco-conexo, sus componentes arco-conexas son abiertas, con lo cual X es unién de abiertos
disjuntos. Pero X es conexo, con lo cual s6lo puede haber una tnica componente arco-conexa. O

COROLARIO 3.20. Si (X,T) es un espacio localmente arco-conexo, entonces las componentes co-
nezxas coincides con las componentes arco-conezras.
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DEMOSTRACION. Sea z € X un punto, y %, su componente conexa. Como X es localmente arco-
conexo, es localmente conexo, con lo cual €, es abierto. Como X es localmente arco-conexo y %, es
abierto, también es localmente arco-conexo (por el andlogo al Ejercicio , y es conexo entonces el
teorema anterior dice que %, es arco-conexo, o sea 6, C o, C %, con lo cual vale la igualdad. O

Antes de pasar a varios ejemplos, vimos que la imagen de un conexo (resp. arco-conexo) por una
funcién continua vuelve a ser conexo (resp. arco-conexo). Esto no vale para propiedades locales.

EJEMPLO 11. Consideremos f : (Q, Tgise) — @, donde el conjunto de llegada estd pensado con
la topologfa de subespacio de R, dada por la identidad, o sea f(x) = x. Claramente f es continua, y
biyectiva. Por otro lado, (Q, Tqisc) es localmente arco-conexo (puesto que el conjunto {x} es abierto y
arco-conexo), por ende también es localmente conexo. Pero vimos que Q no es localmente conexo (con
lo cual tampoco localmente arco-conexo).

PROPOSICION 3.21. Sean (X,T) y (Y,T') dos espacios topoldgicos y [ : X — Y wuna funcién
continua y abierta. Si X es localmente conexo entonces f(X) es localmente conezo.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que f es abierta. Siy = f(z9) € f(X),y U € 7' es un
abierto que contiene a x, entonces f~1(U) es abierto en X y contiene a zg. Por ser X localmente
conexo, existe V € T conexo tal que g € V C f~1(U). Luego f(xo) € f(V) C f(f~1(U)) c U. Como
f es abierta, f(V') es un conjunto abierto, y como V es conexo, f(V) también lo es. O

PROPOSICION 3.22. Sean (X,T) y (Y,T’) dos espacios topoldgicos y f : X — Y wuna funcién
continua y cerrada. Si X es localmente conexo entonces f(X) es localmente conezxo.

Antes de demostrar esto (que es un poco mas complicado), probemos el siguiente resultado preli-
minar.

LEMA 3.23. Sean (X,T) y (Y,7") dos espacios topoldgicos y f : X — Y wuna funcidn continua,
cerrada y suryectiva. Si U € T es tal que U = f=1(f(U)) entonces f(U) es abierto.

DEMOSTRACION. Ver que f(U) es abierto es equivalente a ver que f(U)¢ es cerrado. Ahora como
f es suryectiva, f(U)¢ = f(f~1(f(U))°) (o sea es la imagen por f de todo lo que no va a parar a
f(U)). Pero por hipétesis f~1(f(U)) = U, con lo cual f(U)¢ = f(U¢). Al ser U abierto, U° es cerrado,
y como f es una funcién cerrada, f(U°) es cerrado. O

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION [3.22] Supongamos ahora que f es cerrada y continua. Co-
mo queremos probar que f(X) (con la topologia subespacio) es localmente conexo, podemos suponer
que f es sobreyectiva. Sea U € T’ un abierto que contiene a ygy. Por la Proposicién basta probar
que € (U, yo) es abierto.

Sea V = f~}(U) (un abierto en X), y llamemos W = f~1(€ (U, yo))-

Afirmo: si w € W entonces € (V,w) C W.

La razén es que si w € W, por definicién f(w) € € (U,yo). Por otro lado, sabemos que como
€ (V,w) es conexo, y f es continua, f(€(V,w)) es conexo. Pero f(€(V,w)) N € (U,yo) es no vacio
(f(w) estd), con lo cual f(€(V,w)) C €(U,yo) (por ser la componente conexa el conexo mas grande
que contiene a yp).

Luego, W = UweW % (V,w), y como X es localmente conexo, W es abierto. Por otro lado, W =
Y€ (U, y)), con lo cual W = f=Y(f(W)) (por ser f suryectiva). El lema anterior nos dice que
entonces f(W) = € (U, yo) es abierto (donde la igualdad vale por ser f suryectiva).

g

5. Contraejemplos varios.

En esta seccién, veremos que todas las combinaciones de {si/no conexo}, {si/no arco-conexo},
{si/no localmente conexo}, {si/no localmente arco-conexo} pueden pasar. Sabemos que arco-conexo
implica conexo, que localmente arco-conexo implica localmente conexo, y que localmente arco-conexo +
conexo implican arco-conexo. Luego quedan estudiar las otras 9 posibilidades. Daremos contraejemplos
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para casi todos (para los cuales se pueden construir espacios faciles de tratar). Para abreviar la notacion,
denotaremos C, AC, LC, LAC a los cuatro tipos anteriores.

EJjeEmpPLO 12. El espacio R es C, AC, LC, LAC.

EJsempLo 13. Conjuntos que son C, AC, LC, no LAC son mas dificiles de describir. Un ejemplo
bien detallado puede consultarse en este post de |stackexchange.

EJEMPLO 14. Miremos el “peine”, el subconjunto de R? dado por

X = ([0,1] x {0}) U ({0} x [0,2]) U { J{1/n} x [0,1].
neN
El espacio X es C, AC, no LC, no LAC.

Claramente X es arco-conexo, pues dados dos puntos cualesquiera, siempre podemos movernos
verticalmente hasta tener cero en la segunda coordenada, obteniendo un punto en [0, 1] x {0}, y todo
este segmento (que es conexo) estd contenido en X. En particular, también es conexo.

Veamos que no es localmente conexo. Tomemos el punto p = (0,1) y el abierto B((0,1),1/2)
intersecada con X. Supongamos que hay un abierto conexo U que contiene al punto p. En particular,
existe un € > 0 tal que B((0,1),€) C U (por ser las bolas una base de la topologia). Sea ng € N tal
que n%) < €,y sea o un irracional cualquiera entre 0 y n—lo Luego,

U=Un{(z,y) : z<ah)UUN{(z,y) : z>a}).

Como todos los elementos de X tienen coordenadas racionales, claramente la unién da todo (y es
disjunta). Veamos que ambos conjuntos son no vacios. El primer conjunto contiene al punto (0,1). El
segundo conjunto contiene al punto (nio, 1), que claramente tiene la primer coordenada mayor que «,
y a la vez d((0,1), (n—lo, 1)) = % < ¢, con lo cual (nio, 1) € B((0,1),e) C U.
EJEMPLO 15. Recordemos que si X es un conjunto con una relacion de orden total, dados a,b € X,

tenemos cuatro nociones diferentes de intervalos:

(a,b) ={r € X 1a <z <b},
v (a,b) ={r € X ra<xz<b},
v fa,b)={zeX ra<z<b}
v [a,b)={xeX :a<z<Db}
En tal caso, en el conjunto X podemos definir una base para la llamada topologia del orden, dada por:
B contiene los conjuntos de la forma

» Todos los intervalos (a, b).
= Si existe ap un minimo (o primer) elemento en X, también los intervalos [ag, ).
= Si existe by un maximo (o tltimo) elemento en X, también los intervalos (a, by).

Miremos el conjunto X = [0,1] x [0,1] y definamos el orden lezicogrifico, dado por (a,b) < (¢, d) si
a<cbsia=cyb<d (comparar con el Ejercicio 17 del Préctico 1). Notar que este es el orden que
se utiliza en los diccionarios.

El espacio X es C, no AC, LC, no LAC (ver [Mun00|, Ejemplo 6).

La razén por la cual X no es arco-conexo (y es la misma por la que no es localmente arco-conexo)
es que si &« : I — X es continua, y a(0) = a, a(l) = b (digamos con a < b), entonces a debe tomar
todos los valores en [a,b] (recordar que la imagen de un conexo por una funcién continua es conexo).
Digamos que a = (a1, a2) y b = (b1,bs), y supongamos que a; # b;. Luego

U & x(0,1) ca().

a1 <t<by

Notar que el conjunto {t} x (0,1) = ((¢,0), (¢,1)), con lo cual es abierto. Luego a=!({t} x (0,1)) es
abierto, y por ende contiene un ntimero racional ¢;. Pero entonces tenemos una funcién inyectiva de
(a1,b1) en Q, jlo que no puede suceder! (los intervalos no son numerables).
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Esto prueba que X no es arco-conexo, ni es localmente arco-conexo (por ejemplo en el punto
(1/2,1). Ver que X es conexo y arco-conexo es similar a la demostracién de que los intervalos en R
son conexos. Ver el Teorema 24.1 en [Mun00] para los detalles.

El Ejemplo[Jes C, no AC, no LC, no LAC. Vimos que es conexo y no arco-conexo. La misma
demostracién prueba que no es localmente arco-conexo (mirando el punto (0,0) por ejemplo), y la
demostracién del Ejemplo (con una modificacién minima) prueba que no es localmente conexo.

EJjercicio 24. El conjunto (1,0)U(2, 3) con la topologia subespacio es no C, no AC, LC, LAC.

EJERCICIO 25. Si al Ejemplo [15]1le agregamos un intervalo disjunto (por ejemplo el (3,4) x {0})
con la topologia propia, obtenemos un espacio que es no C, no AC, LC, no LAC.

EJERCICIO 26. Sial Ejemplole unimos el intervalo (2, 3) x {0}, obtenemos un espacio topolégico
que es no C, no AC, no LC, no LAC.



Capitulo 4

Espacios Compactos

DEFINICION. Si (X, T) es un espacio topolégico, un cubrimiento por abiertos de X es una familia
& = {U; }ier tal que cada conjunto U; € T (es abierto) y los abiertos U; cubren X, o sea X = U;e;U;.
Un subcubrimiento de € es un subconjunto de ¥ que también cubre a X.

EJEMPLO 16. Si (X,T) =R, y tomamos € = {(a,b) : a < b}, claramente € es un cubrimiento por
abiertos de R. A la vez, el conjunto {(a,b) a < by a € Z} es un subcubrimiento.

DEFINICION. Un espacio topolégico (X, T) se dice compacto si todo cubrimiento por abiertos de
X admite un subcubrimiento finito.

EJEMPLOS. 1. El espacio topolégico R no es compacto. Para ver esto, tomemos por ejemplo
el cubrimiento € = {(n —3/4,n+3/4) : n € Z}. Notemos que € es un cubrimiento de R,

S s A

dado que si a € R, y tomamos n € Z el entero mas cercano a a, claramente |[a —n| < 1/2, con
lo cual a € (n —3/4,n+ 3/4).

El cubrimiento % tiene la particularidad de que si quitamos cualquier elemento, deja de
cubrir a los reales. La razén es que en el intervalo (n —3/4,n+3/4) (con n € Z) hay un unico
entero, a saber n, dado que la distancia entre dos enteros es al menos 1. Luego si removemos
alguno de los abiertos, seguro nos queda un nimero entero sin cubrir. Esto demuestra que &
no admite ningiin subcubrimiento finito, ergo R no es compacto.

2. Sea X = {%}HEN con la topologia subespacio de R. Afirmo que R no es compacto.

Veamos primero que la topologia en X es la discreta. Es facil verificar que (% — ﬁ, i

X = %, con lo cual los puntos son abiertos. Luego, podemos tomar como cubrimiento por abier-
tos de X a ¢ = {{2}},en. Claramente si le quitamos al cubrimiento un elemento cualquiera,
el mismo deja de cubrir a X, con lo cual no existe subcubrimiento finito, y X no es compacto.
3. Sea X = {1}, cnU{0} nuevamente con la topologia subespacio. Afirmo que X si es compacto.
Sea € = {U,}icr un cubrimiento cualquiera de X. Como 0 € X, existe Uy abierto en X
que contiene al 0. Recordar que un abierto en X es un abierto de R intersecado con X, con lo
cual existe un € > 0 tal que U contiene (—¢,e) N X (pues los intervalos son una base para la
topologia). En particular, existe ng tal que % € (—&,e)NX C U para todo n > ng. Notar que el
abierto Uy cubre todos los elementos de X salvo finitos (a saber 1 con n < ng eventualmente).
Para cada uno de estos puntos existe un abierto U; del cubrimiento tal que % € U; (como &
es un cubrimiento, todos los elementos de X estdn en algtin abierto del cubrimiento). Luego el
conjunto {Up,U; : 1 <14 < ng} es un subcubrimiento finito de €. Asi, cualquier cubrimiento
admite un subcubrimiento finito y X es compacto.
4. Si (X,7) es un espacio topolégico cualquiera, con X finito, entonces X es compacto. La razén
es que hay solo finitos conjuntos abiertos en X con lo cual cualquier cubrimiento es finito.

TEOREMA 4.1. Si (X,T) es compacto, y Y C X es cerrado, entonces Y con la topologia de
subespacio es compacto.

31
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DEMOSTRACION. Sea 4 = {U;}ie; un cubrimiento por abiertos de Y. Recordar que esto quie-
re decir que existen abiertos V; en X tales que U; = V; N'Y. Miremos el cubrimiento por abiertos
{Vitiecr U{X \ Y} de X (aqui es donde usamos que Y es cerrado). Como X es compacto, existe un
subcubrimiento finito de X, digamos {V;, }j=1,....n y tal vez X'\ Y (notar que podemos suponer que est4
en el subcubrimiento, dado que si no estuviera y lo agregamos seguimos teniendo un subcubrimiento
finito de X). Como Y = X NY = Jj_,(Vi; NY) = Uj_, Us;. En particular pudimos obtener un
subcubrimiento finito lo que implica que Y es compacto. O

Notar que usamos fuertemente que Y es cerrado en la demostraciéon. Si miramos el ejemplo 3
anterior, vemos que X es compacto, y si tomamos Y al subespacio del ejemplo 2, vimos que no es
compacto, con lo cual la condicién de ser cerrado es necesaria en el Teorema.

Es importante remarcar también que si (X, T) es un espacio topolégico compacto, y Y C X es un
subespacio compacto, no necesariamente Y es cerrado. Por ejemplo, si X es finito, sabemos que todo
subespacio Y es compacto (por el ejemplo 4 anterior), pero Y no tiene por qué ser cerrado.

COROLARIO 4.2. Si (X,T) es un espacio topoldgico, y K; son conjuntos compactos y cerrados,
entonces su interseccion es compacto.

DEMOSTRACION. Claramente la interseccién de cerrados es cerrado, luego por el Teorema anterior
un cerrado dentro de un compacto es compacto. O

TEOREMA 4.3. Si (X,T) es un espacio topoldgico Hausdorff, y K C X es compacto, dado x € X\ K
existen abiertos U,V tales quex €U, K CV yUNV = 0.

DEMOSTRACION. Como X es Hausdorff, dado el punto x y un punto y € K cualquiera (notar
que como = ¢ K necesariamente = # y), existen abiertos U,,V, tales que x € U,, y € V, con la
condicién de que U, NV, = (. El conjunto {V,},cx es un cubrimiento por abiertos de K. Al ser K
compacto, sabemos que existe un subcubrimiento finito del mismo, o sea existen yi,...,y, tales que
K c Ui, Vy,. Tomemos V = J, V,, y U =, Uy,. Ambos son abiertos, K C V y z € U, resta
ver que son disjuntos. Si z € U NV en particular existe 49 tal que z € V,, ~(por estar en V). A la vez,
z €Uy, (pues estd en la interseccién), con lo cual z € Vi, MUy, pero ambos conjuntos son disjuntos,
lo cual es un absurdo. O

COROLARIO 4.4. Si (X,T) es un espacio topoldgico Hausdorff, y K C X es compacto, entonces K
es cerrado.

DEMOSTRACION. Por el Teorema anterior, dado # € X \ K, existen abiertos U,, V. disjuntos tales
que K CV, yx €U, Luego X \ K = UmeX\K U,, que es un abierto. O

EJercicio 27. Usando el Corolario, probar que si (X, T) es un espacio topolégico Hausdorff, y X
es finito, entonces T es la topologia discreta (notar que esto ya lo demostraron en el Ejercicio

TEOREMA 4.5. Sean (X,7T) y (Y,7") son espacios topoldgicos, f: X — Y una funcidon continua y
K C X un conjunto compacto. Entonces f(K) CY es compacto.

DEMOSTRACION. Sea ¢ = {U,};c; un cubrimiento por abiertos de f(K). Como f es continua,
{f~Y(U;) N K} es un cubrimiento por abiertos de K. Como K es compacto, existen i; con 1 < j <n
tales que K = Uj_, f~(Ui;) N K, con lo cual f(K) =Uj_, Ui, O

COROLARIO 4.6. Si (X,T) y (Y,T’) son espacios topoldgicos tales que X es compacto y 'Y es
Hausdorff, entonces toda funcion f: X — Y continua es cerrada.

DEMOSTRACION. Si A C X es cerrado, entonces es compacto (por el Teorema luego f(A) es

compacto por el Teorema y como Y es Hausdorff, f(A) es cerrado por el Corolario g
TEOREMA 4.7. Si (X1,71),...,(Xn,Tn) son espacios topoldgicos compactos entonces el producto

X1 x--- x X, es compacto.
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DEMOSTRACION. Al igual que hicimos para ver que el producto de espacios conexos es conexo,
por un argumento inductivo basta probar con dos conjuntos, o sea si (X,T) y (Y,T’) son compactos
entonces el producto X x Y es compacto.

Para ello sea € = {U,};c; un cubrimiento por abiertos de X x Y, y queremos ver que podemos
quedarnos con finitos. Pensemos en X XY como un plano, y la idea es ver que para cada x € X podemos
tomar un “tubo” alrededor de la “linea” {z} x Y cubierto por finitos abiertos del cubrimiento. Para

ello fijemos un = € X, y miremos el conjunto
IL={iel : Un{z} xY)#£0}

Como % es un cubrimiento de X x Y, {z} xY = {J;c; Uin({z} xY), 0sea ¢, = {U;N({z} xY)}ier,
es un cubrimiento por abiertos de {z} x Y.

Luego, dado (z,y) € {z} x Y, sabemos que existe U;, que contiene al punto (z,y). Por definicién
de la topologia producto, sabemos que existen abiertos V,, de X y W, de Y tales que V, x W, C U;,.
Miremos entonces al cubrimiento de {x} x ¥ dado por

C = {(Vy x Wy)n ({z} x Y)}.

El conjunto {z} x Y ~ Y (homeomorfo) por la proyeccién en la segunda coordenada, y como Y es

compacto, {zx} x Y también lo es. Luego ¢ admite un subcubrimiento finito, o sea existen yi,. ..,y
(el nimero de puntos depende del punto x que fijamos) tales que

n

Uy x W) n{a} x Y = {2} x V.

i=1
Sea V, = ()., Vy, (claramente z € V), con lo cual V, x Y c U;—,(V,, x W,,), y llamemos U,
1 < j < n al abierto de ¢ que contiene al abierto V,, x W, . En particular, la franja V,, xY" C U;L:I U;
o sea la pudimos cubrir con finitos elementos de %. Ahora lo que hacemos es mover el punto x.

Como X = UIe x Va, y este es un cubrimiento por abiertos, al ser X compacto, existen finitos

T1,...,oN tales que X = Ji—, Vi,. Luego X xY = JI_, Vi, XY (0 sea todo el espacio lo cubrimos por
finitas franjas). Pero antes vimos que para cada V;, existen finitos U;; que cubren la franja V,, x Y,
con lo cual todo X X Y lo podemos cubrir con finitos elementos de €. O

J?

A pesar de que todavia no estudiamos el caso de producto infinito de espacios topoldgicos, uno
estarfa tentado a dados (X;,T;), i € I espacios topoldgicos, poner una topologfa en el producto [, ; X;
donde los abiertos sean de la forma Hie ; U;, donde cada U; € T;. Esta topologia se suele llamar la
topologia de cajas, y la estudiaremos mas adelante. El problema que tiene dicha topologia es que el
Teorema anterior deja de ser cierto al tomar un producto infinito de espacios compactos.

EJEMPLO 17. Sea X = [0,1]Y, 0 sea X = [],.y[0,1], donde cada elemento del producto estd
pensado con la topologia subespacio de R.

Recordar que [0,1] es compacto (como vieron en Andlisis I y recordaremos mas adelante), no
obstante, X no lo es. En el intervalo [0, 1] podemos tomar el cubrimiento (finito) por abiertos ¢ =
{[0,3/4), (1/4,1]}. Denotemos por P(N) el conjunto de partes del conjunto de nimeros naturales (o sea
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P(N) contiene a todos los posibles subconjuntos de los ntimeros naturales). Dado A € P(N) denotamos
por €4 al conjunto dado por

¢4 = H Cy, donde C,, = {[O’ 3/4) S? ne4,

N (1/4,1] sin & A.

En particular, €4 es un producto (infinito) de abiertos, con lo cual “deberfa” ser un abierto en X (si
tomamos la topologfa producto simplemente). Afirmo que {4} Aep(n) €s un cubrimiento de X que
no admite subcubrimiento finito (ergo X no es compacto).

Veamos que es un cubrimiento. Dado que si € X, queremos construir un conjunto A € P(N) tal
que x € €4. Si x,, denota la coordenada n-ésima de X, por definicién de X, x, estd en alguno de
[0,3/4) o (1/4,1]. Si estd en el primer conjunto, decido que n € A, mientras que si no estd en el primer
conjunto (por ende estd en el segundo), decido que n & A. Asi construimos un conjunto A que cumple
que z € €.

Veamos que {€4} Aep(y) no admite subcubrimiento finito. Supongamos que existe un subcubri-
miento que satisface que hay un conjunto A € P(N) tal que el abierto €4 no estd en él. Luego, si
tomamos el elemento & = {x,, }nen dado por:

1/8 singA,
Ty =
7/8 sin€ A,

entonces z no fue cubierto. La razén es que por construccién este elemento estd tnicamente en €4,
que no es parte del subcubrimiento.

Recordar que una red en X es una funcién r : D — X, donde (D, <) es un conjunto dirigido.

DEFINICION. Sean (X, T) un espacio topolégico, (D, <) es un espacio dirigido, y 7 : D — X una
red para D. Una subred de r es una red s para un conjunto dirigido (E, <) con la propiedad de que
existe una funcién f : F — D que cumple:

«s=rof,
» para cada d € D existe e € F tal que si € > e entonces f(€) > d.

Notar que en el case de que el conjunto dirigido sea (N, <), la nocién de subred coincide con la de
subsucesion.

TEOREMA 4.8. Un espacio (X,T) es compacto si y sdlo si toda red en X tiene una subred conver-
gente.

DEMOSTRACION. Ver Teorema 5.3.5 de [DD92]. O

1. Compactos en espacios métricos

A lo largo de esta seccién nos vamos a restringir a espacios métricos, donde algunas propiedades
de compactos se pueden interpretar en términos de sucesiones y bolas.

Veamos primero que al estudiar cubrimientos en espacios métricos, podemos en general restringir-
nos a bolas.

TEOREMA 4.9 (Numero de Lebesgue). Sea (X,d) un espacio métrico compacto, y € un cubri-
miento por abiertos de X. Entonces existe un nimero positivo € (llamado el nimero de Lebesgue del
cubrimiento) con la propiedad de que para todo x € X, existe U € € tal que B(x,e) C U.

DEMOSTRACION. Para cada z € X existe U € € tal que x € U (por ser cubrimiento), luego
existe r(z) > 0 tal que B(x,r(x)) C U (por ser estos abiertos una base de la topologia). En particular,
para cada x existe r(x) tal que B(z,r(z)) C U para algin U € ¥. El problema es que hasta aqui
el radio depende del punto. Como X es compacto, miremos el cubrimiento por abiertos dado por

{B(z, T(;) )}eex. Al ser X compacto, existen finitos puntos z1, ..., z, tales que X = J;_; B(z;, T(;”) ).
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Sea ¢ = gmin{r(z;) : 1 <i < n}. Luego, si y € X, existe iy tal que y € B(z;,, T(Z;O)), con lo
cual B(y,e) C B(x;,,e+ @) C B(w;,,r(x;,)), pero por construccién esta bola estd contenida en un
abierto del cubrimiento. O

TEOREMA 4.10. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces X es compacto si y sdlo si toda sucesion
admite una subsucesion convergente.

DEMOSTRACION. =) Sea {z,}nen una sucesién en X, y sea A = {z,, : n € N} el conjunto de
valores de la sucesién. Si A es finito, entonces la sucesion toma infinitas veces el mismo valor, con lo
cual admite una subsucesién constante que claramente es convergente. Supongamos entonces que A
no es finito, y sin pérdida de generalidad que todos los valores de la sucesién son distintos (tomando
una subsucesién si fuera preciso).

Notar que {z, } admite una subsucesién convergente si y sélo si A tiene un punto de acumulacién
en X (recordemos que z es un punto de acumulacién si B(z, )N A\ {z} es no vacio para todo n € N).
Supongamos entonces que A no tiene ningin punto de acumulaciéon. Luego para todo x, existe &,
tal que B(zp,en) N A\ {z,} = 0 (pues z,, no es punto de acumulacién). Esto quiere decir que A
como espacio topoldgico tiene la topologia discreta. Pero por otro lado, como A no tiene puntos de
acumulacién, A = A con lo cual A es cerrado en un compacto, luego compacto. Pero un conjunto
infinito con la topologia discreta no es compacto, absurdo.

<) Veamos primero que podemos restringirnos al caso en que nuestro cubrimiento estd dado por
bolas de un radio fijo. Sea ¥ un cubrimiento por abiertos cualquiera.

Afirmo: bajo las hipétesis existe el nimero de Lebesgue, o sea existe € > 0 tal que para todo = € X,
existe U € € con B(x,e) C U.

Supongamos que no es cierto, luego dado € = %, existe un punto z, € X tal que B(x,, %) ¢z U
para ningin U € ¥. Por hipétesis, la sucesién de centros {z,} admite una subsucesién convergente.
Supongamos (para aliviar la notacién) que la toda la sucesién converge. Esto quiere decir que existe
x € X tal que para todo ¢ > 0 existe ng tal que z, € B(x,¢) para todo n > ng. Como € es un
cubrimiento, existe U € ¥ tal que z € U, y como las bolas son una base para la topologia, existe
e > 0 tal que B(z,2¢) C U. Tomando este €, si n > max{no, [ 1|} vale que B(zn, <) C B(x,2¢) pues
siy € B(xy, L), d(z,y) < d(y,zn) + d(zy,2) < L 4 ¢ < 2¢, luego B(zy, 2) C U para todo n > ng, lo
que es un absurdo.

Por la afirmacién tenemos entonces que dado % existe € > 0 tal que dado x € X, existe U € € con
B(z,e) C U. Si probamos que el cubrimiento 4. = {B(x,¢)}yex (el radio estd fijo) admite un subcu-
brimiento finito, tomando los abiertos de ¥ que contienen a cada bola obtenemos un subcubrimiento
finito de %.

Sea asi 1 € X cualquiera. Si X = B(x1,¢), listo (con un sélo abierto alcanza). Caso contra-
rio, existe xo € X \ B(z1,¢). Seguimos con este procedimiento construyendo distintos puntos: dados
T1,...,x, 0 bien X = (JI_, B(x;,¢) (en cuyo caso ganamos), o existe z,4+1 € X \ J;, B(z;,¢). Notar
que por construccién d(z;, ;) > € si @ # j. Si el proceso termina, conseguimos un subcubrimiento
finito, caso contrario, existe {zy}nen en X tal que d(x;,x;) > € para todo ¢ # j. Claramente dicha
sucesion no puede admitir ninguna subsucesion convergente. O

Recordemos que si (X, d) es un espacio métrico, y A es un subconjunto de X, la distancia de un
punto y € X al conjunto A se define como d(y, A) = inf{d(y,z) : z € A}.

COROLARIO 4.11. Sea (X,d) es un espacio métrico, y A C X compacto. Entonces siy ¢ A, la
distancia se alcanza, o sea existe v € A tal que d(y, A) = d(y,x).

DEMOSTRACION. Por definicién del minimo, dado n € N existe z,, € A tal que d(y, x,) < d(y, A)+
%. Como A es compacto, existe una subsucesion (supongamos nuevamente que es la misma subsucesién
x,) de puntos de A que convergen a x € A. Pero entonces d(y, A) < d(y,z) < d(y,zn) + d(zn,x) <
d(y, A) + % para todo n € N, con lo cual d(y, A) = d(y, ). O

1.1. Espacios localmente compactos.
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DEFINICION. Un espacio topoldgico (X, T) se dice localmente compacto si para cualquier z € X
existe U € T que contiene a x tal que U es compacto.

EJEMPLOS. Veamos algunos ejemplos:

1. R™ es localmente compacto para cualquier n. Si @ = (21,...,2,) € R", sea Uz = [[1—, (z; —
1/2,2; 4+ 1/2). Claramente Uz es abierto en R™ y su clausura U = [[\ [; — 1/2,2; +1/2] es
compacto por ser producto de compactos.

2. Si (X,7) es un espacio topolégico compacto, entonces claramente es localmente compacto
(tomando como abierto siempre el conjunto total X).

EJEMPLO 18. Consideremos el conjunto R™) dado por las sucesiones que cuya cola es cero, o sea

RM ={f:N=R: f(n)=0V¥n>mng}.

Para tener una idea mejor de quién es R™) pueden pensar en el conjunto de polinomios (que no son

sumas infinitas, sino que los coeficientes que multiplican las potencias de z son cero a partir de un
punto). Definimos una distancia en el conjunto R™ por:

d({an}v {bn}) = Z |an - bn|

neN

Notar que como los términos son eventualmente cero, en realidad esto es siempre una suma finita (por
lo cual converge).

Dejamos como ejercicio verificar que realmente esto define una norma en el conjunto (y por ende
una topologia). Afirmo que este espacio no es localmente compacto. Veamos que no lo es por ejemplo
en el punto z = {0} (o sea la sucesién constantemente cero). Supongamos que existe un abierto U
tal que U es compacto. Por definicién de la topologia en un espacio métrico, existe ¢ > 0 tal que
B(z,e) C U. Luego, B(x,¢) debe ser compacto (por ser cerrado en un compacto).

Miremos la sucesién de elementos de R™ dada por {z,}, donde el punto z,, corresponde a la

sucesion:
e/2 sii=

0 si i # m.

Claramente cada elemento x,, estd en R™ (pues la cola es cero), y por el Teorema dicha sucesion
debe tener una subsucesién convergente. Pero notar que d(x,,z,) = € si n # m (que es un nimero
fijo), con lo cual no puede tener ninguna subsucesién convergente.

LEMA 4.12. Si (X,T) es un espacio localmente compacto, y Y C X es cerrado, entonces Y es
localmente compacto.

DEMOSTRA(LION . Sea y € Y un punto cualquiera. En particular y € X, con lo cual existe U € T
tal que y € U y U es compacto. Luego V =U NY es abierto en Y, contiene a y, y V.C UNY (por ser
Y cerrado) que es cerrado dentro de un compacto y por ende compacto. O

Antes de enunciar y demostrar el Teorema de Baire, precisamos un pequefio lema auxiliar.

LEMA 4.13. Sea (X,T) un espacio topoldgico, y Vi un conjunto cerrado y compacto. Dada una
subsucesion de conjuntos cerrados (Vi )nen no vacios y encajados (o sea V1 C V) la interseccion

ﬂnEN V" # @

DEMOSTRACION. Supongamos que [, .y Vn = 0. Como cada V;, es cerrado, {V;°};en son abiertos
y cubren a Vi, pues Vi C ((,en Va)¢ = Upen Vir- Como los V;, son encajados y no vacios, claramente
no podemos quedarnos con finitos de ellos, pues si basta con tomar hasta el Vi, los elementos de Vi
no fueron cubiertos. g

neN

TEOREMA 4.14 (Baire). Si (X,T) es un espacio topoldgico localmente compacto y Hausdorff y

{Ui}ien es un cubrimiento numerable por abiertos densos entonces ﬂieN U; es denso en X.
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DEMOSTRACION. Recordar que un conjunto 7" es denso si su clausura es todo X . Equivalentemente,
si vale que para todo U € T, UNT # 0.

Sea U € T un abierto cualquiera, y veamos que U N ([),cy Us) # 0 entonces. Como U, es denso,
U N U;y es no vacio y abierto. Sea x € U NU;. Como X es localmente compacto, existe un abierto V'
que contiene a x y tal que V es compacto (y podemos suponer V C UNUj, sino tomamos V NU NU,).

Afirmo: podemos suponer que V C U NU;.

Veamos primero la validez de la afirmacién. Llamemos U = U NU; (para aliviar notac10n) Supon-
gamos que V ¢ U. Sabemos que V es cerrado, y que U es abierto, con lo cual V' \ U es un conjunto
cerrado y por ende compacto. Por otro lado, z € U, con lo cual = ZV\ U. Como X es Hausdorff, dado
un punto y un compacto que no lo contiene, existen abiertos disjuntos que los separan, o sea existen
abiertos Wy, Wy tales que x € Wy y V' \ U C Wy con Wy N Wy = 0.

Tomemos Vi = V N Wy, que es un abierto no vacio (contiene a x), con clausura compacta (es un
cerrado en V que es compacto por hipétesis) y veamos que V; C U. Claramente V = (VN U)U(V\U)
(siendo la unién disjunta), y como Vi € V, Vi C V. Si probamos que V; N (V' \ U) = 0, entonces
VicvVnUCcCU.

Pero W5 es un abierto disjunto de Vi, con lo cual es disjunto de la clausura de Vj, y como
V\U C Wa, se sigue que V; N (V \ U) = 0, de ahf la afirmacién.

Luego existe V; abierto no vacio tal que V; es compacto y estd contenido en UNU;. Andlogamente,
existe V5 abierto no vacio tal que V5 es compacto y Vo C Vi NUs; € U N U; N Us. Continuando,
construimos una sucesién de conjuntos V,, todos ellos abiertos, no vacios y de clausura compacta
encajados unos en los otros (o sea V,,11 C V). El Lema que probamos antes implica que [,,cy Vi # 0;
V., cUNN

como [ U,, dicho conjunto no puede ser vacio. O

neN neN

COROLARIO 4.15. Si (X,T) es un espacio localmente compacto y Hausdorff, entonces X no se
puede expresar como union numerable de cerrados con interior vacio.

DEMOSTRACION. Supongamos que X = Unen Fn, con Fy, cerrado y Fyy = (). Luego F es abierto,
y ademas denso, pues si existe U abierto de X con U N Fy (Z) entonces U C F;, cuyo interior es vacio,
absurdo. Luego el Teorema de Baire implica que () # ﬂneN = (Upen Fn)¢ = X¢ =0, absurdo O

Notar que esto por ejemplo prueba que R no es numerable, pues vimos que es localmente compacto,
y también es Hausdorff, si fuese numerable, lo podemos cubrir con sus puntos, que son cerrados de
interior vacio.

TEOREMA 4.16 (Alexandroff). Si (X,T) es un espacio topoldgico no compacto entonces existe un
par (X*,1) donde X* es compacto, v : X — X* es un homeomorfismo con su imagen con la propiedad
de que 1(X) es denso en X*. Ademds, si X es localmente compacto y Hausdorff, X* es Hausdorff.

DEMOSTRACION. Definamos X* = X U {oo}, 0 sea a X le agregamos un punto. Debemos definir
la topologia en él. Para eso definimos:

T*"={UcCX : UeTtu{UC X" : coe U X"\U es cerrado y compacto en X }.

Digamos que los abiertos de T7* son de tipo I en el primer caso y de tipo II en el segundo. Veamos que
T* es una topologia en X*:
= Claramente (), X* son elementos de T* (vacio de tipo I y X* de tipo II).
= Veamos que uniones de abiertos son abiertos. Claramente unién de conjuntos de tipo I vuelve
a ser un abierto de tipo I por ser T una topologia en X. Recordar que interseccién de cerrados
dentro de un compacto da un conjunto cerrado y compacto, con lo cual si a un conjunto de
tipo IT le uno conjuntos de tipo I vuelve a ser de tipo IT (pues X*\ (U3 UUy) = (X*\Uy) NUS
cerrado y compacto en X). Andlogamente, la unién de conjuntos de tipo II vuelve a ser de
tipo II.
= Claramente la interseccién finita de conjuntos de tipo I vuelve a ser de tipo I. A la vez,
la interseccién finita de conjuntos de tipo II vuelve a ser de tipo II (pues X*\ (UNV) =
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(X*\U)U (X*\V), y la unién finita de cerrados compactos es cerrado y compacto). Por
ultimo, si intersecamos un conjunto de tipo I con uno de tipo II da un conjunto de tipo I (el
punto oo no estd en la interseccién), y notemos que si co € U, X*\U = X \ (U \ {o0}) es
cerrado, con lo cual U \ {oo} es abierto en X.

Las cuentas anteriores muestras que ¢ : X — X* dada por la identidad es un homeomorfismo con su
imagen. La continuidad sale de que si U es abierto de tipo II, :71(U) = U \ {oc} es abierto. A la vez,
¢ es claramente abierta, con lo cual es un homeomorfismo con su imagen. A la vez, «(X) es denso en
X* pues el dnico punto que no estd en la imagen no es abierto (aqui usamos que X no es compacto).

Veamos que X* es compacto. Sea {U;} un cubrimiento cualquiera de X*. Como co es un punto
de X*, debe haber un abierto Uy que lo contiene. Luego X* \ Uy es un compacto en X, con lo cual
podemos quedarnos con finitos abiertos para cubrir esta parte. En definitiva, el abierto Uy y finitos
mas bastan para cubrir X.

Por tltimo, supongamos que X es localmente compacto y Hausdorff. Sean x,y € X* dos puntos
distintos. Si z,y # 0o, entonces existen abiertos de tipo I que los separan (por ser X Hausdorff). Si
y = 00, como X es localmente compacto, dado z existe un abierto U que contiene a z y tal que U es
compacto. Luego, U y V = (X \ U) U {oo} son abiertos, z € U, c0 € VyUNV = . d

Al conjunto X™* se lo llama la completacién de Alexandroff de X.

EJERCICIO 28. Ver que la compactacién de R con el proceso anterior da la esfera S* = {(z,y) €
R? : 22+ (y —1)? = 1} (notar que la hemos desplazado uno para arriba). Para ver esto, probar
que la proyeccién desde el punto co = (0,2) da un homeomorfismo entre R y S* \ {(0,2)}. Luego
como conjunto podemos identificar a R* son S*'. Probar que la topologia del Teorema de Alexandroff
coincide con la topologia de (subespacio de) S?.

2. Espacios completos

En esta seccion trabajaremos inicamente con espacios métricos. Recordemos la siguiente definicién
de Anilisis 1.

DEFINICION. Sea (X, d) un espacio métrico. Una sucesion {z, }nen se dice de Cauchy si cumple
que para todo € > 0 existe ng € N tal que d(x,, z,,) < € para todo par n,m > ng.

DEFINICION. Un espacio métrico (X, d) se dice completo si cumple que toda sucesién de Cauchy
converge, o sea si {Z, tnen es de Cauchy entonces existe z € X tal que x,, — x.

Una tarea dificil de Anélisis I es probar justamente que R es completo. Para esto demostraron que si
tienen una sucesién de Cauchy, siempre tiene una subsucesién creciente o decreciente, y luego probaron
que dichas sucesiones convergen (tomando un supremo o un infimo, que es la propiedad fundamental
que diferencia los reales de los nimeros racionales). A la vez, probaron que Q no es completo (por
ejemplo pueden tomar una sucesién de niimero racionales que tiene a v/2 en R; al mirarla como sucesién
en Q es de Cauchy, pero no puede converger).

Los espacios métricos completos tienen propiedades muy interesantes.

LEMA 4.17. Si (X,d) es un espacio métrico y A C X es compacto, entonces A es completo.

DEMOSTRACION. Sea {z,} una sucesién de Cauchy en A. Como A es compacto, el Teorema
{z,} admite una subsucesién convergente, llamemos z al punto al que converge la subsucesién. Es un
ejercicio sencillo ver que entonces toda la sucesion tiene que converger a . O

LEMA 4.18. Si (X,d) es un espacio métrico completo y A C X es cerrado, entonces A es completo

DEMOSTRACION. Una sucesién de Cauchy en A es de Cauchy en X por lo tanto converge a un
punto, que es un punto de acumulacién de A y al ser A cerrado, dicho punto pertenece a A. O

LEMA 4.19. Sia,b € R con a > b entonces el intervalo [a,b] es compacto.
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DEMOSTRACION. Sea {,} una sucesién cualquiera en [a, b], y veamos que admite una subsucesién
convergente. Si el conjunto {z,} (de valores de la sucesién) es finito, entonces podemos tomar una
subsucesién constante, la cual converge.

Supongamos entonces que la sucesién toma infinitos valores distintos. Partamos el intervalo al
medio, digamos [a,b] = [a, “F2] U [%£2,b]. Como la sucesién tiene infinitos términos distintos en uno
de estos dos subintervalos hay infinitos valores, llamemos I; a un tal intervalo, y definamos y; como
un término de la sucesion en I;. Notar que el didmetro de I es b_T“.

Supongamos construidos 1, ..., Yy, cada uno en un intervalo I,, donde la sucesién toma infinitos
valores, y tal que I41 se obtuvo a partir de I} partiéndolo al medio. Partimos I,, al medio, y miramos
un intervalo donde la sucesién tome infinitos valores, y lo llamamos I,,11. Por construccién, existe un
término de la sucesién original que estd a la derecha de los valores yy, . . . ¥, (0 sea ocurre para un {ndice
n mayor que el que usamos para cada uno de ellos). Llamemos y,,+1 a un tal valor. Asi nos construimos
una subsucesién {y,}, que cumple que y,, € I para todo n > k, con lo cual d(yn,ym) < bz_—k“ si
n,m > k (pues este valor es el tamano del intervalo). Luego {y,} es de Cauchy, y por ser R completo,
converge. O

TEOREMA 4.20 (Heine-Borel). un conjunto K C R™ es compacto si y sdlo si es cerrado y acotado.

DEMOSTRACION. Ya vimos que un conjunto compacto en un Hausdorff es cerrado. Supongamos
que K no es acotado, o sea dado n € N existe z,, € K tal que d(gcnﬁ) > n. Como K es compacto,
{z,} admite una subsucesién convergente (la cual tampoco puede estar acotada por construccién de
x,). Digamos que {y,} es una tal subsucesién. En particular, {y,} es de Cauchy, con lo cual dado
e = 1, existe ng tal que d(yn,ym) < 1sin,m>ng.

Llamemos N = max{d(z;,0) : 1 <i <ng}. Afirmo que d(y,,0) < N + 1 para todo n € N, lo que
es un absurdo (pues la sucesién no es acotada). La razon es que si 1 < n < ng, vale la desigualdad por
la definicién de N. Si n > ng, entonces d(y, 6) < d(Yns Yng) + AYng 6) <1+ N.

Para ver la reciproca, supongamos que K es cerrado y acotado. Como es acotado, K C B (6, N)
para algin N € N. Pero B(0,N) C [17_,[=N, N], y este tltimo conjunto es compacto por ser producto
de compactos, con lo cual K es un cerrado dentro de un compacto y por ende compacto. O

2.1. Completacién de espacios métricos.

DEFINICION. Si (X, d), (Y, d) son dos espacios métricos, una isometria entre X e ¥ es una funcién
f: X =Y que preserva distancias, o sea d(z,y) = d(f(z), f(y)) para todo par z,y € X.

Notar que una isomgtrfa entre espacios métricos es siempre continua. La razén es que dado € > 0,
si d(x,y) < € entonces d(f(x), f(y)) = d(z,y) < e. O sea f manda una bola centrada en x de radio €
dentro de la bota centrada en f(z) del mismo radio. A la vez, una isometria es siempre una funcién
continua, dado que si f(z) = f(y) entonces d(f(x), f(y)) = 0 pero entonces d(x,y) = 0 con lo cual
x=1y.

En algunos textos, a las isometrias ademas se les pide que sean biyectivas.

DEFINICION. Dos espacios métricos (X, d), (Y,d) se dicen isoméiricos si existe una isometria
biyectiva entre ambos.

Luego si dos espacios son isométricos, es como si fueran “iguales” en el sentido que puedo identificar
puntos en uno y otro y las propiedades geométricas (que tienen que ver con medir, como encontrar
caminos de distancia minima entre puntos, etc) pasan por la isometria de uno a otro.

Asi podemos dar una definicién “categérica” de la completacién de un espacio métrico.

DEFINICION. Sea (X, d) es un espacio métrico, y supongamos dados un espacio métrico (Y, d)

completo y una isometria f : X — Y. El subespacio f(X) se llama la completacion de X.

Si existen un espacio métrico (Y,d) y f: X — Y isometria, denotamos por X al espacio f(X). El
espacio X es un espacio métrico completo, por el Lema m
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Notar que en la notacién X nunca hicimos mencién al espacio (Y, d) ni a la isometria d. El término
“categérico” tiene que ver con que la completacién es independiente de tales cosas, y satisface una
“propiedad universal”.

LEMA 4.21. Una completacion de X (si existe) satisface lo siguiente: si (Z,d') es un espacio
métrico completo, y g : X — Z es una isometria, entonces podemos extender g a todo X, o sea existe
una tsometria g : X — Z tal que el siguiente diagrama conmuta:

X—f>)?

N

Z

DEMOSTRACION. Recordar que por definicién X = m, e identificamos X con su imagen (por
eso hablaremos de puntos de X en X pensando en su imagen por f). Definimos j(z) = g(z) si z € X
(pues queremos que la funcién § coincida con ¢ en los puntos de X). Siz € X \ X, al ser X una clausura,
x es un punto de acumulacién, con lo cual existe {z,}nen C X tal que z,, — x. En particular, {z,}
es de Cauchy. Como g es una isometria, la sucesién {g(x,)} C Z también es de Cauchy, y como Z es
completo, dicha sucesién converge a un punto z. Definimos g(x) = z.

Veamos que la funcién g asi definida satisface las dos propiedades que queremos, a saber: 1) no
depende de la sucesién {x,} con la que empezamos, y 2) es una isometria.

1) Supongamos que {z,} v {yn} son dos sucesiones distintas que convergen al mismo punto z.
Queremos ver que entonces {g(z,)} v {g(yn)} convergen también al mismo punto (que definimos como
g(x)). Llamemos z; al punto al que converge {g(x,)} y 21 al punto al que converge {g(yn)}. Por
definicién de convergencia, dado & > 0, existe ng tal que d(z, z,) < e y también d(z,y,) < € para todo
n > ng (en particular, d(x,,y,) < 2¢ para n > ng). Luego d(z1,9(xy)) < €y d(22,9(yn)) < € para
todo n > ng. En particular, d(z1,22) < d(z1,9(xn)) + d(g(xn), 9(yn)) + d(g(yn), 22) < 4e si n > ng.
Pero entonces d(z1,22) < 4e para todo € > 0, con lo cual dicho valor debe ser 0 y en consecuencia
z1 = 2z como querfamos ver.

2) Veamos que § es isometria. Queremos ver que si 2,y € X entonces d(z,y) = d'(§(z),(y)). Si
x,y € X, entonces es cierto por ser g una isometria (y g coincide con g en X). Supongamos en general
que {z,} es una sucesién en X que converge a x, y {y,} es una sucesién en X que converge a Y. Como
antes, llamemos z; al punto al que converge {g(z,)} y 22 al punto al que converge {g(y,)} (con lo cual
g(x) = z1 v g(y) = z2). Dado € > 0, existe ng tal que d'(z1, g(x,)) < ey d'(22,9(yn)) > €. Luego

d'(21,22) < d'(21,9(zn)) + d'(g(zn), 9(yn)) + d'(g(Yn), 22) < d(@p, yn) + 2e.

Por otro lado, d(xy,,y,) < d(xn,z) + d(z,y) + d(y,y.) < d(x,y) + 2¢, con lo cual
d'(z1, 22) < d(z,y) + 4e,

o sea d'(z1,2z2) — d(x,y) < 4e. Andlogamente,

d(z,y) < d(z,25) + d(Tn, Yn) + d(Yn,y) < 2+ d'(9(zn), 9(yn)),

y como d'(g(zn), 9(yn)) < d'(g(xn),z1) + d' (21, 22) + d(22, g(yn)) < d'(21, 22) + 2¢, tenemos que
d(z,y) < d'(z1,22) + 4e.

Juntando ambas desigualdades, tenemos que |d(z,y) — d'(z1,22)| < 4e para todo £ > 0, con lo cual

ambos numeros son iguales. O

La ventaja de la propiedad universal es que implica que si existen dos completaciones de un espacio
métrico (X, d) entonces son homeomorfas por una isometria (ergo “iguales”).

La razén es la siguiente: sean (Y, J) un espacio métrico completo y f : X — Y es una isometria,
y (Z,d") otro espacio métrico completo con g : X — Z una isometria. Por el lema anterior existen

isometrias:
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- §: FX) — Z tal que §(f(x)) = g(x),
« Fig(X) =V tal que f(g(2) = f(x).

Luego podemos pensar § : f(X) = g(X) v f: g(X) = f(X). Veamos que f o g = id (la funcién
identidad de f(X))y go f =id.

Size X, f(5(f(x) = f(g(x) = f(x), con lo cual fog evaluado en puntos de f(X) es la identidad.
Como es una isometria, debe ser la identidad en todo f(X) (piensen en una sucesién que converge a
z, va a parar a la misma sucesién por la funcién f o g). La otra composicién vale por un argumento
similar (cambiando el orden de la composicidn).

En particular, si existe la completaciéon de un espacio métrico, la misma es “tnica’”.

TEOREMA 4.22. Sea (X,d) un espacio métrico, entonces existe una completacion de X .

DEMOSTRACION. Miremos el siguiente conjunto:
€ = {{zn}nen sucesién de Cauchy en X}.

En el conjunto € definimos una relacién, dada por {z,} ~ {yn} siy sélo si d(x,,y,) — 0. Moralmente,
identificamos dos sucesiones que “tienden” al mismo punto (aunque las sucesiones de Cauchy no tienen
por qué converger en X pues no necesariamente es completo).

Dejamos como ejercicio verificar que la relacién ~ define una relacién de equivalencia en el conjunto
%, y llamamos Y = %'/ ~ (el conjunto de coclases).

Definimos una funcién ¢ : X — Y dada por ¢(x) = {x},en (0 sea es la sucesién idénticamente x).
Notar que la funcién ¢ es inyectiva, pues dados z,y € X, si v(x) = ¢(y) entonces d(z,y) — 0, con lo
cual d(z,y) = 0 y por propiedades de distancia x = y.

Atin no definimos la distancia en Y. Para eso, dados {z,}, {y»} puntos en Y, definimos

(3) d({zn}, {yn}) = nh;ngo d(Tn, Yn)-

Notar que el valor d(z,,y,) es un nimero real, con lo cual si probamos que la sucesién de nimeros
reales {d(@n, Yn) fnen es de Cauchy, al ser R completo, existe el limite en .
Sea £ > 0. Como {z,} es de Cauchy, existe ng tal que d(xy,, Tm) < 5 si n,m > ng. Andlogamente,

existe n1 tal que d(Yn,ym) < § si n,m > ny. Sin,m > max{ng,n:} entonces

d(ﬂ?n, yn) < d(xn-xm) + d(xm-ym) + d(yma yn) < d(l‘m, ym) +¢,

con lo cual d(xy,yn) — d(Tm,ym) < €. Si hacemos la misma cuenta comenzando por d(%.,, Ym) obte-
nemos que d(Tm, Ym) — d(Tn,yn) < €, con lo cual |d(xn, Yn) — d(Tm, ym)| < &, si n,m > méx{ng.n; },
con lo cual {d(xy.yn)} es una sucesién de Cauchy en R, y la definicién tiene sentido.

Dejamos como ejercicio (sale de una cuenta muy similar a la anterior) verificar que:

= la definicién que la dimos en % en realidad pasa al cociente, o sea si {x,} ~ {ZTp} vy
{yn} ~ (G} entonces d({zn}, {yn}) = d({Zn}, {Tn}):

» la funcién d define una distancia en Y, o sea d({zn},{yn}) = 0 si y sélo si {z,} = {yn}
(inmediato de la definicién de la relacién ~) y que ademds vale la desigualdad triangular
(sugerencia: usar que d es una distancia en Y, con lo cual satisface la desigualdad triangular,
y el hecho de que el limite de la suma de dos sucesiones es igual a la suma de los limites si
ambos existen).

Es claro que ¢ es una isometria, pues
du(x), (y)) = d({a}n w}e) = lim d(z.y) = d(z,).

Luego simplemente nos queda por demostrar que el espacio (Y, d) es completo. Para ello, tomemos
una sucesién de puntos en Y que sea de Cauchy, esto es {yn }nen, donde y, € Y, o sea cada punto
es en particular una clase de equivalencia de sucesiones de Cauchy en X, esto es: y, = {as,? )}mEN-
Podemos pensar que tenemos una matriz infinita (indexada por pares de ndmeros enteros) formada

por los nimeros ag,? ) (donde n denota la fila y m la columna). Ellos cumplen:
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1. Como {y,} es de Cauchy, dado £ > 0, existe ng tal que d(yn,ym) < € si n,m > ng, o sea
. (n) _(m) ;
limy oo d(ay ', a; ') < € slm,m > ng.
2. Como cada y, es una sucesién de Cauchy, dado ¢ > 0, existe N (que depende de n) tal que
d(a&n),agn)) <esir, s> N.
A partir de esta gran matriz, queremos extraer entradas que formen una sucesién de Cauchy z =
{bu }uen, que sea el candidato al limite.

1

Tomemos ¢ = 1 (con u € N). Por 1., sabemos que existe N, tal que d(y,,ym) < L si n,m > N,.

Fijemos un valor cualquiera n > N, (por ejemplo tomemos n = N,,). Por otro lado, de la condicién 2.,

sabemos que la sucesién aﬁ") (variando r) es de Cauchy, con lo cual existe M (que depende de n) tal

que d(aﬁn), agn)) < % sir,s > M. Defino b, = a,E”) para n,t que cumplan las propiedades anteriores
(osean >N, yt>M),yademds, de forma tal que b,41 este abajo y a la derecha de b,, (notar que
al hacer crecer a n nos movemos hacia la derecha de la matriz, y al hacer crecer ¢ nos movemos hacia
abajo, con lo cual siempre podemos construir un término de forma que quede abajo y a la derecha del
anterior).

Una vez definido el candidato a limite, debemos ver: 1. que {b,} € Y (0 sea que es una sucesién
de Cauchy) y 2. que y, — 2.

1. {b,} es de Cauchy: dado € > 0, sea ng € N tal que n% < e. Luego, si n,m > ng (digamos

n < m), d(bn,by) = d(az(.v), agw)) (olvidémonos por un segundo como los elegimos). O sea queremos
comparar dos elementos que estan en distinta fila y columna, pero sabemos que b, estd abajo y a la
derecha de b,, (pues n < m), o sea v < w e i < j. Sabemos que:

= Por la primera propiedad de la construccion, d(yy, yw) < nio <z
= Por la segunda propiedad de la construccion, si ¢ es grande, ambos d(az(-v), ai”)) < % y también
d(a(-w) aﬁ“’)) <L

J m

Tomemos t grande tal que vale lo segundo, y a la vez d(agv), agw)) < % (esto existe por el primer {tem,
recordar la definicién de d(y,, y.)). Luego,

d(agv), agw)) < d(agv), ai”)) + d(a%”),a,gw)) + d(agw), agw)) <—4+-+=—<-<ec

S|w

1
m

S|

1
n
Luego z = {b,} es de Cauchy y un elemento de Y.

2. Veamos que y, — z, 0 sea d(yn, z) = im0 d(anZ’, bm) — 0. Esto quiere decir que dado € > 0,
existe Ny tal que si n > Ny, lim,, oo d(agﬁ), bm) < e. Por definicién de limite, queremos ver que existe
Ny tal que si n > Ny, existe M(n) (que depende de n) tal que si m > M (n) entonces d(asff), bm) < €.

Comencemos entonces con un ng tal que % < &. Por construccién de la sucesioén b,,, sabemos que

para todo n > ng, el b, elegido es miembro de alguna sucesién y, (digamos b,, = a§“) que cumple que

1. sis>t, d(aﬁ"),a&”) <L

n

Por otro lado, como la sucesién {y,} es de Cauchy, existe Ny tal que d(yy,y») < n%) si u,v > Nj.

Definamos Ny = méx{Ny,no}.

., ’ . . . u
Sea n > ng. Por construccién b,, es un término de alguna de las sucesiones y,,, digamos b, = af6 ),

Tenemos las siguientes propiedades:

1.

2. Por construccién de la sucesién b, u > n, con lo cual d(yy,yn) < o3 en particular existe T'

tal que si s > T, d(a{",al) < L=

3. Fijado el valor de n, la sucesién yon es de Cauchy, con lo cual existe M (n) (depende de n) tal

que d(a&n)7agn)) < nio sir,s > M(n).
Asi, si m > M(n), usando 1., 2. y 3., y tomando s = max{T, M (n),t},
1 1 1

u u 3
d(a,af")) < d(a(,al™) + d(a{™, a{) + d(a{,afV) < —+ — 4+ - < = <.
) no n no



3. UNA CONSTRUCCION DE LOS NUMEROS REALES 43

3. Una construccién de los numeros reales

Veamos como la construccién de la completacion de un espacio métrico permite a la vez construir los
numeros reales a partir de los nimeros racionales. Vamos a asumir que valen las siguientes propiedades:
= El conjunto Q tiene dos operaciones binarias: +: Q xQ - Qy -: Q x Q — Q.
s El conjunto (Q,+) es un grupo abeliano, o sea la suma es asociativa, conmutativa, existe
neutro (el 0) y todo elemento tiene inverso.
= El conjunto (Q \ {0},-) es un grupo abeliano.
= Vale la distributiva de la multiplicacion sobre la suma: para toda terna de niimeros a,b,c € Q
vale que a-(b+c)=a-b+a-c.

La forma de demostrar estas propiedades (para el que no lo haya visto antes) es probar las que
valen en los niimeros naturales por induccién (sobre todo las propiedades asociativa y conmutativa),
y luego extender la demostracion a Z y a Q.

Como hicimos con espacios métricos, tenemos una funcién “distancia”’, d : Q x Q — Q dada por
d(a,b) = |a — b|. En particular, tiene sentido de hablar de sucesiones de Cauchy (entendiendo que
pedimos para todo € > 0 en Q).

Definimos R = €’/ ~ como el conjunto de clases de equivalencia de sucesiones de Cauchy en Q.
Igual que antes, tenemos una isometria ¢ : Q — R.

Veamos como definir las operaciones en R. Si {z,}, {y,} son dos sucesiones, definimos:

v {2} +{yn} = {zn+yn} (0sealasuma de dos sucesiones es la sucesién que se obtiene sumando
miembro a miembro las sucesiones).

w {z,} - {yn} = {@n - yn} (0 sea el producto de dos sucesiones es la sucesién que se obtiene
multiplicando miembro a miembro las sucesiones).

LEMA 4.23. Si {x,} es una sucesidn de Cauchy, entonces estd acotada, o sea existe N € Q tal
que |x,| < N para todo n € N.

DEMOSTRACION. Tomemos € = 1, entonces existe ng tal que d(zp,Tm,) < 1 si n,m > ng. En
particular, si n > ng

|$n| = |l’n — Tng +Ino‘ < |SCn - Ino‘ + |5Z7n0| <1+ |l’n0|
Si tomamos N = max{1l + |z, ]|, |zi] : 1 <i < ng} el resultado sigue. O

LEMA 4.24. La suma y el producto de sucesiones de Cauchy es de Cauchy. Mas ain, si {x,} ~ {yn}
entonces {xn} + {zn} ~ {yn}t + {zn}. Lo mismo sucede con el producto.

DEMOSTRACION. Sea € > 0, y sean ng,n; tales que d(Zn, Tm) < e sin,m >ng y d(Yn, ym) < € si
n > ny. Sea N tal que |z,| < N y |y,| < N para todo n € N. Entonces si n,m > max{ng, n1}
A(xn 4 Yn, T + Ym) = [T + Yn = Tm = Ym| < 20 — | + [Yn — Y| < 2.
Analogamente,
|Zn * T — Yn Y| < T T — T Y| + T Y — Yn - Ym| < 26N

Para ver que no depende de la clase, notar que |(z,, + 2,) — (Yn + 20)| = |Tn — ynl|, que tiende a
cero. O

Ver que la suma y el producto en R cumplen las propiedades asociativas y conmutativas es inme-
diato de que vale en las sucesiones (o sea la operacién vale en los términos de la sucesién, y la suma
es término a término). El neutro para la suma en R es la clase de la sucesién constantemente 0, y el
neutro del producto es la clase de la sucesién constantemente 1.

Si {x,} € R, su inverso aditivo es {—x,}.

LEMA 4.25. Si {z,} es una sucesidn de Cauchy que no tiende a cero, entonces existe § > 0 tal
que |z,| > 6 para todo n > nyg.
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DEMOSTRACION. Como {x,} /4 0, existe § > 0 tal que para todo ng, existe n > ng para el cual
|zn| > 0.

Tomemos ¢ = g, como la sucesién es de Cauchy, |z, — x| < g para todo n,m > ny. Entonces
existe ny tal que ny > ng y |Tn,| > 6, y para n > ng vale

)
d< |xn1| < |xn‘ + |xn _xn1| < |$n| + 5
Pasando restando, tenemos que |x,| > g si n > ng. O

Para ver la existencia de inversos, si {x, } es una sucesién de Cauchy no nula, x,, /4 0, con lo cual
existe 6 > 0 (racional) tal que |x,| > ¢ para todo n € N (por el lema). Luego el inverso multiplicativo

de {z,} es la sucesién { -- t. Veamos que es de Cauchy:

n

1_1’_|xn_$m |77 — 2|

Tn  Tm|  |Tnl|lTm] T 62

como J es una constante, podemos hacer la diferencia tan chica como queramos (notar que debiamos
usar en algtin lugar que el nimero {z,} es distinto de cero, sino no puede haber inverso).

Nos resta definir un orden en el conjunto de nimeros reales.

DEFINICION. Dadas {x,}, {yn} € R, decimos que {z,,} < {yn} si existe § > 0 (racional) y ng € N
tal que x,, + § < y, para todo n > nyg.

PROPOSICION 4.26 (Tricotomia). Dados {z,},{yn} € R, entonces vale exactamente una de las
siguientes: {xn} < {yn}, {yn} <{zn} d {zn} = {vn}.

DEMOSTRACION. Supongamos que {z,} # {yn}, 0 sea |z, — y,| 4 0. Por el Lema existe
d > 0 tal que |z, — yn| > 0 si n > ng. Notar que ademds, como las sucesiones son de Cauchy, vale
siempre que Ty — Y > 0 0 Yy — Ty, > 0 si n es grande.

En el primer caso, z, > y, + ¢ para todo n > ng, con lo cual {y,} < {x,} mientras que en el
segundo y, > § + z,, con lo cual {z,} < {yn}, como querfamos ver. O

PROPOSICION 4.27 (Axioma del supremo). Si A C R es un conjunto no vacio y acotado superior-
mente entonces tiene supremo.

DEMOSTRACION. Por hipdtesis, existe {x,} € R que es cota superior. Para aliviar la notacién,
veamos que a la sucesién {x,} la podemos tomar como una sucesién constante (digamos z,, = M € Q).
Como {x,} es de Cauchy, por el Lema sabemos que existe M € Q tal que z,, < M para todo
n € N, con lo cual la sucesién {z,,} < {M} (la sucesién de Cauchy constantemente M), con lo cual M
es también cota superior.

Como A es no vacio, existe un punto {a,} € A (recordar que los puntos de R son sucesién de
Cauchy). Afirmo que para todo m € N existe b € Z tal que la sucesién constante {M — %} €s menor
que {a,}. La razén es que si tomamos € = 1, existe ng tal que |a, — apn,| < 1 para todo n > ng (en
particular, —1 < a, — an,)-

Ahora a,, es un nimero racional, con lo cual existe a € Z tal que M — % + L < a,, — 1. Luego,
si n > ng vale que

b 1
M—-——+ —<ap, —1<ap, +an—an, = an.
m m
En particular, por la definicién del orden en R (tomando ¢ = %) tenemos que la sucesién constante
M — % < Qp-

Luego construimos el supremo de la siguiente manera: tomamos m = 1; por el argumento anterior,

si para cada b € NU {0} miramos los elementos de R dados por la sucesién constante M — 2%, hay un

maximo valor by tal que M — g—} es cota superior de A pero M — (bl%l) no lo es. Definimos y; = M — g—}.
Andlogamente, para cada m, tenemos b,, tal que la sucesiéon constante M — g:g es cota superior

de A pero M — (b’g%l) no lo es. Definimos y,, = M —

b
om *
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Siym =M — g—ﬁ, la igualdad M — g—:"n =M — 22"(113, nos dice que este ultimo valor es una cota
superior de A y por definicién debe valer que b, 11 > 2b,,. Notar que esto nos dice que la sucesién y,
de ntmeros racionales es decreciente.

Por otro lado, de la definicién de y,, sabemos que el valor M — 221):,7;"12 no es cota superior de A,

con lo cual b,,11 < 2b,,, + 2. Luego,

1

S ome

2bm - bm+1
[Ym — Ym+1] = —omti

El hecho de que la serie % converge nos asegura que la sucesién y,, es de Cauchy, pues dado € > 0,

existe ng tal que 2% < § sin > ng. Asi, si n,m > ng, sigamos n < m, tenemos que

m—1 1 9
[ =yl < D i =yl Y55 =5 <e

1=n i>n
En particular {y,} € Ry es nuestro candidato a supremo. Veamos que es cota superior y que no hay
cota superior menor.
Supongamos que {y,} no es cota superior. Luego existe {a,} € A tal que {y,} < {a,}. Recordar
que esto quiere decir que existe § > 0 y ng € N tal que y, + d < a,, para todo n > nyg.
Tomemos n; > ng tal que n% < 4. Como {y,} es de Cauchy, existe ny tal que |y, — ym| < n% si
n,m > ng. Sea N > max{ng,ni,na} vale que sin > N,

yN"‘%:yN_yn'i_yn"‘%Si'i'yn"_i<yn+5<an-
ni o

Luego por definicién, la sucesién constante {yx} es menor que la sucesion {a,}, jlo que contradice que

es cota superior!

Por tltimo, veamos que no puede haber cota superior mas pequena (es similar a la ltima cuenta).
Supongamos que {z,} es cota superior y {z,} < {yn}, 0 sea existe § > 0y ng € N tal que z, + 6 < y,,
para todo n > ng. Sea ny tal que 5 < g. Como {y,} es de Cauchy, existe ns tal que |y, — Ym| < 50+
si n,m > ng. Tomemos N = méx{ng, n1,n2} entonces si n > N vale que

1 1 2 1 2
(N = 5) = o8 =UN = YnHUn = 5x > Un — 5or ~ox T Un 0> 2.

Luego, de la definicién de orden en R (tomando § = 2%\,) obtenemos que la sucesién constante yy — 2%,

. by +1 .
es mayor que {z,}, que es cota superior, por ende yy — 2LN =M — (g’%) es cota superior, jlo que

contradice como lo construimos! O






Capitulo 5

Producto de espacios topolégicos 11

Vimos en la seccién como dados (X1,T7),..., (X, T,) espacios topoldgicos, como definir una
topologia en el producto cartesiano X; X --- X X,,, donde una base de abiertos consistia en tomar
producto de abiertos en cada uno de ellos. A la vez, vimos en el Ejemplo [17] que si queremos poner una
topologia similar a un producto infinito de espacios topoldgicos, algunas propiedades dejan de valer
(por ejemplo que el producto de espacios compactos sea compacto).

Una propiedad importante que vimos en el producto finito de espacios topoldgicos, era que las
funciones proyeccién:

m X1 X ... x X, = X,

son continuas. Mas atin, vimos que la topologia producto es la topologia menos fina con esta propiedad.
Teniendo en cuenta que esta propiedad caracteriza a la topologia producto, podemos preguntarnos que
sucede si tomamos ahora un producto arbitrario de conjuntos. Sean (X;, 7;);cr una familia de espacios
topoldgicos, y para cada ¢ € I miremos a la funcién proyeccién

VITA H Xj — Xi,
JeI
y pensemos cual es la menor topologia en [] jer Xj que las hace continuas. Para ello tenemos que mirar
a la topologia con sub-base dada por 7r;1(U)7 donde U € T;. Por definicién,

_ X; sij#i,
m HU) = 1T, donder={U’ Gz

jeI
o sea el conjunto L(U) tiene a U en la “coordenada” i, y a todo el espacio X ;j en las otras coordenadas.
Recordar que la forma de obtener una base de una topologia es a partir de tomar intersecciones finitas de
una sub-base. Esto sugiere que la menor topologia que hace a las proyecciones continuas tiene como base
a los conjuntos que tienen en finitas coordenadas a un abierto del espacio topolégico correspondiente,
y en las otras todo el espacio topoldgico, o sea

i€l

(4) {HUZ- : 3J c I finito con U; = X; ng}.

DEFINICION. Si (X;, T;):es son espacios topoldgicos, definimos a la topologia producto en [Lic; Xi
como la topologia que tiene como base los conjuntos como .

A la vez, tenemos otra generalizacion del caso finito al caso infinito, dada por la siguiente topologia.

DEFINICION. Si (X, T;)ier son espacios topoldgicos, definimos a la topologia de cajas en [],c; X;
como la topologfa que tiene como base los conjuntos [[;.; U; donde U; € T;.

Notar que como X; € T; (por definicién de una topologia) la topologia de cajas es mas fina que la
topologia producto, con lo cual las proyecciones también son continuas para la topologia de cajas.

OBSERVACION. = Si el conjunto I es finito, claramente la topologia producto coincide con
la topologia de cajas. La diferencia aparece recién en productos infinitos.

47
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= Si el conjunto I no es finito, ambas topologias son realmente distintas. La topologia de cajas
tiene mas abiertos que la topologia producto si la topologia en infinitos espacios X; no es la
trivial (claramente si la topologia T; es trivial, hay un dnico abierto no vacio para elegir).
Tomemos para cada ¢ € I in conjunto U; € T;, y que sea propio (o sea U; C X;) para infinitos
valores de 4. Luego el conjunto [[,.; U; es abierto en la topologia de cajas, pero no es abierto
en la topologia producto porque no contiene a ningin elemento de la base.

PROPOSICION 5.1. Si (X;, T;)ier son espacios topoldgicos, y X = [L:c; Xi con la topologia producto
o la topologia de cajas, entonces las funciones proyeccion w; : X — X; son abiertas. Mas aun, si J C I
es no vacio, entonces la funcion proyeccion HjeJ X = HjeJ X, es abierta (donde en este espacio
ponemos la misma topologia que X, o sea producto si X tiene la producto o de cajas si X tiene la de
cajas).

DEMOSTRACION. Si probamos el enunciado mas general, tomando J = {i} obtenemos el primer
enunciado. Sea entonces J C I un subconjunto no vacio. Como la imagen de uniones es la unién de
las imdgenes, basta ver las afirmaciones para abiertos de la base. Sea entonces J C I (que serd finito
si tomamos la topologia producto, o todo I para la topologia de cajas) y sea U; € T; para cada j € J,
ysea U = [[;c4U;j X [1;ep\g Xi- Por definicién,

H’]Tj(U): H UjX H Xz

jeJ jeJng =

Por definicién de la topologia producto/de cajas en [] jeq Xj, este ultimo conjunto es abierto. O

PROPOSICION 5.2. Sean (X;,T;)icr espacios topoldgicos, y sea X = [[;c; Xi. Entonces X es
Hausdorff para la topologia de cajas (respectivamente la topologia producto) si y sdlo si cada X; lo es.

DEMOSTRACION. <) Sean z,y € X dos puntos distintos. En particular, difieren en alguna coor-
denada, digamos que 7 (x) # 7, (y) (o sea difieren en la coordenada k). Como X}, es Hausdorff, existen
abiertos U,V € T tales que z € U, y € V y UNV = (. Luego, si tomamos los abiertos U = ﬂ,;l(U)
yV = 7T]€_1(V) (que son abiertos en ambas topologias pues las proyecciones son continuas), vale que
relU,yeV,yUNV =0 (pues no hay ningiin valor en comin en la coordenada k).

=). Miremos un espacio X;,, y veamos que es Hausdorff. Sean z,y dos puntos en X;, distintos.
Para cada indice j € I distinto de iy elegimos un punto z; € X; (siempre precisamos asumir que vale
el axioma de eleccién al trabajar con conjuntos no finitos), y definimos los elementos de X:

. zj sl j# o, _ zj sl j# o,
(x)j{J T y (y)j{] T
x  sij =i, y  sij=1p.
Como X es Hausdorff, existen abiertos (que podemos suponer de la base) U,V de X tales que Z € U,
g€V yUnNV ={. Como la proyeccién m;, es abierta, m;, (U) y m;,(V) son abiertos en X;, el primero
contiene a z y el segundo contiene a y. Si m;, (U) N7, (V) # 0 (digamos que ¢ es un elemento de la
interseccién), entonces el elemento
oz sij#i
(t); = { !

t si j = 1o,
es un elemento que estd tanto en U como en V (recordar que los elementos de la base son productos
cartesianos de conjuntos), lo que es un absurdo. O

TEOREMA 5.3. Sean (X;,T:)icr, (Y, ‘i) espacios topoldgicos, y sea X = [],c; Xi con la topologia
producto. Una funcion f:Y — X es continua si y sélo si m;jo f:Y — X; lo es para todo i € I.

DEMOSTRACION. =) Si f es continua, como ; es continua, la composicién también lo es.

<«). Basta verlo para una base de abiertos. Sea J C I finito, y sea U = [[;c;Uj x [[;ep s Xi un
abierto de X (donde cada U; € T;). Claramente se tiene que f~1(U) = Njes(mjo f)~H(U;), como ;o f
es continua, cada conjunto es abierto, y el resultado sigue de que la interseccién finita de abiertos es
abierto. g
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EJEMPLO 19. Supongamos que tomamos (X;,T;) = [—1, 1], con conjunto de indices I = N, y mira-
mos RY con la topologia de cajas. Consideremos la funcién f : R — RN dada por f(t) = (¢,t,...,t,...).
Claramente, si i € N, m; o f = id, que es una funcién continua. Por otro lado, el intervalo (_71 l) es

‘n
abierto en R, con lo cual U =[], cy(=, 1) es abierto en RY con la topologia de cajas. Por definicién,

non
-1 1
-1
U)=n —,— ] =10
) = e (1) = 103
que no es un abierto en R. Luego el resultado anterior es falso si en lugar de tomar la topologia producto
tomamos la topologia de cajas.

EJERCICIO 29. Probar que el grafico de la funcién anterior f : [~1,1] — [~1, 1] con la topologia
de cajas es cerrado. Esto en particular tiene dos implicancias interesantes: un ejercicio de la guia
pedia probar que si una funcién es continua, entonces su gréafico es cerrado. Con esto vemos que la
reciproca no vale en general. Por otro lado, la segunda parte de dicho ejercicio pedia demostrar que si
f X — Y tiene gréfico cerrado y el espacio Y es compacto, entonces f es continua. Este ejemplo da
otra demostracién de que el espacio [, cy[—1,1] con la topologia de cajas no es compacto.

TEOREMA 5.4. Sean (X;,T;)icr espacios topoldgicos, y X = []
Entonces X es conexo si y solo si cada X; lo es.

ie1 Xi con la topologia producto.

DEMOSTRACION. =) Si X es conexo, X; = m;(X), y como m; es continua, X; lo es por el Teore-
ma 3.4

<) Supongamos que X no es conexo, con lo cual por el Lema existe una funcién continua y
suryectiva f : X — {0, 1} (pensado con la topologia discreta). Fijemos a € X tal que f(a) = 0 (sabemos
que existe un tal a), y definamos para cada i € I el conjunto A; dado por todos los elementos de X
cuyas coordenadas coinciden con las de a salvo en el lugar ¢, o sea

Ai={zeX : mj(z) =m;(a) para todo j € I,j # i}.
Notemos que el conjunto A; ~ X, (homeomorfo) pensando A; C X con la topologia de subespacio,
con lo cual como X; es conexo, A; también lo es. Como f es continua, debe valer que f es constante

en cada conjunto A; (por ser ellos conexos), con lo cual f(A4;) = f(a) = 0.
Dados dos indices i, j € I distintos, podemos definir de manera andloga el conjunto

A;j={reX : m(z) =my(a) para todo k € I,k # i,k # j},

o sea los elementos que coinciden con a salvo en las coordenadas 7, j. Como sucedia con un sélo indice,
A; ; ~ X; x X;, que es un conjunto conexo (por el Teorema [5.4)). Luego f(A; ;) = f(a) = 0. Con un
argumento similar, si tomamos J C [ finito, y definimos el conjunto A; como los elementos de X que
coinciden con a fuera de J, vale que Ay ~ [[..; X;, que es conexo por el Teorema y entonces
f(Ag) = f(a) =0,

Afirmo: el conjunto

jeJ

gf:UAJ

JcI
J finito

es denso en X.

Luego, como f vale cero en un denso (&), y es continua, es la funcién idénticamente cero, lo que
contradice la suryectividad.

Veamos entonces que .o/ es denso. Por definicién esto quiere decir que si U es abierto, entonces
UNg es no vacio. A la vez, basta para probarlo para abiertos de la base. Sea entonces U = Hje] U; x
[Licp\ s Xi- Claramente U N A es no vacio, pues si u; € U; para cada j € J, entonces el elemento

- up sikéeJ,
(@) = .
ar siké&J,

es un elemento que estd en U y en Aj. g
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EJercicio 30. El objetivo de este ejercicio es probar que el resultado anterior deja de ser cierto
si en lugar de tomar la topologia producto tomamos la topologia de cajas.

Sea X = [[,cyR con la topologia de cajas. Como conjunto, X lo podemos pensar como las
sucesiones de N a R. Probar que X no es conexo, demostrando por ejemplo que el conjunto

U={f:N=R : lim f(n) =0},
n— oo
es abierto y su complemento también lo es.

TEOREMA 5.5 (Tychonoff). Si (X;,T;) son espacios topoldgicos compactos, y X = [[,.; Xi con la

topologia producto, entonces X es compacto.

iel

Antes de dar la demostracion del Teorema de Tychonoff, precisamos de algunos resultados preli-
minares. Comencemos por recordar el Lema de Zorn.

LEMA 5.6 (Zorn). Todo conjunto parcialmente ordenado, no vacio, en el que todo subconjunto
totalmente ordenado admite cota superior, contiene al menos un elemento maximal.

Veamos el siguiente resultado técnico.

LEMA 5.7 (Alexander). Si 8 es una sub-base de un espacio topoldgico X que cumple que todo
cubrimiento de X por elementos de 8 admite un subcubrimiento finito, entonces X es compacto.

Notar que este Lema lo que dice es que en lugar de probar compacidad para un cubrimiento
arbitrario, alcanza con probarlo para cubrimientos que se obtienen a partir de una sub-base de la
topologia de X.

DEMOSTRACION DEL LEMA DE ALEXANDER. Supongamos que X no es compacto, con lo cual
existe un cubrimiento de X que no admite subcubrimiento finito. Miremos el siguiente conjunto:

F ={B CT : Bcubre a X y no admite subcubrimiento finito}.

O sea # contiene a todos los cubrimientos que muestran que X no es compacto. Por hipdtesis, .# es
no vacio (porque X no es compacto). En .% ponemos un orden dado por la “inclusién”, o sea decimos
que B; < Bs si todo elemento de By estd en Bs (0 sea By es un subcubrimiento de Bs). Veamos que F#
tiene entonces elementos maximales. Para ello queremos utilizar el Lema de Zorn, con lo cual debemos
verificar que todo subconjunto no vacio y totalmente ordenado admite cota superior.

Sea entonces %, C .% un subconjunto totalmente ordenado (o sea si By, Bo € % entonces vale
que B, < By o viceversa). Definimos B = Ugpez, B (0 sea el cubrimiento de X formado por todos los
abiertos de todos los cubrimientos pertenecientes a %#).

Es claro que B es un cubrimiento (pues %, es no vacio, con lo cual tiene al menos un cubrimiento
de X), y de estar en #, también es claro que es cota superior (pues es mayor que todos los elemen-
tos de F#y). Veamos que B no admite subcubrimientos finitos. Si lo admitiera, digamos que existen
U,...,.Uy €B que cubren a X. Por construccién, cada U; € B; € %, (para 1 <1i < N), y como el
orden es total, uno de ellos es el mas grande de todos (digamos B y). En particular, todos los abiertos
U, pertenecen a By y por ende By admite un subcubrimiento finito, lo que contradice que By € .%.

Como se cumplen la hipétesis del Lema de Zorn, existe .# € # maximal (o sea que no admite
otro elemento mayor que él). El conjunto .# cumple las siguientes propiedades:

1. Si A es un abierto, A € .#, entonces existen Uy,...,Uxy € A tales que AUUU---UUy = X.
Demostracién: como .# es maximal, {AU.#} ¢ %, con lo cual existen Uy,...Ux € 4 tales
que X =U;U---UUN U A.

2. SiA,B €T cumplen que A¢g . # y B¢ . # entonces ANB & M .

Demostracién: por el item anterior, existen Uj,..., Uy vy Vi,...Vy en A4 tales que X =
AUUU...UUNyy X = BUVIU...UV)s conlo cual X = (ANB)UU 1 U.. .UUNUVIU. ..UV,
con lo cual AN B no puede estar en .# (caso contrario tendria un subcubrimiento finito).

3. SiUe#yV CU entonces V € .

Demostracién: si V &€ .4 entonces existen Vi,...,Vy € A talesque X =V UV U---UVy
conlocual X =UUV;U---UVy vy 4 admite un subcubrimiento finito, absurdo.
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Veamos como estas tres propiedades implican el Lema. Por un lado, sabemos que .# es un cubri-
miento de X, o sea dado = € X, existe U € .# tal que z € U.

SiU € # yx € U, como § es sub-base de la topologia, existen Si,...S, € § tales que = €
S1N---NS, CU. La propiedad 3. nos dice que entonces S; N---N Sy € 4 y (el contrareciproco de)
la propiedad 2. nos dice que alguno de los S; € .#.

En particular, obtenemos que para cada x € X, existe S, € 8 tal que x € S, € .#. Por hipétesis, el
cubrimiento {S; }.c x admite un subcubrimiento finito, con lo cual también lo admite .#. Absurdo. O

Ahora si, veamos la demostracién del Teorema de Tychonoff.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE TYCHONOFF. Tomemos como sub-base de la topologia al con-
junto 8 = {m; }(U;) : U; € Ti,i € I}. Por el Lema de Alexander, basta con probar que cualquier
cubrimiento por elementos de 8§ admite un subcubrimiento finito.

Sea entonces &/ un cubrimiento de X por elementos de 8. Para cada i € I, miremos el conjunto
A; ={U €T; : 7;'(U) € o/}. Notemos que en particular A; nos dice que elementos de X puedo
cubrir a partir de abiertos en la coordenada i. Como &/ cubre a todo X y todos los elementos de 7
estdn en 8, existe iy tal que A4;, cubre X;, (caso contrario, para cada i € I tomamos z; € X; \ 4;, y el
elemento que en la coordenada ¢ tiene a x; no puede ser cubierto). Pero X; es compacto, con lo cual
A; lo puedo cubrir con finitos conjuntos Uy, ...,Uy, y luego

N N
X =m H(X;) = m—‘l(U Ui) = U m (Us),

y cada uno de estos elementos esté en o7, con lo cual &/ admite un subcubrimiento finito. 0






Capitulo 6

Grupos topolégicos

DEFINICION. Un grupo topoldgico es un par (G, *) que satisface:

» G es un espacio topoldgico que es T} (sus puntos son cerrados).

» x: G X G — G es una operacién binaria que hace al conjunto G un grupo (o sea la operacién
es asociativa, existe un neutro y todo elemento tiene inverso).

s La operacion * : G x G — G es continua, para la topologia producto en G x G.

» La funcién inv : G — G dada por inv(g) = g~ (el inverso) es continua.

EJEMPLOS. 1. El par (Z,+), donde Z tiene la topologia de subespacio de R (y por ende la
discreta) es un grupo topoldgico.
2. Més generalmente, si (G, *) es un grupo, y ponemos en G la topologia discreta, obtenemos un
grupo topoldgico.
3. El par (R,+) es un grupo topoldgico. Es claro que R es T1, y que (R,+) es un grupo. Nos
queda simplemente verificar las propiedades topoldgicas.
Para ver que la funcién suma + : R? — R es continua, debemos tomar (a,b) € R (que son
una base de abiertos) y calcular su preimagen. Pero

+7a,b) = {(a,y) €R? - a<a+y<b),

que es un conjunto abierto. Con respecto a la inversa, inv(a) = —a, con lo cual para ver

su continuidad, calculamos inv~'(a,b) = (—b, —a) que es abierto, con lo cual la funcién inv
también es continua, y asi (R, +) resulta un grupo topoldgico.

4. (R\ {0},-) es un grupo topoldgico. Nuevamente, los puntos son cerrados, y como conjunto
(R\ {0}, ) es un grupo, con lo cual debemos verificar que el producto es continuo, y lo mismo
con la funcién inversa.

Para ver que la funcién producto - : R? — R es continua, debemos tomar (a,b) € R (que
son una base de abiertos) y calcular su preimagen. Pero

ab) = {(5,y) €R? : a<z-y<b},

que es un conjunto abierto. Con respecto a la inversa, inv(a) = %, con lo cual para ver su
continuidad, calculamos invfl(a, b) cuando ambos a,b > 0 o ambos a,b < 0. En dichos casos,
inv~'(a,b) = (3, 1) que es abierto, con lo cual funcién inv también es continua, y asf (R\ {0}, -)
resulta un grupo topoldgico.

5. Miremos G = GLy(R) = {(‘Z Z) :ad —be # 0}, con la topologia que tiene como subconjunto
de R* (identificando (‘; g) con (a,b,c,d)). Como vieron en Algebra II, las matrices invertibles
formas un grupo (no abeliano), con lo cual hay que verificar que el producto es continuo. Pero

(a b) . (a’ b') _ [ aa’+bc’ ab’+bd’
cd dd /) ca’+dc’ eb’+dd’

53
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Notar que en cada coordenada, lo que hacemos es sumar y multiplicar niimeros reales, y los
dos ejemplos anteriores muestran que dichas operaciones son continuas, con lo cual el producto
también lo es. Para ver que la inversa es una funcién continua, recordar que la inversa de una
matriz coincide con la adjunta dividido el determinante, o sea

e (£4)) = (g ().

lo que es continuo coordenada a coordenada.
6. Una cuenta similar muestra que GL, (R) es un grupo topoldgico.

EJercicio 31. Probar que si (G,*) es un grupo topolégico, y H C G es un subgrupo (como
conjunto), entonces la topologia de G hace a (H,*) un grupo topoldgico en si mismo. En particular,
todo subgrupo de GL,(R) es un grupo topoldgico.

Si (G, *) es un grupo topoldgico, fijado g € G podemos mirar la funcién dada por “traslacién a
izquierda”, o sea my : G — G, mgy(h) = g * h.

LEMA 6.1. La funcion mgy es un homeomorfismo.
DEMOSTRACION. Claramente la funcién es biyectiva, con inversa mg -1, pues
-1
mgfl(mg(h)) = mgfl(gh) =g (gh) = h.
La otra composicién se ve de forma andloga. Debemos ver que la funcién mg es continua. Definamos
la funcién ¢4 : G = G como la funcién constantemente g, o sea t4(h) = g. Claramente ¢4 es continua
(queda como ejercicio escribirlo). Luego miremos la siguiente composicién:

(tg,id) %
G—GxG——G

h ——(g,h) —gh

Luego my es la composicién de ambas funciones, y como ellas son continuas (recordar el Ejercicio [16]),
mg lo es. Por la misma razoén su inversa es continua. O

Lo interesante de los grupos topoldgicos es la interacciéon de la aritmética del grupo con la topo-
logia.Por ejemplo, el Lema nos dice que si U C G es un conjunto abierto, y g € G, entonces g - U es
otro conjunto abierto en GG. En particular, si entendemos en un grupo topoldgico los abiertos alrededor
del neutro, luego podemos entender los abiertos en cualquier otro punto trasladando entornos por las
funciones my.

PROPOSICION 6.2. Si G es un grupo topoldgico y H es un subgrupo abierto entonces H es cerrado.

DEMOSTRACION. Como H es un subgrupo, podemos definir una relacién de equivalencia (a dere-
cha) en G a partir de él, definiendo g; ~ g2 si g;lgz € H (equivalentemente si g1 H = g2 H). Luego, si
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denotamos por G/H al conjunto de clases de equivalencia, entonces tenemos que

(5) G=|J ogm=HU| |J (9-8)],
9€G/H 9€G/H
9¢H
donde el punto en el simbolo de unién significa que la unién es disjunta. El Lema anterior dice que
cada g - H es abierto, con lo cual el complemento de H es abierto, y asi H es cerrado. O

Claramente, si reemplazamos H abierto por H cerrado, sigue siendo cierto que los trasladados
g - H siguen siendo cerrados, pero precisamos que la unién sea finita para poder asegurar que unién de
cerrados es cerrado. Pero si por ejemplo H tiene indice finito en G, entonces la demostraciéon anterior
prueba que H es abierto si y sdlo si es cerrado.

COROLARIO 6.3. Si G es un grupo topolégico compacto, y H < G es un subgrupo abierto, entonces
[G : H] es finito.

DEMOSTRACION. La ecuacién da un cubrimiento de G por abiertos disjuntos. Si G es compacto,
dicho cubrimiento admite un subcubrimiento finito, pero al ser los conjuntos disjuntos, el nimero de
conjuntos es finito. O

PROPOSICION 6.4. Sea (G,*) es un grupo topoldgico, y K1, Ko son subgrupos de G compactos
entonces K1 * Ko C G es compacto.

DEMOSTRACION. Por definicién K - K3 es la imagen de la multiplicacién del producto cartesiano
K, x K,. El resultado sigue de que producto de compactos es compacto, y la imagen de un compacto
por una funcién continua es compacto. O

PROPOSICION 6.5. Si (G, *) es un grupo topoldgico, y 1 es el elemento neutro, entonces la compo-
nente coneza de 1 es un subgrupo normal de G.

DEMOSTRACION. Denotemos por 4 a la componente conexa de 1. Si g,h € %, sabemos que
mg(€) = g+ es conexo y contiene a g (pues 1 € ¢). Como €N g% es no vacio, g*x€¢ C € (recordar
que unién de conexos con un punto en comin es conexo). Pero g h € g+ €, con lo cual g« h € €.

Para ver inversos, como invertir es una funcién continua, ¥~' es conexo y contiene al 1, con lo
cual € = ¢~!. Finalmente, si ¢ € G cualquiera, el conjunto g * % * g~ es un conjunto conexo que
contiene al 1, con lo cual g * € * g~! = € y por ende € es un subgrupo normal. O

El siguiente resultado es un poco técnico, pero es fundamental en la demostraciéon de varios resul-
tados (y en la resolucién de los ejercicios de la gufa).

LEMA 6.6. Sea (G, x) un grupo topoldgico, y U un abierto en G que contiene al neutro (llamémoslo
1). Entonces, existe V.C G abierto con las siguientes propiedades:

n 1 eV,
[ ] V:V_l!
= VxV CU.

DEMOSTRACION. La funcién * : G x G — G es continua, con lo cual la preimagen de U es un
conjunto abierto en G x G. A la vez, como (1,1) € 1 (U), existen abiertos Vi, V2 de G que contienen
al 1 tales que V; x Vo C x~1(U).

Si definimos V3 = V4 N V4, es un abierto no vacio que contiene al 1, y cumple que V3 % V3 C U. El
conjunto V = V3 N (V3)~! (este tltimo entendido como la imagen inversa de la funcién invertir en el
grupo) es abierto y satisface todas las propiedades requeridas. O

PROPOSICION 6.7. Todo grupo topoldgico (G, *) es Hausdorff.
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DEMOSTRACION. Recordemos que le pedimos a un grupo topoldgico ser siempre Ty. Si g,h € G
son distintos, en particular 1 # gh~!. Como son distintos, existe un abierto U tal que 1 € U 'y gh™! ¢ U
(por ejemplo podemos tomar el complemento del punto cerrado gh~!).

Apliquemos ahora el Lema [6.6|al abierto U. Existe entonces V abierto que contiene al 1 y satisface
las propiedades anteriores. Miremos los abiertos V % g y V * h. El primero contiene a g, y el segundo
contiene a h. Si su interseccién es no vacia, existen u, v € V tales que ug = vh, con lo cual u=tv = gh™!.
Notemos que u~! € V, y el producto de cosas de V cae en U, con lo cual gh~! € U, lo que supusimos
no vale. Luego ambos abiertos son disjuntos, y el espacio es Hausdorff. O

TEOREMA 6.8. Si (G,x) es un grupo topoldgico, y H es un subgrupo, entonces H también lo es.

DEMOSTRACION. Claramente H contiene al 1, con lo cual para ver que es un subgrupo, alcanza

con verificar las siguientes dos propiedades:
1. Sig,h € H entonces g+ h € H.
2. Si g € H entonces g~ € H.

Veamos que es cerrado para el producto. Queremos ver que si g, h € H entonces si U es un abierto
que contiene a g * h, U N H # (.

El par (g,h) € +~}(U) (pues su producto cae en U), con lo cual existen abiertos V, W de 1 tales
que gV x hx W C x~1(U) (recordar que los abiertos son trasladados de abiertos del neutro). Como
g € H, gV N H es no vacio, sea g; un elemento en dicha interseccién. A la vez, h* W N H # (), sea
h1 en dicha intersecciéon. Luego, como H es un subgrupo, g1 * h; € H, y a la vez, dicho producto esta
en U como querfamos ver.

Para ver los inversos, sea g € H, y U un abierto que contiene a g~!. Queremos ver que U N H # ().
Como invertir es continuo, U~! es un abierto en G que contiene a g, con lo cual U= N H # () (pues
g € H). Tomemos un elemento h en dicha interseccién. Como H es un subgrupo, h~! € H, y ademés
estd en U, con lo cual U N H es no vacio, como queriamos ver. O



Capitulo 7

Espacios cociente

Recordemos que si (Y, J’) es un espacio topoldgico, dada una funcién f : X — Y cualquiera (donde
X es simplemente un conjunto), existe una unica topologia en X que es la menor (menos fina) que
hace a f continua. Mas concretamente, dicha topologia estd dada por T = {f~Y(U) : U € T'}.

Esta nocidn fue la que usamos para definir la topologia producto (tanto en productos finitos como
en infinitos). La pregunta natural es que sucede si queremos mirar el problema inverso, esto es: dado
(X,T) un espacio topoldgico, y f : X — Y una funcién (donde Y es simplemente un conjunto), ;qué
topologia podemos poner en Y que sea la menor que hace a f continua? El candidato natural es tomar
T={Vcy: : fYV)eT}

LEMA 7.1. El conjunto T’ es una topologia en'Y .

DEMOSTRACION. Verifiquemos la definicién de una topologfa:
» )= f~1(0) € T con lo cual ) € T".
s f7H(Y)=X€Tconlocual Y € T".
» Y ULN--NU) = f7HU) N -0 f7H(U,) con lo cual 77 es cerrado para intersecciones
finitas.
s [T Uier Us) = User f1(Us), con lo cual T” es cerrado por uniones arbitrarias.

DEFINICION. A la topologia T’ se la llama topologia final para f.

El nombre final viene por ser la menor topologia, y como se mencioné anteriormente (al hablar de
la completacién) tiene una “propiedad universal”, esto es si T es una topologia cualquiera en Y que
hace a f: (X,7) — (Y,7) continua, entonces el diagrama

(Y,7)

e

(X,7) ——= (¥, 7)
es un diagrama conmutativo de funciones continuas. Notar que para que la identidad de (Y, ‘j“) a
(Y,7") sea continua, T debe ser mas fina que T”. El término “final” esté relacionado con que la funcién
identidad llegando hacia él es continua (los objetos “iniciales” son los que vale esta propiedad con
funciones saliendo de ellos)

Nos gustaria utilizar la topologia final de una funcién para poder poner una topologia en “cocien-
tes” de espacios topoldgicos. Para ello, comencemos con (X, T) un espacio topolégico, y supongamos
dada ~ una relaciéon de equivalencia en el conjunto X. Luego podemos construir el conjunto cociente
X/ ~ de clases de equivalencia, y tenemos definida de manera natural una funcién cociente:

(6) m: X = X/ ~.

DEFINICION. Si (X, T) es un espacio topoldgico, y ~ es una relacién de equivalencia en X, definimos
el espacio cociente como el par (X/ ~,T.) donde X/ ~ es el conjunto de clases de equivalencia de
elementos, y T, es la topologia final para la funcién cociente @

57
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SiT:X — X/ ~ es una funcién cociente, un conjunto A C X se dice saturado si A = 7w~ (w(A)).
Esto quere decir que todo elemento z € X que estd relacionado con un elemento de A, cumple que
x € A.

La topologia cociente es la topologia menos fina que hace a la funcion cociente continua. Notar
que la definicién de 7 ser continua implica que los abiertos en el cociente son exactamente aquellos
cuya preimagen es un abierto en X. O sea U C X/ ~ es abierto si y sélo si 7~ }(U) es abierto. No es
cierto (en general) que todos los abiertos de X sean preimégenes de abiertos de X/ ~. Decimos que
un abierto de X es saturado si es abierto y es un conjunto saturado.

OBSERVACION. La propiedad importante de la topologia cociente es la siguiente. Supongamos que
(X,7) v (Y,T’) son espacios topoldgicos, y f : X — Y es una funcién. Supongamos ademds, que
tenemos dada una relacién de equivalencia ~ en X que cumple que si  ~ y entonces f(z) = f(y).
Esta condicién nos permite definir una nueva funcién f : X/ ~— Y donde f([z]) = f(z), donde [z]
denota la clase del elemento z. O sea:

(X, 7) ——— (v, 7")

| A

(X/ ~ Tc)

Notar que la definicién no depende del representante de la clase elegido, o sea si [z] = [y], al ser
f(z) = f(y), la funcién f([z]) admite una tnica forma de definirla a partir de f. La definicién de
la topologia cociente hace con que f sea continua si y sélo si f lo es. La razén es que f es continua
si y s6lo si para todo abierto U € T/, f~1(U) es un elemento de T, si y sélo si (por definicién)
7Y (f~Y(U)) = f~H(U) es un elemento de 7.

A la vez, notar que la funcién f es abierta si y sélo si manda elementos de T, en elementos de T,
que por definicién de abiertos es lo mismo que pedir que f mande abiertos saturados en abiertos de Y.

Veamos algunos ejemplos de espacios cocientes, y como usar los resultados mencionados en la
observacion.

EJEMPLO 20. Tomemos X = R (con la topologia usual), y definamos una relacién de equivalencia
por & ~ y siy s6lo si x —y € Z (o sea identificamos elementos que difieran en un entero). Notemos
que usando la estructura de grupos topoldgicos, podemos escribir al espacio cociente como R/Z. Dicho
espacio es muy importante en el anélisis, en especial en el analisis de Fourier. Veamos que como espacio
topolégico R/Z es el disco unidad S = {z € C : |z] = 1} = {(x,y) € R? : 22 +y? = 1} via el
homeomorfismo dado por f(z) = 2™ = (cos(2mx),sin(27x)).

Claramente como funcién de conjuntos, f es una funcién biyectiva entre R/Z y S*. Como las funcio-
nes cos : R — R y sin : R — R son continuas, la funcién g : R — R? dada por x — (cos(27z), sin(27x))
es continua, y por la observacién anterior f (definida en el cociente) también lo es.

Para ver que f es un homeomorfismo, como es biyectiva y continua, basta ver que es abierta. Lo
que sucede es que la funcién g es abierta (no sélo en abiertos saturados). Por el ejercicio 7 (b) del
practico 2, la funcién g es un homeomorfismo local, en particular abierta.

Notar en este ejemplo que la funcién cociente 7 : R — R/Z es abierta. La razén es que si (a,b) es
un abierto con b — a < 1/2, entonces 7! (7((a,b))) = U, ez (a + n,b+ n), que es un abierto en R. No
obstante, la funciéon 7 no es cerrada. La razén es que el conjunto

C={n+1/n: neNn>2}

es un conjunto cerrado en R (no tiene puntos de acumulacién), pero su imagen por 7 no lo es, pues
tiene como punto de acumulacién a la clase del 0 (que no estd en la imagen).

EJEMPLO 21. Tomemos X = [0, 1] (con la topologia subespacio), y miramos la relacién de equi-
valencia dada por:  ~ z para todo z € X y ademds 0 ~ 1 (o sea sélo identificamos el punto 0 con
el punto 1) y llamemos X/ ~ al espacio cociente. Si f : X/ ~— Sy g :[0,1] — S! son las mismas
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funciones que antes, entonces g no es una funciéon abierta. La razén es que por ejemplo el conjunto
(1/2,1] es abierto con la topologfa subespacio, pero su imagen no lo es (jpor qué?).

exy

#

(oI 4
2 15“3-‘%0

No obstante, notar que una base de abiertos saturados en X son los de la forma (a,b) con 0 < a <
b<1o01/0,a)U(b,1], con a < b, y la imagen por g de estos conjuntos sf son abiertos en S', con lo cual
la funcién f si es abierta y por ende un homeomorfismo.

EJEMPLO 22. Tomemos X = {(z,y) € R? : 2?4y < 1}, y definimos una relacién de equivalencia
en X diciendo que v ~ w si vale una de las siguientes dos propiedades:
0= w,
ol = fwl = 1.
Asi, en el disco estamos “pegando” todos los puntos del borde en un solo punto. Intuitivamente,

podemos tomar el disco y “cerrarlo” en R3. Veamos que el espacio cociente es como nos imaginamos,
o sea que es homeomorfo a la esfera (desplazada 1 hacia arriba)

S% = {(z,y,2) ER®: 2 +9° + (2 — 1) =1}
La funcién ¢ : X — S? dada por
¢, y) = 2u/1 — (@2 +2),2y\/1 — (22 + ¢2), 2(2* + ¢))

pasa al cociente X/ ~ y da un homeomorfismo del mismo con S2.

—
/ﬁe

EJEMPLO 23. De manera similar al caso anterior, tomemos X = R? (con la topologia usual) e
identifiquemos puntos cuyas ambas coordenadas difieren por un entero, o sea (x1,y1) ~ (z2,y2) si y
s6lo si x1 — 29 € Z, y1 — Yo € Z. Denotamos por R?/Z? al espacio cociente.

Andlogamente al caso anterior, podemos mirar el cuadrado @ = [0, 1] x [0,1] C R2. Definimos en
Q la siguiente relacién de equivalencia:

= (z,y) ~ (2,y),
= (0,y) ~ (1,9),
» (2,0) ~ (z,1).

> ey
i vea Pedac

——y —

3> >>

Queremos ver que (en ambos casos) el espacio cociente se puede identificar (salvo homeomorfismos)
con el toro (la dona de Homero) dada por ejemplo por la ecuacién

1
T: (1—\/x2+y2)+22:1
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(tomando el radio interior igual a 1/2 y el exterior a 1). El mismo se puede parametrizar con coorde-
nadas polares como ® : R? — T dada por

®(u,v) = <cos(27ru) <1 + COS(;“”)) ,sin(2ru) (1 + Cosfm)) : Sm(;””) .

De forma similar al caso anterior, ¢ es abierta (en todo R?), continua y suryectiva. A la vez, induce una
funcién biyectiva en el cociente R/Z?. En particular, tanto dicho cociente como @/ ~ son isomorfos al
toro.

EJEMPLO 24. Tomemos @ = [—1,1] x [-1,1] C R? y tomemos la relacién de equivalencia dada
por:

El espacio cociente @/ ~ es la llamada banda de Mobius, que es una superficie con borde que no es
orientable.

EJEMPLO 25. Sea X = R”"*!\ {0}. Definimos en X una relacién de equivalencia diciendo que
x ~ y si ambos estdn en la misma recta que pasa por el origen, o sea si existe A € R* tal que x = \y.
El espacio cociente es el llamado espacio proyectivo y se denota por P"(R). Al igual que en los
ejemplos anteriores, si denotamos por S™ C R"*! a la bola de radio 1, el espacio proyectivo también
lo podemos describir como el cociente S™/ ~ donde identificamos puntos antipodales (o sea aquellos
puntos que son uno menos el otro). Para ver esto, miremos el diagrama

g L Rn-i—l

|

)~ PU(R)

La funcién ¢ es continua y la funcién de S™/ ~ a P"(R) resulta un homeomorfismo.

Al ser el espacio proyectivo un cociente de S™ (que es compacto), el espacio proyectivo resulta
ser un espacio topoldgico compacto. Esta es una de las propiedades fundamentales de la geometria
proyectiva.

Por ejemplo, la recta proyectiva P(R) es homeomorfo a la circunferencia S'. Tenemos una funcién
natural S — S' dada por z — 22 (identificando el plano real R? como los niimeros complejos). Esto
nos da un homeomorfismo P!(R) = S/ ~— S1.

El plano proyectivo P?(R) es mas dificil de visualizar (al ser una superficie no orientable, no se
puede meter dentro de R?). Una forma de pensarlo es pegar un disco en R? con la banda de Mobius
por el borde.
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EJERCICIO 32. Sea (X,T) un espacio localmente conexo. Definimos en X una relacién de equi-
valencia diciendo que x ~ y si y sélo si z,y pertenecen a la misma componente conexa. Probar que
entonces X/ ~ tiene la topologia discreta.

DEFINICION. Si (X, T)y (Y, T’) son espacios topoldgicos, vamos a llamar generalmente una funcion
cociente a una funcién 7 : X — Y que es suryectiva y satisface que U € T’ si y sélo si 7= 1(U) € T (o
sea T’ es la topologfa final para que 7 sea continua).

LEMA 7.2. En la definicion anterior podemos reemplazar abierto por cerrado, o sea f es cociente
si cumple que U es cerrado si y solo si f~1(U) es cerrado.

DEMOSTRACION. La razén es (como para funciones continuas) que si A CY, f~1(A¢) = f~1(A)®
(o sea la preimagen de un complemento es el complemento de la preimagen). Supongamos que vale
para abiertos y veamos que vale para cerrados. Un conjunto V' C Y es cerrado & V¢ es abierto <
f71(V¢) es abierto en X (por ser f funcién cociente) < f~1(V)¢ es abierto < f~1(V) es cerrado.

Una cuenta andloga demuestra que si vale para cerrados, también vale para abiertos. O

Supongamos que (X,7) y (Y,J") son espacios topoldgicos, y f: X — Y es continua y suryectiva.
LEs f una funcién cociente? La respuesta es que no en general, porque el hecho de ser continua da una
sola de las implicaciones en el si y s6lo si de la definicién de funcién cociente.

LEMA 7.3. Si (X,T) y (Y,T) son espacios topoldgicos, y f : X — Y es una funcidon continua y
suryectiva que ademds es abierta o cerrada, entonces f es una funcion cociente.

DEMOSTRACION. Como mencionamos anteriormente, si U € T/, f~1(U) € T siempre por ser f
continua. Para la otra implicacién, separemos en casos:

» Si f es abierta, si V. = f~Y(U) € T, f(V) = U € T por ser f abierta (recordar que f es
suryectiva).

» Si fescerrada, y V = f~1(U) € T, entonces V¢ es cerrado. Como V es saturado, y f es
suryectiva, f(V¢) = f(V)¢, que es cerrado, con lo cual f(V) = U es abierto.

O

Notar que en los ejemplos anteriores (Ejemplo [20] y sucesivos) la funcién f (P, ¢, etc) que cons-
truimos para dar otra caracterizacién del cociente es una funcién cociente (es sobreyectiva, continua y
abierta/cerrada). Esto nos permite dar otra descripcién del espacio cociente que habifamos definido a
partir de f de la siguiente manera: definimos una relacién de equivalencia en X definiendo que x ~ y
si f(x) = f(y) (o sea identificamos puntos que van a parar al mismo valor). Si denotamos por X/ ~
al espacio cociente (con su respectiva topologfa), y m: X — X/ ~ a la funcién cociente, tenemos un
diagrama

X / Y

7

X/ ~

La funcién f, que en la clase de [2] la definimos como f([z]) = f(z), es una funcién de conjuntos bien
definida, o sea si & ~ y por definicién f(x) = f(y), con lo cual f([z]) = f([y]). Es claramente suryectiva
(porque f lo es), y ademés es inyectiva: si f([z]) = f([y]) entonces f(z) = f(y) y luego x ~ .

Claramente, f es una funcién continua, pues si U € 77, f*I(U) es abierto en X/ ~ (por definicién)
si 7= L(f~Y(U)) € T, pero por definicién, 7= 2(f~1(U)) = f~1(U) que es abierto por ser f continua.
La condicién de f ser funcién cociente implica justamente que f es una funcién abierta y por ende un
homeomorfismo.

La funcion del Ejemplo [20] es abierta, mientras que la funcién del Ejemplo [21| no es abierta, pero
es cerrada (por eso es también una funcién cociente). Lo mismo sucede con los otros ejemplos dados.
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PRrROPOSICION 7.4. Si (X,T),(Y,T") y (Z, ‘j') son espacios topolégicos, y f : X =Y, g:Y = Z
son funciones cociente, entonces go f : X — Z es una funcion cociente.

DEMOSTRACION. Como f y g son sobreyectivas, la composicién también lo es. Para ver que es
funcién cociente debemos ver que U € T si'y sélo si (gof) "1 (U) € T. Pero U € T siy sélosi g~ (U) € T’
(por ser g una funcién cociente). A la vez, g~1(U) € T’ si y sélo si f~1(g71(U)) € T (por ser f una
funcién cociente). O

En general los espacios cocientes no heredan todas las propiedades del espacio ambiente. Por
ejemplo f: X — Y puede ser una funcién cociente, donde X es Hausdorff pero Y no lo es. Claramente
si X es conexo, Y debe serlo.

Terminemos esta seccién con restricciéon de funciones cociente.

TEOREMA 7.5. Sean (X, T) y (Y,T") espacios topolégicos, y f : X — Y una funcion cociente. Sea
C € X un conjunto saturado, y miremos la restriccion de f a C, o sea f : C — f(C). Entonces f es
una funcion cociente en los siguientes casos:

1. Si C es abierto o cerrado en X,
2. Si f es abierta o cerrada.

DEMOSTRACION. Recordemos que un conjunto C' es saturado si cumple que C = f~1(f(C)). Asf,
si C es abierto, f~1(f(C)) es abierto, y como f es funcién cociente, f(C) debe ser abierto. Pero entonces
los abiertos en C' y en f(C') (con la topologia inducida) son abiertos en X y en Y respectivamente.
Luego f es funcién cociente porque f lo es: U es abierto en f(C') si y sélo si U es un abierto en Y
contenido en f(C), si y sélo si f~1(U) = f~1(U) es abierto en X contenido en C, si y sélo si f~(U)
es abierto en C.

Si C es cerrado, la misma demostracién funciona, pero cambiando abiertos por cerrados (y utili-
zando el Lema .

Demostremos el caso 2. Como f es continua, basta ver que si f ~1(U) es abierto en X entonces U
es abierto en Y (suponiendo que f es abierta). Por definicién, f~(U) es abierto si existe V € T tal
que f~Y(U) =V NC. Pero entonces, U = f(f~1(U)) = fF(VNC) = f(V)N f(C). Como f es abierta,
f(V) es un abierto de Y y luego U es un abierto de f(C).

El caso en que f es cerrada es andlogo, pero mirando conjuntos cerrados (via el Lema . O

EJEMPLO 26. Veamos que el dltimo resultado no es cierto en general. Tomemos X = (0,1/2] U
{1}UU,,en{1+ 1} como subconjunto de R (con la topologfa subespacio). Definimos en X una relacién
de equivalencia, diciendo que = ~ y si x = y 6 | — y| = 1. En particular, identificamos al elemento
1+ % con el elemento %

Veamos como son los abiertos alrededor de la clase del 1 en el cociente. Si U es abierto, y 1 € U,
entonces V = 7 1(U) es abierto en X y contiene al 1. En particular, existe ng tal que 1+ %L € V para
n > ng (por ser V abierto). Al ser V' saturado, vale también que % € V paran > ng, y al ser V abierto
en (0,1/2], cada punto tiene un intervalito alrededor de él. Resumiendo: todo V' saturado que contiene
al 1 debe tener algin numero irracional cerca de 0.

Sea m: X — X/ ~ la funcién cociente. Llamemos C' al conjunto

C:X\U{1+nJ1r1}:(0,1/2]U{1}\U{nil}.

neN neN

Claramente C' es un conjunto saturado en X (justamente para eso dimos la primera descripcién como
una resta de todo menos conjuntos saturados). Miremos la restriccién 7 : C — 7(C).

Notar que {1} es un conjunto abierto en C' (por ejemplo es la interseccién de (1/2,3/2) con el
conjunto C). Ademds, 7~ *({1}) = {1}, pero {1} no es abierto en 7(C), pues todo abierto en X/ ~
que contiene al 1, también tiene muchos nimeros irracionales cercanos al cero. Esto prueba que 7 no
es una funcién cociente.



Capitulo 8

Topologia Algebraica

Uno de los grandes problemas en la matematica es el de poder clasificar objetos. Por ejemplo:
icuales son todos los posibles grupos de 10 elementos? ;Cuales son todos los grupos finitos simples?
i Cuales son todas las superficies diferenciables compactas?

Algunos de estos problemas son extremadamente dificiles de resolver, y varios no se pueden re-
solver (por ejemplo el décimo problema de Hilbert). No obstante, hay una pregunta natural en todos
estos contextos: dados dos objetos, json “iguales”? La nocién de igualdad depende del contexto, si
estamos trabajando en grupos, pediremos que sean isomorfos, difeomorfos si hablamos de variedades
diferenciables, y homeomorfos si miramos espacios topoldgicos.

El problema de decidir si dos espacios topoldgicos son homeomorfos o no es extremadamente dificil
(en particular, una respuesta general resolveria problemas profundos de teorfa de grupos infinitos). Sin
embargo, en vez de tratar de dar una respuesta absoluta, es natural estudiar los llamados invariantes.
Estas son propiedades de un espacio topoldgico que se preserva por homeomorfismo. Por ejemplo, el
intervalo [0, 1] no es homeomorfo a los nimeros reales, dado que el primero es compacto y el segundo no
lo es. Vimos que una funcién continua manda compactos en compactos. Hemos visto varios invariantes
mas: conexion, compacidad, arco-conexién, localmente conexién, etc. No obstante, miremos el siguiente
problema: json R? y R?\ {(0,0)} homeomorfos?

Todas las propiedades que hemos visto hasta aqui no distinguen estos dos espacios. El objetivo de
la topologia algebraica es poder definir algunos invariantes extras que poseen los espacios topoldgicos,
que se preservan por homeomorfismo. En particular, con el grupo fundamental (el tnico invariante
de la topologfa algebraica que veremos en este curso) podremos probar que R? y R?\ {(0,0)} no son
homeomorfos (por tener distinto invariante).

DEFINICION. Sea (X,T) un espacio topolégico. Una curva en X es una funcién « : [0,1] — X
continua. Una curva se dice cerrada si ademéas cumple que a(0) = (1) (o sea empieza y termina en el
mismo punto).

Para aliviar notacién, denotaremos por I al intervalo [0, 1] con su topologia usual. La idea del
grupo fundamental asociado al espacio topoldgico es, fijado un punto g, considerar las curvas cerradas
en X que comienzan y terminan en xgy con una ley de composicion que las haga un grupo. ;Como
“multiplicamos” dos curvas?

Hay una operacién natural en el conjunto de curvas: supongamos que a: I — X y : I — X son
dos curvas cualesquiera (no necesariamente cerradas) que cumplen que « termina donde comienza (3,
o sea a(1) = B(0), entonces podemos definir una operacién que es primero caminar por la curva a 'y
luego seguir por la curva . Denotemos dicha operaciéon como a x 3. Como funcién, podemos dar a
esta nueva curva como :

) (2s) si0<s<1/2,
(7) “*6(8)_{5(25—1) si1/2<s<1.

Notemos que aqui hemos hecho una eleccién de como recorrer ambas curvas. Lo que hicimos fue
recorrer al doble de velocidad cada una, como para en tiempo s = 1 haber llegado al final. Notar que
otra eleccién de como recorrerlo nos da una curva distinta. Por ejemplo, la funcién

(8) a(3s) si0<s<1/3,
B(3s/2—1/2) si1/3<s<1.

63
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es otra posible manera de componer « con . Estas ambigiiedades son un problema (si queremos
definir una ley de composicién), pero peor atn es el hecho de que no tenemos un elemento neutro para
operaciones de este tipo.

Por esto es que precisamos identificar curvas (y como minimo identificar aquellas que “recorren”
lo mismo), que es la nocién de “homotopias”. Daremos una definicién un poco mas general que el caso
de curvas que nos serd de utilidad mas adelante.

DEFINICION. Sean (X,T) y (Y,T’) dos espacios topoldgicos, y f,g : X — Y funciones continuas.
Decimos que f es homotdpica a g (y lo denotamos por f ~ g) si existe F : X x I — Y continua tal
que:

" F(QT,O) = f(.’L‘),
- Pr.1) = g(a).
La idea de una homotopia es que deformamos el grafo de f en el grafo de g de forma continua.

Si para cada t € I llamamos f;(s) : X — Y a la funcién f,(s) = F(s,t), entonces las funciones f; son
continuas, y obtenemos una familia continua de funciones que se mueve desde f hasta g.

Mas generalmente, si f, g son como antes, y A C X es un subconjunto cualquiera, decimos que f
y g son homotdpicas relativos a A (y lo denotamos f ~4 g) si existe F': X x I — Y como antes, que
ademds es constante en el conjunto A, o sea para todo a € A, F(a,t) = f(a) para todo ¢ € I.

DEFINICION. Si a, 8 : I — X son curvas tales que a(0) = 8(0) y «(1) = B(1), decimos que las
curvas son homotopicas por caminos si existe F': I x I — X continua tal que

» F(s,0) = a(s),

T

Esta definicién es equivalente a pedir que las curvas sean homotdpicas retavias al conjunto {0,1}.
Veamos que las curvas @ y son homotdépicas.

Para ello queremos definir una funcién que transforme el intervalo [0,1/2] en el
intervalo [0, 1/3] como en la imagen, que corresponde a que tan réapido recorremos
la funcién «. El tiempo restante corresponde a recorrer por la funcién (. Para
ello, definimos F': I x I — X como:

68 3 < <_
F(s,t):{a(?’_t) si0<s< +

ﬂ(ﬁstt_tg_?’) si —g+%§s§1.

O+
N~
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Notar que en los puntos de corte de la funcién (que corresponde a la recta roja

del dibujo) ambos valores coinciden (por corresponder al valor a(1) = 8(0)) con

lo cual F es una funcién continua. Ademds, F'(s,0) corresponde a ax 3 mientras
que F'(s,1) corresponde a . En particular, ambas composiciones son homotdpicas.

EJEMPLO 27. Sea (X, T) un espacio topolégico, y sean f, g : X — R™ funciones continuas. Entonces
f ~ g. Para ello precisamos deformar la funcién f hasta la funcién g. Podemos hacerlo por ejemplo
uniendo para cada valor de z el punto f(z) con el punto g(z) mediante un segmento. Asi, definimos

F(z,t) = (1 —t)f(z) + tg(x).
La funcién F es continua (ejercicio), y cumple que F(z,0) = f(z), F(z,1) = g(x) como querfamos ver.
Notar que la tinica propiedad que usamos de R™ es que es convexo, o sea que si dos puntos estan en
el conjunto, el segmento que los une también esta. Luego el mismo resultado vale para funciones cuya
imagen es un conjunto convexo de R™ (o espacios mas generales).
Notar también, que si A C X es un conjunto donde f y g coinciden, la homotopia F' es una
homotopia relativa al conjunto A. Esto hace con que R™ no posea invariantes interesantes (su grupo
fundamental va a ser trivial).

EJEMPLO 28. Veamos que si « : I — X es una funcién continua, y 6 : I — X es la funcién
B(s) = a(l) (o sea la curva que se queda siempre en el punto «(1)) entonces a x § ~ «. Esto nos
permite tener una nocién de “neutro”.

La cuenta es similar a la hecha anteriormente, pero ahora en nuestro dibujo
queremos salir del punto (1/2,0) y llegar al punto (1,1). Definimos entonces la
funcién F : I x I — X por

a(tisl) si0<s <L

F(s,t) =
(5,) {6(251__75:1) si Bl < s <1

Claramente F'(s,0) = ax Sy F(s,1) = a. Dejamos como ejercicio probar que
dicha funcién es continua.

Para ver la continuidad de las funciones F', es 1til recordar el siguiente
resultado.

LEMA 8.1 (pegado). Sean (X,7T), (Y,T") espacios topoldgicos, supongamos que X =V UW, con
V,W cerrados (respectivamente abiertos), y sean f:V =Y, g: W =Y funciones continuas tales que
flvaw = glvaw . Entonces existe una inica h: X —'Y continua que restringe a f en' V y a g en W.

DEMOSTRACION. Claramente la funcién h se define como

o) = flx) sizeV,
he) {g(a:) sizeW.

La condicién de que f y g restringen a la misma funcién nos asegura que no hay problemas con los
puntos en VNW. Para ver que la funcién es continua, sea C' C Y un conjunto cerrado, y veamos que su
preimagen por h es cerrado. Claramente, h=1(C) = (b1 (C)NV)U (=1 (C)NW) = f~HC)ug~1(O).
Como f y g son continuas, la preimagen de C por f y g son cerrados relativos en V' 'y W, que al ser
cerrados, son cerrados en X. Luego h~1(C) es cerrado. O

En los ejemplos anteriores, si miramos a F' en el poligono delimitado por los lados del cuadrado
y la linea roja, en cada pedazo es una composicién de funciones continuas. Luego la continuidad sale
del Lema anterior.

Volviendo a las homotopias (o la versién restringida a un conjunto). Si (X, T) y (Y, T’) son espacios
topoldgicos, podemos definir una relacion en el espacio de funciones continuas de X en Y diciendo que
dos funciones estén relacionadas si son homotépicas (respectivamente homotdpicas con respecto a un
subconjunto A).
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LEMA 8.2. Sean (X,T) y (Y,T) dos espacios topoldgicos y A C X. En el espacio de funciones
continuas de X en'Y, las relaciones ~ y ~4 son relaciones de equivalencia.

DEMOSTRACION. Claramente la relacion es reflexiva. La funcién F': X x I — Y dada por F(z,t) =
f(z) da una homotopia (que es relativa a cualquier subconjunto de X) entre f y si misma. Veamos que
es simétrica. Supongamos dadas f,g: X — Y tales que existe una homotopia relativa F': X x [ = Y
tal que F(z,0) = f(z) y F(x,1) = g(x).

Definimos F : X x I — Y por F(z,t) = F(z,1 — t). Claramente F es continua, F(z,0) =

F(z,1) = g(x), F(z,1) = F(2,0) = f(z). Por dltimo, si a € A, F(a,t) = f(a) = g(a), con lo cual
F(a,t) = F(a,1 —1t) = f(a) = g(a).

Veamos que la relacién es transitiva: si f,g,h: X — Y son funciones continuas, y F : X x I - Y,
G : X x I — Y son homotopias relativas tales que F(x,0) = f(z), F(z,1) = g(z) y G(z,0) = g(z),
G(z,1) = h(z), definimos H : X x I — Y por

Hiz,t) = F(x,2t) si0<t<1/2,
G2t —1) sil/2<t<1.

La funcién H es continua (por el Lema de pegado), H(x,0) = f(z), H(z,1) = h(z). Como antes, si
a€ A, H(a,t) = F(a,t) = G(a,t) = f(a) = g(a) = h(a). O

LEMA 8.3. La relacion de equivalencia anterior se preserva por composicion. O sea dados espacios
topoldgicos (X, T), (Y,T"), (Z,7) y funciones f,g: X — Y continuas y homotdpicas, dada h:Y — Z
continua, se tiene que foh ~ goh.

DEMOSTRACION. Tenemos el siguiente diagrama

f
X~ Yy-_r.z
~—

Si F': X xI —Y eslahomotopia entre f y g, entonces ho F' : I x X — Z es la homotopia entre ho f
y hog. 0

Andlogamente, vale que si tenemos el diagrama

xJtoy—>7
\f

tal que h ~ g (por una homotopia F) entonces h o f ~ go f por la homotopia F(z,t) = F(f(x),t).

Si (X, T) es un espacio topoldgico, y a: I — X es una curva, vamos a denotar por [a] la clase de
equivalencia de « con respecto a homotopfas relativas al conjunto A = {0, 1}. Si queremos definir una
ley de composicién de curvas, dadas «, 8 : I — X con la condicién de que (1) = 3(0), nos gustaria
definir su composicién como [a x 3]. Veamos que esta operacién no depende de las clases de « y de .

LEMA 8.4. Sea (X,T) un espacio topoldgico, y o, : I — X dos curvas tales que a(1) = B(0).
Entonces [a] x [f] = [a* B]. Esto es si a ~ &' y B ~ ' entonces ax 8 ~ o' x B'. Luego la ley de
composicion de clases de curvas estd bien definida.

DEMOSTRACION. Sean «,a/,3," : I — X curvas tales que o ~ o' y 8 ~ B’ (recordar que
esto en particular implica que comienzan y terminan en el mismo punto). Sea F' : I x I — X y
G : I x I — X funciones continuas tales que F(s,0) = «a(s), F(s,1) = &/(s), F(0,t) = a(0) y
F(1,t) = a(1). Andlogamente lo mismo vale para G reemplazando «, o’ por 8, 5. Recordemos que por

definicién,
a(2s si0<s
axf(s)= {02 S0s
B(2s—1) sigz<s

IA A

1
29
1.



8. TOPOLOGIA ALGEBRAICA 67

Luego lo que debemos hacer es pegar las homotopias de la misma manera que pegamos las curvas.
Para eso definimos H : I x I — X por

) F(2s,t) si
His,t) = {G(Qs —1,t) si

}—‘ [ I

S
S

N O
IA A
IA A

Notemos que justamente H(s,0) es la funcién «(2s) para 1 < s < 1/2 y la funcién (2s — 1) para
1/2 < s <1, conlo cual H(s,0) = a*f. Andlogamente, H(s,1) = o’ xf'. A lavez, H(0,t) = F(0,t) =
a(0) = (a*xB)(0) y H(1,t) = G(1,t) = B(1) = (a* B)(1). Con lo cual H cumple todas las propiedades
esperadas. Nuevamente H es continua por el Lema de pegado ya que F(1,t) = a(1) = 5(0) = G(0,t)
con lo cual ambas funciones coinciden en el borde. O

Para lo que sigue, vamos a fijar un punto x( del espacio X, y todo lo que digamos va a depender
del punto elegido.

DEFINICION. Dado (X, T) un espacio topolégico, y 2o un punto fijo, definimos el grupo fundamental
en xo y lo denotamos por m1 (X, zg) al conjunto de clases de equivalencias (por homotopias) de curvas
cerradas en zp. Recordar que estas son curvas o : I — X tales que a(0) = a(1) = 0.

Por los resultados anteriores, vimos que el conjunto (X, o) tiene bien definida una ley de
composicion.

TEOREMA 8.5. El conjunto m (X, xo) con la ley de composicion anterior resulta un grupo.
DEMOSTRACION. Recordemos que un grupo es un conjunto con una operacién binaria que satisface
las siguientes propiedades:

1. Asociativa: (ax 8) xy = ax (8 * ) para toda terna de elementos «, 3, 7.
2. Existencia de neutro: existe e tal que e x &« = a x ¢ = « para todo a.
3. Existencia de inversos: para todo «, existe 8 tal que ax 8 = xa =e.

1. Asociativa: sean «, 57 : I — X curvas cerradas en xg. Por definicién:

a(4s) sio<s<i
* 3)(2 i0<s<i, Y
(a*ﬂ)*,}/(s): (OZ 6)( S) 5?178f2 _ 6(45—1) Siigsg%,
v(2s —1) siz <s<1. 1
725 —1) iz <s<1.
Por otro lado,
a(2s) sio<s<i
2 i0<s<?i, =7 =2
5 (Bx)() = 4 22 S0S553 _Jouso2) si<s<d,
(Bry)(2s—1) siz<s<1 3
v(4s—=3) siy<s<1
Sea F': I — I dada por
2s Si()gsgi,
F(s) = s—l—i siigsgé,
sl gl <s<l

2
Notar que (ax (8x7)) o F = (ax 8) . Por el Ejemplo [27] sabemos que F' ~ id (el intervalo [0, 1] es
convexo) con lo cual (a* (B*7))o F ~ (a* (8*7))oid como querfamos ver.

Neutro: definimos ey, : I — X por ey, (s) = zo (la curva que se queda siempre en ). Por el Ejemplo
sabemos que a x e, ~ a (0 sea [a] x [ez,] = [@]). Una cuenta similar demuestra que también vale que
€z, * @ ~ « (lo dejamos como ejercicio).

Inverso: si a;1 — X es una curva cerrada en g, definimos a=(s) = a(1 — s) (o sea recorrer a en
sentido inverso). Veamos que efectivamente a1 es el inverso de «, 0 sea ax a1 ~ e,,. Por definicién

(axa™')(s) = aEle) 510<3S2’: o(2s) ?S s< 3
a t(2s—-1) SI§SS§1. a(2—-2s) siz<s<l1.
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Consideremos la funcién f : [0, 1] — [0, 1] dada por
2s si 0
1(s) = { 0
2

I = q o f. El grafico de f y su relacién con la funcién idénticamente cero es el siguiente

Luego axa™

Al ser [0,1] convexo, f ~ 0 con respecto a {0,1} y por lo tanto axa™ ! =ao f ~aol0=e,,.

La otra composicién sale de manera similar. O

EJEMPLO 29. Tomamos (X,7T) = R™, y xp un punto cualquiera. Luego 71 (R™, z9) = {0} pues
toda curva es homotdpica a la funcién ey, (por ser convexo).

Notar que el grupo fundamental depende de la eleccién de un punto base. ;Que tanto depende de
él?

TEOREMA 8.6. Sea (X,T) un espacio topoldgico. Si xg,x1 € X son puntos que podemos conectar
con un arco, o sea existe « : I — X continua tal que a(0) = zg y a(l) = 21 entonces m (X, zp) ~
1 (X,J,‘l).

DEMOSTRACION. Sea « como en el enunciado del Teorema. Definimos una funcién F' : m (X, z1) —
71 (X, 20) por F([8]) = [axB*xa1].

P

o b
. .

(=]

I es una curva centrada en zg. A la vez, por el Lema si B ~ B entonces

con lo cual F' estd bien definida. Veamos que F' es un morfismo de grupos:

Claramente o x B x a~
axBral~axf xa!

F(BixBa) =ax(Bixfe)*xa t ~axBixa ' xaxfaxat ~ F(B)*F(Ba),

donde la primer relacién vale por la asociatividad del producto, y la propiedad del inverso de una
curva. Por dltimo, F' es biyectiva, pues su inversa es la funcién G : 71(X, z9) — 71(X, z1) dada por
G(y)=a lxyxa. O

OBSERVACION. Al decir que el grupo fundamental no “depende” del punto, queremos decir salvo
isomorfismo de grupos. No que el grupo es independiente de tal eleccion. A la vez, el isomorfismo
anterior depende de la eleccién de un camino que una zg con x;. Caminos distintos dan isomorfismos
distintos (nada es canénico).

COROLARIO 8.7. Si X es arco-conezo, el grupo fundamental w1 (X, x¢) no depende del punto xg
elegido salvo isomorfismos.

OBSERVACION. Si (X, T) es un espacio topoldgico cualquiera, y g € X, podemos mirar su compo-
nente arco-conexa 7, . Luego por definicién, siy € 47, el grupo fundamental 7 (X, y) ~ 71 (X, zp). A
la vez, notar que cualquier curva centrada en x tiene imagen en el conjunto 7, (pues todos los puntos
de la curva se conectan). Esto quiere decir que si X no es arco-conexo, digamos X = Uo7, es la unién
de sus componentes conexas, el grupo fundamental en los puntos de una componente conexa no ve
nada de lo que sucede en las otras componentes, pero es siempre el mismo grupo (salvo isomorfismos)
al restringirnos a puntos de la misma componente.
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DEFINICION. Un espacio topoldgico (X, T) se dice simplemente conexo si es arco-conexo y cumple
que 1 (X, z9) = {0} para algiin punto zy (y por ende es trivial para todos los puntos).

Si (X, T) es simplemente conexo, toda curva centrada en zy es homotépica a la curva trivial, pero
vale mas que eso.

LEMA 8.8. Si (X,7) es simplemente conexo, dadas dos curvas o, : I — X que cumplen que
a(0) = B(0) y a(l) = B(1) entonces ae ~ B con respecto a {0,1}

DEMOSTRACION. Si miramos las curva 8% a~! y ax a~! ambas son curvas cerradas en a(1),

con lo cual son homotépicas, o sea B+ a~! ~ axa~!, con lo cual (“multiplicando” a derecha por )
B~ a. O

Comenzamos esta seccién diciendo que estamos buscando invariantes de espacios topologicos. Lue-
go si esperamos que el grupo fundamental lo sea, tenemos que entender como trasladar el grupo
fundamental de un espacio topoldgico a otro por medio de una funcién continua. Sean (X, T) y (Y, T")
dos espacios topolégicos, y f : X — Y una funcién continua. Sea ¢ un punto en X. Tenemos definida
la funcién (“push-forward”) F : m (X, z9) — m1(Y, f(zg)) por

(9) Fu(lo]) = [foa].
Recordar que si @ ~ o’ entonces f oa ~ foca’ con lo cual la funcién estd bien definida en clases de

equivalencia. A la vez, si a, 8 € m1(X, x0), fa(axB) = fo(axB) = (foa)x(fop) (escribir la definicién
para convencerse de que esto es asf). Como fi(ez,) = €f(zo), f+ s realmente un morfismo de grupos.

TEOREMA 8.9. Dados (X,T),(Y,T") y (Z,T) espacios topoldgicos, y funciones

x-toy . g

(go f)s = g« o fu. Ademds, siid : X — X es la funcion identidad, id, = id.

DEMOSTRACION. Por definicion (g0 f).([a]) = [g0 foa] = [go (foa)] = g.([f oa]) = g.(f. ([a]))-
El segundo enunciado es trivial, pues id ca = a. 0

COROLARIO 8.10. Si (X, T) y (Y, T") son espacios topoldgicos, y f : X — Y es un homeomorfismo,
entonces 7 (X, x0) ~ m (Y, f(x0)), donde el isomorfismo estd dado por f.. En particular, el grupo
Sfundamental es un invariante topoldgico.

DEMOSTRACION. Como fo f~! =idy, id = f, o f7!, y como f~'o f =idx, f;'o f. =id con lo
cual una es inversa de la otra (y ambas son morfismos de grupos por el Teorema anterior). 0

TEOREMA 8.11. Sean (X,7) y (Y,T’) espacios topoldgicos, y f,g : X — Y funciones continuas
tales que f ~ g (son homotdpicas). Dado xg € X, existe a« : I — Y que cumple «(0) = f(xo),
a(l) = g(xo). En particular, conjugar por o da un isomorfismo ¢ : m1(Y, f(xo) = m1 (Y, g(z0)). Luego
b © fr = gu.

DEMOSTRACION. Al ser f ~ g, existe H : X x I — Y continua tal que H(z,0) = f(z) y
H(z,1) = g(x). Si llamamos «(t) = H(zg,t) entonces «(0) = f(zo) y (1) = g(xo).

Para probar la afirmacién final, sea v : I — Y una curva centrada en zg. Luego g.(y) = g o7,
que es una curva centrada en g(xg). Nos gustarfa usar la homotopia H para pasar de g a f, pero el
problema es que no necesariamente fija un punto. Entonces lo que hacemos es usar a H para obtener
una homotopia entre goy y o~ % f o v % o, de la siguiente forma:

go7y

a~t foy a
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Para ello definimos: G : I x I — Y como

a(l —4s) siogsg%,
G(s,t) = { Hy(3H52),1) st 4t <s < L
a(2s —1) si it <s <1

Notar que G(s,0) = a™ ! x (f.7) xa, G(s,1) = g7, y en los puntos de corte de la funcién G, vale que
G, t) = a(t) = H(v(0),t) = H(zo,t) (por definicién de la funcién a y G(1,t) = H(v(1),t) =
a(t), con lo cual G es continua. O

Por ultimo veamos el siguiente resultado.
TEOREMA 8.12. Sean (X,T) y (Y,T’) espacios topoldgicos. Entonces
ﬂ-l(X X Ya (ZEOa yO)) = 7T1(X, '1:0) X ﬂ-l(Yy yO)

DEMOSTRACION. Sean p; : X XY — X y ps : X x Y — Y las proyecciones. Luego (p1)s« :
T (X X Y, (20,90)) = 71 (X, 20) ¥ (p2)s : T1(X X Y, (20,¥0)) = m1(Y,y0). Veamos que la funcién

(P1)x X (P2)s : (X X Y, (20,%0)) — m1(X, x0) x m1(Y, 90)

es un isomorfismo. Inyectiva: si o : I — X X Y es tal que p1 o ~ ey, ¥ P2 0 v ~ gy, existen
homotopias F : I x [ - X y G: I x I — Y tales que:

w F(s,0) = p1(v(9)), G(s,0) = p2(v(s)), con lo cual (F(s,0),G(s,0)) =~(s),

= F(s,1) = ez, y G(5,1) = ey, con lo cual (F(s,1),G(s,1)) = €(zy,y,) (la curva constante en

(20, Y0))-
Luego la funcién F' x G': [ x I — X X Y es una homotopia entre a y €, y0)-
Suryectiva: Dadas a : I — X centrada en 2o y 8 : I — Y centrada en yo, el par (a, ) es

la imagen por (p1)« X (p2)x de la curva v : I — X x Y dada por v(s) = (a(s), 3(s)), centrada en
(%o, Y0)- 0

1. Algunos grupos fundamentales

1.1. El grupo fundamental del circulo. En esta seccién vamos a calcular el grupo funda-
mental del circulo S* = {(z,y) € R* : 2%+ y? = 1}. Miremos la funcién 7 : R — S* dada por
7(x) = 2™ la exponencial compleja.

La funcién 7 es una funcién cociente y en realidad es parte de funciones con mas propiedades de
las que hablaremos en la tltima seccién, llamadas cubrimientos. Notar también que 7 es un morfismo
de grupos topolégicos, donde R lo miramos con la operacién suma, y S' con el producto (pensando R?
como el plano complejo). A la vez, 7~1(1) = Z (el nticleo del morfismo), y R es simplemente conexo.
Todas estas propiedades juntas hacen con que 71(S', (1,0)) ~ Z (que nos llevard un poco de trabajo
demostrar).

Dado n € Z, denotemos por 7, : I — R a la funcién ~, () = nt. Luego la funcién = o v, es una
curva en S que da |n| vueltas (en sentido anti-horario si n es positivo y horario si n es negativo).

TEOREMA 8.13. La funcién ® : Z — m1(S*, (1,0)) dada por ®(n) = [r o ~,] es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. La idea de la demostracién es probar que toda curva cerrada en S! se puede
levantar a una curva (no necesariamente cerrada) en R que comience en el punto 0 y termine en un
punto entero n. Veamos algunas propiedades:

1. Si B, : I = Res tal que 8,(0) =0y B,(1) = n, entonces 3, ~ v, (pues R es convexo) con
lo cual o 83, ~ mo~,. Esto va a probar (una vez que probemos que las curvas se pueden
levantar) que ® es suryectiva.

2. Sia,b€Z, ®(a+b) = [moysys]- Sidenotamos por m, a la funcién de traslacién por a en R (o
sea My (x) = a + x), entonces Yo+p == Yo * Ma(7p) (pues la composicién tiene sentido, y ambas
curvas comienzan y terminan en el mismo punto). En particular, [rovy,44] = [ro(vaxmy ()] =

[ © Ya] * [ 0 ma ()]
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Como a € Z, mom, = m, con lo cual ®(a + b) = [m o v,] *x [1 o] = ®(a) » D(b). En
particular, ® es un morfismo de grupos.

® es suryectiva: la idea es probar que podemos levantar curvas, o sea si o : I — S, entonces

R

7
& l
0

0,1] —= 5!

Para ello definimos los abiertos de S': U; = S'\ {(1,0)} y U_; = S\ {(=1,0)}. Notemos que
St = U, UU_;. Notar también que

(10) = (Uh) = | (non+1),
neZ

y
(11) m N U) = (J(n—1/2,n+1/2).

nez

A la vez, fijado n € Z, la funcién restringida 7 : (n,n+ 1) — Uy es un homeomorfismo (lo mismo para
la funcién restringida 7 : (n — 1/2,n 4+ 1/2) — U_1).

Si miramos los abiertos y~*(U;) y v~1(U_1) cubren I, con lo cual por el Teorema del Nimero de
Lebesgue (Teorema sabemos que podemos partir el intervalo [0, 1] de la siguiente forma: existen
to=0<t; <ty <-- <tp_1 <t,=1tales que para cadai € {0,...,n— 1}, el intervalo [t;,t;11] estd
contenido en el abierto y~1(U;) o en el abierto v~ 1(U_1) (o sea y([t;, tix1]) C Ur o y([ts, tiv1]) C U_1).

Entonces empezamos definiendo la curva 4 en el intervalo [0,¢1]. Como v(0) = (1,0), v([0,t1]) C
U_1. Denotemos por 7 a la restriccién «: (—1/2,1/2) — U_; (que es un homeomorfismo). Definimos
F(s) = 7~ 1(y(s)) para s € [0,¢;]. Esta es una funcién continua de [0, ;] en R. Ahora debemos extender
4 al intervalo [t1, t]. Para ello, supongamos que y([t1, t2]) C Uy (siestd en U_; el argumento es similar).
Ya tenemos definido el valor §(¢1) cuya imagen por 7 cae en U;. Por 7~ 1(Uy) es una unién disjunta
de intervalos, con lo cual hay uno sélo de ellos, digamos (a,a+ 1) en el que estd el ntiimero real §(¢;). Si
llamamos 7 a la restriccién 7 : (a,a+1) — U; (que es un homeomorfismo), definimos §(s) = 7~ (y(s))
para s € [t1, ta].

Inductivamente, supongamos que tenemos definida 4 : [0,¢,] — R un levantado de  continuo. Por
construccién, y([ty, tr+1]) € Uy o en U_;1. Supongamos que es en el primer conjunto. En particular,
Y(tr) € 1 (U1) = ez (n,n+1), con lo cual existe ng tal que §(t,) € (ng,ng + 1). Si denotamos por
7 a la restriccién 7 : (ng,no + 1) — Uy (que es un homeomorfismo), definimos J(s) = #~1(y(s)) para
$ € [tr, try1]. Asi obtenemos un levantado, que es tnico ademds, una vez que elegimos el primer valor
(o sea su valor en 0). Notar que (1) es un ntimero real que por 7 va al punto (1,0) luego es un entero
n. Asf por el item 1. tenemos que & ~ 7, y entonces 7(y) = v ~ w(v,) = ®(n).

® es inyectiva: lo que queremos hacer ahora es levantar no solamente curvas, sino levantar homo-
topias (veremos mas adelante que se pueden levantar funciones en dominios simplemente conexos, y el
conjunto [0,1] x [0,1] lo es). O sea, queremos resolver lo siguiente:

B 7
g

0,1] x [0,1] g

Mas especificamente: dada F : I x I — S' una funcién continua que cumple: F(0,t) = F(1,t) = (1,0),
existe una unica F': I x I — R que cumple:

= ToO F=F,

» F(0,t)=0para0<t¢<1.
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El argumento es similar al anterior. El conjunto {F~1(U;), F~1(U-1)} son un cubrimiento de I x I.
Nuevamente por el Teorema del Numero de Lebesgue, podemos partir al intervalo I como 0 = ¢y <
t1 < -+ < tpo1 < tp, = 1de forma que F([t;,ti11] X [t;,tj41]) C U 6 U—q para todo 0 < 4,5 <
n — 1. Asi, definimos F(s,t) = 7~ (F(s,t)) para (s,t) € [0,t1] x [0,#;] donde 7 denota la restriccién
7:(=1/2,1/2) — U_;. Tomamos esta eleccién para cumplir la condicién de que F(0,0) = 0.

Luego pegando vamos definiendo F' en nuestro cuadriculado a partir de [0,1] x [0,#;] hacia la
derecha hasta completar la fila, y luego subimos uno. La demostracién sigue similar al caso de curvas
desde aqui.

Supongamos entonces que ®(n) = 7(y,) = €(1,0), €l neutro de m(S*, (1,0)) (como es un morfismo
de grupos, basta calcular su ntcleo). Esto quiere decir que existe una homotopfa F : I x I — St tal
que F(S’ 0) = €(1,0)» F(87 1) = 71—(’771)'

Por lo anterior, podemos levantar la homotopia F a una homotopia F : I x I — R que levanta a
F. Por construccién, F(s,0) = 0. Por otro lado, como F(0,t) = F(1,t) es la funcién constante (1,0),
F(0,t) € Z. Pero Z es discreto, y {0} x I es conexo, con lo cual F(0,t) = 0 para todo 0 < ¢t < 1. Lo
mismo sucede con F(1,t). En particular, F(s, 1) es una curva que comienza en 0 y termina en 0. A
la vez, notar que w(F(s,1)) = F(s,1) = m(yn), con lo cual F(s,1) es una curva que comienza en 0y
levanta a la curva m(7,). Pero mencionamos que el levantado es tnico (si marcamos el punto donde
comienza). Como F (s,1) y vn comienzan en 0, son iguales, con lo cual n = 0 y ® resulta inyectiva. O

1.2. S" con n > 2. Veamos que pasa en dimensiones mayores.
TEOREMA 8.14. Sin > 2 entonces la esfera S™ es simplemente conexa, o sea w1 (S™,x9) = 0.

Antes de demostrar este resultado, veamos un resultado un poco mas general que juegan un rol
fundamental en la demostracion.

TEOREMA 8.15. St (X,T) es un espacio topoldgico tal que X = U UV donde U y V son abiertos
simplemente conexos que satisfacen que U NV es no vacio y arco-conexo, entonces X es simplemente
conexo.

DEMOSTRACION. Fijemos un punto zo € X (supongamos que zg € U) y sea o : [ — X una curva
centrada en xg. Si probamos que existe 8 : I — U curva centrada en xg y tal que a ~ (3, entonces
ganamos, porque al ser U simplemente conexo, 8 es homotdpicamente trivial (o sea 8 ~ e,). Si «
tiene imagen en U listo.

Supongamos que «(I) no estd contenida en U. Como I = a~*(X) = a~}(U)Ua~(V), obtenemos
un cubrimiento de I por abiertos. Usando el Teorema del Numero de Lebesgue, existe una particién
0=ty <t <---<t,=1tal que a([t;,ti+1]) C U o a([t;,tix1]) C V.

Miremos el menor i tal que «([t;,t;+1]) no estd incluido en U (sabemos que hay alguno por
hipétesis), y miremos el menor j > ¢ tal que a([t;,t;41]) no estd contenido en V.

e

Luego, estamos en la situaciéon de que «a([t;,t;]) C V, pero «([tj,tj41]) € U y no en V. En
particular, o(t;) y a(tj+1) estdén en U NV. Como U NV es arco-conexo, tenemos una curva vy :
[ti,tj+1] = U NV (siempre podemos normalizarla para que salga de un intervalo cerrado y conexo
arbitrario con mas de un elemento) que une a(¢;) con ot +1) (0 sea y(t;) = a(t;) y v(tj+1) = a(tj+1))-
Lo que hacemos es reemplazar a los valores de la curva a por los de la curva « en el intervalo [t;,t;41].
Notar que la curva 7 y la curva « en el intervalo [t;,¢;11] toman valores en V' que es simplemente
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conexo, y cumplen que empiezan y terminan en los mismos puntos, con lo cual son homotdpicas. Asi
la nueva curva que construimos es homotépica a «, pero ahora esta contenida en U en el intervalo
[0,¢;41]. Continuando con este proceso, podemos hallar la curva § buscada. O

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [R.14] La esfera S™ se puede descomponer como unién S™ = U U
V, donde U = S™\ {(0,...,0,1)} (quitar el polo norte) y V.= 5"\ {(0,0,...,—1)} (quitar el polo sur).
Ambos conjuntos son abiertos, con interseccién arco-conexa. La proyeccién estereografica n : U — R?~!
da un homeomorfismo de U con R", donde

( ) —2 —2
T\L1y...,T = —— | L1y... —_— | X .
1 s Ln41 Tl 1 1 5 x R 1 n

Lo mismo sucede al quitar el polo sur. Notar que U NV va a parar por m a R™\ {6}, lo que demuestra
por qué es arco-conexo. El resultado sale ahora del Teorema anterior. O

1.3. Algunos espacios cocientes. SiG esun grupo, y X es un conjunto, una accion a izquierda
de G en X es una funcién F: Gx X — X (sig € Gy 2 € X se suele denotar g -z = F(g,z)) que
cumple lo siguiente:

= Si e denota el neutro del grupo, entonces F(e,z) = x para todo z € X (o seae-g=g).
» Para todo g,h € G, F(gh,z) = F(g, F(h,x)) (o sea (gh)-z=g-(h-z).

EJERCICIO 33. Probar que si G es un grupo actuando en un conjunto X, entonces para todo g € G
la funcién F(g,-) : X — X dada por F(g,-)(x) = F(g,x) es biyectiva. ;Quién es la inversa?

Si (X,7) es un espacio topoldgico, a la accién le pedimos que sea continua, o sea que para cada
g € G la funcién F(g,-) : X — X sea continua. Si ademds G es un grupo topolégico, una accién
continua a izquierda es una accién que cumple que la funcién F es continua (donde G x X lo pensamos
como siempre con la topologia producto).

EJERCICIO 34. Sea G un grupo con la topologfa discreta, y (X, T) un espacio topolégico. Supon-
gamos que F': G x X — X es una accién de G en X a izquierda como conjuntos simplemente. Probar
que G actia de manera continua en X siy sélo si para todo g € G, la funcién F(g,-) : X — X es
continua.

Al final de estas notas demostraremos el siguiente resultado.

TEOREMA 8.16. Si G es un grupo actuando en un espacio topolégico (X,T) que es simplemente
conexo, con la propiedad que: si v € X entonces existe U € T que contiene a x tal que UNg-U =10
para todo g € G que no sea el neutro, entonces si denotamos por X/G al espacio cociente, y xg € X/G
tenemos que 71 (X/G, x0) = G.

La hip6tesis del Teorema (de que cada punto tenga un entorno cuyos trasladados no lo intersequen)
es lo que se llama que la acciéon de G en X sea discreta. Veamos varias aplicaciones de este resultado.

1. Si G = Z y X = R, donde la accién es por traslacién, entonces R/Z se identifica natural-
mente con S! (por la funcién exponencial). Es facil verificar que se satisfacen las hipdtesis del
Teorema, con lo cual 71 (St zg) ~ Z, como probamos.

2. SiG=7ZxZy X =R2, donde la accién es por traslacién, es facil verificar que se satisfacen
las hipétesis del Teorema. Notar que R?/Z? es el toro (como vimos en el Ejemplo , con lo
cual 71 (R?/Z2, 20) ~ 7 x Z.

3.SiG =27Z/2y X = 8" con n > 2 (para que sea simplemente conexo), donde la accién es
0 actia trivialmente, y 1 -z = —z (el punto antipodal), entonces es facil ver que la accién
satisface las hipdtesis del Teorema. Recordar que el cociente S™/G es el espacio proyectivo
(Ejemplo , con lo cual 7 (P*(R)), 79) ~ Z/2 si n > 2. Recordar también que P}(R) ~ S*,
con lo cual conocemos todos los grupos fundamentales.
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2. Tipo homotépico

DEFINICION. Sean (X, T) y (Y, T") dos espacios topolégicos. Los espacios se dicen homotdpicamente
equivalentes, o que tienen el mismo tipo homotopico si existen funciones continuas F' : X — Y y
G:Y — X talesque FoG ~idy y Go F ~idy.

Recordar que la condicién de una funcién ser homotoépica a otra no da informacién sobre ella.
Por ejemplo las funciones F'o G y G o F no tienen por qué ser inyectivas/suryectivas a pesar de ser
homotdpicas a la identidad.

EJeEMPLO 30. Los espacios topolégicos R™ y R™, con n, m > 1 son homotépicamente equivalentes.
Por ejemplo, podemos tomar F(Z) = (0,...,0) y G(¢) = (0,...,0). Luego F o G es la funcién cons-
tantemente 0 en R™. Pero sabemos que todo par de funciones cuyo codominio es R™ son homotépicas
por el Ejemplo 27} Lo mismo se aplica a la otra composicién.

EJEMPLO 31. Sea X = St = {(z,y) : 22 +y? =1} ysea Y = {(x,y) : 0 <22 +y% < 1} (el disco
unidad con el origen removido). Veamos que X e Y son homotdpicos. Para ello definimos: F': X — Y
como la funcién identidad (o sea F(x,y) = (2,y)) usando que X C Y como conjuntos de R?, y definimos

. — z Y
G:Y — X por G(z,y) = T e
pues es la funcién identidad. Por otro lado F o G = G, con lo cual debemos ver que GG es homotoépica a
la funcién identidad de Y. Aunque Y no es convexo, la misma construccién del Ejemplo [27] funciona.

Sea H:I xY — Y la funcién dada por H(t, (z,y)) = (tz,ty) + (W U—t)y

. Claramente GG o F' es homotépico a la identidad de X

Laimagen de H cae en Y, dado que por un lado la desigualdad triangular implica que ||H (¢, (z,y))||
t|(z,y)|| + (1 — ¢) < 1. Por otro lado, si H(¢, (z,y)) = (0,0), lamemos r = ||(z,y)|| (que sabemos que
no es cero). Luego sacando denominador comiin, y usando que  # 0 o y # 0 obtenemos que tr =t —1,
lo cual no puede ser porque 0 < ¢ < 1 (con lo cual el lado izquierdo es < 0) y 0 < < 1 (con lo cual el
lado derecho es > 0 y ambos no se pueden anular). Claramente H es continua, H(0,-) = G mientras
que H(1,-) =idy.

N

EJERCICIO 35. Probar (con un argumento similar al anterior) que los espacios R” \ 0 y "~ son
homotépicamente equivalentes.

En particular, podemos definir una relacién entre espacios topoldgicos, diciendo que dos espacios
topoldgicos (X,T) y (Y,7’) estdn relacionados (y lo denotamos X =~ Y) si tienen el mismo tipo
homotépico.

LEMA 8.17. La relacion ~j, es una relacion de equivalencia en la clase de los espacios topolégicos.

DEMOSTRACION. Claramente la relacién es simétrica (X tiene el mismo tipo homotépico que si
mismo por la funcién idy : X — X). También es claramente simétrica, dado que si (X,7) ~;, (Y, T")
existen funciones F': X - Y y G : Y — X cuyas composiciones son homotoépicas a la identidad. Si
cambiamos el orden de X y de Y, las mismas funciones y las mismas homotopias sirven.

Veamos que la relacién es transitiva. Supongamos que (X, 7T), (Y,7") y (Z, ‘3) son espacios topoldgi-
cos tales que X ~, Yy Y >~ Z,oseaexistenF:X—)Y,G:Y%X,F:Y—)Zyé:Z—)Ytales
que FoG ~idy, GoF ~idy, FoG ~idy y GoF ~idy.

Luego FoF:X = Z y GoG:7Z - X cumplen (por el Lemay la propiedad andloga siguiente):

(GoG)o(FoF)=Go(GoF)oF ~Go(idy)oF ~GoF ~idx.
Una cuenta similar demuestra que la otra composicion también es homotdpica a la identidad de Y. [

OBSERVACION. Si (X,T) y (Y,T’) son espacios topoldgicos homeomorfos, en particular son ho-
motopicamente equivalentes.

TEOREMA 8.18. Sean (X,7) y (Y,T") dos espacios topoldgicos homotdpicamente equivalentes (di-
gamos que F' : X — Y es una de las funciones). Entonces F, : m1(X,z0) — w1 (Y, F(x0)) es un
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isomorfismo. En particular, dos espacios homotopicamente equivalentes tienen el mismo grupo funda-
mental.

DEMOSTRACION. Por ser X ~p YV existe G : Y — X tal que Go F ~ idy y F oG ~ idy.
En particular, tenemos la funcién (G o F), : m(X,z9) — 7 (X,G(F(z0))). Por el Teorema
(GoF). = Gy o Fy, y por el Teorema (idx)« y (G o F), difieren en un isomorfismo. Luego
(G o F), es un isomorfismo. Andlogamente, (F o G), = F, o G, es un isomorfismo, con lo cual tanto
G, como F lo son. O

OBSERVACION. La nocién de dos espacios topolégicos ser homotépicamente equivalentes es mucho
mas fuerte de que tengan el mismo grupo fundamental. Por ejemplo S? y S3 no son homotépicamente
equivalentes, pero tienen el mismo grupo fundamental. No lo haremos en este curso, pero se pueden
definir grupos fundamentales 7, para todo n € N, y dos espacios homotdpicamente equivalentes tienen
los mismos grupos fundamentales para todo n natural. Avin asi, existen ejemplos de espacios topoldgicos
(X,7) y (Y,T) tales que m, (X, z0) ~ 7,(Y, yo) pero no son homotépicamente equivalentes.

DEFINICION. Un espacio topoldgico (X, T) se dice contrdctil si la funcién idx es homotépicamente
equivalente a una funcién constante (o sea idx ~j, f(x) donde f(x) = z¢ para todo x € X).

Claramente los espacios contrictiles tienen primer grupo de homotopias trivial (y de hecho todos
ellos lo son).

3. Cubrimientos

DEFINICION. Sean (X,T) y (Y,7’) espacios topoldgicos, y sea m : X — Y una funcién continua.
Decimos que X es un cubrimiento de Y si la funcion m satisface:
1. 7 es suryectiva.
2. Para todo y € Y existe U € T’ entorno de y tal que

= (U) = Vi,
iel
donde V; € 7.
3. Para los conjuntos del item anterior, 7|y, : V; = U es un homeomorfismo.

A la funcién 7 se la llama la funcién de cubrimiento.
Notar que si 7 es una funcién de cubrimiento, en particular es abierta.

EJEMPLO 32. Si (X, T) es un espacio topoldgico, idx : X — X es un cubrimiento. De igual forma,
si (Y,J") es otro espacio topolégico, y f: X — Y es un homeomorfismo, también es un cubrimiento.

EjeMPLO 33. Si X = Sty f: S! — S! dada por f(z) = 2? (pensando a R? como el plano
complejo), entonces f es un cubrimiento. Claramente f es suryectiva, veamos que cumple las otras
propiedades. Recordar que los elementos de S los podemos representar en coordenadas polares como
un dngulo 6 € R (si queremos unicidad por ejemplo podemos tomarlo en el intervalo [0,27)). Sea
yo € S! correspondiente al 4ngulo . Los puntos con dngulo en el intervalo (6y — , 6y + ) forman un
entorno abierto de yg (corresponde a todo S* salvo el punto —y). Su preimagen por f corresponde a

los puntos de S con dngulo en (% — = % 4 Y (%" +3, %0 + 37”) (recordar que todo niimero complejo

2 2072
no nulo tiene dos raices cuadradas).
90 s 90

Ademés, f: (3 — 5,3 +5) — (o — 7,00 +7) es un homeomorfismo (lo mismo con su restricciéon

al intervalo (%0 + 7, %0 + 37”)) Notar que el ntimero de preimdgenes de un punto es siempre 2, o
sea para todo y € S, #f~!(y) = 2. Esta es una propiedad importante que tienen los cubrimientos
(dicho ndmero no tiene por qué ser finito, como veremos en el siguiente ejemplo) a diferencia de los

cubrimientos ramificados.

EJEMPLO 34. Miremos 7 : R — S dada por m(x) = €2™. Vimos al calcular el grupo fundamental
de la circunferencia que U = S\ {(1,0)} y V = S1\ {(=1,0)} forman un cubrimiento de S* y que
ademds 71 (U) = |, en(msn 4+ 1), que 771(V) = (n —1/2,n +1/2) y que 7 : (n,n+ 1) — U es un
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homeomorfismo para todo n € Z (lo mismo con los abiertos de la preimagen de V). Luego R es un
cubrimiento de S, pero a diferencia del ejemplo anterior, el niimero de preimagenes de un punto es
siempre infinito (hay tantos como puntos enteros).

El dltimo ejemplo es interesante, porque R es simplemente conexo, pero S* no lo es. Con lo cual
podemos pensar que a partir de “pegar” muchos S! construimos un espacio que localmente parece
muchas copias de él (esto es lo que sucede con los cubrimientos) y que tiene grupo fundamental trivial
(ya volveremos a esto).

DEFINICION. Sea w : X — Y un cubrimiento. Sea (Z, ‘3) un espacio topoldgico, y f: Z — Y una
funcién continua. Un levantamiento de f es una funciéon f: Z — X tal que mo f = f, o sea hace el
siguiente diagrama conmutativo.

X
fflﬂ
Z;>Y
f

Recordar que al calcular el grupo fundamental de S* lo que hicimos (en este nuevo lenguaje) fue
demostrar que las curvas con imagen en S' se podian levantar a R. Para cubrimientos vale el mismo
resultado.

LEMA 8.19. Sea 7 : X — Y un cubrimiento y o : I — Y wuna curva. Llamemos yo = «(0), y
elijamos xo € m*(yo). Entonces ewiste una tnica curva & que levanta a o y que comienza en xg, 0
sea &(0) =xg ymoa = a.

DEMOSTRACION. Para cada y € Y, sea U, un abierto como en la definicién de cubrimiento, o
sea tal que 7' (Uy,) = |J;; Vi- Asi obtenemos un cubrimiento por abiertos de Y, con lo cual el
conjunto {a~'(Uy)}yey es un cubrimiento del espacio métrico I = [0,1]. Por el Teorema del niimero
de Lebesgue, podemos partir al intervalo I como 0 = tp < t; < --- < t,41 = 1 tal que para cada
0<i<n at;,tiy1]) C U, para alginy; € Y.

Comenzamos por «([0,#1]) C Uy,. Por construccién 7= (U, ) = WUjer Vj(l). Como a(0) = yo € Uy, ,
existe un indice jg tal que zq € Vj(ol) (recordar que 7(xg) = yo). Como la restriccién m : Vj(ol) — Uy,
es un homeomorfismo, definimos &(s) = 7, *(a(s)) para s € [to, t1].

Supongamos definida & en el intervalo [0,¢;] (con i > 1) que levanta a « y queremos extenderla
al intervalo [t;,t,41]. Por construccién sabemos que existe y; € Y tal que a([t;, t;41]) C Uy, v ala vez
7 (V) = Ujer Vj(l). Por hip6tesis, a(t;) es un levantado de «(t;), con lo cual existe un indice jg tal
que a(t;) € Vj(oz). Como la restriccion ; : Vj(oz) — Uy, es un homeomorfismo, definimos &(s) = m; *(a(s))
para s € [t;, tit1].

Como la funcién a es continua en cada intervalo, y se pega bien, es continua en todo I. Es claro
que &(0) = xo (asi la construimos), y que es un levantado de «. También es clara la unicidad (pues
hay unicidad en cada intervalo). O

A la vez, también vale que siempre se pueden levantar homotopias.
LEMA 8.20. Sea 7 : X — Y es un cubrimiento, y sea xg € X tal que w(xo) = yo. Dada F : I x I —
Y continua, con F(0,0) = yo, existe una unica funcion continua F : I x I — X que cumple:
L] F(O, 0) = Xy,
s Flevanta a F', 0 sea mo F = F.
Ademas, si F' es una homotopia de curvas, F también lo es.
DEMOSTRACION. La demostracién es igual a la que hicimos para calcular el grupo fundamental

de S! y el resultado anterior. Primero cubrimos a Y con abiertos U, del cubrimiento (igual que en la
demostracién anterior); luego miramos sus preimagenes por F' para cubrir I x I y por dltimo usamos



3. CUBRIMIENTOS r

el Teorema del nimero de Lebesgue para obtener cuadraditos cuya imagen por F' cae en algin abierto
U,. Pegando levantados de cada cuadradito obtenemos el resultado.

Para ver que F es homotopia de curvas si F lo es, notemos lo siguiente: al ser F' homotopia de
curvas, F(0,s) es constante (toma siempre el valor ). Luego F(0,s) también debe ser constante,
porque su construccién es de la forma 7r;1 o I", donde 7; es la restriccién de 7 a algin abierto de X
(que la hace un homeomorfismo con su imagen). Al ser F' constante, F' lo es en cada intervalo de la

forma {0} X [t;,¢i+1] y por ser continua, lo es en todo el segmento {0} x I. Lo mismo sucede con el
intervalo {1} x I. O

COROLARIO 8.21. Sea 7 : X — Y es un cubrimiento, y sea xo € X tal que m(xg) = yo. Sean
a,B:1—=Y dos curvas tales que «(0) = 5(0) = yo, a(l) = B(1) = y1. Sean & y B sus levantados que
comienzan en el punto xo. Entonces si a y B son homotdpicas, & y B terminan en el mismo punto.

DEMOSTRACION. Como a y 3 son homotépicas, existe F': I x I — X que da la homotopia. Por
el Teorema anterior, sabemos que podemos levantar a la homotopia a una funcién F:IxI— X tal
que: F(O 0) =g, mo F=F y F es una homotopia de curvas.

Si miramos la funcién F(s,0), es una curva que comienza en o y levanta a « (pues m(F 7(s,0))
F(s,0) = «a(s)). Por unicidad del levantado, debe ser F(s 0) = a(s). Analogamente, F(s,1) = 3(s).
Como F(1,t) es constante, &(1) = F(1,0) = F(1,1) = 5(1).

O |

El ultimo corolario implica que si m: X — Y es un cubrimiento, y fijamos un punto xy € X con
7(x0) = Yo, entonces podemos definir una funcién ® : 7 (Y, yo) — 7 (yo) dada por

(12) O([a]) = a(1),
donde & es un levantado de o que comienza en el punto zg.

TEOREMA 8.22. Si X es arco-conexo, la funcion ® es suryectiva. Si ademds X es simplemente
conexo, entonces la funcion @ es biyectiva.

DEMOSTRACION. Si X es arco-conexo, tomemos un punto z1 € 7 '(yp), y tomemos una curva
a: I — X que une xg con z;. Notar que 7(«) es una curva cerrada en Y (pues 7(xg) = 7(x1) = yo),
con lo cual 7(a) € m1(Y,yo). Por otro lado, ®(w(«)) = (1) = x1, pues « es el (inico) levantado de
7(a) que comienza en z, por lo tanto ® es suryectiva.

Supongamos ahora que X es simplemente conexo y veamos que ® es inyectiva. Supongamos que
a, f € m (Y, yo) son tales que ®(a) = ®()3). Por definicién esto quiere decir que los levantados & y B que
comienzan en el punto xg terminan ambos en el mismo punto (digamos z1). Como X es simplemente
conexo, por el Lema &~ By por ende a ~ f3 (proyectando la homotopia por 7). 0

Notar que este resultado para el cubrimiento 7 : R — S nos dice (pues R es simplemente conexo)
que ® : 71(S1,(1,0)) — Z es una biyeccién. El problema es que la fibra 7=1(yp) en general no tiene
estructura de grupo. Antes de enunciar algunos resultados mas sobre cubrimientos, completemos la
demostracién que teniamos de la seccién anterior.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [8.16] Las hipétesis dicen que tenemos un grupo G actuando en
un espacio topolégico X que es simplemente conexo. Definimos una relaciéon de equivalencia en X
diciendo que x; ~ x5 si existe g € G tal que g - 1 = zo. Esta relacion es reflexiva (pues si e denota
la identidad de G, sabemos que g - & = ), simétrica (si g - 1 = x5 entonces g~ ! - x5 = 1 por las
propiedades de una accién) y transitiva (si g - 21 = x93 y h - 2o = 3 entonces (hg) - x1 = x3). Asi
podemos mirar el espacio cociente X/ ~ (que denotamos X/G), y la funcién cociente 7 : X — X/G.
Veamos que valen las siguientes propiedades:

e La funcién 7 : X — X/G es un cubrimiento.

Sea T € X/G un punto cualquiera, y sea € X una preimagen. Una de las hipdtesis del Teorema es
que dado z € X, existe un abierto U que contiene a x y tal que U Ng-U = () para todo g # e. Luego,
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si llamamos U = 7(U), de la definicién de la relacién de equivalencia se sigue que

' O)=|Jg-U
geG
Notar en particular que U es abierto en X/G (recordar la definicién de la topologia cociente), con lo
cual un entorno de Z y su preimagen es unién disjunta de abiertos. Ademas, la restriccién 7 : g-U — U
es un homeomorfismo para cada g € G (pues no hay puntos que identificar).

e Si Tg € X/G y g es una preimagen por 7, entonces 7 (Tg) = G - .

Luego el Teorema anterior nos dice que hay una biyeccién entre m1(X/G,Tg) y G - xo. Claramente
tenemos también una biyeccién ¢ entre G-z y G dada por ¢(g-xzp) = g. Definamos F': m1(X,29) = G
como ¢ o P.

™ (X/G,Tg) 2— G - 20

S

Claramente F' es una biyeccién (por ser composicién de biyecciones). Afirmo que F' es un morfismo
de grupos (luego un isomorfismo, como querfamos). Recordemos que por ez; denotamos la curva
constantemente Tg. Por unicidad del levantado (fijando el punto ), tenemos que ézz = e,,, con lo
cual ®(ez) =g =€ a0y asi F(ezz) = e (o sea el neutro va al neutro).

Sean «, 8 : I — X /G dos curvas cerradas en Tg. Veamos que F(a*3) = F(a)- F(B) (producto en
G). Dado g € G, denotemos por mg : X — X la funcién (continua) traslacién por g, o sea my(z) = g-x.

Por definicién, ®(a x ) = o/z;/ﬁ(l). Sea & el levantado de a que comienza en el punto zy. Luego
O(a) = a(l) = ga - xo para algin g, € G. Asi, F(a) = go. A la vez, sea j el levantado de 8 que
empieza en zg, y supongamos que 3(1) = gg -z (asi F(8) = gs).

La funcién my_ (8) : I — X (o sea trasladar por g, a todos los puntos de la curva () es una funcién
continua que comienza en ¢, - o y termina en g, - B (1). Como la curva & termina en el mismo punto
en que comienza la curva my, (), tiene sentido componerlas. Ademés, como 7(m,, (3)) = B (recordar
que puntos que difieren por la accién de G son equivalentes en el cociente), la curva &  my, (/3’) es

un levantado de a * 8 que comienza en xg. Por unicidad del levantado, a/;_/ﬁ = a*myg, (B) Luego

(axpf) = axmy, (B)(1) = myg, (6)(1) = ga- B(1) = (9ags) - xo- Asl, F(axf) = gags = F(a)F(B). O

Estudiemos que pasa cuando el espacio del cubrimiento X no es necesariamente simplemente
conexo.

COROLARIO 8.23. Sea 7 : X — Y un cubrimiento, y fijemos puntos xog € X, yo € Y con m(xg) =
yo. Entonces:
1. me:m (X, o) = m (Y, y0) es un morfismo inyectivo.
2. Sea H = 7, (m1(X,x0)) (la imagen de ). La funcién ® (19) induce una funcion inyectiva

& H\m(Y,90) = 7 *(y0)-

3. Si « es una curva cerrada en yo, entonces o estd en H (o sea estd en la imagen de 7.) si y
solo si el levantado & : I — X que empieza en xg es una curva cerrada.

DEMOSTRACION. La funcién 7, es inyectiva pues si 7. (a) ~ €y,, tenemos una homotopia que da
la equivalencia, y el Lema [8:20] dice que dicha homotopia se levanta a X como homotopia, por lo cual
« es trivial.

Por unicidad del levantado, si « es una curva en X cerrada en xg, y 8 es una curva en Y cerrada
en g, entonces la curva m(a) * 5 es una curva cerrada en yo que tiene como levantada a la curva a B
(donde J es un levantado de 3 que empieza en ). Asi, ®(w(a)8) = a* 5(1) = B(1) = ®(8). Con lo
cual si identificamos cosas de 71 (Y, yo) que difieren por multiplicar a izquierda por elementos de H, el
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valor de ® no cambia, y por ende da una funcién bien definida en el cociente. Nos resta ver que dicha
funcién es inyectiva.

Supongamos que ®(«) = ®(5). Esto quiere decir que si denotamos por & y f a los levantados de
o'y B que comienzan en zo, entonces a(1) = ®(a) = ®(3) = [(1). Pero entonces 5 ~ (Bxa~ ') xa
(tiene sentido la composicién), y ademés Bxa ! es una curva cerrada en z (0 sea estd en 71 (X, x0)).
Proyectando por m, tenemos que [ ~ W(B xa 1) x a, con lo cual a y 3 difieren por multiplicar a
izquierda por un elemento de H.

Para ver la ultima afirmacién, sea o una curva cerrada en yg y sea & su unico levantado que
comienza en xzg. Por la unicidad del levantado, « es la proyectada de una curva cerrada en xg si y sélo
si & es una curva cerrada en xg. O

Hasta aqui, hemos demostrado que dado un cubrimiento 7w : X — Y, y algunas funciones f : Z —
Y, las mismas admiten un levantado a X (por ejemplo si Z = I, 0si Z = I x I). Una pregunta natural
es jcon que generalidad vale esto? O sea queremos f: Z — Y que haga conmutar al diagrama

X
f,-’lﬂ
Z%Y

TEOREMA 8.24. En las condiciones anteriores, supongamos que Z es arco-conexo y fijemos puntos
x0 € X, yo €Y, 29 € Z tales que f(z0) = yo y m(x0) = yo. Entonces, existe un levantado f que cumple
f(z0) = xo si y sdlo si fu(m1(Z,20)) C (X, 20) dentro del grupo m (Y, yo). Si dicha condicién se
satisface, el levantado es unico.

Notar que si Z es simplemente conexo, la condicién se satisface automaticamente, pues todo grupo
contiene al cero. Aunque lo hecho anteriormente es preciso para demostrar este resultado, I y I x I
son simplemente conexos, lo que explica por qué siempre podemos levantar curvas y homotopias.

DEMOSTRACION. Para ver que la condicién es necesaria, supongamos que existe un tal levan-
tamiento f. Si a es una curva cerrada en zg, entonces f,(a) es una curva cerrada en f(zg). Por
construccién (y unicidad del levantado), f,(a) es el levantado de la curva f.(«) que empieza en zo.
Pero f*(a) es una curva cerrada (porque « lo es), con lo cual toda curva cerrada en zy va a parar
por f a una curva cerrada en yg que se levanta a una curva cerrada en xg. Pero el Corolario ultimo
dice que una curva se levanta a una curva cerrada solamente cuando vive en 7. (71 (X, x0)), con lo cual
f«(m(Z, 20)) C ma(m1(X, z0)).

Para ver que la condicién es suficiente, por hipdtesis, debemos definir f (20) = xo- Si z es otro punto
cualquiera de Z, como Z es arco-conexo, existe «: I — Z tal que a(0) = 2p y a(1) = z. Luego, f.(«)

T

es una curva en Y que comienza en yo, con lo cual la podemos levantar a una curva f.(a) : I — X

—_—

que comienza en z(. Estamos muy tentados de definir f(z) = f.(a)(1).

Si esperamos que la funcién f sea continua, debemos ver que su definicién no depende de la curva
a elegida. Dos curvas «, o’ que comienzan en zg y terminan en z difieren por una curva 8 € m(Z, 29)
(o sea o = B *a’). Pero luego f.(a) = fu(B)f«(c/). Si queremos que sus levantados terminen en el
mismo punto, el levantado de f.(8) debe ser una curva cerrada en xg, y esto sucede (por el Corolario
anterior) cuando fi(8) € m.(m (X, x0)) para toda curva 8 € m(Z, z9), lo cual muestra la necesidad de
la hipétesis. Si la misma se cumple, la funcién f estd bien definida.

Sin entrar completamente en los detalles, la continuidad de f vale por el hecho de que si f(z) = =z,
entonces sabemos que hay un entorno V, de z para el cual la restriccién = : V, — 7w(V,) es un
homeomorfismo, con lo cual f~1(V,) = f~1(x(V,)) que es abierto por ser f continua. O

Para terminar estas notas, uno se preguntard si dado un espacio topoldgico (Y,T’), jexiste un
cubrimiento X que sea simplemente conexo? (a dicho cubrimiento se lo llama el cubrimiento universal,
y se puede ver que cuando existe es inico).
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DEFINICION. Un espacio topolégico (Y, T”) se dice semilocalmente simplemente conezo si para todo
y € Y, existe un abierto U € T" que contiene a y tal que si denotamos por ¢ : U — Y la inclusién
natural se satisface que {0} = . (m1(U,y)) C m (Y, y).

La nocién es que todo punto tiene un entorno que cumple que toda curva que no sale de ese
entorno se puede contraer (pasando tal vez por cualquier punto de Y) a un punto. El siguiente resultado
responde la existencia de cubrimientos universales (pero obviamos su demostracién).

TEOREMA 8.25. Si (Y,T") es un espacio topoldgico arco-conexo, localmente arco-conexo y semi-
localmente simplemente conexo, entonces dado yo € Y y un subgrupo H C w1 (Y,yo), existe un es-
pacio topoldgico (X,T) y una funcién de cubrimiento 7 : X — Y tal que si w(xg) = yo, entonces
7 (m1 (X, 20)) = H.

OBSERVACION. Recordar que la funcién , es inyectiva, con lo cual el resultado anterior nos dice
que la proyeccién nos da un isomorfismo entre el grupo fundamental de X y el subgrupo H. En el caso
particular en que tomamos como subgrupo H = {0} obtenemos un espacio topoldgico X simplemente
conexo.
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