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Quaternides
©0000

Os quaternides racionais

H(Q)={a+ bi+ ¢ +dk:a,b,c,decQ}
com a adicdo natural e a multiplicacdo determinada por
?==kKk=-1, ij=k=—ji
é uma dlgebra de divisao.
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Quaternides
©0000

Os quaternides racionais

H(Q) ={a+bi+¢ +dk:a,b,c,decQ}
com a adicdo natural e a multiplicacdo determinada por
?==kKk=-1, ij=k=—ji
é uma dlgebra de divisdo. Tem-se
(o + uni + upj + usk)(vo + vii + voj + vak) =
= (upvo — t1va — tpvy — uzv3) + (Upvi + U1 vp + thvs — uzva)i +

(UOV2 — uiv3 + Uavy + U3V1)_j + (UOV3 +uivo — vy + U3V0)k.
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Os quaternides racionais

H(Q) ={a+bi+¢ +dk:a,b,c,decQ}
com a adicdo natural e a multiplicacdo determinada por
?==kKk=-1, ij=k=—ji
é uma dlgebra de divisdo. Tem-se
(o + uni + upj + usk)(vo + vii + voj + vak) =
= (upvo — t1va — tpvy — uzv3) + (Upvi + U1 vp + thvs — uzva)i +

(UOV2 — uiv3 + Uavy + U3V1)_j + (UOV3 +uivo — vy + U3V0)k.

Se z = a+ bi + ¢j + dk, entdo:

@ z=a— bi — ¢j — dk é o seu conjugado;
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Os quaternides racionais
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?==kKk=-1, ij=k=—ji
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Os

quaternides racionais

H(Q) ={a+bi+¢ +dk:a,b,c,decQ}
com a adicdo natural e a multiplicacdo determinada por
?==kKk=-1, ij=k=—ji
é uma dlgebra de divisdo. Tem-se
(o + uni + upj + usk)(vo + vii + voj + vak) =
= (upvo — t1va — tpvy — uzv3) + (Upvi + U1 vp + thvs — uzva)i +

(UOV2 — uiv3 + Uavy + U3V1)_j + (UOV3 +uivo — vy + U3V0)k.

Se z = a+ bi + ¢j + dk, entdo:
@ Z=a— bi — ¢j — dk é o seu conjugado; WwWz=ZWw.

z
o N(z) = zz = a® + b?> + c® + d? é a sua norma;

Anténio Machiavelo Os Inteiros de Hurwitz e Problemas Diofantinos 2 /26



Quaternides

[ Jelelele}

Os

quaternides racionais

H(Q) ={a+bi+¢ +dk:a,b,c,decQ}
com a adicdo natural e a multiplicacdo determinada por
?==kKk=-1, ij=k=—ji
é uma dlgebra de divisdo. Tem-se
(o + uni + upj + usk)(vo + vii + voj + vak) =
= (upvo — t1va — tpvy — uzv3) + (Upvi + U1 vp + thvs — uzva)i +

(UOV2 — uiv3 + Uavy + U3V1)_j + (UOV3 +uivo — vy + U3V0)k.

Se z = a+ bi + ¢j + dk, entdo:
@ Z=a— bi — ¢j — dk é o seu conjugado; WwWz=ZWw.
o N(z) = zz = a® + b?> + c® + d? é a sua norma;

N(w z) = N(w) N(2).
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Os

quaternides racionais

H(Q) ={a+bi+¢ +dk:a,b,c,decQ}
com a adicdo natural e a multiplicacdo determinada por
?==kKk=-1, ij=k=—ji
é uma dlgebra de divisdo. Tem-se
(o + uni + upj + usk)(vo + vii + voj + vak) =
= (upvo — t1va — tpvy — uzv3) + (Upvi + U1 vp + thvs — uzva)i +

(UOV2 — uiv3 + Uavy + U3V1)_j + (UOV3 +uivo — vy + U3V0)k.

Se z = a+ bi + ¢j + dk, entdo:
@ Z=a— bi — ¢j — dk é o seu conjugado; WwWz=ZWw.
o N(z) = zz = a® + b?> + c® + d? é a sua norma;
N(w z) = N(w)N(z2).
e R(z)=a= %(24—2);
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Os

quaternides racionais

H(Q) ={a+bi+¢ +dk:a,b,c,decQ}
com a adicdo natural e a multiplicacdo determinada por
?==kKk=-1, ij=k=—ji
é uma dlgebra de divisdo. Tem-se
(o + uni + upj + usk)(vo + vii + voj + vak) =
= (upvo — t1va — tpvy — uzv3) + (Upvi + U1 vp + thvs — uzva)i +

(UOV2 — uiv3 + Uavy + U3V1)_j + (UOV3 +uivo — vy + U3V0)k.

Se z = a+ bi + ¢j + dk, entdo:
@ Z=a— bi — ¢j — dk é o seu conjugado; WwWz=ZWw.
o N(z) = zz = a® + b?> + c® + d? é a sua norma;
N(w z) = N(w)N(z2).
e R(z)=a= %(24—2); R(uv)=u-v.
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Inteiros de Lipschitz e inteiros de Hurwitz

Inteiros de Lipschitz:

L={a+bi+c+dkecH:ab,c,declZ}
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Inteiros de Lipschitz e inteiros de Hurwitz

Inteiros de Lipschitz:

L={a+bi+c+dkecH:ab,c,declZ}

Inteiros de Hurwitz:
H=LU(w+ L), where w = F(1+i+j+ k)

O anel H é Euclidiano a esquerda e a direita e, por conseguinte é

um DIP, a esquerda e a direita.
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Inteiros de Lipschitz e inteiros de Hurwitz

Inteiros de Lipschitz:

L={a+bi+c+dkecH:ab,c,declZ}

Inteiros de Hurwitz:
H=LU(w+ L), where w = F(1+i+j+ k)

O anel H é Euclidiano a esquerda e a direita e, por conseguinte é
um DIP, a esquerda e a direita.
Os inteiros de Hurwitz gozam de uma espécie de fatorizac3o Unica

em primos...
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Inteiros de Lipschitz e inteiros de Hurwitz

Inteiros de Lipschitz:

L={a+bi+c+dkecH:ab,c,declZ}

Inteiros de Hurwitz:
H=LU(w+ L), where w = F(1+i+j+ k)

O anel H é Euclidiano a esquerda e a direita e, por conseguinte é
um DIP, a esquerda e a direita.
Os inteiros de Hurwitz gozam de uma espécie de fatorizac3o Unica

em primos...

Note-se que: N(H) C Np.
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Entidades aritméticas

e ceH <= N(g)=1
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Entidades aritméticas

e ceH <= N(g)=1
o L* = {&£1,=+i,£), £k}
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Entidades aritméticas

e ceH <= N(g)=1
o L*={%1,4i,+j, +k}
o H* = U {iliiZijik}
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Entidades aritméticas

e ceH <= N(g)=1
o L*={+1,+i +j +k}
+1titjtk
o 1 = U {2224
@ Um primo de £ ou de H é, por definicdo, um elemento

irredutivel. Tem-se:

m € H é primo <= N(m) é um primo racional
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Entidades aritméticas

ceH* < N()=1
o L*={%1,4i,+j, +k}
H* = LU {iliiZijik}

Um primo de £ ou de H é, por definicdo, um elemento

irredutivel. Tem-se:

m € H é primo <= N(m) é um primo racional

@ « € H diz-se primitivo se as suas coordenadas forem

coprimas, ou seja, quando ndo existe m € Nx>o tal que m | a.
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Entidades aritméticas

ceH* < N()=1
o L*={%1,4i,+j, +k}
H* = LU {iliiZijik}

Um primo de £ ou de H é, por definicdo, um elemento

irredutivel. Tem-se:

m € H é primo <= N(m) é um primo racional

@ « € H diz-se primitivo se as suas coordenadas forem

coprimas, ou seja, quando ndo existe m € Nx>o tal que m | a.

Vaer\s Jeenr : €a,ae € L. ]
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Uma espécie de fatorizacdo tnica

Teorema (Lipschitz, 1886)

Seja a € H primitivo e m = N(«). Para cada fatorizagao

m = p1p2 - - Pk—1Pk
v

em primos racionais, existe uma fatorizagao |
_ pi
O =TT+ Th—1Tk
em primos de Hurwitz modelada nessa fatorizagao de m, o que

significa que N(7;) = p;.
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Uma espécie de fatorizacdo tnica

Teorema (Lipschitz, 1886)

Seja a € H primitivo e m = N(«). Para cada fatorizagao

m = p1p2 - - Pk—1Pk
v

em primos racionais, existe uma fatorizagao |

O =TT+ Th—1Tk Pi
em primos de Hurwitz modelada nessa fatorizagao de m, o que
significa que N(7;) = p;.
Mais, se @ = w17y - - - Tx_17Tk € uma qualquer fatorizacao de «

modelada em pyps - - - px_1Pk, entao todas as outras tém a forma
_ =il —1 =il =il
Q= T1E1 + €y T2E2 &€y TM2EZ: *++ & sMk_1Ek—1 " E) 1Tk,

para alguns €; € H*, o que significa que a fatorizagao num dado

modelo é tnica a menos de migracao de unidades.

= = — — -
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Metacomutacao

Em particular: p,q € N primos; 7,p € H com N(7) = p, N(p) = q

Anténio Machiavelo Os Inteiros de Hurwitz e Problemas Diofantinos 6 /26



Quaternides
0000e

Metacomutacao

Em particular: p,q € N primos; 7,p € H com N(7) = p, N(p) = q
= existem 7, j, Unicos, a menos de associados (esq. e dir.), tais
que N(%) =p, N(p) =q e

TP = pIr.
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Metacomutacao

Em particular: p,q € N primos; 7,p € H com N(7) = p, N(p) = q
= existem 7, j, Unicos, a menos de associados (esq. e dir.), tais
que N(%) =p, N(p) =q e

TP = pIr.

O problema da metacomutac3o:
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Metacomutacao

Em particular: p,q € N primos; 7,p € H com N(7) = p, N(p) = q
= existem 7, j, Unicos, a menos de associados (esq. e dir.), tais
que N(%) =p, N(p) =q e

TP = pIr.

O problema da metacomutagdo: relagdo entre m e 7 (ou p e g) ?
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Metacomutacao

Em particular: p,q € N primos; 7,p € H com N(7) = p, N(p) = q
= existem 7, j, Unicos, a menos de associados (esq. e dir.), tais
que N(7) = p, N(p) = q e

TP = pIr.
O problema da metacomutagdo: relagdo entre m e 7 (ou p e g) ?

M, = {classes de associados esquerdos dos primos acima de p}
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Metacomutacao

Em particular: p,q € N primos; 7,p € H com N(7) = p, N(p) = q
= existem 7, j, Unicos, a menos de associados (esq. e dir.), tais
que N(7) = p, N(p) = q e
TP = pIr.
O problema da metacomutagdo: relagdo entre m e 7 (ou p e g) ?
M, = {classes de associados esquerdos dos primos acima de p}

#Mp =p+1, se p é impar; #MM> = 1.
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Metacomutacao

Em particular: p,q € N primos; 7,p € H com N(7) = p, N(p) = q
= existem 7, j, Unicos, a menos de associados (esq. e dir.), tais
que N(%) =p, N(p) =q e
TP = pIr.
O problema da metacomutagdo: relagdo entre m e 7 (ou p e g) ?
M, = {classes de associados esquerdos dos primos acima de p}
#MNp,=p+1, se p éimpar; #My = 1.
tp : My — Ty, dada por ™ +— 7, € uma permutacao.
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Metacomutacao

Em particular: p,q € N primos; 7,p € H com N(7) = p, N(p) = q
= existem 7, j, Unicos, a menos de associados (esq. e dir.), tais
que N(7) = p, N(p) = q e
TP = pIr.
O problema da metacomutagdo: relagdo entre m e 7 (ou p e g) ?
M, = {classes de associados esquerdos dos primos acima de p}

#Mp =p+1, se p é impar; #MM> = 1.

tp 2 Np — Ty, dada por m +— 7, € uma permutacao.

Teorema (H. Cohn, A. Kumar, 2015)

O sinal de 1, é (%)
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Metacomutacao

Em particular: p,q € N primos; 7,p € H com N(7) = p, N(p) = q
= existem 7, j, Unicos, a menos de associados (esq. e dir.), tais
que N(7) = p, N(p) = q e
TP = pIr.
O problema da metacomutagdo: relagdo entre m e 7 (ou p e g) ?
M, = {classes de associados esquerdos dos primos acima de p}

#Mp =p+1, se p é impar; #MM> = 1.

tp 2 Np — Ty, dada por m +— 7, € uma permutacao.

Teorema (H. Cohn, A. Kumar, 2015)

O sinal de p, é (%) e, tem 1+ (%) pontos fixos, exceto

quando a parte imaginaria de p é divisivel por p, em cujo caso

p € a identidade.
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Conjetura 1-3-5

000000000

A conjetura 1-3-5

Em 2016, Zhi-We&i Stin (f/%E{F) conjeturou o seguinte:

A conjetura 1-3-5

Qualquer numero m € N pode ser escrito como uma soma de
quatro quadrados, m = x? + y2 + z? + t2 com x, y, z, t € Ny, de
tal modo que x + 3y + 5z seja um quadrado perfeito.
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Conjetura 1-3-5
©00000000

A conjetura 1-3-5

Em 2016, Zhi-We&i Stin (f/%E{F) conjeturou o seguinte:

A conjetura 1-3-5

Qualquer numero m € N pode ser escrito como uma soma de
quatro quadrados, m = x> + y? 4+ z? + t? com x, y,z,t € Ny, de

tal modo que x + 3y + 5z seja um quadrado perfeito.

Considere-se o problema geral:

Dados a, b,c,d € Z e m,n € N, descrever condigoes que

garantam a existéncia de uma solugao para o sistema diofantino:

XP+y2+224+t2 = m
ax+by+cz+dt = n’
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Conjetura 1-3-5
0®0000000

Uma formulacdo quaternidnica

Pondo { = a+ bi+ ¢j + dk,y=x+yi+ zj + tk € L, o sistema

anterior pode ser rescrito como

{ N(v) = m
V(=R = %
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Conjetura 1-3-5
0®0000000

Uma formulacdo quaternidnica

Pondo { = a+ bi+ ¢j + dk,y=x+yi+ zj + tk € L, o sistema

anterior pode ser rescrito como
{ N(v) = m
V- ¢=RE) = n*
Pondo § = 7¢, resulta que 6 = n® + Ai + Bj + Ck, para alguns
A B,C €7, eentio mN(¢) — n* = A2 + B2 + C2.
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Conjetura 1-3-5
0®0000000

Uma formulacdo quaternidnica

Pondo { = a+ bi+ ¢j + dk,y=x+yi+ zj + tk € L, o sistema
anterior pode ser rescrito como

{ N(y) = m

(=R = n*

Pondo § = 7¢, resulta que 6 = n® + Ai + Bj + Ck, para alguns
A B,C €7, eentio mN(¢) — n* = A2 + B2 + C2.

Assim, por um teorema de Legendre, uma condigdo necessaria para

que o sistema tenha solucdo é que se tenha:

mN(¢) —n* € {4"(8s+7):r,s € No},

n < y/m N(Q).

e que
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Conjetura 1-3-5
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Reciprocamente...

Suponha-se, agora, que essas condi¢cOes sdo satisfeitas.
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Conjetura 1-3-5
00@000000

Reciprocamente...

Suponha-se, agora, que essas condigOes sdo satisfeitas. Ent3o, pelo
teorema de Legendre sobre somas de trés quadrados, existem
A, B, C € Z tais que m N(¢) — n* = A + B? 4+ C2.
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Conjetura 1-3-5
00@000000

Reciprocamente...

Suponha-se, agora, que essas condigOes sdo satisfeitas. Ent3o, pelo
teorema de Legendre sobre somas de trés quadrados, existem
A, B, C € Z tais que m N(¢) — n* = A + B? 4+ C2.

Pondo & = n? + Ai + Bj + Ck, tem-se N(6) = m N((). Pela
existéncia de fatorizagdes modeladas em fatorizacGes da norma,
existem &,y € L tal que 6 =75¢ e N(§) = N(¢), N(y) = m.
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Reciprocamente...

Suponha-se, agora, que essas condigOes sdo satisfeitas. Ent3o, pelo
teorema de Legendre sobre somas de trés quadrados, existem

A, B, C € Z tais que m N(¢) — n* = A + B? 4+ C2.

Pondo & = n? + Ai + Bj + Ck, tem-se N(6) = m N((). Pela

existéncia de fatorizagdes modeladas em fatorizacGes da norma,

existem &,y € L tal que 6 =75¢ e N(§) = N(¢), N(y) = m.
Resulta que v é uma solucao de
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Reciprocamente...

Suponha-se, agora, que essas condigOes sdo satisfeitas. Ent3o, pelo
teorema de Legendre sobre somas de trés quadrados, existem
A, B, C € Z tais que m N(¢) — n* = A + B? 4+ C2.

Pondo & = n? + Ai + Bj + Ck, tem-se N(6) = m N((). Pela
existéncia de fatorizagdes modeladas em fatorizacGes da norma,

existem &,y € L tal que 6 =75¢ e N(§) = N(¢), N(y) = m.
Resulta que v é uma solucao de

Isto mostra o seguinte:
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Conjetura 1-3-5
000@00000

Um resultado genérico

Proposi¢do (A.M., N. Tsopanidis, 2019)

Sejam m, n, ¢ € N tais que n < v/m{ e assuma-se que ml — n
nao é da forma 4"(8s + 7) (r,s € No). Entao, para alguns
a,b,c,d € Ny tais que N(a+ bi + ¢j + dk) = ¥, o sistema

4

m X2 +y?+ 22+t
n> = ax+ by +cz+dt

tem solucoes inteiras.
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Conjetura 1-3-5
000@00000

Um resultado genérico

Proposi¢do (A.M., N. Tsopanidis, 2019)

Sejam m, n, ¢ € N tais que n < v'/m/ e assuma-se que m¢ — n*

nao é da forma 4"(8s + 7) (r,s € No). Entao, para alguns
a,b,c,d € Ny tais que N(a+ bi + ¢j + dk) = ¥, o sistema

m = X*+y*+22 41
n> = ax+ by +cz+dt

tem solucoes inteiras.

Resulta imediatamente, por um teorema de D. H. Lehmer (1948),

que ha solucdes inteiras para todos a, b, ¢, d € Z tais que
a®+b>+c?+d*=1,3,5,7,11, 15,23,
2£.3.21, 7.2 onde t € N é impar.
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Conjetura 1-3-5
000000000

O caso 1-3-5

N(1+3i+45j) =35, e hd, a menos de ordem e sinais, apenas dois
quaternides de norma 35:

a=14+3i+5 ; pB=14+3i+3j+4k
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Conjetura 1-3-5
000000000

O caso 1-3-5

N(1+3i+45j) =35, e hd, a menos de ordem e sinais, apenas dois

quaternides de norma 35:
a=14+3i+5 ; pB=14+3i4+3j+4k

Portanto, se n < vml e m{ — n* ¢ {4"(8s+7) : r,s € Np}, entdo pelo
menos um dos sistemas

m = x24+y2+22412
{ n> = x+3y+5z (1_3_5)J
m = x24+y2+22412
{ n’ = x+3y+3z+4t (1'3'3'4)J

tem uma solucgdo inteira.
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Conjetura 1-3-5
000008000

Para £,( € L, escreva-se £ ~ ( quando £ e ¢ tém as mesmas
coordenadas a menos de ordem e sinais.
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Conjetura 1-3-5

[e]e]e]e]e] lele]e]

Para £,( € L, escreva-se £ ~ ( quando £ e ¢ tém as mesmas

coordenadas a menos de ordem e sinais.
Como observado atrds, se m, n € N s3o tais que
0<35m—n*¢{47(85s+7):r,s €Ny},

entdo existem A, B, C € Ny tais que 35m — n* = A%2 4+ B? + C2.
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Para £,( € L, escreva-se £ ~ ( quando £ e ¢ tém as mesmas

coordenadas a menos de ordem e sinais.

Como observado atrds, se m, n € N s3o tais que
0<35m—n*¢{47(85s+7):r,s €Ny},

entdo existem A, B, C € Ny tais que 35m — n* = A%2 4+ B? + C2.

Pondo 6 = n? + Ai + Bj + Ck, tem-se N(§) = 35m, e portanto existem
&,y € L com N(&) = 35, N(y) = m, tais que § = F¢.
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Para £,( € L, escreva-se £ ~ ( quando £ e ¢ tém as mesmas

coordenadas a menos de ordem e sinais.

Como observado atrds, se m, n € N s3o tais que
0<35m—n*¢{47(85s+7):r,s €Ny},

entdo existem A, B, C € Ny tais que 35m — n* = A%2 4+ B? + C2.

Pondo 6 = n? + Ai + Bj + Ck, tem-se N(§) = 35m, e portanto existem
&,y € L com N(&) = 35, N(y) = m, tais que § = F¢.

Tem-se: £ ~aou &~ (.
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Conjetura 1-3-5
000008000

Para £,( € L, escreva-se £ ~ ( quando £ e ¢ tém as mesmas
coordenadas a menos de ordem e sinais.

Como observado atrds, se m, n € N s3o tais que
0<35m—n*¢{4'(8s+7):r,s €Ny},
entdo existem A, B, C € Ny tais que 35m — n* = A%2 4+ B? + C2.

Pondo 6 = n? + Ai + Bj + Ck, tem-se N(§) = 35m, e portanto existem
&,y € L com N(&) = 35, N(y) = m, tais que § = F¢.

Tem-se: £ ~aou &~ (.

Se £ ~ «, tem-se o que se quer. Se £ ~ 3, a ideia é usar uma solu¢do do

sistema 1-3-3-4 para obter uma solu¢ido do sistem 1-3-5, usando a
observacdo seguinte.
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Conjetura 1-3-5
000000800

Observagdo: Sejam 7,6 € L tais que N(v) = me § = 70.
Como, para todos p,0 € L\ {0}, com N(p) = N(0), se tem:

p~top=p""58p = (p""v0) (7 'Bp)

R(p~'6p) = R(8) , N(p~'y0) = N(7).

vé-se que, se conseguirmos encontrar p,o € L\ {0} tais que

o Bp=0aeplyoc € L, coma ~aeN(p)=N(c), entdo, de
uma solucdo v do sistema 1-3-3-4 podemos obter uma do sistema
1-3-5.
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Conjetura 1-3-5
000000000

O Teorema 1-3-5

Usando os primos de norma 3, 5 e 7, e reusando adequadamente

solugdes do sistema 1-3-3-4, obteve-se o resultado seguinte.
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Conjetura 1-3-5
000000000

O Teorema 1-3-5

Usando os primos de norma 3, 5 e 7, e reusando adequadamente

solugdes do sistema 1-3-3-4, obteve-se o resultado seguinte.

Teorema (A.M., N. Tsopanidis, 2019)
Sejam m, n € N tais que 0 < 35m — n* & {4"(8s +7) : r,s € No}.
Entao,
@ se m=0 (mod 3), o sistema 1-3-5 tem solugoes inteiras
sempre que (n,15) = 1;
@ se m=1 (mod 3), o sistema 1-3-5 tem solugoes inteiras
sempre que n =0 (mod 3) e n Z 0 (mod 5);

@ se m= —1 (mod 3), o sistema 1-3-5 tem solugoes inteiras

sempre que (n,105) = 1.
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Conjetura 1-3-5
00000000@

Questdes

@ Encontrar uma abordagem mais conceptual para a parte da
demonstracao da conjetura 1-3-5 que usa os primos de norma

3, 5 e 7, de modo a tentar entender porque tudo encaixa bem
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demonstracao da conjetura 1-3-5 que usa os primos de norma
3, 5 e 7, de modo a tentar entender porque tudo encaixa bem
— deve haver algo subjacente a isto! —, de modo a ser
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Conjetura 1-3-5
00000000@

Questdes

@ Encontrar uma abordagem mais conceptual para a parte da
demonstracao da conjetura 1-3-5 que usa os primos de norma
3, 5 e 7, de modo a tentar entender porque tudo encaixa bem
— deve haver algo subjacente a isto! —, de modo a ser

possivel atacar questdes semelhantes.

@ A “conjetura 24" de Z.-W. Sun: Todo m € N pode ser escrito
como soma de quatro quadrados, m = x? 4 y? + z? + t? com
x,y,z,t € Ng, de tal modo que tanto x como x + 24y s3o

quadrados perfeitos.
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Conjetura 1-3-5
00000000@

Questdes

@ Encontrar uma abordagem mais conceptual para a parte da
demonstracao da conjetura 1-3-5 que usa os primos de norma
3, 5 e 7, de modo a tentar entender porque tudo encaixa bem
— deve haver algo subjacente a isto! —, de modo a ser

possivel atacar questdes semelhantes.

@ A “conjetura 24" de Z.-W. Sun: Todo m € N pode ser escrito
como soma de quatro quadrados, m = x? 4 y? + z? + t? com
x,y,z,t € Ng, de tal modo que tanto x como x + 24y s3o
quadrados perfeitos.

N.B.: N(1 + 24/) = 577, e existem, a menos de ordem e
sinais, 21 quaternides inteiros de norma 577.
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Fatorizagdo
©000000000

A questao

Pergunta (algures em 2004...)

H& um algoritmo eficiente de decompor um nimero como soma,
de quatro quadrados?
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A questao

Pergunta (algures em 2004...)
H& um algoritmo eficiente de decompor um nimero como soma,
de quatro quadrados?

Analogia... n=a*>+ b*>=c?>+d?> ~» fatorizacio de n
De: 221 = 11% +10% = (11 + 10/)(11 — 10/)
14% 4 52 = (14 + 5i)(14 — 5/),
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A questao

Pergunta (algures em 2004...)
H& um algoritmo eficiente de decompor um nimero como soma,
de quatro quadrados?

Analogia... n=a*>+ b*>=c?>+d?> ~» fatorizacio de n

De: 221 = 11% +10% = (11 + 10/)(11 — 10/)
14% 4 52 = (14 + 5i)(14 — 5/),

usando o algoritmo de Euclides em Z[i], obtém-se

ged(14 + 5i,11 + 10i) = 1 + 4i,
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Fatorizagdo
©000000000

A questao

Pergunta (algures em 2004...)
H& um algoritmo eficiente de decompor um nimero como soma,
de quatro quadrados?

Analogia... n=a*>+ b*>=c?>+d?> ~» fatorizacio de n

De: 221 = 11% +10% = (11 + 10/)(11 — 10/)
14% 4 52 = (14 + 5i)(14 — 5/),

usando o algoritmo de Euclides em Z[i], obtém-se

ged(14 + 5i,11 + 10i) = 1 + 4i,

de onde resulta que 17 | 221.

Anténio Machiavelo Os Inteiros de Hurwitz e Problemas Diofantinos 16 /26




Fatorizagdo
0®00000000

Algoritmos

Legendre, 1825: para todo m € N e para todo /m < n < 2y/m

podem ser encontrados x, y, z, t € Z tais que
m = xX>+y*+22+ ¢
n = x+y+z+t
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Reduz a decompor um niimero na forma x2 + 3y2.
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Algoritmos

Legendre, 1825: para todo m € N e para todo v/m < n < 2y/m
podem ser encontrados x, y, z, t € Z tais que

m = x*+y*+ 22+t

n = x+y+z+t
Reduz a decompor um niimero na forma x2 + 3y2.

Rabin & Shallit, 1986: Seja n € N um niimero impar.

e Encontrar a, b < § tais que a®> + b> = —1 (mod n)
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Legendre, 1825: para todo m € N e para todo /m < n < 2y/m

podem ser encontrados x, y, z, t € Z tais que
m = xX>+y*+22+ ¢
n = x+y+z+t

Reduz a decompor um niimero na forma x? + 3y?.
Rabin & Shallit, 1986: Seja n € N um niimero impar.
e Encontrar a, b < § tais que a®> + b> = —1 (mod n)
(com probabilidade de sucesso de, pelo menos, 1 em 10 log n);

e Calcular v = gedg(a+ bi + j, n)
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Rabin & Shallit, 1986: Seja n € N um niimero impar.
e Encontrar a, b < § tais que a®> + b> = —1 (mod n)
(com probabilidade de sucesso de, pelo menos, 1 em 10 log n);

e Calcular v = gedg(a+ bi + j,n) : N(v) = kn, com k < n,
k| n.
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Fatorizagdo
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Algoritmos

Legendre, 1825: para todo m € N e para todo /m < n < 2y/m

podem ser encontrados x, y, z, t € Z tais que
m = xX>+y*+22+ ¢
n = x+y+z+t

Reduz a decompor um niimero na forma x2 + 3y2.
Rabin & Shallit, 1986: Seja n € N um niimero impar.
e Encontrar a, b < § tais que a®> + b> = —1 (mod n)
(com probabilidade de sucesso de, pelo menos, 1 em 10 log n);
e Calcular v = gedg(a+ bi + j,n) : N(v) = kn, com k < n,
k| n.
n

@ Se k > 1, reiniciar algoritmo com %
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Fatorizagdo
00@0000000

O problema

n=pqg ; n=N(a)=N(5), com «, ndo-associados
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Fatorizagdo
00@0000000

O problema

n = N(a) = N(8), com «, 8 ndo-associados
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Fatorizagdo
00@0000000

O problema

n = N(a) = N(8), com «, 8 ndo-associados

n=pq ;
!
a = Tp
B = 7p

Em Z][i] tem-se necessariamente 3 = 7p or = Tp.
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Fatorizagdo
00@0000000

O problema
n=pqg ; n=N(a)=N(5), com «, ndo-associados
1
a = mp
B = 7p

Em Z][i] tem-se necessariamente 3 = 7p or = Tp.

Tal ndo acontece em H !

247 =13 x 19 =N(—7+9i +6j + 9k) = N(—11 +9i — 3j + 6k) e

—7+9i +6j + 9k = (2 + 3i)(1 + 3i + 3))
114 9i — 3]+ 6k = (1+2i +2j + 2k)(1 + i +j + 4k)
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Fatorizagdo
000®000000

Unicidade de factores

Teorema (M. Lipschitz, 1886 + G. Pall, 1940)

Dado « € L, primitivo, e m € Z impar tal que

m | N(a),
existe um tunico divisor esquerdo (resp. direito) de o com norma

m, a menos de associados direitos (resp. esquerdos).
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a=ppf = (pu)(u'B), N(u)=m
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Fatorizagdo
000®000000

Unicidade de factores

Teorema (M. Lipschitz, 1886 + G. Pall, 1940)
Dado « € L, primitivo, e m € Z impar tal que
m | N(a),
existe um tunico divisor esquerdo (resp. direito) de o com norma

m, a menos de associados direitos (resp. esquerdos).

a=ppf = (pu)(u'B), N(u)=m

Se a = mymom3 <= N(a) = p1pops ; @ = 77173 <= N(a) = pop1p3,

entao iy, a7 sao associados direitos e 73, 73 sao associados

esquerdos.
Os Inteiros de Hurwitz e Problemas Diofantinos 19 /26
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Fatorizagdo
0000@00000

Um resultado de Gordon Pall

Teorema (G. Pall, 19

Seja m € N, m > 1 e impar, e sejam «, € L primitivos médulo

m, com m | N(a) A m | N(5). Entao existe uma fatorizagao
m = mymy tal que a e § tém os mesmos divisores esquerdos de

norma mj e os mesmos divisores direitos de norma my se e sé se

m|a-pS.
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Fatorizagdo
0000@00000

Um resultado de Gordon Pall

Teorema (G. Pall, 1940)

Seja m € N, m > 1 e impar, e sejam «, € L primitivos médulo

m, com m | N(a) A m | N(5). Entao existe uma fatorizagao
m = mymy tal que a e § tém os mesmos divisores esquerdos de

norma mj e os mesmos divisores direitos de norma my se e sé se

m|a-pS.

Em particular, se m = N(a) = N(B) e a L 3, entdo existe tal

fatorizac3o.
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Fatorizagdo
0000080000

Uma observacao simples

Sejam p, g € N dois ndmeros primos impares, distintos e sejam
m,p € L tais que N(7) = p e N(p) = q. Tem-se:

mip L wp
(resulta de 2 - B = R(af) = af + fa)
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Sejam p, g € N dois ndmeros primos impares, distintos e sejam
m,p € L tais que N(7) = p e N(p) = q. Tem-se:
mip L wp
(resulta de 2 - B = R(af) = af + fa)

Proposicdo (A.M., L. Rogadas, 2012)

Sejay=a+ fj € L, onde «, B € Z[i] e N(y) é impar.

Tem-se: (iv,7)r=1 < (o,8) =1 (in Z[i]).

Anténio Machiavelo Os Inteiros de Hurwitz e Problemas Diofantinos 21 /26
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Uma observacao simples

Sejam p, g € N dois ndmeros primos impares, distintos e sejam

7, p € L tais que N(7) = p e N(p) = q. Tem-se:

mip L wp
(resulta de 2 - B = R(af) = af + fa)

Proposicdo (A.M., L. Rogadas, 2012)

Sejay=a+ fj € L, onde «, B € Z[i] e N(y) é impar.

Tem-se: (iv,7)r=1 < (o,8) =1 (in Z[i]).

Em particular: ged, (mwip, mp) = 7, gedg(mwip, mp) = p.
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Fatorizagdo
0000008000

Uma observacao simples

Reciprocamente:

a=mp A Bla A N(B)=N(a)=pq
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Uma observacao simples

Reciprocamente:

a=mp A Bla A N(B)=N(a)=pq

EiuE[ﬁ*\{il} . B=mup NV B=ump V [=mpu

Anténio Machiavelo Os Inteiros de Hurwitz e Problemas Diofantinos 22 /26



Fatorizagdo
0000008000

Uma observacao simples

Reciprocamente:

a=mp A Bla A N(B)=N(a)=pq

EiuE[ﬁ*\{il} . B=mup NV B=ump V [=mpu

Como encontrar wip conhecendo 7p 7 )
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Fatorizagdo
0000000800

O produto vetorial ternario em H

Definicao

Para a1, an, a3 € H, define-se

aa b a &
a b o d
a3 b3 g o3
1 i j k

a1 X Qp X (3 =

(com o significado 6bvio), onde au, = a, + by i + ¢, j + di k.
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0000000800

O produto vetorial ternario em H

Definicao
Para a1, an, a3 € H, define-se

aa b a &
a b o d
a3 b3 g o3
1 i j k

a1 X Qp X (3 =

(com o significado 6bvio), onde au, = a, + by i + ¢, j + di k.

Tem-se:

BLa ANvyLla = N(a)|N(axpax7y)
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Fatorizagdo
0000000080

Nao é por aqui...

Teorema (A.M., L. Rogadas, 2012)
Dadoa € L,e B,y € L taisque f L a ey L «, tem-se:

ax fBxyealLNLa.
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Nao é por aqui...

Teorema (A.M., L. Rogadas, 2012)
Dadoa € L,e B,y € L taisque f L a ey L «, tem-se:

ax fBxyealLNLa.

Teorema (A.M., L. Rogadas, 2012)

Dados a, 8,7, € L, tem-se

af X ay xd € aLl.
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Fatorizagdo
0000000008

Questdes

@ Como obter wip de wp?
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Ou, como limitar a regido onde possa estar?
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Questdes

@ Como obter wip de wp?

Ou, como limitar a regido onde possa estar?
@ Para todos «, 3,7,6 € L, o quaternido af X ary X § tem um
divisor direito de norma N(«). Que relagdo tem este divisor

com «?
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Fatorizagdo
0000000008

Questdes

@ Como obter wip de wp?

Ou, como limitar a regido onde possa estar?

@ Para todos «, 3,7,6 € L, o quaternido af X ary X § tem um
divisor direito de norma N(«). Que relagdo tem este divisor
com a7

@ Serd possivel usar a aritmética de quaternides para construir

um algoritmo de fatorizacao de inteiros?

Anténio Machiavelo Os Inteiros de Hurwitz e Problemas Diofantinos
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