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1. CONJUNTOS, RELACIONES Y FUNCIONES
1.1. Conjuntos.

Definiciéon. Un conjunto A es una coleccién de objetos tales que, dado un objeto
cualquiera v, se puede determinar si v pertenece a A o no.

Ejemplos. Algunos ejemplos féciles de conjuntos:
1. A={1,2,3}.
2. A={0O,A,0}.
3. A=0={} es el conjunto vacio, que no tiene ningin elemento.
4. A = {numeros enteros}.

Si A es un conjunto y v es un elemento cualquiera, notamos v € A si v pertenece
al conjunto A y v € A si el elemento v no pertenece al conjunto \A.

Definicién. Si A y B son dos conjuntos cualesquiera, decimos que A es un sub-
conjunto de B o que A estd contenido, o incluido, en B (y escribimos A C B) si
todo elemento v € A satisface que v € B.

Muchas veces es ttil tener en claro qué quiere decir que un conjunto no esté
incluido en otro. Lo contrario de “todo elemento de A estd en B” es “existe al
menos un elemento en A que no estd en B”. Esto es, para probar que A ¢ A, es
necesario encontrar (o probar que existe) un elemento x € A tal que x ¢ B.

Ejercicios. Decidir si son ciertas las siguientes afirmaciones y en caso afirmativo
demostrarlas:

1. {1,2} c {1,2,3}.

2. {1,2,3} Cc {{1},2,3,4}.

3. 0 c{1,{1}}.

. Cémo podemos explicitar un conjunto A7 Hasta aqui conocemos una tnica
manera: listando todos sus elementos. ; Como podemos explicitar un conjunto de
otra manera? La respuesta es por comprension. Esto es, dando alguna propiedad
que cumplen los elementos que estdn en el conjunto y no cumplen los elementos
que no estén en el conjunto. Un primer ejemplo (que presenta problemas) es B =
{n : n es par}. Este ejemplo tiene el problema de que no se dice qué nimeros se
consideran. Todos entendemos que 2 € B. Pero ;j—2 € B? Cuando se escribe n
en la definicién de B, se consideran también ntmeros negativos? ;Y otro tipo de
numeros? La solucién a este problema es decir precisamente a qué tipo de elementos
nos referimos cuando decimos “n es par”. La forma correcta entonces de definir este
conjunto es B = {n € N: n es par} (si es que queremos trabajar solo con nimeros
positivos), o B = {n € Z : n es par} (si es que queremos trabajar también con
nimeros negativos).

Un ejemplo clasico que muestra la necesidad de especificar el conjunto de los
objetos sobre los que miramos la propiedad es la paradoja de Russell y Zermelo
(1901), sea A= {B : B & B}. ;Es cierto que A € A?

Ejemplos de conjuntos definidos por comprensién son

s A={zeR : 2% <2}.

] Az{xe(@ : a:2<2}.

= A={n €N : nes primo}.

s A={n+1: ne€Zynesprimo} ={n€Z : n—1 es primo}.
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Definicién. Si Ay B son dos conjuntos, decimos que A = B si tienen exactamente
los mismos elementos. En otras palabras, A=Bsi ACByBcC A

Al trabajar con conjuntos, uno quiere poder definir ciertas operaciones entre
ellos. Los ejemplos basicos de operaciones de conjuntos son:

= La unidn (notada U): dados conjuntos Ay B, AU B es el conjunto formado
por los elementos que estan en el conjunto A o estdn en el conjunto B.
Recordemos que “0” en matemaética significa que es verdadera al menos una
de las dos afirmaciones.

= La interseccion (notada N): dados conjuntos A y B, AN B es el conjunto
formado por los elementos que estén en A y estédn en B.

» La diferencia (notada A — B 6 A\B): son los elementos que estdn en Ay
que no estan en B.

Ejemplos. Tomemos los conjuntos:
= A=1{1,2,8,—1}, B={{1},2,10,15}. Entonces
AUB={1,2,8-1,{1},10,15}, AnNB= {2},
A-B={1,8,-1}, B-A={{1},10,15}.

s A = {enteros pares}, B = {enteros impares}. Entonces AUB = Z, ANB = 0,
A-B=AyB-A=B.

= A un conjunto cualquiera y B = 0. Entonces AU) = A, AND =0, A-0=A
yh—A=0.

= SiA=B ;cémoson AUB, ANBy A\ B?

Definicién. Dos conjuntos A y B se dicen disjuntos si AN B = (§; Es decir, si no
tienen elementos en comtn. ;Cémo son A\ By B\ A si Ay B son disjuntos?

Un procedimiento usual es trabajar dentro de un conjunto referencial V. Si Ay
B son subconjuntos de V', entonces AU B, ANB y A\ B estdn también dentro de
V. La existencia de un conjunto referencial permite hablar de complementos:

Definicién. Si A es un subconjunto de un conjunto referencial V, el complemento
de A (notado A°) es el conjunto de los elementos de V' que no estdn en A, o sea

A=V — A

Ejemplo. Consideremos el conjunto V' = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} y A = {1,9,5, 3}.
Entonces, A° = {2,4,6,7,8,10}. Si miramos el conjunto (A°)¢ = {1,3,5,9} = A,
Jsera esto siempre cierto? O sea, si A es un subconjunto de un conjunto referencial
V, ies cierto que (A®)¢ = A?

Aqui surge el siguiente problema: jcémo podemos probar una igualdad entre dos
conjuntos cualesquiera? Una herramienta muy tutil (para probar igualdades entre
pocos conjuntos) es considerar los diagramas de Venn' . Un diagrama de Venn es
una manera grafica de representar conjuntos y elementos en estos conjuntos, por
ejemplo:

1. Venn, On the Diagrammatic and Mechanical Representation of Propositions and Reaso-
nings, Philosophical Magazine and Journal of Science, Series 5, vol. 10, No. 59, (1880).
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A B A B
“" ANB
1. AUB. 3. ANB. :

A B

2. Ac. [V 4. ANB =0.

Veamos el diagrama de Venn de la siguiente situacién: tomamos el conjunto de
alumnos que ingresaron en la facultad de ciencias exactas en el ano 2008. De los 550
alumnos que entraron, 300 cursan Analisis I y Algebra I, 150 cursan Analisis I y
Fisica I, 20 cursan las 3 materias, 30 cursan sélo Algebra I, 25 cursan sélo Analisis
I, 15 cursan sélo Fisica I y 10 no cursan ninguna de estas materias.

Ficura 1. Cantidades de alumnos cursando cada materia

Un ejemplo de uso de los diagramas de Venn para probar una igualdad entre
conjuntos es:

Teorema 1.1 (Ley de de Morgan). Si A y B son conjuntos, entonces (AU B)¢ =
AN Be.

Dem: Miramos los diagramas de Venn de los conjuntos correspondientes y vemos
que coinciden! O

Antes de hacer varios otros ejemplos de diagramas de Venn (y sus demostracio-
nes), veamos otra manera de demostrar una igualdad entre conjuntos: la llamada
tabla de verdad. Supongamos que queremos probar que una operacién entre un cier-
to numero de conjuntos es igual a otra operacién de los mismos (por ejemplo la
Ley de de Morgan). El método entonces consiste en considerar, dado un elemento,
todas las posibilidades de pertenecer o no a cada uno de los conjuntos involucrados.
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Luego, se debe estudiar para cada caso si el elemento pertenece a los conjuntos que
se quiere comparar. Veamos cémo seria la Ley de de Morgan:

|lzcA|lzeB|ze(AUB) |z (AUB) |z e A°NB° |

\Y \% \Y F F
\Y% F \Y F F
F \Y% A% F F
F F F \% \Y%

Para hacer la notacién mas sencilla, en general simplemente escribimos AU B en
lugar de la afirmacién z € AU B. Es claro que dos operaciones de conjuntos dan el
mismo conjunto si y solo si tienen la misma tabla de verdad, y esto ocurre si y solo
si tienen el mismo diagrama de Venn.

Ejemplos. Probar o dar un contraejemplo de las siguientes afirmaciones:

1. AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

2. A-B=AnNB".

3. Dados dos conjuntos A y B, definimos la operacién diferencia simétrica entre
ellos (y la notamos A A B) , como AA B = (AUB) — (AN B). Calcular la
tabla de verdad de estd operacién. ;Coémo se puede definir en términos de
los elementos de A y de B?

Un gran problema de los diagramas de Venn es que se vuelven impracticables al
realizar operaciones entre muchos conjuntos. Las tablas de verdad se pueden hacer
en cualquier caso, pero el nimero de casos a considerar crece “demasiado” con el
nimero de conjuntos (ya veremos en el préximo capitulo qué quiere decir esto).

Consideremos el siguiente problema: vamos al kiosco a comprar algunas cosas,
y cuando llegamos la persona que atiende nos informa que no disponen de cambio
alguno, con lo cual sélo nos pueden vender cosas si pagamos justo. Mirando la
billetera encontramos que traemos una moneda de $1, un billete de $2 y un billete
de $5. ;Qué cosas podemos pagar con estos billetes?

El resultado surge de hacer una cuenta que seguramente todos hicimos en alguna
circunstancia. Una opcién es irnos sin comprar nada (o sea ddndole nada al kios-
quero), y las otras opciones son juntar $1, $2, $3, $5, $6, $7 u $8. Lo que hicimos
fue calcular del conjunto {1,2,5} todos sus posibles subconjuntos, y luego sumar
los elementos de cada subconjunto, asi obtuvimos los subconjuntos: (), {1}, {2},

{1,2}, {5}, {1,5}, {2,5} y {1,2,5}.

Definicién. Si A es un conjunto, notamos con P(A) el conjunto de partes de A
que es el conjunto formado por todos los subconjuntos del conjunto A.

Ejercicios
1. {Quién es P(0)?
2. Si A={1,{1},{1,2}, -3}, ;quién es P(A)?

Por 1ltimo, otra operacién importante entre dos conjuntos es el producto carte-
stano. Dados A, B conjuntos, el producto cartesiano de ambos (denotado por A x B)
es el conjunto de pares (a,b) donde a € Ay b € B.

Ejemplos.
= Si Ay B es el conjunto de ntiimeros reales, su producto cartesiano es el plano
Euclideo (donde constantemente hacemos gréficos de funciones).
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= SiA={1,7,-8} y B={2,0}, su producto cartesiano es

3

Ax B ={(1,5),(1,0),(r, D), (1,0), (=8, 5), (-5, 0)}

Para asegurarnos de que no nos olvidamos ningtin elemento, podemos listar los
elementos de A x B en una tabla, donde en las columnas ponemos los elementos de
un conjunto y en las filas los elementos del otro. En el ejemplo anterior quedaria

A\B| 3/4 0
U L34 (1L0)
™ (m,3/4)  (m,0)
-8 | (—8,3/4) (-8,0)

El producto cartesiano lo utilizamos en més cosas de las que pensamos. Por
ejemplo, si al levantarnos decidimos vestirnos, tenemos ciertas alternativas de pan-
talones (o polleras), distintas alternativas de remeras, zapatos, etc. Luego tenemos
un conjunto que podemos llamar de “calzado”, otro conjunto de “ropa inferior” y
un dltimo conjunto de “ropa superior”. Cada opcién de vestimenta corresponde a
un elemento del producto cartesiano de estos tres conjuntos.

Definicién. Definimos el cardinal de un conjunto como el niimero de elementos
que posee.

Pregunta. ;Qué cardinal tiene el producto cartesiano de dos conjuntos finitos?
En breve volveremos al calculo de cardinales de conjuntos.
1.2. Relaciones.

Definicién. Dados dos conjuntos A y B una relacién (binaria) de A en B es un
subconjunto R de A x B.

Dado a € Ay b € B, decimos que a estd relacionado con b (y lo escribimos aRb)
si el par (a,b) € R.

Ejemplos. Tomamos como conjunto A = {a,b,c} y B = {1,2}.
= Consideremos R = A x B. O sea todo elemento del conjunto A esté relacio-
nado con todo elemento del conjunto B.
= Consideremos R = {(a,1), (b,1), (¢,2)}. {Es cierto que aR2? ;Y que bR1?
s Consideremos R = ). jEs cierto que aR2?

Consideramos ahora relaciones R C A x A. La ventaja de estas relaciones es
que (si A es finito) las podemos representar mediante un grafo dirigido. Un grafo
dirigido es un conjunto de puntos (llamados vértices) y un conjunto de flechas
entre los vértices. Por ejemplo, el grafo 1 — 2, 2 — 3 del conjunto {1,2,3,4} (ver
la Figura 2). No vamos a hacer uso de la teoria de grafos, aunque ésta juega un rol

1 —3 2

FiGURA 2. El grafo de una relacién
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esencial en varias ramas de la matemdtica y la computacién (como el estudio de
circuitos, en las simulaciones de epidemias, etc).

La manera de asociarle un grafo a una relacién R € A x A es poner como
vértices los elementos del conjunto A y luego una flecha por cada elemento de R.
Si (a,b) € R, la flecha asociada es la que parte del vértice a y llega al vértice b. Por
ejemplo, tomemos como conjunto A = {1,2,3,4}.

» Larelaciéon R = {(1,1),(1,3),(3,2),(2,4)} se grafica en la Figura 3.

= 2

FIGURA 3. Grafo de la relacién {(1,1),(1,3),(3,2),(2,4)}

= A la relacién R = () le corresponde un grafo sin flechas.
= ;Qué relacién le corresponde al grafo de la Figura 47

1 2

N

= 0

FiGura 4

Las relaciones entre un conjunto y si mismo son especialmente importantes, y
algunas de sus posibles propiedades merecen un nombre. Consideremos entonces
una relacién R C A x A.

= R se dice reflexiva si (a,a) € R para todo elemento a € A. En términos
del grafo de la relacién, R es reflexiva si en cada vértice hay una flecha que
parte y termina en él.

= R se dice simétrica si para todo par (a,b) € R el par (b,a) € R (o sea si
aRb entonces bRa). En términos del grafo, R es simétrica si por cada flecha
en una direccién hay otra en la direcciéon opuesta.

= R se dice antisimétrica si para todos los elementos a,b € A vale la siguiente
afirmacién: si (a,b) € Ry (b,a) € R entonces a = b (o sea, si a # b entonces
no puede a la vez ser aRb y bRa). En términos del grafo, R es antisimétrica
si no hay ningun par de flechas en sentidos opuestos.

= R se dice transitiva si para toda terna de elementos a,b,c € A tales que
(a,b) € Ry (b,c) € R se tiene que (a,c) € R (o sea si aRb y bRc entonces
aRe). En términos del grafo, R es transitiva si hay un “camino directo” por
cada “camino en etapas”.

Preguntas. ;Puede una relacion ser simétrica y antisimétrica? Si una relacién es
simétrica y transitiva, ;es reflexiva?

Ejercicio 1.1. Uno puede definir una operaciéon de “inversiéon” en el conjunto de
relaciones R C A x A donde R~ := {(b,a) : (a,b) € R} (o sea permutar las
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coordenadas de los elementos de la relacién R). ;Qué tiene que satisfacer R para
que R~!'=R?

Algunas combinaciones de las propiedades anteriores son importantes, y tienen
una teoria rica de fondo, razén por la cual se les da un nombre.

Definicién. Una relacién R C A x A se dice:
1. de equivalencia si es reflexiva, simétrica y transitiva.
2. de orden (u orden parcial) si es reflexiva, antisimétrica y transitiva.
3. de orden total si es una relacién de orden parcial y ademéds, dados a,b € A
vale que aRb 6 bRa (o sea los elementos se pueden comparar dos a dos).

Un ejemplo a tener en mente son: si A es el conjunto de los nimeros reales
(o naturales, o racionales) entonces = es una relacién de equivalencia y < es una
relacién de orden total.

Tomamos el conjunto A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} y definimos la relacién R
por aRb si a divide a b. Por ejemplo, (2,4) € R, (2,10) € R, (2,7) ¢ R. Entonces
R es una relacién de orden. Pero no es de orden total ya que, por ejemplo, ni 2R3
ni 3R2.

Otro ejemplo: si miramos el conjunto de partes de un conjunto, y tomamos la
relacién dada por la inclusién (o sea ARB si A C B) obtenemos una relacién de
orden parcial. ;jPor qué no es total?

Las relaciones de equivalencia son muy importantes. Una relacion ~ de equiva-
lencia en un conjunto A parte al conjunto en las llamadas clases de equivalencia.
Veamos un ejemplo. Tomamos A = {1, 2,3,4,5,6,7,8,9,10} y ~C A x A dada
por a ~ b si, al dividirlos por 3, a y b tienen el mismo resto. Por ejemplo, 1 ~ 4
porque 1 dividido 3 es 0 y el resto es 1, y 4 dividido 3 es 1 y el resto es 1. También
1~ 7y 1~10. El grafo de ~ esta en la Figura 5.

=

. ./ \3 i \

<—>9

Ficura 5. Grafo de la relacién ~

Si a € A, su clase de equivalencia es @ = {b€ A : a ~ b}. Notar que a € a
por ser reflexiva. En el ejemplo de la Figura 5, 1 = {1, 4, 7, 10}, 2 = {2, 5, 8},
3=1{3,6,9}. Addemds, 1=4=7=10,2=5=8,3=6=0.

Proposicién 1.2. Si R es una relacién de equivalencia en A x A, y a,b € A
entonces o bien a = b, o bien a y b son disjuntas.

Demostracion. Supongamos que no son disjuntas; entonces se puede tomar algin
c € anb. Veamos que a C b. Si d € @, queremos probar que d € b. Para esto,
sabemos que a ~ d, a ~ cy b ~ c. Por simetria, sabemos que ¢ ~ a. Entonces,
por transitividad, como b ~ ¢, ¢ ~ a y a ~ d, tenemos que b ~ d. Esto prueba que
deb. Y como este razonamiento lo hicimos para cualquier d € @, hemos probado
que @ C b. Si hacemos el mismo razonamiento comenzando con elementos de b,
obtenemos la otra inclusién y la igualdad de ambos conjuntos. [



NOTAS DE ALGEBRA I 9

Luego si A es un conjunto y ~ es una relacién de equivalencia en A, podemos
considerar el conjunto de clases de equivalencia. Este es un nuevo conjunto, cuyos
elementos son subconjuntos de 4. Como ejemplo, si tomamos el caso de la figura 5,
el conjunto de clases de equivalencia es

{{1,4,7,10},{2,5,8},{3,6,9}},
que tiene tres elementos.

Ejercicios. 1. Decidir si las siguientes relaciones son de equivalencia y en caso
de serlo, calcular el conjunto de clases.
a) A es un conjunto cualquieray R = {(a,a) : a € A}.
b) La relacién de la figura 6.

FIiGura 6

¢) A = Ny definimos R de la siguiente manera: si n, m € N, nRm si y
solo si n + m es par.
d) En el conjunto de alumnos de la facultad definimos una relacién diciendo
que dos alumnos estan relacionados si cursan una materia en comun.
e) ;Qué pasa si en el item anterior ponemos como relacién la condicién de
cursar exactamente las mismas materias?
2. Si A={1,2,3,4,5} y R es una relacién de equivalencia tal que las clases
son {{1,3},{2,5},{4}}, graficar R.
3. (Puede el conjunto {{1,3},{2,5},{1,4}} ser el conjunto de clases para al-
guna relacién de equivalencia en el conjunto A del item anterior?

1.3. Funciones. Otra familia importante de relaciones son las llamadas funcio-
nes. Dados dos conjuntos A, B, una funcién de A en B es una relaciéon f C A x B
con las siguientes dos propiedades:

= Para todo elemento a € A existe un elemento b € B tal que afb.

= Sia € A es tal que existen by, by € B con afb; y afbs entonces by = by (o

sea el elemento del item anterior es Gnico).
En general notaremos por f(a) al tnico b € B tal que afb, y notamos f : A — B

a una funcién del conjunto A en el conjunto B.

Observacién. Si Ay B son finitos, una funcién f : A — B se puede dar mediante
un diagrama, lo que evita tener que listar toda la relacion.

Ejemplos. Determinar si son funciones las siguientes relaciones:

1. La relacién de la figura 7.
2. FCNxN, F={(n,n+1) : neN}
3. FCNxN, F={(n,n—1) : ne N}



10 AUTORES: ARIEL PACETTI Y MATIAS GRANA

FiGura 7

FCNxZ, F={(nm) : n=m?}.
FCNXZ, F={(nm): m=n?}.
.,Cudndo R C A x A es una funcién?
En un equipo de fitbol jes una funcion la relacién en el conjunto

N o

{jugadores del equipo} x {camisetas numeradas}

dada por (jugador, nimero de camiseta)?

Si f: A— B es una funcién, llamamos dominio de f al conjunto A y codominio
de f al conjunto B. Esto nos permite hablar de una funcién f sin tener que estar
especificando constantemente qué conjuntos estan involucrados en su definicion.

Definicién. Si f: A — B, definimos la imagen de f como el subconjunto de B
dado por Im(f) ={be€ B : existe a € A con f(a) = b}.

En términos del diagrama de la funcion, la imagen es el conjunto de elementos
a los que les llega (al menos) una flecha.

Ejercicios. Encontrar la imagen de las siguientes funciones:

1. f:N=N, f(n)=n+1.

2. f:Z—7Z, fln)=n+1.
A B

3.
4. f:Z =N, f(n) =|n|.
5 f:R =R, f(x) =22

Algunas propiedades importantes que pueden satisfacer las funciones son:

= Una funcién f es inyectiva si satisface la siguiente propiedad: si f(a) = f(b)
entonces a = b. Equivalentemente, para que f sea inyectiva, dos elementos
distintos deben tener imagenes distintas.

= Una funcién f es suryectiva o sobreyectiva si para todo b € B, existe a € A
tal que f(a) = b. Equivalentemente, para que f sea suryectiva, debe ser
B =Im(f) (o sea, el codominio debe ser igual a la imagen).

= Una funcién f es biyectiva si es inyectiva y suryectiva.



NOTAS DE ALGEBRA I 11

Ejercicios. Determinar si cada una de las funciones del ejercicio anterior es inyec-
tiva, suryectiva o biyectiva.

Como en el caso anterior, si R es una relaciéon en A x B, definimos su “inversa”
como R~ € Bx Acomo R~ :={(b,a) : (a,b) € R}.Si f: A— Besuna funcién,
que propiedades debe satisfacer para que la relacién f~! sea una funcién?

Respuesta: es preciso que f se biyectiva.

Definicién. Si f : A — B es una funcién biyectiva, llamamos funcion inversa de
f ala funcién f~1.

1.3.1.  Composicion de Funciones. Cuando trabajamos con conjuntos, definimos
algunas operaciones entre conjuntos. Nos gustaria poder definir algunas operaciones
entre funciones. El problema es que no se pueden operar funciones cualesquiera. Por
ejemplo, pudimos definir la operacién inversa en el subconjunto de las funciones
biyectivas (no en todo el conjunto de las funciones).

Supongamos que tenemos tres conjuntos A, 5,C, y dos funciones f : A — By
g : B — C. Definimos la composicion de g con f (y notamos g o f) como la funcién
gof:A— Cdadapor (go f)(a) =g(f(a)) (ver la ilustracién en la figura 8).

FicURrA 8. Composicién de dos funciones g o f

Pregunta: Supongamos que f : A - By g:C — D. ;Que condicién hay que
pedirle a f y g para poder componer g con f?

Respuesta: Si queremos definir go f(a) := g(f(a)), entonces precisamos que f(a) €
C. Luego la condicién necesaria y suficiente para poder componer g con f es que
Im(f) C C, o sea que la imagen de f esté contenida en el dominio de g.

Notar que la composicién de funciones es una operacién binaria de {f : A —
B} x{g:B—C}en{h: A—C}.
Ejemplos. 1. Consideremos las funciones f : Z — Z, g : Z — 7Z dada por

F(n) = Inl y g(n) = n?. Caleular go f y f o g.
2. Consideremos f : NU{0} = Zy g:Z — NU{0} dadas por

fn) = {n/2 si n es par

1 . :
—% si n es impar

(n) 2n sin>0
n:
g -1 sin<0.

Calcular f o g. ;Qué se puede deducir de f y de g7
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3. Dado A un conjunto cualquiera, consideremos la funcién identidad, id 4 :
A — Adada porid4(a) = a. Probar que id 4 es el neutro para la composicién

en {f: A— A}, oseaidgof = foidyg = f.

Proposiciéon 1.3. Si f : A — B es una funcion biyectiva, entonces existe una
unica funcion g : B — A tal que fog=idg ygo f =id4.

A dicha funcién g la llamamos la snversa de f y la notamos f~!.

Dem: Como f es biyectiva, ya vimos que podemos definir la relacién inversa f—*
y esta relacién resulta ser una funcién también. Veamos que f~! satisface las dos
condiciones, y que es la tunica funcién que lo hace.

Si b e B, f~1(b) por definicién es el tnico elemento a € A tal que f(a) = b.
Luego (f o f71)(b) = f(a) = by se sigue que f o f~! = idg. Similarmente,
(f~Yo f)la) = f~(f(a)) que es el tnico elemento a € A tal que f(a) = f(a).
Pero el tinico tal elemento es @ = a, con lo cual (f~!o f)(a) = a y se sigue que

f~lof=idy.

Veamos la unicidad de g. Supongamos que tenemos dos funciones g,h : B — A
tales que fog= foh=idgy gof =hof =1id4. Dado b € BB, como f es biyectiva,
existe un tnico a € A tal que f(a) = b. Luego g(b) = g(f(a)) = a = h(f(a)) = h(b)
con lo cual h = g pues toman el mismo valor en todos los elementos de B. O

Ejercicio 1.2. Probar que si f : A — B tiene una funcién inversa, o sea existe una
Unica g : B — A tal que fog=1idg y go f =id4 entonces f es biyectiva.

Preguntas: Supongamos que A y B son dos conjuntos finitos. Si f : A — B es
una funcién cualquiera, jse puede dar alguna relacién entre |A| y |B|? {y si f es
inyectiva? jy si f es suryectiva? jy si f es biyectiva? Ya discutiremos las respuestas
en la parte de combinatoria.

2. INDUCCION
Comencemos viendo el siguiente ejercicio:

Ejercicio 2.1. Calculemos la suma de los 5 primeros nimeros naturales, ;cuanto
da? Calculemos ahora la suma de los primeros 6 ntimeros naturales. ;Cudnto da?
Miremos ahora la funcién f : N — N, dada por f(n) = w (Cuanto vale en 57
LY en 67 ;Qué podemos “conjeturar”? Verificar que esta conjetura es cierta para
n=7173809.

Ahora bien, tenemos una afirmacién que suponemos cierta (porque lo es en al-
gunos ejemplos calculados) y nos gustaria poder saber si la férmula vale en general
o no. jNo podemos chequear para cada nimero natural que la férmula es ciertal
Estamos tratando de demostrar una afirmacién para cada ntimero natural (que la
suma de los nimeros de 1 hasta n es %) Pero ;que son los niimeros natura-
les? Tenemos una nocién intuitiva de ellos, pero para poder probar algo sobre los
naturales necesitamos una definicion formal.

A principios del siglo XX, Peano dio la siguiente definicién axiomatica de los

numeros naturales:

Definicién. El conjunto de niimeros naturales es un conjunto que posee una fun-
cién “sucesor” que satisfacen los siguientes cinco axiomas:
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El 1 es un ntimero natural.

Todo ntimero natural tiene un sucesor.

El 1 no es sucesor de nadie.

La funcién sucesor es inyectiva. Es decir, si a # b son nimeros naturales, el
sucesor de a es distinto del sucesor de b.

5. Si S es un conjunto cualquiera tal que 1 € S y vale que el sucesor de cualquier
elemento de S también esta en S, entonces N C S.

=W =

El dltimo axioma es de una naturaleza distinta a los otros. Puede parecer super-
fluo, pero si no lo agregamos estaremos considerando conjuntos que no se comportan
como los naturales. Por ejemplo, el conjunto N U {Z + 1/2} satisface los primeros
cuatro axiomas pero no el quinto.

La ventaja de tener una definicién axiomatica de los nimeros naturales es que nos
permite demostrar algunas propiedades sobre tal conjunto. El caso méas importante
es el principio de induccion.

Teorema 2.1 (Principio de Induccién). Supongamos que tenemos una afirmacion
P(n) para cada nimero natural n y queremos probar que la afirmacion es cierta
para todo n € N. Si logramos probar que

= (primer caso) P(1) es cierta,
= (paso inductivo) si P(n) es cierta entonces P(n + 1) también lo es,

entonces la afirmacion vale para todo n € N.

El principio de induccién es como tener una hilera de piezas de domind, una
parada detras de la otra, a una distancia tal que cada pieza, si cae, tira a la siguiente.
Si tramos la primera pieza, podemos asegurar que todas las piezas caerdn.

El principio de induccion es una consecuencia de los axiomas de Peano. Antes
de ver la demostracion, veamos cémo funciona el principio para el ejemplo con el
que comenzamos.

n(n+1)

Ejemplo. Paratodon € Nvaleque 1 +2+4---4+n = .
Demostracién: Para n € N llamemos P(n) a la afirmacién anterior. Debemos
probar el primer caso, P(1), y el paso inductivo, P(n) = P(n + 1).

= P(1) es cierta, ya que 1 = L2,

2
= Supongamos que P(n) es cierta (o sea, supongamos que 1+---+n = "(";1),

esto se llama la hipdtesis inductiva) y probemos que 1+ -+ (n 4+ 1) =

(”H)QM. Como P(n) es cierta (por hipétesis inductiva),

n(n+1)+(n+1):n(n+1)+2(n+1) _ (n+1)(n+2)
2

2 2
que es lo que queriamos probar.

1+--+n+(n+1) =

Ahora si, veamos por qué el principio de induccién funciona. Llamemos P al
conjunto donde vale la propiedad P. Es decir, P = {n € N : P(n) es cierta}. Que-
remos ver que P = N. Para probar esto, alcanza con ver que P satisface el ultimo
axioma de Peano. Es decir, debemos ver que 1 € P y que si n € P entonces
n+ 1 € P. Pero esto es justamente lo que dice el principio de induccién.

Ejemplo. ;Cudnto vale lasuma f(n) = Y1, 2'? Calculemos los primeros términos
de esta sucesién: f(1) =3, f(2) =7, f(3) = 15. ;Qué pasa si le sumamos 1 a esta
sucesién? Obtenemos 4, 8, 16. Estos nimeros son conocidos: son potencias de 2. Es
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decir, f(1) = 22 -1, f(2) = 23 — 1, f(3) = 2* — 1. Probemos por induccién que
f(n) = 2" — 1. Es claro que para n = 1 la férmula vale; de hecho, ya lo vimos.
Veamos que, si es cierta para n, entonces es cierta para n + 1.

n+1 n
Z2i:22i+2n+1:2n+171+2’n+1:2.2n+171:2n+271
pard —o H.I.

como querfamos ver.

La sigla “H.I.” significa “hipdtesis inductiva”. Se suele utilizar para indicar que,
precisamente en ese paso, hemos usado que la afirmacién P(n) es cierta.

Ejemplo. Probar que 2n3 4+ n + 31 > 3n? para todo n > —2.

Este ejercicio nos plantea probar una proposicién que no es cierta sélo para el
conjunto de niimeros naturales, sino para todos los niimeros enteros mayores o
iguales que —2. ;Cémo podemos probar esto? Una manera facil (aunque no muy
util en general) es aplicar el principio de induccién para el conjunto de ndmeros
naturales, y después probar que la féormula es cierta para n = —2,—1 y 0. La
desventaja de este método es que si queremos probar una afirmacién para los enteros
mayores o iguales que —10.000, tenemos que verificar a mano 10.001 casos. jSerd
cierto que podemos usar el mismo proceso de induccién, verificando que el primer
caso a considerar es cierto y que si la afirmacién es cierta para un nimero entonces
también lo es para el siguiente?

La respuesta es “si”, y es bastante intuitivo que éste es el caso (si uno piensa en
el dominé, realmente no importa cémo llamamos a la primera pieza). Si tenemos
una afirmacién P(n) de la cual queremos probar su veracidad en un conjunto P =
{n€Z : n>ngy} para algin ng entero, lo que podemos hacer es el cambio de
variables m = n+ 1 — ng. Entonces n > ng <= m > 1. Entonces podemos probar
la afirmacién P(m) para m > 1, y esto se puede hacer usando induccién. En el
ejemplo anterior, m =n+1—(—-2) =n+3, on = m — 3, por lo que P(m) es
la afirmacién 2(m — 3)% + (m — 3) + 31 > 3(m — 3). Podemos probar que esto es
verdadero por induccién para m > 1. Pero también podemos simplemente adaptar
el principio de induccién a conjuntos como el mencionado, P ={n € Z : n > no}.

Para ilustrar, resolvamos el ejercicio:

= P(—2) es cierta, yaque 2- (—8) + (—2)+31 =13 >3-4 =12.
= Supongamos que P(n) es cierta y veamos que P(n + 1) también lo es.

2+ 1P+ (n+1)+31=2n> +n+31+6n° +6n+2+1

> 3n® +6n° +6n+ 3 =3(n+1)* + 60 > 3(n+1)°
HI
Lo que acabamos de hacer es usar lo que muchas veces se llama principio de
induccion corrida. Enunciemos este principio, cuya demostraciéon no es otra cosa
que el cambio de variables que mencionamos.

Teorema 2.2 (Principio de induccién corrida). Sea ng un nimero entero y su-
pongamos que tenemos una afirmacion P(n) para cada nimero entero n > ng. Si
queremos probar que P(n) es cierta para todo n > ng, y logramos probar que
= (primer caso) P(ng) es cierta,
= (paso inductivo) para todo n > ng vale que si P(n) es cierta entonces P(n+1)
también lo es,
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entonces la afirmacion vale para todo n > nyg.

Ejemplo. Consideremos la siguiente afirmacion: Si en un conjunto de alumnos
de Algebm I, un alumno estd anotado en la Licenciatura en Matemdtica, todos lo
estdn.

Veamos la demostracién: la vamos a hacer por induccién en el nimero de alum-
nos. Esto es, probaremos que si n es un nimero natural, hay n alumnos en Algebra
I y uno estd anotado en Matematica, todos lo estdn. El primer caso es n = 1, es
decir, el conjunto es de un solo alumno. Es claro que si tenemos un conjunto con
un solo alumno, y es alumno de la Licenciatura en Matematicas, entonces todos lo
son.

Supongamos ahora que tenemos un conjunto de n + 1 alumnos y que al me-
nos uno de ellos hace Matematica. Tomemos de los n + 1 alumnos un subconjunto
(cualquiera) de n de ellos, con la condicién de que tenga al alumno de Matemadtica.
Luego, por hipétesis inductiva, esos n alumnos hacen la Licenciatura en Matemati-
ca. Ya hemos probado que todos salvo quizas un alumno estan en la Licenciatura
en Matematica. Saquemos de nuestro conjunto de n alumnos a uno de ellos, y agre-
guemos al alumno que nos quedo sin incluir en la hipétesis inductiva. Nuevamente
tenemos un conjunto de n alumnos, con uno de ellos que hace Matematica, con lo
cual el alumno no considerado en el paso inductivo anterior también debe hacer la
Licenciatura en Matemaética. ;Qué estd mal en esta demostracién?

Ejercicio 2.2. Si r es un niimero natural cualquiera, probar que para todo n € N
vale que 17 + -+ +n" > ["a"dx.

Hay otros dos principios “equivalentes” al principio de induccién. Uno de ellos
es el Principio de induccion completa o global, que dice:

Teorema 2.3 (Principio de induccién completa (o global)). Dada una afirmacion
P(n), n € N, supongamos que

1. P(1) es verdadera, y
2. si P(k) es cierta para todo 1 < k < n entonces P(n+ 1) es cierta.

Entonces la afirmacion es cierta para todo n € N.

Notar que la diferencia con el principio de induccién es que para demostrar
P(n + 1) no solo se puede usar P(n) sino también todos los anteriores. El otro
principio es el llamado Principio de Buena Ordenacion, que dice:

Teorema 2.4 (Principio de Buena Ordenacién). Todo subconjunto no vacio del
conjunto de nimeros naturales tiene un primer elemento.

Veamos la equivalencia de estos principios:

= Veamos que el Principio de Induccién implica el Principio de Induccién Glo-
bal. Supongamos que para todo natural n, P(1)AP(2)A---AP(n) = P(n+1).
Llamemos @ a la propiedad Q(n) = P(1) A P(2) A --- A P(n). Entonces, si
vale Q(n), valen P(1), P(2), ... P(n), y por lo tanto vale P(n + 1), por lo
que vale Q(n+1). El Principio de Induccién dice que Q(n) es verdadera para
todo n € N. Esto dice que P(n) es verdadera para todo n € N. Esto es, vale
el Principio de Induccién Global.
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= Veamos ahora que el Principio de Induccién Global implica el Principio de
Buena Ordenacion. Sea P C N y supongamos que P no tiene primer ele-
mento. Queremos probar que entonces P es vacio. Para esto, consideramos
la afirmacién P(n) : n ¢ P. Nuestro objetivo es probar que P(n) es cierta
para todo n € N, porque en ese caso P es vacio. Para esto, usamos induccion
global.

e Si fuese 1 € P entonces P tendria un primer elemento y tendriamos una
contradiccién. Por lo tanto 1 ¢ Py P(1) es verdadera.

e Supongamos que P(1),...,P(n) son verdaderas. Esto es, 1 ¢ P, 2 ¢
P,...n ¢ P. Sifuese falsa P(n+1) tendriamos n+1 € Py P tendria un
primer elemento, n+ 1, lo que serfa una contradiccién. Luego, n+1 ¢ P
y P(n+ 1) es verdadera.

Hemos entonces probado que P(n) es verdadera Vn € Ny por lo tanto P es
vacio.

= Veamos por ultimo que el Principio de Buena Ordenacién implica el Prin-
cipio de Induccién. Si tenemos las afirmaciones P(n) con n € N, supon-
gamos que P(1) es verdadera y que P(n) = P(n + 1) para todo n € N.
Queremos ver que P(n) es verdadera Vn € N. Consideremos el conjunto
P ={neN : P(n)es falsa}. Por el Principio de Buena Ordenacién, si P
no es vacio, entonces tiene un primer elemento. Llamémoslo N. No puede
ser N = 1 porque sabemos que P(1) es verdera, por lo que 1 ¢ P. Entonces
N —1esnaturaly N —1 ¢ P; es decir P(N —1) es verdadera. Pero entonces
P(N) es verdadera, por lo que N € P. Hemos llegado a una contradiccién,
que provino de suponer que P es no vacio. Luego, P es vacio y P(n) es
verdadera Vn € N.

Ejemplo. Tomemos la funcién f : N — N dada por:

fn) = {n/Q si m es par,

n+1 sin esimpar.

Si m € N, vamos a llamar f™ a la composicién f™ = (fo---o f). Veamos que,
—_———

m veces

para todo n € N, existe un m tal que f™(n) = 1.

Demostracion. Hacemos induccién global en n.
s Sin=1, f(1) =2,y f(2) =1 con lo cual (fo f)(1) =1 o sea podemos
tomar m = 2.
= Supongamos que la afirmacién vale para 1 < k < n y veamos que vale para
n + 1. Para poder calcular f(n + 1) tenemos que separar en casos segun la
paridad de n.

e Sinesimpar, n+1 es par con lo cual f(n+1) = ”T'H Como "TH < n para
todo n € N, podemos aplicar la Hipétesis Inductiva a k = ’%1 Existe
entonces m € N tal que f™ (”T'H) =1, con lo cual f™*1(n+1)=1.

e Sin es par,n+ 1 es impar, con lo cual f(n+1)=n+2y f?(n+1) =
fln+2) = ”T*Q = & + 1. Pero si n > 2 (que es el caso por ser n par),
5 +1 < n, con lo cual podemos aplicar la Hipétesis Inductiva a 5 + 1.
Luego existe m € N tal que 1 = f™ (% + 1) = fm*2(n+1).

O
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Problema abierto: Consideremos una modificaciéon de la funcién anterior, y de-
finamos ¢ : N — N dada por:

g(n) =

n/2 si m es par,
3n+1 sin esimpar.

(Es cierto que para todo n € N existe un m € N tal que f™(n) = 17 Este problema
es conocido como Problema de Collatz, y la respuesta no se conoce. Se “conjetu-
ra” que la respuesta es “si”, pero no hay una demostraciéon. Numéricamente, estd
probado que es cierto para n < 5-10'8.

Ejemplo. Todo subconjunto acotado T de los naturales tiene un maximo elemento.
Para probarlo, llamemos P = {n € N : t <nVt € T'}. Como T es acotado, sabemos
que el conjunto P es no vacio, con lo cual tiene un primer elemento. Queda como
ejercicio para el lector verificar que este primer elemento pertenece al conjunto T
(y por lo tanto es un maximo).

2.1. Induccién como herramienta para construir sucesiones. Hasta ahora
usamos el principio de induccién como herramienta para probar afirmaciones. Este
es un uso “pasivo” de la induccién. Pero el principio de induccién tiene también un
lado constructivo. Recordemos la definicién de sucesiones:

Definicién. Una sucesion (en el conjunto A) es una funcién f: N — A.

En general tomaremos como conjunto A el cuerpo de niimeros reales. Si f :
N — A es una sucesién, vamos a escribir a,, en lugar de f(n), y a la funcién f la
escribiremos (ay, )nen. Hasta aqui hemos visto cémo definir sucesiones de manera
“explicita”, o sea diciendo cudnto vale la funcién en cada ndmero natural (por
ejemplo a,, = n?).

Una manera alternativa de definir una funcién es darla de manera recursiva.
Esto es, se definen algunos valores (iniciales) de la funcién y se da una férmula para
calcular el resto de los valores a partir de los ya conocidos. Por ejemplo, definimos
la funcién f : N — N dada por f(1) = 1y f(n) = n- f(n — 1). Luego el valor
fB)=3-f(2)=3-2-f(1) =3-2-1=6. Veremos mas adelante que para todo
neN, f(n)=n!=[[, i

Las sucesiones cuyos valores dependen de valores ya conocidos se llaman suce-
siones recursivas o sucesiones por recurrencia. Las preguntas que uno se hace sobre
ellas, y que debemos contestar, son: jestan bien definidas? O sea, jesto que defi-
nimos es realmente una funcién? Y por otro lado, ;se pueden definir de manera
explicita?

Antes de avanzar con estas preguntas, veamos otro ejemplo. Definimos a : N — Z
de la siguiente manera:

a1 =2, ay=4, a3=14, any1 =10a, —3lap_1 + 30a,_2 sin > 3.

Se puede ver que el valor de a4 depende del de as, as y a1, que estan definidos. Una
vez que esta calculado a4, con ese valor y el de asg y as calculamos as, etc. Podemos
calcular los primeros valores de a:

ay = 2, as = 4, az = 14, a4 = 76, as = 446,
ag = 2524, ay = 13694, ag = 72076, ag = 371966.

Sin embargo, estos nimeros no dicen mucho. Si con estos valores queremos calcular
aqg sera sencillo. En cambio, si queremos calcular a1qg, deberemos calcular todos los
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nimeros a; con ¢ < 99. Esto no es muy cémodo. Lo que nos convendria en ese caso
es contar con una formula cerrada. Esto es, una férmula en la que a, no dependa
de los anteriores sino solo de n.

Supongamos por un momento que nos dicen que para todo n € N, a,, = 2"+! —
3" 4+ 5771 Sj esto es cierto, tendremos una férmula cerrada para a,. Podemos
intentar ver si coinciden algunos valores. Llamemos b,, = 2" Tt —3"+5""1. Queremos
entonces ver si a, = by, v calculamos by: by =22 -3 +5° =4 -3 +1 =2, es decir
que by = a;. Podemos hacer lo mismo con by y b3: by =23 —324+5! =8—-94+5 =4,
by = 2% — 3% + 52 = 16 — 27 + 25 = 14, es decir que también coinciden. Tenemos
entonces la sospecha de que efectivamente a,, = b,, para todos los n € N. Pero solo
vimos tres casos. Para probarlo en general, debemos usar induccién global.

= Kl primer paso, con n = 1, ya lo vimos.

= Supongamos entonces que ax = by para k < n y veamos que es cierto para
k=n+1.Sin+1=26n+1=3 (es decir, sin =16 n =2), ya vimos
que an+1 = by41. Podemos entonces suponer que n > 3, lo que nos permite
usar la definicién recursiva de a:

an+1 = 10a, — 3la,—1 + 30a,_2
H:I 10(2n+1 _ 371 + 5TL—1) _ 31(2” _ 3n—1 + 5%—2)

+30(2" 71 — 372 4 5nd)
=2""110-4-31-2430-1)—3""2(10-9—-31-3+30-1)

+5"73(10-25 —31-5+30-1)
=92n 1.8 —3"72.27 4 5"73.125

= 2" 3" 5" = b

No es cierto que toda sucesién recursiva tenga una férmula cerrada, pero en
la mayoria de los ejemplos que consideraremos ese serd el caso. Por otra parte,
aun cuando una sucesién definida de manera recursiva tenga una férmula cerrada,
no siempre serd sencillo hallarla. En el ejemplo anterior la férmula cerrada nos
fue dada. Mas adelante veremos métodos que pueden ser ttiles para calcular una
férmula cerrada de una funcién recursiva.

Concentrémonos ahora en el otro problema. ;Estd bien definida una funcién
recursiva? Veamos que una sucesién recursiva que dependa de r términos anteriores
estd bien definida.

Proposicién 2.5. Dado A un conjunto cualquiera, una r-upla (ay,...,a,) de ele-
mentos de A y una funcion

G:NxAx---xA— A,
—_———

T veces

existe una dnica funcion f : N — A tal que f(i) = a; para 1 < i < r y tal que

f(n) =Gn, f(n=1),...., f(n —r)).

En el ejemplo anterior, el conjunto A era el de los enteros y la funcién G era
G(n,z,y,z) = 10z — 31y + 30z. De hecho, si reemplazamos z, y, z POr a,_1, Gn_2
y @p—3, obtenemos la definicién recursiva de a.

Probemos entonces la proposicion.
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Demostracion. Veamos que existe una funcién f definida en todos los numeros
naturales que satisface la propiedad enunciada. Llamemos

P={neN : festd definida en n}.

Queremos ver que P = N. Lo probaremos por induccién global.
= Para i < r, hemos definido f(i) = a;. Esto dice que 1,2,...,r € P.
= Por H.I,, f estd definida para todos los numeros 1,2, ...,k (con k < n). Por
otra parte, podemos usar que n > r porque el caso n < r ya lo vimos. Pero
entonces f(n) = G(n, f(n—1),..., f(n —1)), por lo que f estd definida en
n 'y luego n € P.
La unicidad se ve de manera similar: si f,g son dos funciones que satisfacen las
hipétesis, queremos ver que toman los mismos valores. Es claro para los primeros
r numeros. Supongamos que f (i) = g(i) para 1 < k < n, entonces

fn)=Gn,f(n—=1),....,f(n—7)) =G(n,g(n—1),...,9(n —r) = g(n).
|

Dar una sucesiéon de manera recursiva tiene sus ventajas y sus desventajas. En
algunos ejemplos es mas rapido calcular el valor de la funcién en n de manera
recursiva que de manera explicita (por ejemplo n!) mientras que en otros ejemplos
es lo contrario (por ejemplo f(n) =n(n+1)/2 =n+ f(n—1)). En muchas casos la
férmula recursiva permite probar ciertas propiedades de la sucesién que no se ven
tan claramente en una férmula explicita. Por eso es bueno tener las dos definiciones.

Consideremos el siguiente problema (llamado el problema de Torres de Hanoi e
inventado por Edouard Lucas en 1883): Supongamos que tenemos tres postes, y un
numero N de discos de distinto tamano. Comenzamos con todos los discos en el
poste de la izquierda, ordenados por tamano, con el mas grande abajo. Queremos
mover los discos al poste de la derecha. En cada movimiento se puede llevar el disco
que estd mas arriba en un poste a otro poste, ubicandolo encima de los discos que
estén ahi. La regla principal es que sobre un disco no puede haber otro mayor.

Si tenemos dos discos, movemos el superior al medio, el inferior a la derecha y el
del medio a la derecha para transferir todo. Pregunta: ;cuél es el minimo ntmero
de movimientos necesarios para pasar todos los discos al poste de la derecha? ;Hay
una férmula cerrada para esta sucesién?

El punto fundamental es que si sabemos resolver el problema con n discos, lo
podemos resolver con n + 1 de la manera que sigue: movemos primero los n discos
de arriba al poste del medio (esto lo sabemos hacer, es simplemente intercambiar
el rol de los postes del medio y de la derecha); luego, movemos el n + 1-ésimo disco
a la derecha, y por tltimo movemos los n discos del medio a la derecha. Esto dice
que si H,, cuenta cudntos movimientos son necesarios si tenemos n discos, entonces
H,+1 = 2H, + 1. Ademas, es claro que H; = 1, pues si tenemos un solo disco lo
pasamos en un solo movimiento. Con esta regla recursiva, obtenemos los primeros
valores de H:

Hy =1, Hy=2-3+1=71, H;=2-15+1=31,
Hy=2-1+1=3, Hy=2-7T+1=15, Hg=2-31+1=63,

lo cual indica que posiblemente sea H, = 2" — 1.

Ejercicio 2.3. Probar que efectivamente H, = 2™ — 1.
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Segun la leyenda, hay en un templo de Hanoi monjes que mueven 64 discos de
oro siguiendo las reglas de este juego. La leyenda dice que una vez que terminen de
mover la Ultima pieza serd el fin del mundo. Suponiendo que mueven un disco por
segundo, jcuanto tiempo tardaran en moverlos todos?

La sucesion de Fibonacci. La famosa sucesion de Fibonacci debe su nombre a Leo-
nardo Pisano Bigollo, mas conocido como “Fibonacci” (aprox. 1170-1240). Fibonac-
ci publicé en el ano 1202 un libro, Liber Abaci, donde entre otras cosas propuso el
siguiente problema: si colocamos una pareja de conejos en un area cerrada, jcuantos
conejos habra luego de n meses si cada pareja de conejos produce una nueva pareja
de conejos cada mes, los conejos nunca mueren y una pareja a los dos meses de
nacida puede comenzar a tener hijos?

En el mes primer mes, cuando los ponemos, tenemos una pareja de conejos bebés.
En el segundo mes tenemos la misma tinica pareja, pero son adultos. En el tercer
mes, tenemos una pareja original mds una pareja bebé (hijos de la pareja original),
o sea tenemos dos parejas. En el cuarto mes, la pareja original tiene otra pareja de
bebés, y ademds la pareja del mes 2 se convierte en adulta (tenemos tres parejas).
En el quinto mes, las dos parejas adultas que hay tienen parejas bebés, y tenemos
cinco parejas. Si calculamos algunos nimeros mas, vemos que los siguientes meses
tenemos: 8, 13, 21, 34...

Para encontrar una férmula para esta sucesién, llamenos A4,, al nimero de parejas
adultas en el mes n y B, al nimero de parejas bebés. Llamamos también F;, al
total de parejas, F,, = A,, + By,.

mes A, B, F,

1 0 1 1

2 1 0 1

3 1 1 2

n A, B, A, + B,
n+1| A,+ B, A, 2A, + B,
n+2|2A,+ B, | A, + B, | 34, + 2B,

Notar que el nimero de conejos en el mes n + 2 es el nimero que habia en el mes
n + 1 més el nimero de parejas adultas del mes n + 1, que es el numero de parejas
del mes n. Luego la sucesion F,, satisface la recurrencia F, 1 = F,, + F,,_1 para
todo n > 2. Ademas, los primeros dos valores de F' son Fy; = 1, F5 = 1. Por la
proposicién 2.5, estas condiciones definen una unica sucesién, a la que llamamos
sucesion de Fibonacci. A los nimeros de la sucesion se los conoce como nimeros de
Fibonacci.

(Habra una férmula que dé F,? La respuesta (aunque no natural) es “s{”. Para
sucesiones dadas por recurrencias con coeficientes constantes (o sea

fln)=arf(n=1)+--+af(n—r)

donde a; son nimeros reales fijos) existen métodos generales para calcular férmulas
cerradas. En estas notas nos conformaremos con calcular (a mano) una férmula para
los nimeros de Fibonacci. Notar que los ntimeros crecen de manera muy rapida,
con lo cual uno podria esperar que F,, = ar™, o sea que sean (salvo una constante)
potencias de un nimero. Veremos que este no es exactamente el caso, pero “casi”.
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Si suponemos por un instante que son potencias de un ntimero r, jquién es r? Una
forma de calcularlo es mirar el cociente de dos ntimeros consecutivos de Fibonacci.

Si miramos los primeros valores de la sucesién, vemos que los cocientes sucesivos
no dan siempre lo mismo (2,3/2,5/3,8/5,...), con lo cual nuestro primer enfoque
no funciona. Pero 5/3 = 1.666, 8/5 = 1.6, 13/8 = 1.625, 21/13 = 1.615, 34/21 =
1.619 y asi siguiendo. Estos cocientes, parecen estar acercdndose a un nimero, pero
ja cudl? jPor qué existe este limite?

Dentro de las muchas propiedades que satisfacen los nimeros de Fibonacci (en
la web hay muchisima informacién al respecto) una importante es la siguiente:

Proposicién 2.6 (Identidad de Cassini). Fy,41F,—1—F2 = (—1)" para todon > 2.

Dejamos como ejercicio probar (por induccién) tal identidad. Luego, “veamos”

que —= es de Cauchy. Si miramos dos términos consecutivos,
n

Foy  F, (-1

Fn Fn—l N FnFn—l.

Dejamos como ejercicio ver que esto implica que la sucesiéon es de Cauchy, es decir,
que para todo € > 0 existe N € N tal que si n,m son ambos > N, entonces

F, F, . . . . .
2 — 2| < e, Esto dice que existe el limite de los cocientes sucesivos de
numeros de Fibonacci. Ahora
. Fana P o | . Faa 1
= lim —H = fm 2 1 lim =1

Multiplicando por ®, obtenemos que ®2 = ® + 1, o sea ® es raiz del polinomio
2?2 — x — 1. Usando la férmula para las raices de un polinomio cuadrético, vemos
que ¢ = %\/g Como debe ser positivo, tenemos que ¢ = 1+T\/g =1,618...

Este nimero ® es el llamado niumero de oro o la proporcion divina. Si tenemos un
segmento partido en dos lados de longitudes a y b (a > b) nos podemos preguntar
como tienen que ser a y b para que la proporcién entre todo el segmento y a sea la
misma que entre a y b. En ecuaciones, si llamamos x a esta proporcién, tenemos que
rT=3= “T+b =1+ g =1+ % Entonces debe ser x = ®. El niimero de oro aparece
en muchos contextos en medicina, biologia, en el arte (por ejemplo Leonardo Da
Vinci observo que es la relacion aproximada entre los miembros del cuerpo humano
y la longitud total de los mismos).

Volviendo a nuestro problema, queremos ver cémo dar una férmula para F,, y
parece que el numero ® deberia tener algo que ver. Ya vimos que Fj,, no puede
ser una constante por ® (porque los cocientes sucesivos no son constantes), pero

observemos qué pasa si planteamos

1+v5\" 1-v5\"
Fn=a< 5 >+b< 5 )

para un par de nimeros a,b. Como F), es entero, es bastante natural plantear este
tipo de ecuacion (ya volveremos a esto cuando hablemos de polinomios). Si miramos
los primeros valores de F},, tenemos el sistema:

145 1-/5 a 1
2 2 fr—
3+2\/5 3—2\/5 (b) (1)
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—1

%, O sea

Si utilizamos la regla de Cramer, tenemos que a = % yb=

R <<1+2¢5>”_ (1_;5)71)

Se deja como ejercicio ver por induccién que esta férmula es valida para todo n € N.

Como comentario al margen, se puede observar que ® es raiz del polinomio
22 — (z + 1). Este polinomio estd fuertemente relacionado con la recurrencia. El
lector interesado puede pensar céomo resolver una recurrencia del estilo a,4o2 =
Qa, 41 + Ba, en términos del polinomio 2 — (ax + ).

3. COMBINATORIA

En el primer capitulo, al trabajar con conjuntos finitos, hablamos de su cardi-
nal. Recordemos que el cardinal de un conjunto es el nimero de elementos que
posee dicho conjunto. En este capitulo nos dedicaremos a “contar” elementos de un
conjunto, viendo la dificultad que esto puede tener.

Comencemos con algunos casos sencillos:

Ejemplos. 1. ;Cuéntos elementos tiene el conjunto {0,...,9}?
2. Y el conjunto {0,...,99}7

Es claro que las respuestas son 10 y 100 respectivamente. Pero pensemos el
segundo problema a partir del primero. Cada niimero de dos cifras lo podemos ver
como un par ordenado de dos nimeros de una cifra cada uno. Esto es, podemos
pensar al conjunto {0,---,99} como el producto cartesiano {0,---,9} x {0,---,9}.

Qué pasa si queremos contar cuantos nimeros hay de tres digitos cuyas cifras
estén en el conjunto {2,4,7}? Lo que estamos haciendo es interpretar el conjunto
buscado como el producto cartesiano del conjunto {2, 4, 7} consigo mismo tres veces.

Proposicién 3.1. Si A, B son conjuntos finitos, entonces | A x B| = | A||B|.

Demostracion. Si A= {ay, - ,a,} y B={b1, -+ ,bn}, donde los a; son distintos
y los b; son distintos (o sea n = |A| y m = |B]), entonces por definicién,

Ax B={(a1,b1),...,(an,b1),...,(a1,bm), ., (an,bm)}.

Es claro que estos nm elementos son todos distintos, con lo cual | A x B| = nm. O

Ejercicio 3.1. ;Qué pasa si tomamos el producto cartesiano de mas conjuntos?
Dar una férmula y probarla por induccién.

Ejemplo. Supongamos que tenemos en nuestro placard 3 camisas, 4 pantalones y
2 pares de zapatos. ;De cudntas maneras distintas podemos vestirnos?

Ejemplo. Paseando por la calle, entramos a un Pumpernic, y encontramos el si-
guiente anuncio: “Armé tu hamburguesa con lechuga, tomate, queso y cebolla de
cualquiera de las 16 maneras posibles”. ;Es correcto el enunciado?

Lo que estamos haciendo al fin de cuentas es tomar el conjunto de “extras”
de la hamburguesa (en este caso el conjunto {lechuga, tomate, queso, cebolla}) y
eligiendo algin subconjunto de él. Generalizando el argumento, si .4 es un conjunto
de n elementos, jcudntos subconjuntos tiene A? O dicho de otra forma, ;cudntos
elementos tiene P(A)7?
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Ejemplo. ;Cuédntos nimeros de exactamente tres cifras hay? Podemos pensar este
ejemplo como sigue: debemos proceder en tres pasos. En el primer paso elegimos
la primera cifra, que no puede ser cero. Es decir, tenemos 9 posibilidades. Luego,
elegimos la segunda cifra, que puede ser cualquiera. Tenemos 10 posibilidades. Por
ultimo, elegimos la tercera cifra, que otra vez puede ser cualquiera. Tenemos 10
posibilidades. En total, son 9 - 10 - 10 = 900 ntmeros.

Una manera de resumir los ejemplos considerados hasta aqui es la siguiente: si
tenemos que contar un proceso de k pasos, donde en cada paso tenemos que hacer
una eleccién y tal que las elecciones son “independientes” (es decir, la eleccién de un
paso no influye en los otros), y si tenemos n, posibilidades para la primer eleccién,
ng para la segunda, ..., ny posibilidades para la k-ésima, entonces en total tenemos
ny X -+ X ny casos posibles.

Si las elecciones son dependientes, este razonamiento ya no vale.

Ejemplo. Aceptando nimeros que empiecen con 0, jcudntos nimeros de 4 cifras
hay con todos los digitos distintos?

En este ejemplo, la eleccion del segundo digito depende de cual fue la eleccién
del primero, con lo cual el conjunto que estamos considerando no es un producto
cartesiando de conjuntos. De todas maneras, podemos nuevamente proceder por
pasos. Para el primer digito tenemos 10 posibilidades, dado que no tenemos res-
triccién alguna hasta aqui. Si llamamos a; al digito elegido, ;qué digitos podemos
poner en el segundo lugar? Es claro que cualquier digito que no sea a; nos sirve,
luego para el segundo digito tenemos 9 posibilidades. Si ahora llamamos a9 al se-
gundo digito, para el tercer digito podemos poner cualquiera salvo a; y as (que
son distintos), por lo que tenemos 8 posibilidades. Para el cuarto tenemos 7. Como
todos los nimeros contruidos son distintos (y dan todos los posibles resultados),
tenemos 10 -9 - 8 - 7 = 5040 ntimeros.

Ejemplo. ;De cuantas maneras se pueden sentar 50 alumnos en 200 asientos?

Podemos pensar que los alumnos estdn ordenados (por ejemplo, alfabéticamente,
o por fecha de nacimiento, o de cualquier otra manera). El primer alumno se puede
sentar en 200 asientos. El segundo, en 199. El tercero, en 198. Asi siguiendo, el
dltimo tiene 151 asientos para sentarse. Las maneras entonces son
200!

200-199-198---151 = —.
00-199 - 198 5 501

Ejercicios. Decidir en cada caso cuantos elementos tienen los siguientes conjuntos:

1. Funciones de un conjunto de n elementos en un conjunto de m elementos.

2. Funciones inyectivas de un conjunto de n elementos en un conjunto de m
elementos.

3. Funciones biyectivas de un conjunto de n elementos en un conjunto de n
elementos.

En todos los ejemplos que vimos hasta ahora el orden de los elementos a contar
era importante (no es lo mismo el nimero 192 que el nimero 291 a pesar de que
ambos poseen los mismos digitos). {Qué pasa si el orden no importa? Por ejemplo,
supongamos que estamos jugando a un juego de naipes (con 40 cartas) y queremos
contar las posibles manos (de 3 cartas) que podemos obtener. ;Cémo hacemos?
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Siguiendo los razonamientos hechos hasta aca, uno dirfa: al repartir las cartas,
tengo 40 posibilidades para la primera carta, 39 para la segunda y 38 para la terce-
ra, y entonces las posibles manos son 40 - 39 - 38. Sin embargo, esto no es correcto,
como se puede ver con el siguiente ejemplo: si en la primer mano sacamos el as
de espadas, en la segunda el 7 de oros en la tercera el 7 de espadas es lo mismo
que haber sacado primero el 7 de espadas, luego el 7 de oros y por ultimo el as de
espadas. ;Cuantas veces estamos contando esta mano? Si pensamos que contarla
muchas veces es cambiar el orden en que aparecieron las cartas, vemos que la conta-
mos tantas veces como permutaciones de las tres cartas hay, es decir, 3! = 6 veces.
Ahora, la cantidad de veces que contamos el mismo caso (la mano) no depende de
las cartas que obtuvimos, con lo cual el niimero de manos por seis es 40 - 39 - 38, o
sea el niimero de manos es % = 9880.

Resolvimos el problema utilizando (esencialmente) el caso anterior, pero hay
otra forma de pensar este problema. Una mano es un subconjunto de 3 elementos
del conjunto de naipes (recordar que un conjunto no posee informacién del orden
en que listamos sus elementos). Luego lo que queremos hacer es contar cudntos
subconjuntos de 3 elementos tiene un conjunto de 40 elementos. Ya sabemos que el

, | . . . . e
nimero de formas es 3‘;?3,. Esto motiva la siguiente definicién:

Definicién. Si n,m son ntmeros naturales, con n > m, definimos el ndmero com-

binatorio () := Wlm)r

Proposicién 3.2. Si A es un conjunto de n elementos, el nimero de subconjuntos
de A de m elementos es (:1)

Demostracion. (de manera combinatoria) Si razonamos como antes, si extraemos
del conjunto m elementos de manera ordenada, tenemos (nfi;n)' maneras de hacerlo.
Como no nos interesa el orden en que elegimos los elementos, cada caso lo estamos
contando m! veces (el ndmero de permutaciones de un conjunto de m elementos),

de donde se sigue el enunciado. [

Mas abajo haremos otra demostracién de este enunciado usando induccién. Notar
en particular que () es un niimero natural para cualquier eleccién de n y m (cosa
que no es para nada obvia de su definicién). Una propiedad importante de los
ntimeros combinatorios es la que sigue:

Lema 3.3. SineN y1<m <n entonces (TZ) + (mT-LH) = (;::_11)

Demostracion. Si escribimos la definicién de los términos de la izquierda y sacamos
comin denominador, tenemos

(Z) + (mj— 1) - m!(nni m)! + (m+ 1)!(77:!—771— 1)! -
~nlm+1)+nl(n—m) (n+1)! _(n+1
 (m+Dn=-m)! (m+ D (n-—m)! (m—|—1>

O

Ejercicio 3.2. Probar (por induccién) que para todo n € N y m natural con
1<m<n, (:1) es un numero natural.

Podemos ahora demostrar la proposiciéon anterior por induccién en n.
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Dem. de la Prop.3.2. (por induccién) El caso base es n = 1. Si el conjunto tiene 1
elemento, entonces como 0 < m < n, m puede ser 0 6 1. Es claro que la cantidad de
subconjuntos de 0 elementos es 1 (jel conjunto vacio!) y la cantidad de subconjuntos
de 1 elemento es también 1 (todo el conjunto). En ambos casos coincide con el
combinatorio (711)

Supongamos entonces que para conjuntos de n elementos vale la proposicion,
y supongamos que A tiene n + 1 elementos. Entonces 0 < m < n + 1. Los casos
m =0y m = n+ 1 son como antes: en ambos casos hay un solo subconjunto de
m elementos. Supongamos entonces que 1 < m < n. Podemos tomar un elemento
particular de A; llamémoslo xg. Los subconjuntos de A los dividimos en dos: los que
tienen a xy como elemento y los que no. Los subconjuntos de A de m elementos
que no contienen a xg son los mismos que los subconjuntos de m elementos de
A\ {zo}. Como A\ {x¢} tiene n elementos, podemos aplicar la hipétesis inductiva
y decir que hay (::l) de tales subconjuntos. Por otra parte, hay la misma cantidad
de subconjuntos de m elementos que contienen a xy que de subconjuntos de m — 1
elementos de A \ {z¢}, por lo que nuevamente por hipétesis inductiva éstos son

(m’il). Entonces, la cantidad de subconjuntos de A de m elementos es (:;) + (mil),
que por el lema coincide con ("ﬂtl) O

Ejercicio 3.3. El Quini 6 consiste en elegir 6 nimeros del conjunto de nimeros
{1,...,46}. ;Cudntos posibles resultados hay? (Rta: 9.366.819)

La férmula del binomio de Newton (probada en la practica de induccién) dice
que si a, b son nimeros reales y n es un nimero natural,

n __ - n 1pn—1i
(a+0b) —Z (Z,)a b .
=0
Podemos interpretar esto de la siguiente manera, (a + b)™ = (a+b)--- (a + b) con

—_—

n
lo cual, al aplicar la propiedad distributiva, para obtener a’6™ % tenemos que elegir

en i lugares el nimero a y en los restantes el ndmero b. Ahora si tenemos n términos
vy tenemos que elegir ¢ de ellos para tomar el nimero a, tenemos (’Z) maneras de
hacerlo, que es lo enunciado.

Antes de pasar al ultimo caso general, veamos cémo podemos combinar lo apren-
dido hasta acd en casos mas complejos. Por ejemplo, ;cuantos nimeros de 2 cifras
hay mayores que 127

Este ejercicio se puede resolver de dos maneras distintas, pero que nos llevan a
lo mismo.

Una manera de responder a la pregunta es la siguiente: los nimeros de 2 digitos
sabemos que son 100. Los ntimeros menores o iguales a 12 son 13 (recordar que esta-
mos considerando el 0), luego los otros son mayores que 12 y tenemos 100 — 13 = 87
€asos.

Pero también se puede pensar de otra manera, separando en casos:

= Si elijo el primer digito mayor que 1 (y tengo 8 posibilidades), ya el nimero
obtenido serda mayor que 12. Luego aca tengo 8 - 10 = 80 casos posibles.

= Si el primer digito es 1, el segundo digito debe ser mayor que dos. Hay 7
nimeros mayores que 2, con lo cual en este caso tengo 7 posibilidades.
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Como hemos considerado todos los casos posibles, tenemos 87 posibilidades.

;,Qué tienen en comun las dos formas de resolverlo? En ambos usamos el siguiente
principio: si tenemos dos conjuntos finitos y disjuntos, el cardinal de la unién es la
suma de los cardinales. En la primera resolucién dijimos: {nimeros de dos digitos} =
{ntmeros de dos digitos > 12} U {ntimeros < 12}. Luego 100 = X + 13, siendo X
el nimero que queremos calcular.

En la segunda resolucién consideramos como conjunto A = {ntimeros con primer
digito > 2} y B = {ndmeros > 12 con primer digito 1}. Claramente ANB =0 y
AU B es el conjunto que buscamos.

.Qué pasa si Ay B no son disjuntos? ;Qué podemos decir de |4 U B| en este
caso?

Proposicién 3.4. Si A y B son dos conjuntos finitos, |[AUB| = |A|+|B|—|ANB|.

Demostracion: Llamemos C = ANB. Luego A = CU(A\C). Al ser la unién disjunta,
|A| = |C|+]A\C|. Andlogamente, |B| = |C|+|B\C|. Como AUB = (A\C)U(B\C)UC
y dichas uniones son disjuntas, obtenemos que |A U B| = |A\C| + |B\C| + |C| =
| Al +[B] = [C]. O

Ejercicio 3.4. Deducir y probar una férmula para la unién de 3 conjuntos.

Ejercicio 3.5. Generalizando los dos casos anteriores, probar (por induccién) que

si tenemos n conjuntos Aj, ..., A,, entonces
n
|UAi| = Z (=D nyer Ayl
i=1 P£IC{1,...,n}

Ejemplo. ;Cuantos anagramas de la palabra “PTANO” podemos formar si pedimos
que la letra A esté al lado de otra vocal?

Una manera de resolver este problema es la siguiente: comenzamos viendo al
lado de qué letra ubicamos a la A. Definamos A = {palabras con A pegada a I}.
Los elementos de este conjunto satisfacen que en algin lugar de la palabra aparece
“Al” 6 “IA”. Si pensamos que estas dos letras son un solo caracter, y dejamos que
las otras letras se ubiquen donde quieran, tenemos 4! posibles palabras (que es el
nimero de permutar este bloque que formamos y las otras 3 letras). Como podemos
formas palabras con “AI” 6 con “IA” (y estos casos son disjuntos), |A| = 2.4!. De
manera andloga, podemos definir B = {palabras con A pegada a O} y |B| = 2.4!
también. ;Quién es A N B? Son las palabras que la letra A esta pegada a la letra
Iy alaletra O. Luego AN B = {palabras con “TAO” 6 con “OAI” en algin
lugar}. Contando como antes, | AN B| = 2.3! (justificar esto). Luego la respuesta es
4.4 —2.3! = 84.

Ejercicio 3.6. Si tiramos un dado 4 veces, jcuantos resultados posibles tenemos?
. Cuéntos tal que en dos tiros consecutivos aparecen nimeros iguales? ;Cudntos tal
que en dos tiros consecutivos aparecen dos numeros distintos?

Ejercicio 3.7. Vamos 3 parejas al cine, y al llegar debemos decidir como sentarnos.
El problema es que dos hombres estamos peleados (por cuestiones futbolisticas) y
no queremos sentarnos juntos. ;De cudntas maneras podemos sentarnos si cada
persona tiene que estar con su pareja? (rta: 40).
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Ejemplo. Invitamos a 7 amigos a casa a cenar, y queremos sentarnos en una mesa
redonda, ;de cuantas formas podemos hacerlo si no importa la silla en que nos
sentamos sino solamente cémo nos ubicamos entre nosotros?

El problema que tienen las mesas redondas es que no se puede marcar un “pri-
mer” lugar ni un “4ltimo” lugar. Una manera de resolver estos problemas es elegir
una persona como referencia (por ejemplo me siento yo primero, y luego veo cémo
se van sentando las otras personas mirando para la derecha). Si lo pensamos asi,
es claro que la respuesta es 6!. Otra manera (a veces mds dificil) de pensar este
problema es que marcamos una silla y contamos cémo nos sentamos contando las
posiciones a partir de esa silla para la derecha (o para la izquierda, claro). El ndmero
de formas es el nimero de permutaciones de las 7 personas, con lo cual hay 7! casos.
Pero al estar sentados en una mesa redonda, si nos movemos todos un asiento para
la derecha, la forma de sentarnos no cambié. Lo mismo pasa moviéndonos 2, 3,4, 5
6 6 lugares a la derecha'. Luego cada forma de sentarnos la contamos 7 veces, con

7

lo cual la respuesta es = = 6!.

Ejemplo. ;Cuédntas funciones suryectivas hay de un conjunto A de n elementos en
un conjunto B de m elementos?

Este problema a pesar de parecer sencillo no lo es tanto. Podemos tratar de contar
las funciones que no son suryectivas. Digamos que B = {b1,..., b, }. Definimos el
conjunto C; = {f : A — B tales que b; no estd en la imagen de f}. Queremos contar
| Ui, C;|. Para usar el principio de inclusién-exclusion, necesitamos saber cuantos
elementos tiene la interseccién de varios de estos conjuntos, pero ();_, C; es el
conjunto de funciones que no tiene los primeros r elementos en la imagen, o sea que
la imagen tiene (a lo sumo) m — r elementos. Ya sabemos que (independientemente
de los indices), hay (m — )" tales funciones. Luego, por el principio de inclusién-
exclusién, el niimero de funciones suryectivas es

mn — i(—l)m (") om =y = Sy (7 )m =

Notar que el nimero binomial representa todos los subconjuntos de {1,...,m} que
hay con r elementos.

3.1. Bosones. El caso que vamos a considerar fue estudiado por el fisico Satyen-
dra Bose mirando como se comportan las particulas. Las particulas tienen asociados
numeros cudnticos. Los fermiones son ciertas particulas que satisfacen que dos de
ellas no pueden estar en el mismo lugar y tener los mismos numeros cudnticos. Si
tenemos n particulas (que son indistinguibles) y las queremos ubicar en k estados
cudnticos, tenemos (fl) maneras de hacerlo.

Otra clase importante de particulas son las llamadas bosones (llamadas asi pre-
cisamente en honor a Bose), que sf pueden compartir el estado cudntico. Si tenemos
n bosones, y los queremos ubicar en k estados, ;de cudntas maneras podemos ha-
cerlo? Un problema andlogo (y tal vez mas intuitivo) es el siguiente: jde cudntas
maneras podemos poner n bolitas indistinguibles en &k cajas?

Comencemos suponiendo que tenemos 2 cajas y 2 bolitas. Luego todas las ma-
neras de poner las bolitas en las cajas son:

[oo]l ], [ollel, [ ]lec]
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O sea la respuesta es 3. La manera de resolver este problema consiste en encontrar
una “representacion” del mismo que nos facilite la forma de contar. Para facilitar
la notacidén, representemos por una barra vertical | las paredes de las cajas. Luego
los casos anteriores son

[oof [, lofel, | oo

Podemos pensar que tenemos dos simbolos distintos, a saber | y o (en nuestro caso,
dos o y tres |), y que lo que estamos haciendo es mirar todas las permutaciones que
podemos obtener con estos dos objetos. Esta idea a pesar de ser muy buena, no fun-
ciona correctamente, porque al permutar todos, tenemos casos que no corresponden
a posiciones permitidas. Por ejemplo,

of | o

no tiene interpretacién en términos de nuestras cajas. En los casos que miramos, las
permutaciones tienen necesariamente una barra vertical al comienzo y una barra
vertical al final, por lo que podemos no ponerlas. Luego podemos pensar que lo que
queremos hacer variar las | interiores y las o. Asi para dos cajas y dos bolitas, lo que
queremos es ver todas las permutaciones de una barra vertical y dos circulos. El
nimero de tales permutaciones es (?) = 2% = 3 (es elegir de los 3 lugares uno para

poner la barra vertical). Este razonamiento demuestra la siguiente proposicién:

Proposicion 3.5. Si tenemos n bolitas indistinguibles y las queremos repartir en

k cajas, hay % = ("Zf;l) = (n+571) formas de hacerlo.

Veamos algunos ejemplos de aplicaciones de esto:

Ejemplo. Tenemos 200 vacantes para Algebra I, y queremos armar 3 turnos con
estas vacantes, ;de cuantas maneras podemos hacerlo?

Podemos pensar que cada turno es una caja, y el nimero de vacantes asociado a
cada turno es el nimero de bolitas que ponemos en cada caja. Luego es un problema

de bosones con 3 cajas y 200 bolitas, con lo cual hay (222) = % = 20301.

Ejemplo. ;De cudntas maneras se pueden distribuir las 200 vacantes si queremos
un minimo de 20 alumnos por turno?

Una manera facil de conseguir esta condicién es poner 20 vacantes en cada turno,
y luego repartir (por bosones nuevamente) las 140 vacantes restantes en los 3 turnos,
luego la respuesta es (132) = 10011.

Ejemplo. ;De cudntas maneras si no puede haber méas de 80 alumnos por curso?

Una manera conocida de resolver este problema es contar su complemento, o
sea de cuantas formas podemos armar los turnos tal que alguno tenga mas de 80
alumnos. Llamemos A; a las distribuciones tales que el turno ¢ tiene mas de 80
alumnos. {Cudntos elementos tiene A;? Siguiendo el razonamiento anterior, po-
nemos 81 vacantes en el turno i, y distribuimos las 119 vacantes restantes entre
los tres turnos, con lo cual |A4;| = (*2') = 7260. La interseccién de dos conjuntos
son las distribuciones tales que dos turnos tienen més de 80 alumnos. Supongamos
(por simplicidad) que miramos cuédntas distribuciones de alumnos tienen mds de
80 alumnos en el turno 1 y 2. Esto corresponde a poner 81 bolitas en la primera
caja y 81 bolitas en la segunda. Luego nos quedan 38 bolitas para repartir entre
las tres cajas, con lo cual |A; N Ay| = (40) = 780. Por dltimo, los tres conjuntos

2
tienen interseccién vacia, dado que no hay suficientes vacantes para que haya 81
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alumnos en cada turno. Usando el principio de inclusién exclusién, tenemos que el
complemento de nuestro problema tiene cardinal

121 40
3< 9 > 3<2> = 19440.

Luego las distribuciones con menos de 80 alumnos por clase son 20301—19440 = 861.
Observacién: el resultado coincide con (422), que es la cantidad de maneras de
poner 40 bolitas en 3 cajas. jPor qué?

Ejemplo. ;Cuédntas formaciones “razonables” de un equipo de futbol hay? Lla-
mamos formacién razonable a una formaciéon que tiene al menos 2 defensores, 1
mediocampista y 1 delantero (ademés del arquero, por supuesto).

Nuevamente jtenemos un problema de bosones! Tenemos 11 jugadores en un
equipo de fitbol. Estudiamos formaciones, es decir, cuantos jugadores son defen-
sores, cuantos mediocampistas y cuantos delanteros. Esto es, en este ejemplo los
jugadores son “indistinguibles”. Ademas del arquero, tenemos 10 jugadores para re-
partir entre defensores, mediocampistas y delanteros. Podemos pensar que tenemos
estas tres cajas, y queremos repartir las 10 bolitas en ellas. Ponemos dos bolitas en
la defensa, una en el mediocampo y otra en la delantera, y nos quedan 6 bolitas
para repartir en 3 cajas, luego la respuesta es (g) = 28.

Ejercicio 3.8. ;Cudntas funciones crecientes hay del conjunto {1,...,n} en el
conjunto {1,...,m}?

Ejercicio 3.9. Si tenemos 5 pesos y queremos apostarlos en la loteria, ;de cuantas
maneras podemos hacerlo si las apuestas son siempre un nimero natural de pesos?

Ejercicio 3.10. ;De cuantas maneras se puede partir un nimero natural n como
suma de k niimeros naturales? (suponiendo por supuesto que k < n).

4. PROBABILIDAD

Supongamos que queremos realizar un experimento en el que los posibles resulta-
dos son finitos (digamos que hay n posibles resultados). Supongamos, ademds, que
todos los posibles resultados son “equiprobables” o, dicho de otra manera, todos los
resultados tienen la misma probabilidad de salir. Si tenemos, dentro de los posibles
resultados, k de ellos que nos resultan “favorables” (o sea, queremos que salgan),

entonces la probabilidad de éxito del experimento es %

Observacion. La probabilidad en los casos que consideramos es siempre un nimero
racional entre 0 y 1. Ademas, la probabilidad es 1 si en nuestro experimento todos
los casos son favorables y es 0 si ninguno lo es.

Utilizando algunas técnicas de andlisis, se puede extender estos conceptos a casos
en que el conjunto de resultados no es finito, ni son necesariamente equiprobables.
Estas nociones estdan mas alld del presente curso, sin embargo.

Ejemplos. Veamos cémo la combinatoria nos permite calcular varias probabilida-
des (muchas de ellas de juegos de azar).
1. Tomemos una moneda equilibrada, y la tiramos al aire. Supongamos que
no hay condiciones externas que influyan en la moneda (como viento), jqué
probabilidad hay de que salga cara?
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Si miramos la definicién de probabilidad, lo que debemos hacer es contar
el nimero de resultados posibles para tirar la moneda, y el niimero de re-
sultados favorables que tenemos. Dado que una moneda tiene dos caras, el
nimero de experimentos es 2, y hay un tnico resultado favorable. Luego la
probabilidad es 1/2.

2. En las mismas condiciones, jqué probabilidad hay de que salga ceca?

3. Supongamos que tomamos una moneda y la tiramos dos veces. ; Qué proba-
bilidad hay de que salga una cara y una ceca?

Contemos los resultados en base a qué sale cada vez que uno tira la mo-
neda. Para cada tiro tenemos dos posibilidades, por lo que el niimero total
de resultados es 2 - 2 = 4. El ntiimero de casos favorables es 2 (cara-ceca y
ceca-cara). Luego, la probabilidad es 1/2.

4. Un argumento (falaz) para el ejercicio anterior es el siguiente: cuando tiramos
las monedas, los resultados son: obtener dos caras, dos cecas o una y una.
Luego, de los 3 casos hay uno solo favorable con lo cual la probabilidad es
1/3. {Qué estd mal en esta respuesta?

5. {Cual es la probabilidad de ganar el Quini6? (rta: 1.06 x 1077).

;, Qué probabilidad hay de ganar la loteria?

7. {Qué probabilidad hay de que salga rojo en la ruleta? (;cudnto nos pagan si
sale rojo?).

8. En un juego de dados (no cargados), ;qué probabilidad hay de hacer generala
servida? (rta: & ~ 0.00077) jy de hacer escalera servida? (rta: 33 ~ 0.03).

9. Supongamos que debemos hacer escalera, y luego del segundo tiro tenemos
los nimeros {3, 3,4,4,4}. ;Qué nos conviene? jtirar todo de nuevo o sélo 3
dados? (tirar 3 tiene probabilidad 0.055).

i

Proposicion 4.1. Si tenemos un experimento y dos conjuntos de resultados dis-
tintos A y B que consideramos favorables, P(AU B) = P(A) + P(B) — P(ANB).

Demostracion. Si contamos el nimero de casos favorables, debemos calcular | A U
B| = |A| + |B] — | AN BJ por el principio de inclusién exclusién. Si dividimos esta
igualdad por el niimero total de casos, tenemos el resultado buscado. O

Corolario 4.2. Si un evento A tiene probabilidad P(A) de salir, la probabilidad
de que A no salga es 1 —P(A).

Ejemplo. ;Cudl es la probabilidad de que de un grupo de n personas haya al
menos dos que cumplen afios el mismo dia?

Calculemos la probabilidad del complemento, o sea de que en un conjunto de
n personas, todas ellas cumplan anos en dias distintos. Dado que las personas son
“distinguibles”, podemos pensar que a cada persona tenemos que asignarle un dia
del ano. Luego debemos contar el ntimero de funciones inyectivas de un conjunto
de n elementos en uno de 365 (para hacer la cuenta més ficil, olvidemos los 29
de febrero). Sabemos que hay % tales formas, con lo cual la probabilidad

buscada es 3651
1= e = f(n)
(365 — n)!365
Si miramos los primeros valores de esta funcién, vemos que es creciente (es claro
que mientras més personas hay, més probabilidad hay de que dos cumplan el mismo
dfa), y para 23 personas esta probabilidad es aproximadamente 0.5073, o sea es més

probable que en 23 personas dos de ellas cumplan el mismo dia de que no pase. Si
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uno calcula un par més de valores, se da cuenta (por ejemplo) que para 30 personas,
hay més del 70 % de probabilidad de que dos cumplan el mismo dfa.

Ejemplo. El Prode (prondstico deportivo) “antiguo” (hasta 1998) consistia en
predecir el resultado de 13 partidos de fitbol (los 10 de primera divisién y los 3
mds importantes de la Primera B Nacional). Para ello uno debfa predecir en cada
partido si ganaba el equipo local, el equipo visitante, o si empataban. Ademds
(para facilitar el juego), se podian marcar dos dobles, es decir, elegir dos opciones
“extras” en cualquiera de los 13 partidos. Asi por ejemplo uno podia predecir que
un partido ganaba el local o que era empate, y si cualquiera de esos dos resultados se
cumplia se consideraba como correcta la prediccién (la restriccién era que los dobles
debian utilizarse en partidos distintos, no pudiéndose marcar las tres opciones de
un partido). En el Prode moderno, se retiraron los dobles, y uno debe acertar
exactamente los 13 juegos. Calcular la probabilidad de ganar en las dos modalidades.

El célculo del Prode moderno es sencillo, y la probabilidad es cercana a 6,3 x
10~". Veamos qué pasa con el antiguo Prode. Comencemos contando los casos “favo-
rables”. Imaginemos que sabemos cudl sera el resultado de cada partido, y queremos
construir tarjetas ganadoras. Para tal fin, comenzamos eligiendo los partidos donde
pondremos los dobles. Tenemos (123) elecciones, y en estos dos partidos hay 2 formas
de ubicar las cruces extras (es decir, en estos partidos debemos marcar la opcién
correcta, y luego nos quedan dos posibilidades para la segunda opcién). Del resto
de los lugares tenemos que elegir exactamente el resultado correcto, con lo cual el
nimero de casos favorables es

2-2(123) =13-24 =312

Para contar el nimero total de resultados, podemos pensar de una manera simi-
lar: de los 13 partidos elegimos dos de ellos donde usar la opcién extra. Tenemos
(123) formas de hacerlo. Una vez escogidos estos lugares, tenemos 3 formas de dejar
un lugar desmarcado en cada uno de ellos, (es decir, 9 opciones para los dobles una
vez que elegimos dénde ponerlos) y 3!! formas de marcar los 11 lugares restan-
tes, con lo cual el nimero de casos totales es (123)313. Calculando la probabilidad,
tenemos

312 312
(123)313 124357194

~2,5%x107°

O sea con el sistema viejo teniamos 4 veces mas chances de ganar que ahora.

Observaciéon: dado un resultado para cada partido, contamos cudntas tarjetas de
Prode nos hubiesen servido para ganar. Se puede hacer una cuenta distinta: dada
una tarjeta de Prode que armamos, se cuenta cuantas combinaciones de resultados
hacen que ganemos. ;Hay alguna diferencia en el resultado final?

Ejercicio 4.1. Tenemos el siguiente juego: se tiran dos dados (no cargados), y se
suman los resultados obtenidos. Si tenemos que apostar entre que la suma sea 9 6
10, jqué nos conviene hacer?

Ejercicio 4.2. Se tiran dos dados repetidas veces hasta que suman 4 6 7, en cuyo
caso el juego se termina. ;Cudl es la probabilidad de que se haya terminado por
sumar 4 y cudl por sumar 77
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5. NUMEROS ENTEROS

Este capitulo estd basado “fuertemente” en las notas de enteros de Teresa Krick
(disponibles en la pagina web http://mate.dm.uba.ar/ krick/algebral-04.htm).

5.1. Introduccién. El conjunto de niimeros enteros es
z={...,-3-2,-1,0,1,2,3,...} = —-NU{0}UN

(donde —N := {—n : n € N}). jPor qué es util trabajar con los niimeros enteros?
Si miramos el conjunto de nimeros naturales, podemos considerar la operacién de
suma + : N x N — N, que

1. es asociativa: para toda terna de ndmeros naturales (a,b,c) vale que (a +
b+ec=a+(b+o),y
2. es conmutativa: para todo par de nimeros naturales (a,b) vale que a + b =
b+ a.
La operacién inversa a la suma es la resta. El problema con la resta en los nimeros
naturales es que no se puede hacer siempre. Si n > m, hay un dnico natural z tal
que n =m+ z, y se define x = n — m. Pero si n < m, tal natural no existe y no se
puede hacer la resta n —m. Precisamente, para poder hacer restas con cualquier par
de ndmeros naturales, se introducen los negativos (y el 0). Una vez hecho esto, en
7Z se pueden hacer sumas y restas entre dos elementos cualesquiera. Con la suma,
Z es un grupo abeliano.

Definicién. Un grupo abeliano es un conjunto 4 con una operacién binaria * tal
que
1. es asociativa: para toda terna de nimeros naturales (a,b,c) vale que
(axb)yxc=ax(bxc),
2. es conmutativa: para todo par de nimeros naturales (a, b) vale que axb = bxa,
3. tiene elemento neutro: existe e € A tal que para todo elemento a € A se
tiene e x @ = a (y como * es conmutativa, también a x e = a),
4. tiene inversos: para todo a hay un elemento, a, tal que a xa = e.

El elemento neutro de la suma en el grupo Z es el 0, y si n € Z, su inverso (para
la suma) es n = —n. No es dificil probar usando las propiedades 1-4 la funcién
i: A— A definida por i(a) = a es biyectiva.

Ademés de (Z,+), otros ejemplos de grupos abelianos son (Q\{0},:) (Q,+),
(R,+), (R\ {0}, ), ete.

El conjunto Z tiene dos operaciones importantes. Una de ellas es la suma, que lo
hace un grupo conmutativo, como vimos. La otra, es el producto. Con el producto
Z no es un grupo (sélo satisface las propiedades 1, 2 y 3, pero no hay inversos de
elementos). Estas dos operaciones tienen una relacién entre ellas:

= Propiedad distributiva: para toda terna (a, b, c) de elementos de Z vale que
a-(b+c)=a-b+a-c
Con la suma y el producto, Z es un anillo conmutativo:

Definicién. Un anillo conmutativo es una terna (A, +,-) donde A es un conjunto
y 4+, - son dos operaciones binarias tales que:

= (A, +) es un grupo abeliano,

= (A, ") satisface las propiedades 1, 2 y 3,

= se cumple la propiedad distributiva.
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Los anillos conmutativos juegan un rol muy importante en la matematica. Hay
definiciones similares relajando un poco las propiedades anteriores (por ejemplo la
existencia de neutro para el producto o la conmutatividad del producto) que tienen
una rica teoria también, pero mas complicada. Ejemplos de anillos conmutativos
son (Z,+,-), (Q,+,-), (R,+,-), (C,+,-), los polinomios (R[z],+, ), etc.

5.2. Divisibilidad.

Definicién. Dados a,b € Z, decimos que a divide a b (y notamos a | b) si existe
q € Z tal que b = qa.

Ejemplos. = 0]0,ysi0]|n entonces n=0.
= 1|9 porque 9=9-1.
= 2| —4 porque —4 = (—2) - 2.
= 312, ;por qué?
= n | 0 para todo n € Z.

En este momento no podemos probar que 3 { 2, porque la definicién nos dice
cudndo un nimero divide a otro, pero para probar que 3 {2 debemos ver que para
ningin ntmero entero ¢ vale 3¢ = 2. A continuacién veremos algunas propiedades
de la divisibilidad que nos permitirdn concluir esto (y varias cosas mds).

Propiedades 5.1. Dados a, b, ¢ nimeros enteros, vale que

1. Sia | b entonces a | bc.

Sia|byb|centonces a|c.

Sia|bya|centonces al|rb+ sc para cualquier r, s € Z.
Sia|byb#0 entonces |a| < |b|.

Dado m € Z no nulo, a | b si y sélo si ma | mb.
Sia,b € Z son tales que a | by b| a entonces a = £b.
alb <= —a|b <<= a|-b <<= —a]|-b

N

Demostracion. Veamos como demostrar algunas de las propiedades y dejamos las
restantes como ejercicio.

1. Como a | b entonces b = ga para algin ¢ € Z. Multiplicando esta igualdad por
¢, obtenemos be = (gc)a con lo cual a | be (Observacion: usamos aqui las propiedades
conmutativa y asociativa del producto. ;Dénde?).

4. Como antes, b = ga para algin ¢ € Z. Si tomamos valor absoluto, tenemos
que |b| = |a|-]q|. Como b #£ 0, debe ser ¢ # 0y |g| > 1, con lo cual |b| = |a|-|q| > |al.

5. Una implicacién es facil: si a | b entonces ma | mb. La demostracién es como
la del punto 1, si b = ga, multiplicando por m, tenemos que bm = g(am). Para
la reciproca, si b = g(am), entonces (b — ga)m = 0. Como m # 0, tenemos que
b — ga =0 con lo cual b = ga (notar que debemos usar que m no es cero para esta
implicacion).

6. Si a = 0 entonces b = 0, y reciprocamente. En este caso, vale que a = =+b.
Podemos suponer entonces que a 'y b son no nulos. Como a | b, tenemos que |a| < |b].
Como b | a, tenemos que |b| < |a|, luego |a| = |b], con lo cual a = +£b. O

En particular, la propiedad 4 nos permite probar que 3 1 2, dado que si 3 | 2,
entonces |3| < |2, lo cual es falso.
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Definicién. Si a € Z, definimos el conjunto de divisores de a como Div(a) =
{d€Z : d|a}. De manera andloga, Div(a) es el conjunto de divisores positivos
de a.

Ejercicio 5.1. Probar que si a # 0 el conjunto Div(a) es finito y no vacfo. ; Cudntos
elementos tiene como minimo? ;Quiénes son los divisores de 07

Ejemplo. ;jPara qué valores enteros de n vale que 5n + 1| Tn + 37

Por la propiedad 3 de 5.1, como 5n 4+ 1 | 5n + 1 y también 5n + 1 | Tn + 3,
tomando r = =7 y s = 5, resulta que 5n+ 1| (=7)(5n+ 1) + 5(7n + 3) = 8. Luego
5n + 1 € Div(8), pero Div(8) = {£1,+2,4+4,+8}. Si resolvemos cada ecuacién
lineal, tenemos que las tnica soluciones (enteras) son n = —1y n =0.

Ejercicio 5.2. ;Para qué valores de n, (n+1) | (n®> —7)?

Definicion. Un ndmero entero m se dice irreducible si tiene exactamente 4 divi-
sores. Un nimero que no es irreducible se llama compuesto.

Notar que todo niimero m # +1 tiene al menos 4 divisores: m, —m, 1, —1. Notar
también que 1 y —1 no son irreducibles. Una definicién equivalente entonces es: m
es irreducible si m # +1 y Div(m) = {£m, £1}.

Definicién. Un niimero entero p # +1, 0 se dice primo si cada vez que p | ab para
un par de nimeros enteros a, b, se tiene que p | a 6 p | b.

La nocién de ntimero primo que se suele aprender en la escuela es la de irreduci-
ble. Ambas nociones coinciden, como veremos. Esto es, p € Z es primo si y solo si es
irreducible. Se usan ambos nombres porque hay anillos en los que las dos nociones
son distintas. Lo que vale en cualquier anillo es que p primo implica p irreducible.

Proposicion 5.2. Sip es primo entonces es irreducible.

Demostracion. Supongamos que a € Z es un divisor de p. Luego p = ga para algin
q € Z. En particular, p | ga. Luego, al ser p primo, vale que p | a 6 p | ¢q. Si p| a,
a = £p por la propiedad 6 de 5.1. Si p | ¢, nuevamente por la propiedad 6, ¢ = +p
con lo cual a = £+1. Luego los tnicos divisores de p son +1 y +p. ([

Ejemplo. Verifiquemos que 3 y 5 son irreducibles, pero 4 no lo es (a esta altura no
tenemos manera sencilla de probar que un nimero es primo). Como los divisores
de n estédn entre —|n| y |n| para todo n # 0, para ver que 3 es irreducible alcanza
con ver si 2 y —2 lo dividen. Como no lo dividen, se tiene Div(3) = {£1,+3} y por
lo tanto es irreducible. Con 5 es similar, hay que chequear que 245,345y 415
(esto autométicamente probarfa que —215, =315y —4 ¢ 5, por la propiedad 7).

Teorema 5.3 (Algoritmo de divisién). Dados a,b € Z con a # 0, existen tinicos
q,r € 7 tales que
b=gqa+r y 0<r<lal

Al ntmero q se lo llama el cociente de la divisién de b por a y al nimero r el
resto. A veces el resto lo notaremos 7, (b).

En la demostracién, para un nimero x # 0 tomamos signo(z) = 1siz > 0y
signo(z) = —1 si < 0. Observemos que x signo(z) = |x|.

Demostracion. Consideremos el conjunto P = {b—qa : ¢ € Z} N (NU {0}). Este
es claramente un subconjunto de Ny. Veamos que P es no vacio. Si tomamos g =
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—(|b| + 1) signo(a), al calcular b — ga = b+ (]b| + 1)|a] > 0 por ser a un entero no
nulo. Luego, por el Principio de Buena Ordenacion, el conjunto P tiene un primer
elemento, al que llamamos r. Ese primer elemento es de la forma r = b — gga para
algtin qp € Z. Afirmamos que esta eleccién satisface las condiciones y ademads es la
Unica que lo hace.

e Veamos que 0 < 7 < |al. Sino es asi, b—aqg > |al, con lo cual 0 < b—ago—|a| <
r. Pero b — goa — |a| = b — (qo — signo(a))a, por lo que b — goa — |a| € P y entonces
r no es el menor elemento de P, lo que es un absurdo. Luego 0 < r < |al.

e Veamos la unicidad del resto y el cociente. Si b = gia + r1 = g2a + ro con
0 < r; < |al, entonces tenemos que 1 — ro = a(ga — q1), con lo cual a | r; — ra.
Por la Propiedad 4, tenemos que 71 —ro =06 |a| < |ry — r2]. Como |r; — 72| < |al
(porque —a < —ry < r;—r9 <711 < a), debemos tener r1 —ro = 0, es decir 11 = ry.
Esto, a su vez, implica que b—g1a = b— gaa, por lo que (g1 —g2)a = 0. Como a # 0,
esto significa que ¢; — g2 = 0, es decir, ¢ = ¢2. (]

Ejemplo. Calculemos el cociente y resto de la division de 27 por 4. Tenemos que
considerar los nimeros de la forma 27 — 4¢ que sean > 0 y tomar el mas chico de
ellos. Si tomamos ¢ = 0,1,2,... obtenemos 27,23,19,15,11,7,3. El 3 se obtiene
para ¢ = 6, y con ¢ > 7 ya se tienen nimeros negativos. Esto dice que el cociente es
6 y el resto es 3. Es interesante observar que el algoritmo es una formalizacién del
concepto intuitivo, o informal, que uno tiene de la division. La divisién consiste en
repartir. Si se quiere repartir 27 objetos entre 4 personas, se le distribuye un objeto
a cada una. Quedan 23, por lo que se puede seguir repartiendo. Se distribuye un
segundo objeto, y quedan 19, por lo que se puede seguir repartiendo. Se distribuye
un tercer objeto y quedan 15, etc. Esto se hace hasta que se reparten 6 objetos y
quedan 3, y no se pueden repartir mas. Precisamente, esto es considerar los nimeros
de la forma 27 — 4q.

Es importante entender, segun la definicion, qué sucede en los casos en que a 6
b son negativos.

Ejemplo. Calculemos el cociente y el resto de dividir —17 por —3. Queremos que
0< —17+3-g< 3, es decir 17 < 3¢ < 20. Es claro que ¢ =6,y r = 1.
Proposicién 5.4. Sia,b € Z, a # 0, entonces a | b si y solo si rq(b) = 0.
Demostracion. Es claro de la unicidad del resto. ([l

Definicién. Dados a,b € Z con a 6 b no nulo, definimos el mdzimo comin divisor
de a y b como

med(a,b) = (a:b) =méx{d€Z : d|ayd]|b}

Observacién. Esta definicién tiene sentido porque Div(a) N Div(b) es no vacio
(estd al menos el nimero 1 en ambos) y alguno de ellos es acotado (porque a # 0
6b£0).
Ejemplos. Calculemos algunos mcd (se pueden encontrar a mano):

1. (2:5) =1, porque Div(2) = {£1,+2} y 2¢5.

2. (4:6) =2.

3. (=10: —14) = 2.

Observacion. Si a,b € Z, alguno no nulo, entonces:
s (a:b) > 1.
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= (a:b)=(—a:b)=(a:-b)=(—a,—b).
= (a:0)=|al
= (a:b)=la|siysélosialbd.

La segunda igualdad y la tltima nos dicen que solo precisamos poder calcular de
manera eficiente el méximo comin divisor de niimeros naturales. El siguiente lema
es fundamental para probar las propiedades del maximo comun divisor:

Lema 5.5. Dados a,b € Z con alguno no nulo, (a :b) = (a : b+ ka) para cualquier
keZ.

Demostracion. Definimos
Pr={d€Z :d|ayd]|b}, Py={d€Z :d|ayd|b+ka}.

Veremos que estos dos conjuntos son iguales. Es claro que eso termina la demos-
tracién.

= P; C P,, ya que por la Propiedad 3 de divisibilidad, si d | a y d | b entonces
d | b+ ka para cualquier k € Z.
= Py C P1, ya que por la misma propiedad, si d | a y d | b+ ka, entonces
d| (b+ka)+ (—k)a=0b.
(Il

Es computacionalmente muy costoso conocer los divisores de un niimero. Dados
dos numeros, entonces, podria pensarse que calcular el mcd es mas dificil, porque
si se aplica la definicién, hay que calcular los divisores de ambos niimeros. Sorpren-
dentemente, no es asi.

Teorema 5.6 (Algoritmo de Euclides). Dados a,b € N, construimos una sucesion
de cocientes y restos sucesivos de la siguiente manera:

a=bq +r1 0<ri<b
b=r1q2+ 12 0<ryo <
1 =7T2q3 + 73 0<r3<ry
Tn = Tnt1qnt2 + Tni2 0< Tnt2 < pgl

Tn+1 = I'n+2qn+3
Luego (a : b) = ry49. Ademds, reescribiendo cada r; en términos de los anteriores,

encontramos r, s € Z tales que (a : b) = ar + bs.

Antes de hacer la demostracién, veamos un ejemplo de lo que estamos afirmando
para entenderlo mejor. Supongamos que queremos calcular (1272 : 708). Luego
comenzamos a calcular los cocientes sucesivos, y tenemos:

1272 =708 - 1 4 564
708 =564 -1+ 144
564 = 144 -3 + 132
144 =132-1+ 12
132=12-11
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Luego (1272 : 708) = 12. Ademss,
12 =144 — 132 =144 — (564 — 144 - 3) = 144 - 4 — 564
= (708 — 564) -4 — 564 = 708 - 4 — 564 - 5
=708-4—(1272—-708)-5="708-9 — 1272 - 5.

O sea logramos escribir el 12 como combinacién lineal de 1272 y 708.

Demostracion del Algoritmo. Veamos primero que r,1o = (a : b). Utilizando el
lema 5.5, vemos que (a : b) = (bg1 + 71 : b) = (r1 : b). De manera anéloga,
(r1:0)=(r1:7r2) =+ = (Fpt1 : Pne2) = Tni2 POLQUE Tpiyo | Thil.

Veamos entonces que (a : b) es combinacién lineal de a y de b. Afirmamos que
cada r; es combinacién lineal de a y de b, y probaremos esto por induccion.
r1=a-14+b(—q)
rg =r1(—q2) + b= (a-1+b(—q1))(—q2) + b = a(—q2) + b(1 + q1¢2).
Supongamos que
r; =at; + bs;
Tip1 =ati41 + bsiyq,

luego r; = q;427i4+1 + Tit2, con lo cual

Tit2 = T3 — Qit2Tit1 = at; + bs; — gipo(atip1 + bsiy1)
= a(ti — qiyativ1) +b(si — qir25it1).
O

Teorema 5.7. Sean a,b € Z, no ambos nulos. Si P = {xa+yb : z,y € Z} NN,
entonces (a : b) es el primer elemento de P.

Dicho en otras palabras, (a : b) es el menor niimero natural que se puede escribir
como combinacién lineal de a y de b.

Demostracion. Como (a : b) € P, el conjunto P es no vacio y tiene un primer
elemento dy. Sir € P, entonces r = axy+byy para algin par de elementos g, yg € Z.
Como (a:b) | ay (a:b)]b,se tiene que (a: b) | r. Luego todos los elementos de P
son divisibles por (a : b), en particular (a : b) | do. Luego (a : b) < dy por ser ambos
ntimeros naturales. Al estar (a : b) en P, resulta (a : b) = do. O

Dado n € Z, escribamos (n) = {kn : k € Z} el conjunto de los multiplos de n.
La demostracién anterior dice que el conjunto P = {za+ yb : x,y € Z} coincide
con el conjunto ((a : b)). Mds aun: se puede definir (a : b) como el nimero d > 0 tal
que (d) = {za + yb}. Esto sugiere que extendamos la definicién del maximo comin
divisor al caso en que ambos numeros son 0 por (0:0) = 0.

El hecho de poder escribir el maximo comun divisor de dos niimeros como com-
binacién lineal implica otras propiedades importantes.

Proposicion 5.8. Sean a,b,c € Z.
1. Sialbc y (a:b) =1, entonces a | c.
2. Si(a:b)=1,alcyb|c, entoncesab]|c.
3. (ac:bc) =|c|(a: D).

. a . _b —
4. Si a,b no son ambos nulos, entonces (W : (a:b)) =1
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Demostracion. 1. Como a | be, existe ¢ € Z tal que bc = aq. Ademds, como
(a : b) = 1, existen enteros r, s tales que ra + sb = 1. Multiplicando esta
igualdad por ¢, tenemos

¢ =rac+ sbc = acr + saq = a(cr + gs).

2. Como a | cy b | c, existen q1,q2 € Z tales que ¢ = aqy y ¢ = bga. Por otra
parte, existen 7, s € Z tales que 1 = ar + bs. Multiplicando por ¢, tenemos
que

¢ = acr + bes = abgar + bagis = ab(qar + ¢19).
3. Por el teorema anterior, (ac : be) es el menor natural en el conjunto
{xac+ ybc : z,y € Z}.

Pero este conjunto coincide con el conjunto {|c|(za + yb) : =,y € Z}, que
a su vez coincide con multiplicar por |¢| a todos los elementos del conjunto
{za+yb : x,y € Z}. Luego, el menor natural de {xac + ybc} es el producto
entre |c| y el menor natural de {za + yb}.

4. (a:b) = (ﬁ(a :b): ﬁ(a : b)) =(a:b) (ﬁ : ﬁ), donde la tltima
igualdad sale del item anterior. Como (a : b) # 0 porque a,b no son ambos

nulos, podemos simplificar y obtenemos lo buscado.
|

Como se ve en la proposicién anterior, el caso en que el maximo comun divisor
de dos ntimeros es 1 es particularmente importante; es por eso que tiene un nombre.

Definicién. Dados a,b € Z no nulos, decimos que son coprimos si (a : b) = 1.

Ahora si estamos en las condiciones de probar uno de los resultados més impor-
tantes de los niimeros enteros:

Teorema 5.9. Sip es un numero irreducible entonces es primo.

Demostracion. Tomemos dos enteros a,b cualesquiera tal que p | ab. Queremos
probar que p | a o p | b.

Sea d = (p : a). Como p es irreducible, d | py d > 0, entonces d =1 6 d = |p|.
Si d = |p|, entonces p | a y listo. En caso contrario, (p : a) = 1. La parte 1 de la
proposicién anterior nos dice que como p | ab y es coprimo con a, debe dividir a
b. O

Vamos a usar este resultado para probar que todo entero no nulo se factoriza de
manera unica. Pero antes, recordemos la definicion de minimo comin multiplo.

Definicién. Si a,b € Z, ambos no nulos, definimos el minimo comun multiplo de
a y b (y lo notamos [a : b] 0 mem(a, b)) como el minimo del conjunto (a) N (b) N N.
En otras palabras, [a : b] es el menor ntmero natural que es a la vez multiplo de
a 'y de b. Como |ab|] € (a) N (b) NN, el conjunto es no vacio y por lo tanto tiene
minimo, por el principio de buena ordenacion.

Proposicién 5.10. Dados a,b € Z no nulos, [a : bl(a : b) = |ab|.
Demostracion. Si M = [a : b], entonces a | M y b | M. Digamos M = aq; = bgo.

Luego b | aq; con lo cual ﬁ | g1y ﬁ | M. Al ser M no nulo, M > (lsz};‘). Pero
M es el més chico de los multiplos comunes positivos, y (I(%\) es un tal multiplo,
con lo cual M = 12 O

— (ab)”
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Veamos ahora si la factorizacién de enteros en primos.
Proposicién 5.11. Todo entero a # 0,+1 es divisible por un ndmero primo.

Demostracion. Como los primos que dividen a a son los mismos que dividena |al,
podemos suponer que a € N y a > 2. En este conjunto podemos usar induccién
global.

= Si a =2, es primo, en particular hay un ntimero primo que lo divide.

= Supongamos que todos los nimeros a con 2 < a < k son divisibles por un
nimero primo, y veamos que k + 1 también lo es. Si k + 1 no tiene divisores
positivos ademds del 1 y k + 1, es irreducible y por lo tanto, primo. En este
caso hay un primo que lo divide (él mismo). Si no, hay un ntdmero d, con
2 <d <k tal que d | k+ 1. Por hipétesis inductiva, existe un ntimero primo
p tal que p | d, luego (por transitividad), p | k + 1.

O

Teorema 5.12 (Teorema Fundamental de la Aritmética). Todo nimero a € Z,
con a # 0,=£1, se escribe de forma unica como

a:s.p;l ...p;’”
donde s = £1, los p; son niumeros primos positivos distintos, yr; € N para 1 < i <
n.

Es importante entender qué quiere decir 4nica en el enunciado. Consideramos
aqui que dos factorizaciones son iguales si difieren inicamente en el orden en que
aparecen los primos. En otras palabras, el teorema asegura que si

t1

— 71 Tn — o t
aAa=S8'py -..DPpy =38 Q1 ---Qy"

donde los p; son primos distintos entre si y los g; son primos distintos entre si,
entonces s = s’ (es decir, los signos coinciden), n = m (es decir, la cantidad de
factores coincide) y existe una funcién biyectiva o : {1,...,n} — {1,...,n} tal que
para todo i € {1,...,n} se cumple que p; = ;) ¥ 75 = to(;) (es decir, los primos
y sus potencias coinciden).

Demostracion. Comencemos por probar la existencia de la factorizacién. Como
todo numero entero a no nulo se escribe como a = signo(a)|a| y signo(a) = %1,
podemos suponer que a > 2. Hacemos induccién global en a:

= Sia =2, como 2 es primo, a se escribe como producto de primos a potencias:
a=1-2.

= Supongamos que todos los numeros 2 < a < k se escriben como producto
de primos a potencias, y veamos que k + 1 también. Si k + 1 es primo, listo.
Si no, existe un primo que lo divide, por la proposicién anterior. Digamos
2<p<k,yp|k+1. Esdecir, k+1=p-m. Comop > 1, resulta m < k+1.
Por Hip6tesis Inductiva, m = pi*...pl» conlo cual k+1 =p.p]* ...pl", que
es un producto de primos a potencias. Lo tnico que falta ver es que se puede
escribir como producto de potencias de primos distintos. Si p no es ninguno
de los otros primos, es decir, si p # p; para todo i, entonces ya tenemos
la factorizacién buscada. En cambio, si p = p; para algtin j, entonces la

S . ;+1
factorizacion serd k + 1 = pi* .. .p;J So.pi
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Nos resta probar la unicidad. Para esto, podemos “estirar” las factorizaciones, y
escribir @ = p1 - pny = q1 -+ - qu. Aqui las potencias son todas 1, pero los primos
pueden repetirse (o sea p; puede coincidir con ps, etc.). Es claro que si probamos
que las factorizaciones “estiradas” son tunicas, entonces habremos probado que las
factorizaciones como en el enunciado también son tnicas. Queremos hacer induccién
en el nimero de primos de la factorizaciéon de a. En concreto, miremos la siguiente
afirmacién:

Afirmacidén: P(k): Si un ntimero entero a > 2 tiene una factorizacién con k nime-
ros primos, entonces la factorizacién es unica.

= Miremos &k = 1, P(1) es la afirmacién “si a tiene una factorizacién con un
solo nuimero primo, entonces esta factorizacién es tnica”.

Pero si a tiene un unico primo en su factorizacién, entonces a es primo.
Luego sia = q; ... ¢, como un numero primo tiene sélo 2 divisores positivos,
r=1yvya=q.

= Supongamos que es cierto para k, y vedmoslo para k + 1: Supongamos que

a@=Pp1-.--Pk+1 =4d1-.-Gm-
Entonces p1 | q1 - . . ¢m. Como py es primo, si divide a un producto de nime-
ros, divide a alguno de ellos, con lo cual p; | ¢; para algin 1 < i < m. Al
ser ¢; primo, tiene un unico divisor positivo distinto de 1, luego p; = ¢;. Si
cancelamos pi, tenemos que

D2 ... Pk+1 = H q;
1<j<m
J#i
Luego tenemos dos factorizaciones que coinciden, y la factorizacion de la
izquierda tiene k términos, con lo cual, por hipétesis inductiva, m — 1 = k,
y los primos son los mismos.

O

Ejemplos. Calculemos algunas factorizaciones:
1. 28 =22.7.
2. —45=(-1)-3%-5.

Veamos algunas aplicaciones directas del Teorema Fundamental de la Aritmética:
Ejercicio 5.3. ;Quiénes son los divisores de 287

Si a | 28, entonces 28 = ag con algin ¢ € Z. Supongamos que a es positivo, y
miremos su factorizacién, digamos que a = pi* - - - pi», vemos que

n
22 T=py" g

A pesar de que no conocemos la factorizacién de ¢, esta sélo puede agrandar los
exponentes de los primos, y tal vez agregar nuevos primos. Como la factoriza-
cién de 28 es unica, p; = 2 6 7 para todos los primos de a. Luego a = 2™ - 772.
Ademsds, si miramos los exponentes del primo 2 en a y en ¢, su suma debe ser
el exponente del primo 2 en 28, que es 2. Luego, 0 < 71 <2y 0 < 7ry < 1.
Para cada eleccién de potencias para a, tenemos una eleccién de potencias pa-
ra ¢ que nos da la igualdad, a saber ¢ = 227" . 7'="2 (notar que 2 —r; > 0y
1 — 179 > 0). En definitiva, pudimos calcular todos los divisores positivos de 28, a
saber: {27 -7 : 0<7r <2, 0<ry <1} =1{1,2,4,7,14,28}.
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Ejercicio 5.4. Si b= p]'---pi», jquiénes son los divisores de b? ;Cudntos hay?

Definicién. Si a € Z es no nulo, y p es un niimero primo, definimos la valuacion
de p en a (y la notamos vp(a)) como la méxima potencia de p que divide a a, o sea

vp(a) =méx{n € Ny : p" | a}
Asi, v3(12) =2, v3(12) =1 y v5(12) = 0.

Ejercicio 5.5. Sia = pj* ---pli», donde los primos de la factorizacién son distintos,
Jcudnto vale vy, (a)?

Luego si a € Z, y a # 0, podemos escribir
a = signo(a) H pUr(@)

p primo

Proposicion 5.13. La valuacion satisface las siguientes propiedades:

1. Sip"™ | a entonces vy(a) > n.
2. a|b <= vp(a) <wvpy(b) para todo primo p.
3. vp(ab) = vp(a) + vp(b) para todo primo p.

Dejamos como ejercicio la demostracién de estas propiedades ya que son conse-
cuencia inmediata del Teorema Fundamental de la Aritmética.

Corolario 5.14. Sia,b € Z entonces a | b si y sdlo si a™ | b"™ para todo n € N.

Demostracion: a | b <= wvp(a) < v,(b) para todo primo p. Multiplicando por n,
esto es equivalente a pedir que nv,(a) < nv,(b) para todo primo p. Como v,(a™) =
nup(a), esto dltimo pasa si y sélo si a™ | b™. O

Corolario 5.15. v/2 no es un nimero racional.

Demostracion: Supongamos que /2 = %+ Luego, multiplicando por b y elevando
al cuadrado tenemos que 2b? = a2. Mirando la valuacién en 2, venemos que 1 +
2v9(b) = 2vz(a). Pero el ntimero de la izquierda es impar, y el de la derecha es par,
lo que es un absurdo. (I

Ejercicio: ;Qué nimeros a € Z satisfacen que a? | 108?

Solucién: Si a? | 108, para todo primo p, 2v,(a) < v,(108). Como 108 = 22.33,
v2(108) = 2, v3(108) = 3 y v,(108) = 0 para todo primo p # 2,3. Luego a = 27.3°
con2r <2y2s<3 osear =0,1ys=0,1. Estos nimeros son los 8 nimeros
enteros: —6,—3,—2,—1,1,2,3,6.

Ejercicio: Sin € N, y a € N, probar que {/a € N si y sélo si n | vp(a) para todo
primo p.

Ejercicio: ;Cudl es la mayor potencia de 3 que divide a 38!7

Solucién: 38! = 1-2-3--- 38, luego debemos contar cuantas potencias de 3 aparecen
en este producto. O sea debemos calcular v3(1) + - - - +v3(38). Los nimeros que son
divisibles por 3 y no por 9 tienen valuacién 1, los que son divisibles por 9 pero no
por 27 tienen valuacién 2 y lo que son divisibles por 27 tienen valuacién 3 (no hay
multiplos de 81 en este rango).

Si n es multiplo de 3, n = 3¢q. Como 1 < n < 38, 1 < ¢ < 12. Luego hay 12
miultiplos de 3. De igual manera, vemos que hay el cociente de dividir 38 por 9, o
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sea 4 multiplos de 9 y un sélo multiplo de 27. Luego nuestra suma es: 1.(12 — 4) +
2.(4—1)+3=12+4+1=17. ;Cudl es la mayor potencia de 5 que divide a 100!?

Proposicion 5.16. Sia,b € Z con alguno no nulo, entonces
(CL : b) — H pml'n{vp(a),vp(b)}.

P primos

Demostracion: Sillamamos d =[], | imos printen(@)vp®)} g claro que d | a 'y d | b.
Sid € Nestal que d | ay d |b, entonces vy,(d") < vp(a) y vp(d') < vpy(b) para
todo p primo. Luego v,(d’") < min{v,(a),v,(b)} = v,(d), o sea d’ | d. Esto implica
que d’ < d como querfamos ver. O

Ejercicio: Enunciar y demostrar un resultado andlogo para el minimo comtin multi-
plo.

5.3. Numeros Primos. Gracias al Teorema Fundamental de la Aritmética, mu-
chas cuentas se simplifican mirando los primos que aparecen en la factorizaciéon de
un ntmero. Luego los primos son como “los ladrillos” con los que se construyen to-
dos los enteros (con el producto). En particular, una pregunta natural es saber cosas
sobre los primos, por ejemplo jcuantos hay? Como construirlos? ; Hay férmulas?
La mayoria de estas preguntas son mucho mas dificiles de lo pensado, y su
naturaleza es muchas veces mas analitica que algebraica (muchos resultados utilizan
herramientas de anélisis en sus demostraciones). Comenzemos calculando los primos
entre 1 y 20 usando la Criba de Eratéstenes: listamos todos los niimeros entre 2 y
20. Tomamos el primer niimero no tachado p (en este caso p = 2), y ese nimero
es primo. Vamos tachando cada nimero que obtenemos al movernos desde p por
la lista de numeros p lugares hacia la derecha hasta llegar al final de la lista. Una
vez hecho esto, tomamos el primer nimero no tachado a la derecha de p, y debe
también ser primo. Llamamos p a este nuevo nimero, y repetimos el proceso.

Si uno hace este proceso un par de veces, se da cuenta que con los ultimos
nimeros primos no tacha nada de la lista que tiene, luego uno se puede preguntar
si puede cortar antes el proceso, y deducir que todos los niimeros a la derecha de
donde estamos parados son primos. Por ejemplo, el 14 lo tachamos con el ntimero
2, luego no hizo falta usar el nimero 7. ;Cuél es el primer niimero multiplo de 7
que tachamos por primera vez con el 77 ;jSerd que siempre podemos mirar hasta
v/n? La respuesta a esta pregunta es el ejercicio 6 de la practica 4, que dice que
la respuesta es afirmativa. En particular, para calcular los nimero primos menores
que 10.000, basta con tachar los multiplos de los primos que aparecen antes de 100.
Una vez que tachamos todos los multiplos de los primos menores que 100, todo lo
que quedo sin tachar es necesariamente un nimero primo.

La desventaja de este método es que si tenemos la criba armada para los niimeros
menores que 100 y la queremos extender hasta 120, debemos comenzar de nuevo
con los primos para tachar los niimeros agregados.

Pregunta: ;Cuantos primos hay?

Teorema 5.17 (Euclides). Ezisten infinitos nimeros primos.
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Demostracion: Existen muchas demostraciones de esta afirmacién, algunas usando
métodos realmente ingeniosos. La que presentaremos es la demostracion original de
Euclides. Supongamos que son finitos, digamos que p1, ..., p, son todos los primos.
Miremos el nimero N = p; ---p, + 1. Por el T.F.A. existe un nimero primo g que
divide a N. Como estamos suponiendo que hay finitos primos, ¢ = p; para algun .
Luego ¢ |p1--pny q|p1-pn+1conlocual ¢ |1]loqueesun absurdo. O

Si definimos f(n) = n-ésimo ntmero primo, no se conoce una férmula para
calcular f(n). Por ejemplo, jexiste un polinomio P(n) que al ser evaluado en los
numeros naturales produzca los nimeros primos? O pidiendo un poco menos, ; existe
un polinomio P(n) que al ser evaluado en los naturales produzca siempre nimeros
primos? (aunque no necesariamente todos ellos).

En 1772 Euler encontré que el polinomio P(n) = n? + n + 41 asume valores
primos para n = 0, 1,...,39. Desafortunadamente, P(40) = 412. No es dificil pro-
bar que un polinomio al ser evaluado en niimeros naturales no puede dar siempre
numeros primos a no ser que sea el polinomio constante (esto lo probaremos en
el préximo capitulo). Esto muestra que si existe una férmula para producir niime-
ros primos, no puede ser muy sencilla. Una variante es estudiar “ciertos nimeros
primos”. O sea tratar de calcular un subconjunto de los ntimeros primos que sea
facil (computacionalmente por ejemplo) de describir. Fue as{ que surgieron algunas
familias con distintos intereses:

= Primos de Fermat: Los primos de Fermat (estudiados por Pierre de Fer-
mat, 1601-1665) son los primos que tienen la forma 2™ 4 1. Es fcil ver (y un
ejercicio de la préctica) que si 2™ +1 es primo, entonces n es una potencia de
dos. Asi, los primos de Fermat son los nimeros de la sucesién F,, = 22" + 1
que son primos.

Para los valores n = 0, 1, 2, 3, 4, se obtienen los valores 3, 5, 16, 257 y 65537
que efectivamente son primos. Al dia de hoy no se conoce ningun otro nimero
primo dentro de esta sucesién de nimeros (usando una computadora se puede
ver que F5 = 4294967297 = 641.6700417). Dentro de las propiedades que
satisfacen, las mas importantes son las siguientes:

1 F,=1[" Fi+2
2. Un poligono regular de n lados se puede construir con regla y compés
si y s6lo si n = 2F [T F: (o sea el producto de una potencia de dos con
algunos primos de Fermat distintos).
No se sabe si hay infinitos primos de Fermat o no, aunque se sospecha que la
respuesta es negativa (a pesar de que algunos mateméticos no concuerdan con
esta creencia general). Mirar la pdgina web hittp://www.fermatsearch.org/
para una buisqueda de tales primos.
= Primos de Mersenne: los primos de Mersenne (estudiados por Marin Mer-
senne, 1558-1648) son los primos que tienen la forma M,, = 2™ — 1. Los ocho
primeros nimeros primos de Mersenne son 3,7,31,127,8191, 131071, 524287
y 2147483647. Estos niimeros estan relacionados con los llamados nimeros
perfectos. Un niimero es perfecto si es igual a la suma de sus divisores propios.
Euclides probé que si M, es primo, entonces M, (M, + 1)/2 es un niimero
perfecto.

No es dificil probar (y es un ejercicio de la practica) que si M, es primo,

entonces n debe ser primo. La reciproca de esta afirmacién no es cierta, por
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ejemplo My, = 23.89 a pesar de que 11 es primo. Mersenne conjeturé que M,
es primo para los primos p = 2,3,5,7,13,17,19, 31,67, 127 y 257 (claramente
sin tener una calculadora a mano!). Usando computadoras, se puedo verificar
que estos numeros son primos salvo para p = 67 y 257. Ademads, en esta lista
faltan los primos para p = 61,89 y 107.

Una gran ventaja que tienen los primos de Mersenne es que existe un
algoritmo (debido a Lucas y mejorado por Lehmer y conocido como el test
de Lucas-Lehmer) que decide si M,, es primo o no dependiendo solo del
tamano de n. Asi se puede probar que ciertos numeros de Mersenne son
primos para grandes valores de n. Por ejemplo, el nimero primo mas grande
conocido corresponde al primo de Mersenne M, con n = 32,582,657, que
posee 9,808, 358 de digitos.

No se sabe si existen infinitos primos de Mersenne, aunque se sospecha que

la respuesta es afirmativa. Mirar la pdgina web hitp://www.mersenne.org/
para una buisqueda de tales primos.
Primos de Sophie-Germain: son los primos p tal que 2p + 1 también es
primo (estudiados por Marie-Sophie Germain, 1776-1831). Por ejemplo los
primoe p = 2,23 son tales primos. Un tal primo es necesariamente de la
forma 6k — 1 (o sea su resto al dividirlo por 6 es 5). El primo de Sophie-
Germain més grande conocido es p = 48047305725.2172493 _ 1. que posee
51910 digitos. Estos primos tienen la particularidad de que si p es un primo
de Sophie-Germain que tiene resto 3 al dividirlo por 4, entonces 2p+ 1 es un
factor primo de M,,.

Estos primos aparecen en varios otros contextos (el ultimo Teorema de
Fermat por ejemplo), y se conjetura que hay infinitos de ellos.

Hay varios problemas sin resolver que involucran a los niimeros primos o cosas

afines. Algunos de los problemas mas conocidos son:

= Dos ntimeros primos se dicen gemelos si uno de ellos es igual al otro mas dos

unidades. Por ejemplo, los niimeros 3 y 5 son primos gemelos. Otros ejemplos
son los pares !!'y 13, 29 y 31. A medida que uno busca nimeros gemelos, se
ve que el numero de ellos va disminuyendo para primos grandes, pero ain
asi siguen apareciendo. El mejor resultado conocido se debe a Jing-run Chen
(1973) que probo que existen infinitos ntimeros primos p tales que p + 2 es
primo o producto de a lo sumo dos primos. Se conjetura que hay infinitos
primos gemelos, mas ain, si denotamos m3(V) el nimero de primos gemelos
menores que N, Hardy y Littlewood conjeturaron que
Nodt
o (N) ~ 2.(0,66)./ i

2

Conjetura de Goldbach: Christian Goldbach (1690-1764) conjeturé que
todo nimero par mayor que 2 se puede escribir como suma de dos nime-
ros primos positivos. Esta conjetura sigue sin haberse demostrado, y fue
chequeada numéricamente para todos los niimeros hasta 2 x 10'6. En 1966
Chen probé que todo nimero par mayor que 2 se escribe como un nime-
ro primo y otro que es primo o producto de dos nimeros primos. Algunos
resultados similares fueron probados.

Hay muchas preguntas abiertas sobre cémo se distribuyen los nimeros pri-
mos. Si llamamos 7(N) a la cantidad de nimeros primos entre 1 y N, m(N)
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es del orden de %, en el sentido de que el cociente de ambas funciones
tiende a 1 cuando N tiende a infinito. Ademaés hay estimaciones para el error
entre estas dos funciones (aunque las mejores cotas dependen de un problema
abierto y extremadamente dificil conocido como la hipédtesis de Riemann),
por ejemplo, se sabe que

N
Tog(N) <m(N) <1, 1055.10g(N).

= Una pregunta sobre la distribucién de primos es la siguiente: ;puede haber
agujeros en el conjunto de nimeros primos? O sea jes cierto que la distancia
entre un nimero primo y el siguiente puede ser tan grande como uno quie-
re? La respuesta a esta pregunta es SI, por ejemplo, si n € N, el conjunto
{n!'+2,n!+3,...,n! + n} estd compuesto de nimeros consecutivos com-
puestos. Luego tenemos una tira de n — 1 niimeros consecutivos compuestos.
Ahora, json estos los primeros niimeros consecutivos compuestos? Claramen-
te no lo son, por ejemplo si queremos 3 nimeros consecutivos compuestos,
{8,9,10} lo son, mientras que la construccién anterior nos da el conjunto
{26,27,28} (notar la diferencia de tamanos). ;Quiénes son los primeros n
nimeros compuestos? (no se conoce la respuesta).

Hay muchas otras preguntas que uno se puede hacer sobre los niimeros primos y
los nimeros compuestos, y lamentablemente a la mayoria de ellas no les conocemos
respuestas (a pesar de que se hizo un gran avance en esta drea en los tltimos afios).

5.4. Sistemas Numéricos o Bases. Un sistema numérico es una manera de
representar los nimeros or simbolos. Por ejemplo, el sistema que utilizamos para
representar los nimeros enteros es el sistema decimal o en base 10. Este sistema fue
inventado por los hinddes (Aryabhatta 476-550 y Brahmagupta 598-668) y consiste
en representar un numero como una tira de simbolos, cada uno en el conjunto
{0,...,9} importando el lugar en el que aparecen (estos son los conocidos sistemas
posicionales). Asi, en esta base el nimero 2008 por ejemplo quiere decir 84010+
0-100 + 2 -1000.

A pesar de ser este sistema el mas comun hoy en dia, no tiene particular razén
para prevalecer sobre los otros. Tal vez el hecho de que hay 10 dedos en la mano
impuso su uso (la base 20 fue utilizada por los mayas, tal vez por ser el niimero de
dedos entre las manos y los pies). Las medidas usuales britdnicas usan predominan-
temente la base 12. Por ejemplo, cada mitad del dia tiene 12 horas. También las
unidades de longitud estan en esta base, por ejemplo 12 pulgadas es un pie. Hasta
1971 el sistema monetario estaba basado en esta base también, siendo un “shilling”
igual a 12 “pennies”.

A la vez, el sistema horario usa la base 60, siendo un minuto igual a 60 segundos
y una hora igual a 60 minutos, y lo mismo sucede con los angulos. El sistema
sexagesimal (de base 60) fue utilizado por los sumerios y tomado luego por los
babilonios.

La pregunta natural es: jqué es una base d? ;Cémo representamos un nimero
en base d?

Supongamos que d € N no es 1 (el sistema unario esta dado por contar el nimero
de sfmbolos simplemente). Un ntimero en base d es una expresién del estilo

(am . -.a1a0)q
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donde cada a; esta en el conjunto {0,1,...,d — 1}. La expresion (a,, . .. ag)q enton-
ces corresponde al niimero natural > a;d".

Ejemplos. El nimero (101), representa al ntimero entero 1+0-2+1-22 = 5. El
ntimero (11111)5 representa al nimero 1+ 2+ 4 + 8 4+ 16 = 31. El nimero (414)s
representa al niimero 4+1-8+4-82 = 268. El ntimero (172);o representa al ntimero
247-10+1-10% = 172. En otras palabras, la escritura en base 10 es precisamente
la que usamos sin los paréntesis.

Si bien, por la experiencia que uno tiene de haber usado base 10, uno confia en
que cualquier niimero puede escribirse (de manera tinica) en esta base, esto es algo
que hay que probar. Ademads, sin mayor esfuerzo, puede probarse para cualquier
base:

Teorema 5.18. Dado d € N, d > 1, y n € N, n se puede representar de manera
unica como

m
nzZaidi con0<a; <dvyay,#0.
i=0
O sean = (G ...a1a0)4.

Antes de demostrarlo, observemos que la unicidad en la escritura es consecuencia
de exigir que el primer digito utilizado sea no nulo. Si se acepta que la escritura de
un numero pueda empezar por 0, entonces ya no serd unica (aunque es facil decir
cuéndo dos escrituras corresponden al mismo nimero).

Demostracion. Hagamos induccién en n.

= Sin < d, entonces n = (n); dado que 0 < n < d. Ademds es claro que ésta
es la unica manera de escribirlo, dado que si n = (@, ...ag) con m > 0,
entonces n > a,, -d™ > 1-d = d, que contradice la suposicién n < d.

= Por el algoritmo de divisién, dados n y d, existen tinicos enteros ¢, r tales que
n=gqd+ry0<r <d Ademas, al ser n positivo, ¢ también lo es. Si ¢ = 0,
estamos en el caso anterior. Si ¢ # 0, ¢ < n. Luego por H.I. ¢ = >°1" a;d’
con 0 < a; < d de manera unica. En particular

m m—+1
n=gqd+r= (Zaidi)d—kr = Z bd'
i=0 i=0

donde

{r sii=0

b; = .

aj_1 sit>0.

La unicidad se sigue de la unicidad de la escritura de ¢ y de la unicidad del
cociente y el resto.

O

Este algoritmo es constructivo: dice cémo escribir un ntimero en una base. Para
escribir n en base d, se divide n = qd + r, se pone r como el dltimo digito en la
escritura, y antes de r se pone ¢ escrito en base d. Para escribir ¢ en base d se hace
lo mismo: se pone ¢ = ¢q1d + 71, se pone r; como el Ultimo digito, y se escribe ¢; en
base d, etcétera.
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Ejemplo. ;Cdémo se escribe 123 en base 47 Dividiendo, tenemos 123 = 30 - 4 + 3.
Luego, la escritura termina en 3. Ahora hay que escribir 30 en base 4, y para ello se
vuelve a dividir: 30 = 7 -4 4 2. Para escribir 7, nuevamente dividimos 7 =1-4+ 3.
Y finalmente el 1 se escribe con el digito 1. Entonces, 123 = (1323)4.

Cuando la base es mayor a 10, es mas cémodo escribir los digitos 10,11,...,d—1
con otros simbolos. Por ejemplo, usualmente en base 16 se toman como represen-
tantes los sfmbolos {0,...,9, A, B,C, D, E, F} representando la letra A al ntiimero
10, la letra B el numero 11 y asi sucesivamente. ;Qué numero se escribe como
(A25F1)167 {Cémo se escribe el nimero 141 en base 167

Una base muy utilizada hoy en dia es la base 2 (conocida como sistema binario)
por ser la utilizada por las computadoras modernas. En base 2 se usan dos digitos, y
las computadoras los simulan con dos voltajes distintos (o dos polaridades distintas
en medios magnéticos). Con tres digitos binarios se pueden representar los ndmeros
de 0 a 7. De esta manera, si se agrupan digitos binarios de a tres, se puede pasar
facilmente de base 2 a base 8 (y viceversa). Por ejemplo, (110 110 010 000 001), =
(66201)s. La base 8 (o base octal) se suele usar para abreviar nimeros escritos
en base 2. También se agrupan los digitos binarios de a 4 y se usa base 16 (o
hexadecimal) para abreviar. El nimero anterior se escribe (110 1100 1000 0001)s =
(6C81)16 = 0x6C81 (la notacién Ox para comenzar un nimero en base 16 es también
muy utilizada).

6. CONGRUENCIAS

La teorfa de congruencias fue introducida por Gauss (1777-1855) y esta fuerte-
mente relacionada con la teoria de divisibiidad.

Definicién. dado m un entero no nulo y a,b € Z decimos que a y b son congruentes
médulo m (y lo notamos a = b (méd m)) sim | a —b.

Ejemplo: 1 = —6 (méd 7), 1 equivl5 (méd 7).
Ejercicio 6.1. Probar que si m # 0, entonces a = r,(a) (méd m).

Dado m € Z no nulo, definimos en Z la relacién a ~ b siy sélosia = b (méd m).
Teorema 6.1. La relacion recién definida es una relacion de equivalencia.

Demostracion: e Reflexiva: a = a (méd m) porque m | 0.

e Simétrica: Si a = b (mdéd m) entonces m | a — b. Luego m | b — a con lo cual
b=a (méd m).

e Transitiva: Sia =0 (méd m) y b=c (méd m), m | a—by m|b— cluego m
divide a la suma de ambos nidmeros, o sea m | a —c con lo cual ¢ = ¢ (méd m). O

Esto nos parte el conjunto de nimeros enteros en clases de equivalencia. ; Cudntas
clases hay?

Proposicion 6.2. Dadom € Z no nulo, a =b (mdéd m) si y sélo sirpy(a) = rpy(b).
Demostracion: =) Como a = r,,(a) (méd m), tenemos que
(1) rm(a) =a=b=r,(b) (méd m).

Como 0 < rp(a), rm(b) < |m|, —|m| < rim(a) —rm(b) < |m|. Perom | rp(a) — rpm (b)
con lo cual ry,(a) — rp(b) = 0.
<) Es inmediato de (1) O
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Corolario 6.3. El nidmero de clases de equivalencia mddulo m es |m)|.

Demostracion: Por el Algoritmo de divisién, todo n € Z es equivalente a un ele-
mento del conjunto {0,...,|m|—1}. Ademds dos elementos de este conjunto no son
equivalentes porque tienen distinto resto al dividirlos por m, luego hay un elemento
en el conjunto por cada clase de equivalencia. (I

Propiedades 6.4. Dado m € Z no nulo, si a,b, c,d € Z entonces:
1. Sia=b (méd m) y c =d (méd m) entonces a + ¢ = b+ d (méd m).
2. Sia=b (m6éd m) y c=d (méd m) entonces a.c = b.d (méd m).

Demostracion: (1) Si a = b (méd m), entonces existe ¢; tal que a — b = mq.
Andlogamente, si ¢ = d (mdéd m), existe g tal que c—d = mgs. Luego a+c—b—d =
m(qr +¢q2) conlocual m|a+c—(b+d)oseaa+c=b+d (méd m).

(2) Como antes, si a = b (mdéd m), existe g1 tal que a — b = mgq;. Andlogamente, si
¢ =d (méd m), existe ¢o tal que ¢ —d = mgs. Luego ac —bd = ac — ad + ad — bd =
a(c—d) + d(a —b) = m(agz + dg1) con lo cual ac = bd (méd m). O

Esto tiene grandes aplicaciones, por ejemplo, calculemos el resto de divdir por 7
a 351.746. Lo bueno de estas propiedades es que podemos primero calcular restos
(v achicar los nimeros) y recién ahi hacer el producto. Asi, 351 = 1 (méd 7) y
746 =4 (mdd 7). Por la segunda propiedad, 351.746 = 4 (mdd 7), o sea el resto de
dividir por 7 a ese nimero es 4.

Corolario 6.5. Si p(z) = Z?:o a;z" es un polinomio con coeficientes enteros, y
b=c (méd m), entonces p(b) = p(c) (méd m).

n

Demostracion: p(b) = > i ab" = ag + arb+ -+ + a,b™. Como b = ¢ (méd m),
por la segunda propiedad b* = ¢ (méd m) y a;b' = a;c’ (méd m). Si sumamos
(aplicando la primer propiedad) obtenemos lo buscado. O

Corolario 6.6. Si p(z) es un polinomio no constante con coeficientes enteros,
entonces no puede ser p(n) primo para todo n € N.

Demostracion: Supongamos que hay un polinomio p(z) que al evaluarlo en na-
turales da siempre primos. Llamemos ¢ = p(1), que es un niimero primo. Luego
p(g+1) = p(l) =0 (mdd q). O sea g | p(q+ 1). Como p(q + 1) es primo, debe
ser p(q + 1) = £q. De igual forma, p(ng + 1) = 0 (méd ¢) para todo n € N. En
particular, p(z) toma infinitas veces el valor ¢ o infinitas veces el valor —q. Esto
no puede pasar por varios motivos. Uno (como veremos mas adelante) es porque el
polinomio p(z) — ¢ (respectivamente p(x) + ¢) se anula un niimero finito de veces
si es no nulo (en particular si p(z) no es constante). Si uno quiere usar herramien-
tas conocidas a esta altura, sabemos que limg, o, p(z) = 00, con lo cual no puede
alcanzar en infinitos naturales el nimero ¢ ni —q (jpor qué?). O

Ejemplos. Veamos algunas otras aplicaciones de las congruencias:

1. ;En qué digito termina el nimero 93124? Como 9312 = 2 (mdéd 10), 9312* =
24 =6 (mdd 10) con lo cual termina en 6.
2. ;Cual es el resto de dividir 3192! por 10?
Usando congruencias, 319 = 9 (mdéd 10). Una opcién es calcular 92!
(méd 10) y ver cuanto da. Una forma mas sencilla es notar que 9 = —1
(méd 10), luego 319%! = (—1)2! = —1 (méd 10), con lo cual el resto es —1.
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3. Probar que n? + 1 nunca es miltiplo de 4.
Un ntmero n € N es equivalente médulo 4 a un elemento del conjunto
{0,1,2,3}. Si evaluamos la expresién en estos nimeros, vemos que

n  (méd 4) 01123
n?+1 (méd4)|[1]2[1]2
4. Un problema conocido (y no elemental) es el siguiente: jque nimeros se

pueden escribir como suma de dos cuadrados? Probar que si n € N tienen

resto 3 al dividirlo por 4 entonces no es suma de dos cuadrados.

La respuesta al problema general (que usa aritmética con los enteros de
Gauss) es que n es suma de dos cuadrados si y s6lo si los tinicos primos
que pueden aparecer en su factorizaciéon son el 2 y primos congruentes a 1
moédulo 4. Lagrange (1736 — 1813) probé que todo niimero natural es suma

de cuatro cuadrados.
5. (Es 313%° + 2 divisible por 7?

Veamos otra aplicacién de las congruencias:

Proposicién 6.7 (Criterio de divisibilidad por 3). Un nidmero n € Z es divisible
por 3 si y solo si la suma de sus digitos lo es.

Demostracién: Dado que e | nsiy sélosi 3 | —n, podemos asumir que n € N (siendo
el caso n = 0 elemental). Un niimero n € N se puede escribir como n = ag + a;10 +
-+ + a,10", donde los digitos son los nimeros a; y justamente a; € {0,...,9}.
Como 10 =1 (mdd 3), 10° =1 (méd 3). Luego

n=ay+al0+---+a,10" =ag+a1 +---+a, (mdd 3),

o sea que moédulo 3 n es congruente a la suma de sus digitos. En particular uno es
congruente a 0 si y sélo si el otro lo es. d

Ejercicio: Dar y demostrar criterios para la divisién por 2, 3,4,5,8,9 y 11 (ejercicio
7 de la préactica 5).

7. ECUACIONES DIOFANTICAS LINEALES

Las ecuaciones diofdnticas son sistemas de ecuaciones con coeficientes enteros
a os que queremos hallarles soluciones enteras, por ejemplo: jque soluciones (si
alguna) tiene la ecuacién 2?2 + y? = 227

El nombre se debe a Diophantus of Alexandria (~ 200 después de Cristo) quién
estudié algunas de estas ecuaciones en su famoso libro Arithmetica. El problema
general es de gran dificultad y no existe una solucién general (estd demostrado
que no se puede dar un algoritmo que dado un sistema con muchas ecuaciones y
muchas variables pueda decidir si tiene solucién entera o no), sin embargo algunas
familias de ecuaciones si la tienen. Entre las ecuaciones conocidas, cabe destacar
el famoso Ultimo Teorema de Fermat, que dice que la ecuacién =™ + y™ = 2" no
tiene soluciones enteras si n > 3 (y cuya demostracién fué concluida en 1994 con
los trabajos de Wiles). Nos contentaremos en este curso con dar una respuesta para
el caso mas sencillo que son las ecuaciones lineales en dos variables, esto es buscar
soluciones de la ecuacion

ar+by =c
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donde a, b, ¢ € Z. Notar que las soluciones de esta ecuacién es una recta en R?,y
lo que preguntarmos es si esta recta contiene algiin punto con coordenadas enteras.
Preugnta: ;tiene alguna solucién entera la ecuacion 2z + 4y = 1?7

La respuesta es NO. Independientemente de que valores tomemos para z y para
Yy, el término de la izquierda serd siempre un nimero par, con lo cual no puede dar
1.

Preugnta: ;tiene alguna solucion entera la ecuacion 9z + 5y = 17

Si uno busca a mano una solucién, encuentra que el punto (—1,2) pertenece a
dicha recta. En particular esta ecuacion si tiene soluciones enteras. También el punto
(4,—7) satisface la ecuacién y si continuamos buscando a mano, encontraremos
varios puntos mas. ;Cudntas soluciones habra? ;Cémo podemos hallarlas todas?

Estas dos preguntas son las que trataremos de contestar en general. Si miramos
como resolvemos estas soluciones sobre R nos dé una pista de la estrategia a utilizar:
(1) hallamos (si existe) una solucién (zg, yo) particular de la ecuacién. (2) Buscamos
todas las soluciones del sistema homogéneo ax 4+ by = 0. Luego todas las soluciones
se obtienen sumando la solucién (zg,yo) con las soluciones del sistema homogéneo.

Teorema 7.1. La ecuacion ax + by = ¢ tiene una solucion si y sélo si (a:b) | c.

Demostracion: =) Como (a : b) | a'y (a:b) | b, usando las propiedades de divi-
sibilidad, tenemos que (a : b) | ax + by para cualquier par de valores x,y € Z. En
particular si existe una solucién del sistema, c = ax +by y (a:b) | c.

<) Por el Algoritmo de Euclides, existen r, s € Z tales que

ar +bs = (a:b).

Si (a: b) | ¢, entonces existe ¢ € Z tal que ¢ = (a : b)g. Multiplicando la combinacién
lineal por g tenemos

¢ = (a:b)qg = alqr) + b(gs),
o sea que (gr,¢s) es una solucién de nuestra ecuacién. |

Ejemplo: Hallar (si existe) una solucién de la ecuacién 21a + 12y = 15.

Como (21 :12) =3y 3| 15, sabemos que hay solucién. ;Cémo hallarla? Como
en la demostracion del Teorema, usamos el algoritmo de Euclides. Comencemos
calculando los cocientes sucesivos:

21=121+49
12=9.1+43

Luego 3 = 12.149.(—1) = 12.1+(21-12).(—1) = 12.2+21.(—1). Si multiplicamos
la ecuacién por 5, encontramos que (—5,10) es una solucién de la ecuacidn.
Busquemos para este ejemplo todas las soluciones (para entender el caso general).
Como dijimos antes (aunque sin demostrarlo ain), debemos hallar las soluciones
del sistema homogéneo

21z + 12y = 0.

Lo primero que podemos hacer es dividir toda la ecuacién por 3 (ya que todos los
nimeros involucrados son multiplos de 3). Luego estamos buscando las soluciones
de la ecuacién

T+ 4y = 0.
Si (o, yo) es una solucién, 7xg = —4yg. En particular, 7 | 4yg. Como (7 :4) =1
(para esto dividimos por 3 la ecuacién), 7 | yo, 0 sea yo = 7k. Si reemplazamos en
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la ecuacién, queremos que 7xg = —28k. Dividiendo por 7 tenemos que xy = —4k,
o sea las soluciones del sistema homogéneo son (—4k, 7k), con k cualquier nimero
entero. Como ya conocemos la solucién particular, acabamos de probar que todas
las soluciones de este sistema son:

r=-b—4k
y =10+ Tk.
Teorema 7.2. Dada la ecuacion diofdntica ax + by = ¢, entonces:

w Si(a:b)tc, la ecuacion no tiene soluciones enteras.
= Si(a:b) | ¢ entonces la ecuacidn tiene infinitas soluciones enteras. Mas
atn, sir,s € Z son tales que ar + bs = (a : b) entonces todas las soluciones

son
_ c b
{.’E - ’r(a:b (a:b) k
y= S(a:b) + (a:b)k7

Demostracion: por el Teorema anterior, sabemos que si (a : b) 1 ¢ entonces el

sistema no tiene solucién y que si (a : b) | ¢ entonces existe al menos una solucién, y

estd dada por zg = rﬁ7 Yo = sﬁ donde 7, s € Z son los que vienen del algoritmo

|

con k € 7.

de Euclides y satisfacen ar + bs = (a : b). Lo que queremos es calcular todas las
soluciones. Como al mirar sitemas de ecuaciones lineales sobre R, si tenemos dos
soluciones (zg,y0) v (x1,y1), al restarlas vale que

a(l‘o — 1‘1) + b(yo — yl) = 0,

o sea (xp—x1,Yo —y1) es solucién del sistema homogéneo. Reciprocamente, si (Z, )
es una solucién del sistema homogéneo, (zo + Z, yo + ¢) es una solucién del sistema
original. Con esto vemos que para hallar todas las soluciones, debemos hallar todas
las soluciones del sistema homogéneo

(2) ar + by = 0.

Si dividimos la ecuacién (2) por (a : b), buscamos enteros Z,y tales que =

—n¥- En particular, ﬁ | ﬁgj. Como (ﬁ : %) =1, (a‘fb) | §. Digamos

a:b
que y = ﬁk con k € Z. Luego la igualdad se transforma en

a b a
@0’ @n@n"

y dividiendo por (a‘fb) tenemos que T = —ﬁk, como dice el enunciado. (I

Ejemplo: Supongamos que no conseguimos monedas por ningin lado y tenemos
que manejarnos con los billetes de $2 y $5. ;Se puede comprar cualquier producto
cuyo precio sea un nimero exacto de pesos? (por ejemplo, jpodemos comprar ena
gaseosa que sale $37)

La respuesta es que si. Como (2 : 5) = 1, si tomamos un natural n cualquiera,
existen x,y € Z tal que n = 2z + 5y. Aqui la idea de “restar plata” es que pagamos
con una cantidad de billetes de $2 y $5 y el vendedor nos da un vuelto que corres-
ponde a ntmeros negativos de billetes.
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Ejemplo: Que pasa si vamos a una libreria y queremos comprar un libro que sale
$61 (nuevamente sin monedas), y el vendedor nos informa que no tiene billete al-
guno para darnos de vuelto. jPodemos pagar el libro?

Lo que buscamos acé son soluciones al sistema 2x+5y = 61, pero con la condicién
extra que x > 0 y y > 0. Si buscamos todas las soluciones del sistema, debemos
primero hallar una solucién particular. Como (2 :5) =1y 2(—2) +5.1 = 1, una

solucién particular es zg = —122, yo = 61. Todas las soluciones son
x =—122 + 5k
y=61-2k

Ahora pedimos la hipdtesis extra que —122 + 5k > 0 y que 61 — 2k > 0. La
primer desigualdad implica que k > 122/5 con lo cual k > 25 mientras que la
segunda desigualdad implica que k < 61/2 o sea k < 30. Luego cualquier valor de
k con 25 < k < 30 nos da una manera de pago. Por ejemplo k£ = 25 nos dice que
demos 3 billetes de $2 y 11 billetes de $5. De igual manera obtenemos las otras
formas de pagar.

Ejercicio: jde cuantas maneras puede escribirse 23 como suma de 2’s y de 7’s?

7.1. Ecuaciones lineales de congruencias. Un problema similar al de ecua-
ciones diofanticas lineales es el problema de ecuaciones lineales de congruencias.
Esto es supongamos que tenemos a,b € Z y m € Z con m # 0, y buscamos las
soluciones del sistema
axr =b (mdéd m).

Dado que si z = 2’ (m6d m) entonces ax = ax’ (méd m), si © € Z es solucidn,
su clase mdédulo m también lo es. Como el nimero de clases modulo m es finito
(hay exactamente |m| tales clases), si hay solucién, hay infinitas soluciones, pero
finitas clases de soluciones. Una forma (no muy eficiente) de saber si el sistema
tiene solucién o no es chequear todas las clases posibles para x y ver si alguna es
solucion del sistema. El problema es que si m es grande, esto demanda demasiado
trabajo. Consideremos algunos ejemplos para ver como funciona este método de
“fuerza bruta”:

Ejemplo 1: Hallar (si existen) las soluciones de la ecuacién 2z =1 (mdd 4).

Dado que las clases médulo 4 estan representadas por 0, 1,2 y 3, podemos probar
con cada una de estas. Al hacer la cuenta vemos que ninguna de ellas satisface la
ecuacién, con lo cual no hay solucién.

Ejemplo 2: Hallar (si existen) las soluciones de la ecuacién 2z =4 (mdéd 5).
Si hacemos el mismo procedimiento que antes, miramos las clases de 0,1,2,3 y
4, vemos que la tinica solucién es z = 2 (méd 5).

Ejemplo 3: Hallar si existen as soluciones de 3z =6 (mdd 9).

Si buscamos dentro de las 9 clases, vemos que las soluciones son = = 2pmod9,
x =5 (méd 9) y x = 8pmod9. O sea tiene “varias” soluciones médulo 9. ;Cémo
entendemos esto?

Si miramos la definicién de congruencias, pedir

ar =b (mbéd m)
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es pedir que m | ax — b que (por definicién de divisibilidad) es lo mismo que pedir
que exista y € Z tal que ax — b = my o (despejando) que tenga solucién entera la
ecuacién diofantica
ax —my =b.

Justamente este tipo de ecuaciones son las que estudiamos en la ultima seccion, y
sabemos que tienen solucién si y sélo si (a : m) | b (esto explica por qué no tiene
solucién el Ejempo 1 pero si tienen solucién los otros dos ejemplos hechos). Ademés,
tenemos una manera de hallar todas las soluciones (si tienen alguna), las soluciones

son
_ b
T = T(a:m) + (a?:;z) k
e 1

_ b
y= S(a:m) ~ (am)

donde ar + ms = (a : m). En particular, el valor de x es

= (" )

m

o sea la solucién es uinica mdédulo Fijensé que si buscamos soluciones médu-

(a:m)*
lo m, tenemos més de una, ya que distintos valores de k nos dan soluciones no
congruentes médulo m. Més especificamente, si tomamos k = 0,1,...,(a:m) —1

obtenemos todas las soluciones no equivalentes médulo m (¢ por qué?). En particular
hay (a : m) tales soluciones (como pasé en los Ejemplos 2 y 3).

Una manera de interpretar esto es que si conocemos el resto de dividir un niimero
por 9 digamos, en particular conocemos el resto al dividirlo por 3. Ahora, si sé que
tengo un numero n cuyo resto al dividirlo por 3 es 2, jque posible resto tiene al
dividirlo por 97

Dicho de otra manera, sin = m (mdd 9), en particular n = m (méd 3). Sin = 2
(méd 3), ja quién es congruente n médulo 9?7

Al ser n = 2 (mdéd 3), sabemos que n = 2 + 3k. Si miramos esto médulo 9,
tenemos n = 2 + 3k (mdéd 9). Si k es divisible por 3, entonces n = 2 (méd 9),
luego tengo que mirar valores de & médulo 3 (nuevamente, si kg = k1 (méd 3),
2+ 3ko =2+ 3k; (m6d 9)), o sea tengo 3 posibles valores y corresponden a tomar
k =0,1,2 (que son representantes para k médulo 3 justamente).

8. ESTRUCTURA DE Z/mZ

Dado m € Z no nulo, notamos por Z/mZ (o en algunos lugares Z,,) al conjunto
de clases de equivalencia médulo m. O sea Z/mZ es un conjunto con |m| elementos.
Lo que tiene de particular este conjunto es que es un anillo conmutativo, o sea que
posee dos operaciones que satisfacen las propiedades que satisfacen los enteros (pero
es finito). Las operaciones estan dadas por:

" G+b=a+b, oseasi quicro sumar las clases de elementos a, b € Z, la suma
de sus clases es la clase de a + b. Esto es independiente del elemento a en su
clase por Propiedades 6.4.

» a.b = a.b, o sea si quiero multiplicar las clases de elementos a,b € Z, el
producto de sus clases es la clase de a.b. Esto es independiente del elemento
a en su clase por Propiedades 6.4.

Es claro que satisface que es un grupo conmutativo para la suma (porque Z lo es),
que el producto es asociativo, conmutativo, tiene neutro (la clase de 1) y que vale la
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propiedad distributiva. A diferencia de Z, estos anillos son mas raros, por ejemplo,
si tomamos m = 6,2.3 =6 =0 (méd 6). O sea tenemos dos elementos no nulos (es
claro que 2 # 0 (méd 6) y 3 # 0 (mdd 6)) tales que su producto es cero. Dicho en
términos matematicos, Z/mZ “no siempre” es un dominio integro.

Pregunta: ;qué tiene que satisfacer m para que Z/mZ sea un dominio integro?
(rta: m debe ser primo. Probarlo como ejercicio)

Calculemos las tablas de multiplicacién para m = 6 y para m = 7:

0(1(23|4|5]|6
0112|1345

0(0j]0|0|0]0]0O]|O0O
0(0(010|0]0O]O0

110(1]2(3[4|5|6
110(1]2(3|4|5

210121461315
2102|4024

31013162514
310(3|013(013

410(4(1|5|12]6]|3
410141210142
ETols5 a3 201 5105|131 |6[4]2

6065|4321

Observaciones: Las tablas son simétricas por ser el producto conmutativo. Ob-
servar también, que la funcién z — az es biyectiva si (a : m) = 1, jpor qué? (mirar
la siguiente pregunta).

Pregunta: jqué elementos de Z/mZ tienen inverso multiplicativo?
Saber si dado @ € Z/mZ tiene inverso multiplicativo es buscar un elemento x tal
que a.Z = 1. En términos de congruencia, buscamos un x tal que

ar =1 (méd m).

Sabemos resolver este tipo de congruencias. El sistema tiene solucién si y soélo si
(a :m) | 1. Dado que el tinico divisor positivo de 1 es 1, tenemos solucién si y s6lo
si (a: m) = 1. Esto demuestra la proposicién

Proposicién 8.1. El elemento a € Z/mZ tiene inverso multiplicativo si y sdlo si
(a:m)=1.

Ademsds, el inverso de un elemento (si lo tiene) se calcula nuevamente con el
Algoritmo de Euclides.

Ejemplo: e Para m = 6, los elementos que tienen inversos son 1y 5 (hay solo 2).

elementos).

Esto sirve también para resolver algunas ecuaciones lineales de congruencia. Si
tenemos la ecuacion
axr =b (méd m)
y (a:m) =1, sabemos que existe un elemento a’ que es el inverso de a médulo m.
Multiplicando la ecuacién por o’ (;por qué se puede hacer esto?) vemos que
r=dar=db (médm).

O sea encontramos la solucién, y es a=1b (como al resolver ecuaciones sobre R).
Qué pasa si (a : m) # 17 Si (a : m) 1 b entonces no hay solucién y no hay nada
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que hacer. En cambio, si (a : m) | b, entonces dividimos todo por (a : m) (jpor qué
es esto cierto?) y tenemos la ecuacién

= (mOd <mm>>

donde ahora (ma—m) : (a’"—m)) = 1 y podemos calcularle su inverso.

Definicién. La funcién “fi de Euler” es la funcién ¢ : N — N dada por ¢(m) =
#{neN:1<n<my(n:m)=1}

Por la Proposicién anterior, en Z/mZ hay ¢(m) elementos inversibles.

Pregunta: jpara qué valores de m son todos los elementos no nulos de Z/mZ
inversibles?

Notar que si todos los elementos no nulos son inversibles, en particular es un
dominio fntegro, dado que si ab = 0, y @ # 0, tiene inverso y multiplicando por el
inverso de @ tenemos que b = 0. Luego m debe ser primo (sino como vimos antes
Z/mZ no es dominio integro). Nos resta ver que si m es primo entonces todos los
elementos no nulos tienen inverso. Pero si m es primo y tomamos @ # 0, (m : a) = 1
(como m es primo, el med es 1 0 m; si es m entonces m | a y a = 0), luego a tiene
inverso.

En particular, si p es primo, el anillo Z/pZ es un cuerpo (o sea todos los elementos
no nulos tienen inverso, como sucede con Q y R) con finitos elementos!

Teorema 8.2 (Pequefio Teorema de Fermat). Sip € N es un nidmero primo y
a € Z, entonces:

» Sipta, a? ' =1 (méd p).

= Para cualquier a, a? = a (mdd p).

Por ejemplo, si p = 5, el Teorema dice que a* = equivl (méd 5) para cualquier

valor de a congruente a 1,2,3 o 4 médulo 5 (sin necesidad de chequear cada caso).
Antes de ver varias aplicaciones de este Teorema, veamos la demostracion.

Demostracion: Comencemos con el caso (a : p) = 1. Llamemos P al conjunto de
elementos inversibles de Z/pZ, o sea P = {1,2,...,p—1}. Como (a : p) =1, a es
inversible en Z/pZ, luego al € P,a2 € P,...,a(p— 1) € P. Nos gustarfa ver que
los elementos obtenidos al multiplicar por a el conjunto P son todos distintos.

JPuede ser @i = aj (méd p)?

Si @i = aj (méd p) multiplicando por a~! tenemos que i = j (méd p), luego
la respuesta es no. En particular, P = {1,2,...,p—1} = {al,a2,...,a(p—1)}
(vimos una contencién y ambos conjuntos tienen la misma cantidad de elementos).
Si multiplicamos todos los elementos del conjunto P, tenemos que

3) 1-2...(p—)=a-1-a-2...a-(p—1)=a”"'1-2...(p—1) (méd p).
Llamemos M = 1-2...(p — 1). Notemos que p t+ M, dado que si p | M, divide a

alguno de los términos y no puede ser. Luego M tiene inverso moédulo p, y multi-
plicando por su inverso la ecuacién (3) obtenemos el primer caso.
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El segundo caso es inmediato, dado que si p { a, entonces a? = a?~la = a
(méd p) por el primer caso. Si p | a, entonces la igualdad es inmediata porque
ambos miembros son congruentes a cero médulo p.
O

Aplicaciones:

= Hallar el resto de dividir 233 por 7.

= Hallar todas las soluciones de la ecuacién 2?2 =5 (méd 11).

» ;Existe a € Z tal que a es primo y a'? — 1 también lo es? (sugerencia: mirar
maédulo 13).

Observacion: Este resultado es “Optimo”, en el sentido de que si p es primo y r
es un numero natural con 1 < r < p — 1 entonces existe a € N con pt a y tal que
a” #1 (méd p).

Otra gran aplicacién de este resultado es que permite dar un “test de primali-
dad”. Esto es un procedimiento que en algunos casos nos puede decir si un niimero
natural n es primo o no. Por ejemplo, ;es primo el nimero 40977 Supongamos que
sf, luego el Teorema de Fermat nos dice que a?%%® =1 (mdéd 4097) para todo a no
dividible por 4097. Dado que 4096 = 2'2, podemos calcular 22" (méd 4097) y ver
a que es congruente.

La manera de calcular potencias es elevando al cuadrado cada resultado obtenido
(de hecho asf es como se puede calcular a® para b € N en cerca de log(b) operaciones).
Asi tenemos:

21522 =45 2% =16 — 22" = 256 22" = 4081 > 2% =256 (méd 4097)

Notar que entramos en un loop. Si continuamos elevando al cuadrado, obtendremos
sucesivamente los nimeros 256 y 4081. En particular, 22"~ = 4081 (méd 4097).
Como 240971 £ 1 (méd 4097) deducimos del Teorema de Fermat que 4097 no es
primo.

El mismo tipo de argumentos se pueden usar para los primos de Fermat (recordar
que el n-ésimo primo de Fermat es F,, = 22" 4+ 1 con lo cual F,, — 1 es una potencia
de 2). Verificar que F5 no es primo (hacer lo mismo con la base 3).

La desventaja de este método es que en algunos casos nos dice si un nimero no
es primo, pero en ningun caso puede asegurar que un numero si lo sea. A la vez, en
caso de que el niimero no sea primo, no obtenemos informacién de su factorizacién.

Existen niimeros m que pasan “siempre” este test, o sea para todo a € Z tal que
(a:m) =1 vale que a™ ' =1 (méd m) y m no es primo. A estos niimeros se los
conoce como nimeros de Carmichael (1879-1967). El primer niimero de Carmichael
(descubierto por él) es 561 = 3-5-13. La raz6n de por qué pasan el test de primalidad
es que para todo primo p que divide a m, p — 1 divide a m — 1. Usando el Teorema
de Fermat y el Teorema Chino del resto (que veremos mds adelante) es fécil ver
que esto alcanza.

Es fécil ver que todos estos nimeros son impares, y se puede ver (de manera no
tan fécil) que son libres de cuadrados y con al menos tres divisores primos. En 1994,
Alford, Granville y Pomerance provaron que hay infinitos niimeros de Carmichael,
y més aun, entre 1 y n hay al menos n?/7 tales nimeros (para n suficientemente
grande).
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Existe una versién general del Teorema de Fermat que se aplica para cualquier
nimero m (no necesariamente primo).

Teorema 8.3 (Euler-Fermat). Sim € N y a € Z es coprimo con m, entonces
a?™ =1 (méd m)

La demostracion es idéntica a la del Teorema de Fermat, pero considerando el
conjunto de niimeros comprimos con m.

Comentarios: e Si p es primo, ¢(p) = p—1 con lo cual el Teorema de Euler-Fermat
implica el Teorema de Fermat.

e Este Teorema no es 6ptimo. Por ejemplo, si m = 15, ¢p(m) = 8, pero es facil ver
(haciendo una tabla) que a* =1 (méd 15) para todo entero a coprimo con 15 (ve-
rificar esta afirmacién). Se puede dar una versién éptima del mismo, pero requiere
mas trabajo y no lo haremos en este curso.

e Para poder aplicar este Teorema a casos concretos necesitamos poder calcular
©(m) de manera mas o menos rapida. No se conocen algoritmos rdpidos para cal-
cular ¢(m) sin factorizar m (y se sospecha que no existen, por ejemplo si m es
producto de sdlo dos primos, se puede probar que dan el mismo trabajo ambos
problemas).

Proposicion 8.4. La funcion ¢ satisface las siguientes dos propiedades:

1. Sin,m € N son coprimos entre si, entonces p(nm) = p(n)p(m).
2. Sip es un nimero primo y n € N entonces ¢(p"™) = (p — 1)p"~ 1.

Demostracion: Para probar el primer {tem precisaremos el Teorema Chino del resto
con lo cual lo haremos mas adelante. Para probar el segundo {tem, notar que ¢(p") =
p"—#{aeN : 1 <a<p"yp]|a}. Perola cantidad de nimeros entre 1 y p"
divisibles por p es p"~!. Luego p(p") = p™® —p"~t = (p — 1)p"~ L. O

n ri—1

Corolario 8.5. Sim =[], p;* entonces p(m) =[]\, (p; — 1)p;

]
Ejercicio 8.1. ;En qué digito termina 312°?

Lo que debemos hacer es calcular 3'1%° (méd 10). Como (3 : 10) = 1, usando el
Teorema de Euler-Fermat tenemos que 3* = 1 (méd 10). Luego 3'%° = (34)31.3 =3
(méd 10).

Un resultado cuya demostracién es similar a la del Pequeno Teorema de Fermat
es el Teorema de Wilson:

Teorema 8.6. (p— 1) =—1 (méd p) < p es primo

Demostracion. Supongamos que p es primo. Entonces, mirando la igualdad en
Z/pZ, tenemos que probar que 1-2-3...(p —1) = —1. Como Z/pZ es un cuer-
po, para cada i = 1,...,p — 1, hay un inverso i~!. Entonces, si i # i~!, ambos
elementos se cancelan en el producto 1-2...(p — 1), y solo quedan aquellos que
son iguales a su inverso. Pero no hay muchos de estos elementos: si # = =1 (siem-
pre mirando todo en Z/pZ) entonces multiplicando por x resulta 22 = 1, es decir,
2?2 —1 = 0, es decir (z — 1)(z + 1) = 0. De nuevo, como Z/pZ es un cuerpo, si
x—1#0yx+1#0, resultard (x — 1)(x + 1) # 0. Entonces, las tinicas soluciones
de la ecuacién (x — 1)(x +1) =0son z =1y x = —1. Esto es, en Z/pZ, tenemos
1-2:3...(p—1)=1-(-1)=-1.
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Reciprocamente, si p no es primo, entonces hay algin divisor de p entre 2 y p— 1.
Pero eso dice que d no es inversible en Z/pZ, y no puede entonces ser parte de un
producto cuyo resultado es un ndmero inversible (Ejercicio: explicar por qué). O

8.1. Teorema Chino del Resto. A diferencia de las ecuaciones en Z, donde la
solucién de una ecuacién en una variable es tnica, hemos visto que las soluciones
de una ecuacién de congruencias (si tiene) son infinitas (pues en cada clase de
equivalencia hay infinitos ndmeros enteros). Luego podemos preguntarnos si un
sistema de ecuaciones lineales tiene solucién o no. Miremos el siguiente ejemplo:
supongmaos que tengo un nimero n € N tal que el resto de dividir n por 3 es 2 y
el resto de dividir n por 7 es 4. ;Puedo saber que resto tiene n al dividirlo por 217
En otras palabras, me dicen que n es solucién de las ecuaciones

x=2 (méd 3)
r=4 (méd7)

,Cémo saber si este sistema tiene solucién o no? Una forma de hacerlo es en-
contrar todas las soluciones de la primer ecuacion y ver cuales de ellas satisfacen
la segunda. Asi, x = 2 (mdd 3) tiene como solucién x = 2 + 3k con k € Z. Si
reemplazamos en la otra ecuacién, queremos que

243k=4 (méd7) < 3k=2 (méd7).

Dado que (3:7) =1 (o sea los médulos de las ecuaciones originales son coprimos),
el sistema tiene solucién. Ademas, dado que 5 es el inverso multiplicativo de 3 en
Z/7Z, tenemos que
k=3 (méd 7).

Luego x = 243(3+7m) = 11421m, o sea las soluciones satisfacen z = 11 (méd 21)
(notar que 11 es solucién de ambas ecuaciones). Con lo cual la respuesta es que este
sistema admite infinitas soluciones, todos los nimeros congruentes a 11 médulo 21.
En particular el resto de dividir n por 21 es 11.

El Teorema Chino del Resto d4 una manera de hallar todas las soluciones de un
sistema de congruencias si los médulos son coprimos.

Teorema 8.7 (Teorema Chino del Resto). Dado el sistema de congruencias

x=a; (méd my)

xr =a, (méd my)

donde (m; : mj) = 1 si i # j entonces el sistema tiene solucion unica mddulo
myq...Mpy.

Demostracién: Llamemos M = my...m,. Para cada 1 < j < n, (% tmy) = 1,
J
dado que mﬂ = Hi# m; y cada m; es coprimo con m; . Luego por el Algoritmo de
J

Euclides, existen r;, s; tales que

M
4 1= —r; +mys;.
(4) m; J 353
En particular mMjTj =1 (méd m;). Definimos xy = mﬂlrlal 4+ 4 mﬂrnan. Afirmo

n

que xg es solucién. Veamos que satisface cada congruencia. Tomemos un ntimero 4
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con 1 <4 <ny miramos xg médulo m;. Como m; | % si j # i, tenemos
J
M _ _ .
To=—r101 + -+ —rpa, = —ra; = a;  (méd my).
mq my, m;

Veamos que es la tnica solucién médulo my ...m,. Si x1 es otra solucién, en-
tonces
zo=2x1 (médmy) = mq|xo—x1

zo=21 (méd my) =  my,|zo— 271

Como (my : mg) = 1, tenemos que mymsg | (xg — x1). Como (mimg : m3) = 1
entonces mymams | (xo — z1). Inductivamente vemos que my ...my, | (g — 1), 0
sea la solucién es tnica moédulo m; ...m,, como queriamos. O

Ejemplo: Hallar todas las soluciones del sistema

x=7 (méd 4)
x=2 (méd 15).

Como (4 : 15) = 1, estamos en las condiciones del Teorema Chino del Resto.
Luego debemos hallar 71 y 7o tales que 151 = 1 (méd 4) y 4ro = 1 (mdd 15).
Claramente r; = 3 y 1o = 4 satisfacen lo pedido, con lo cual las soluciones del
sistema son

x=7-15-3+2-4-4=47 (mdd 60)-

Ejercicio: hallar todas las soluciones del sistema

2 (méd 5)
1 (méd 7)
2 (méd 11).

T
T
T

Esto tiene muchisimas aplicaciones, como veremos en breve. En particular, la
idea del Teorema Chino del resto es que conocer un nimero médulo N = pi*...po»
es lo mismo que conocerlo médulo pi?*, ... , médulo pin.

Proposicion 8.8. La funcion ¢ es multiplicativa, esto es sin,m € N son coprimos
entonces p(nm) = p(n)p(m).

Demostracidn: Llamemos C,,, = {a € N : 1 < a <my(a:m)=1}. Luego
o(m) = #Cp,. Definimos la funcién ¥ : Cppp, — Cpp XCyp, dada por a — (1, (a), 7m(a)),
donde r,,(a) es el resto de dividir a a por n. Veamos que ¥ estd bien definida y que
es biyectiva.

e Buena definicién: Si (a : nm) = 1, entonces (a : n) = 1. Como (a : n) = (ry(a) :
n), entonces ry,(a) € C,. De manera andloga r,(a) € Cp,.

e Inyectiva: Si a,b € N son tales que 1 < a,b < nm , rp(a) = rp(b) ¥y rm(a) =
7m (D), queremos ver que a = b. Como ry,(a) = r,,(b), a = b (mdéd n). Andlogamente,
a=b (médm). Osean|(a—0b)ym|(a—"b). Como (n:m)=1,nm| (a—Db).
Pero 1 < a,b < nm luego a = b.

e Suryectva: Si a,b € Nson talesque 1 <a <mn,(a:n)=1y1<b<m,
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(b:m) =1, queremos ver que existe ¢ € Ntal que 1 <c<nm, (c:nm)=1y ces
solucién de la ecuacion Luego a y b son soluciones de la ecuacion

x=a (méd n)
x=b (méd m).
Un tal ¢ siempre existe por el Teorema Chino del Resto. Luego el cardinal de

ambos conjuntos es el mismo, o sea p(nm) = #Cppm = #(Cp, X Cp) = #Cp #C, =
e(n)p(m). O

Ejercicio: Probar que si p,q € N son primos distintos y a € N es coprimo con p y
con g entonces

aP~t= 1 =1 (méd pq),
donde [p — 1,¢ — 1] es el minimo comin multiplo de p — 1 y ¢ — 1. Notar que
esto mejora el Teorema de Euler-Fermat en este caso (que dirfa a®~D(@=1) = 1
(méd pq)).
Pregunta: ;como usar el Teorema Chino del Resto si los médulos no son coprimos?

Ejemplo: Supongamos que queremos hallar las soluciones del siguiente sistema (si
es que tiene alguna):

x=2 (méd 10)
x=5 (méd 15).
Acé los médulos no son coprimos con lo cual no podemos aplicar el Teorema

Chino del Resto. Sin embargo, podemos aplicarlo para separar cada una de las con-
gruencias en congruencias que involucren primos a potencias, asi son equivalentes:

=2 (méd 2)
{r=2 (mdd 10) o

z=2 (méd 5).
=5 (méd 3)
=5 (méd 5).

Con lo cual nuestro sistema original es equivalente al sistema:

{r=5 (mdd 15) “ {

x=2 (méd 2)
x=2 (méd 5)
z=5 (méd 3)
=5 (méd 5).

. Tiene solucion este sistema? Notar que la segunda ecuacién dice que el resto de
dividir a z por 5 es 2 mientras que la cuarta ecuacion dice que z es divisible por 5.
Luego claramente el sistema no tiene solucién (o es incompatible).

Ejemplo: Hallar todas las soluciones del sistema:

x=2 (mdd 15)
x=7 (méd 50).
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Dado que los médulos no son coprimos (en realidad (15 : 50) = 5), podemos
razonar como antes. Luego nuestro sistema es equivalente al sistema:

=2 (méd 3)
z=2 (méd 5)
x=7 (méd 25)
r=7 (méd 2)

Las ecuaciones cuyos médulos no son coprimos son la segunda y la tercera. ;Es
incompatible el sistema? La respuesta es que no! La tercer ecuacién nos dice que
x =7 (méd 25) o sea que 25 |  — 7 en particular 5 | z — 7 o sea x = 7 (méd 5)
que es lo mismo que pedir x =2 (mdd 2). Con lo cual la tercer ecuacién implica la
segunda (y es mas fuerte). Si conocemos el resto de dividir a un nimero por 25 en
particular conocemos su resto al dividirlo por 5. Luego considerando las ecuaciones
(1), (2) y (4) estamos incluyendo también la tercera. Entonces podemos mirar el
sistema:

=2 (méd 3)
=7 (méd 25)
=7 (méd 2)
Ahora los médulos si son coprimos y podemos aplicar el Teorema Chino del

Resto. En realidad, dado que conocemos una solucién al sistema formado por las
dos tltimas ecuaciones, basta considerar el sistema (mas pequeno)

x=2 (méd 3)
x=7 (méd 50)
Es fécil ver que (3 : 50) = 1 = 3(17)+50(—1). Con lo cual la solucién del sistema
es

x =50.(-1).24+3.17.7 =257 = 107 (mdéd 150)

Ejercicio: Para utilizar todo lo aprendido durante este capitulo, hallar (si hay) las
soluciones del siguiente sistema:

3z =6 (mdd 18)
2r =4 (mdd 5)
5213 =7 (méd 9)

Comencemos resolviendo (si se puede) cada ecuacién para llevarlo a un sistema
del tipo del Teorema Chino del Resto.

1. 3z = 6 (mdd 18). Como (3 : 18) = 3 | 6, sabemos que esta ecuacién tiene
solucién. Si dividimos toda la ecuacion por 3, tenemos que las soluciones son:
r=2 (méd 6).
2. 2z =4 (méd 5). Dado que (2 : 4) = 1, hay solucién. Ademads, como 3.2 = 1
(méd 5) (o sea 3 es el inverso multiplicativo de 2 en Z/5Z), si multiplicamor
por 3 tenemos que las soluciones son

z=12=2 (mdd 5)
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3. 5x'3 = 7 (méd 9). Para poder aplicar Euler-Fermat, debemos probar que
(x : 9) debe ser 1. Como 9 = 32, si 3 | x entonces 3 | 7 lo que no pasa, con
lo cual (z : 9) = 1. Como ¢(9) = 6, sabemos que % = 1 (mdd 9). Luego
213 = (25)%2.2 = 2 (m6d 9). Asf nuestra ecuacion es:

S =7 (méd9).
Como hicimos en el caso anterior, (5:9) =1y el inverso de 5 en Z/9Z es 2.
Multiplicando por 2 tenemos que

x=14=5 (mdbd9).

Con esto hecho, nos queda que el sistema por resolver es

) x=2 (mdd 2)

x=2 (mdd 6) .
) x=2 (méd 3)

r=2 (méd5) .
i x=2 (méd 5)

r=5 (méd9) )
x=5 (méd9)

Nuevamente, la ultima ecuacion implica la segunda, con lo cual podemos consi-
derar el sistema

=2 (méd 2) i

] =2 (mdd 10)
=2 (méd5) )

) =5 (mdd9)
x=5 (méd 9)

Como (9:10) =1=9(—1)9 + 10.1, la solucién es

z=9.(-1)2+10.1.5=32 (méd 90).

8.2. RSA (Rivest-Shamir-Adleman). El sistema criptogrifico RSA es uno
de los mas usados hoy en dia. El mismo fue inventado en 1973 por Clifford Cocks.
Dado que Cocks trabajaba para una agencia de seguridad nacional Britanica, no
pudo publicarlo hasta 1997. En 1977, Rivest, Shamir y Adleman encontraron inde-
pendientemente el mismo sistema y lo patentaron.

La criptograffa (de manera burda) es el estudio de cémo enviar informacién de
manera segura entre dos personas. La idea es que cualquier persona que intercepte
el mensaje no pueda saber qué informacién estdn intercambiando (como hablar un
idioma extranjero adelante de personas que no lo hablan). El sistema RSA es uno de
los llamados sistemas de clave piublica. Estos métodos consisten en tener un algorit-
mo para “cifrar” (u ocultar) la informacién que se basa en algunas claves. Existen
claves publicas (que son de conocimiento para cualquier persona) y claves privadas,
que sélo conocen los que utilizan el algoritmo. En particular RSA posee dos claves
publicas, que son un médulo m (que es un niimero natural con la particularidad de
ser producto de dos primos p y ¢) y un exponente e (con la particularidad de ser
coprimo con ¢(m)). La factorizacién de m NO es publica (basdndose el algoritmo
en que es imposible calcularla de manera préctica). Para poder asegurar esto, los
ntmeros que se utilizan son muy grandes (del orden de 2048 digitos binarios).

El algoritmo: supongamos que tenemos un mensaje M que queremos enviarle
a una persona B (por ejemplo queremos enviar el nimero de nuestra tarjeta de
crédito al banco). El banco hace piblico el par (e, m) correspondiente al médulo
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y al exponente. Nuestra manera de encriptar el mensaje es calcular M¢ (méd m)
(obteniendo un nimero no mayor que m). Este dato es el que le enviamos a la
persona B.

Desencripcién: La persona B recibe un mensaje M que sabe que es de la forma
M¢€ para un ntimero M desconocido. Dado que B conoce la factorizacién de m (en
la préctica el ndimero m es creado por B a partir de los primos p y ¢), puede calcular
nameros , s € Z tales que

er +p(m)t = (e: p(m)) =1,
con la condicién r > 0. Luego, afirmo:

M" =M =M (méd m).
Para ver esto, calculemos M"™ médulo p y médulo g. Si p | M, entonces M =
0= M" (méd p) con lo cual la congruencia es obvia. Si p t M, por el Teorema de
Fermat, sabemos que MP~! =1 (méd p). Luego,

M™ = M = pi-e-De-1t _ M_(M(p—l))(l—Q)t =M (méd p)
La congruencia médulo ¢ se sigue del mismo razonamiento. Usando el Teorema
Chino del Resto, tenemos

M"=M (méd ~
{ ( P) < {M"=M (méd pq)

M"=M (méd q)

Observacién: Calcular ¢(pq) es equivalente a calcular p y ¢. Es claro que si co-
nocemos p y ¢, entonces p(pq) = (p — 1)(¢ — 1). Reciprocamente, si conocemos
wlpg) =(p—1)(g—1) =pg— (p+q) + 1 y pq (esto es siempre concocido), tenemos
que p + ¢ = pqg — p(pq) + 1. O sea conocemos también cuanto vale p + ¢ con esta
informacién. Pero si miramos el polinomio

(@—p)z—q) =2"—(p+a)r+pg
tiene como raices a p y a ¢ y lo conocemos. Usando la férmula de la cuadratica,
recuperamos p y g.

Ejemplo: Supongamos que queremos enviarnos un mensaje con un amigo de ma-
nera secreta. Tomamos dos primos (grandes en la préctica, pero pequeflos en este
ejemplo para poder hacer las cuentas a mano) por ejemplo p = 101 y ¢ = 307
con lo cual le decimos que el médulo que debe usar es 31007 (no le enviamos la
factorizacién). Dado que ¢(31007) = 100-306, tomamos e = 7. As{ fijadas las llaves
publicas, nuestro amigo nos dice que su fecha de cumpleanos encriptada es “1867”,
;qué dia cumple anos?

Lo que debemos hacer es escribir 1 como combinacién lineal de 7 y 30600. Usando
el algoritmo de Euclides, tenemos que:

30600 =7-4371 43
7=3-24+1

Asi, 1=7-143-(—2) =7-14+(30600—7-4371)-(—2) = 7-(8743) 4+ 30600 - (—2).
Luego debemos calcular
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18678743 = 1207  (mdéd 31007)

(este tltimo calculo esta hecho por computadora, pero se puede hacer de manera
répida escribiendo 8743 en base 2). Luego su cumpleaiios es el 12 se Julio.



