Associacao entre duas variaveis

Questoes de interesse:

Sera que duas varidveis sdo independentes ou pelo contrario dependentes? E se
forem dependentes, qual o tipo e grau de dependéncia?

Existem diversas formas de associacao entre varidveis numéricas. Por exemplo,
podemos ter relacoes lineares, exponenciais, logaritmicas ou quadraticas.
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Como analisar a associacao entre 2 variaveis numéricas

Primeiro passo: construcao de diagramas de dispersao.

Quando duas variadveis sao independentes, o diagrama de dispersao respectivo
apresenta uma mancha de pontos aleatéria (ou quando muito) um conjunto de
pontos dispostos sobre uma recta horizontal.
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Se a relacao entre duas varidveis for linear, ao confrontarmos duas amostras
num diagrama de dispersao devemos esperar observar um conjunto de pontos
que se dispoem aproximadamente sobre uma recta. Por vezes os desvios em

relacao a recta sao minimos, mas noutras os pontos apresentam bastante dis-
persao tornando dificil a identificacao da dita relacdo linear.
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Segundo passo: calcular medidas de associacao ou efectuar uma andlise de
regressao caso a relacao seja linear.
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Regressao Linear Simples

A equacao y = by + bixz define uma recta no plano z,y. by representa a
ordenada na origem e b; o declive. Se um ponto (x1,y;) estiver sobre a recta
entdo satisfaz a relacao y; = by + b1x1.

Se o valor de 1y, estiver afectado de um erro aleatdrio, €, passamos a ter
y1 = by + b1x1 + €.

Muitas vezes temos dados estatisticos que correspondem exactamente a pares
de observacoes, (x;,v;), 2 = 1,...,n, que tém subjacentes uma relac3do linear,
mas que estao afectados de erros.

yi =bo+b1x; +¢€, 1=1,...n.
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A analise de regressao é uma técnica estatistica para modelar e investigar a
relacao entre varidveis. No modelo de regressao linear simples temos

e valores determinados x; provenientes de uma varidvel independente também
denominada regressor.

e valores aleatdrios Y; provenientes de uma varidvel dependente.

e um modelo probabilistico que relaciona Y; com x;

Y;‘ = bO -+ bl.CCi + €;, €; - €rro,
by e b1 sao designados coeficientes de regressao ou parametros de regressao.

e 0s erros devem ser independentes e identicamente distribuidos,
e; —~ N(0,0%). Desta forma existe uma relacdo linear entre o valor es-
perado de Y, e a variavel independente x;,

Bioestatistica, 2007 6



Graficamente, um exemplo de um modelo de regressao linear simples tem a
seguinte forma:
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Método dos minimos quadrados e a recta de regressao

Como as observacoes estao afectadas de erros n3o é possivel saber o valor
exacto dos coeficientes by e b;. No entanto é possivel estima-los. O método
que conduz aos melhores resultados (nas condi¢des acima descritas) é o método
dos minimos quadrados

Este método conduz aos seguintes estimadores

(bo =Y — b7 )
i Ti(m - )Y~ T)
\ D iy (i — T)?
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Para simplificar a notacao iremos adoptar as seguintes convencoes habituais:

Sa;a; — Z(xz — i) SYY — Z(ifz - Y)2 Sa:Y — Z(xz — i)(ifz - Y)
=1 1=1 1=1
SSg = zn:(Yv; ~Y;)? SSgr = zn:(f/z ~-Y)?
1=1 1=1

Os estimardoes de minimos quadrados dos coeficientes da recta de regressao
sao dados por
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A recta de regressao é entao dada por

Yy = [A)O—I—IA)LCC.

Chamamos valores preditos a

Ui = Bo + 61%7

que sdo as nossas melhores estimativas para os pontos sobre a recta (descon-

hecida).
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Exemplo: alturas dos filhos versus alturas dos pais. A equacao da recta de
regressao é dada por y = 0.392 4 0.784x (traco grosso). A recta de tragco mais

fino tem declive unitario.

altura do filho

altura do pai
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Propriedades dos estimadores

Com base nos pressupostos do modelo de regressao linear simple podemos
calcular a esperanca e a variancia dos estimadores by e b.

~ ~ 0‘2
E[bl] = bl V&T[bl] = S—
. . 1 72
Elbol = by Varlby] = o (5 + g—)

Uma vez que os erros tém distribuicao Normal, deduz-se que
2
A o
by —~ N (b
’ SJXE

. 1 72
= (o (1))
n - Sz
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Testes e IC’s para os coeficientes de regressao

Com base nos resultados anteriores podemos construir intervalos de confianca
e efectuar testes de hipdteses aos parametros do modelo de regressao. Para tal
é necessario utilizar as seguintes relacoes:

bo — bo
/\ tn—2
SS 1 T2
8Sp (1, &
(n—2) (n Sm)
by — by S
SSg
(n —2)S.s
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Tem muito interesse testar se o declive da recta é nulo, ou seja, se Y nao

depende de x:
H()Z blz() US H1:b17é()

Também pode ter interesse testar se a ordenada na origem € nula:

H()Z bOIO UvS H1:b07é()
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Estatisticas de teste

Para a ordenada na origem:

T = — ~  tp_2

Para o declive:
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Tabela de regressao

A tabela de regressao contém, além de outras coisas, os valores das estimativas

dos parametros de regressao e os p-values dos testes referidos anteriormente.

Coeficientes

nao-estandardizados

Coeficientes
estandardizados

Coeficiente b Erro padrao I} t  p—owalue
Ord. na origem bo Ob, t0obs (+)
declive by Ob, B4 t1obs ()
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O exemplo dos pais e filhos no SPSS:

Coefficients?

Unstandardized Standardized
Coefficients Coefficients
Model B Std. Error Beta t Sig.
1 (Constant) ,392 ,085 4,592 ,000
PAI , 784 ,050 ,598 15,665 ,000

a. Dependent Variable: FILHO

Coefficients?

95% Confidence Interval for B

Model Lower Bound | Upper Bound
1 (Constant) 224 560
PAI ,686 ,882

a. Dependent Variable: FILHO

A andlise de regressao linear simples pode ser feita no SPSS utilizando o menu
Analyze / Regression / Linear. Para obter os intervalos de confianca

para os coeficientes é necessario seleccionar Confidence Intervals no botao
Statistics.
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ANOVA da regressao

Em geral o software estatistico efectua uma ANOVA sobre a andlise de regressao.
No caso da regressdo linear simples a ANOVA vai apenas repetir (indirecta-
mente) o teste ao declive e n3o fornece informacgdo adicional. (Reparar que
o p-value da tabela de ANOVA tem o mesmo valor do p-value da tabela de
regressao respeitante ao declive.) S6 no caso de regressdes miiltiplas é que a
ANOVA produz informacdo adicional. Por esta razao n3o iremos descrever a

ANOVA da regressao.

Bioestatistica, 2007 18



Avaliacao da qualidade e significado da regressao

1. Analise grafica:

Grafico de dispersao de Y; versus x;: deve evidenciar uma relacdo linear;
deve ter os pontos pouco dispersos para a regressao ter boa qualidade.

2,09

altura do filho

v v v v
15 16 17 18 19

altura do pai

Neste exemplo existe muita dispersao pelo que a regressao nao tera muita
qualidade.
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2. Valor do coeficiente de determinacao

2y _SSe_, SSp

R?2 = —
S+eSvy  Svyy Syy

O coeficiente deve assumir valores préximos de 1 (superior a 0.9) se a relacdo
entre Y e x for bem modelada por uma regress3o linear simples. R? mede a
proporcao de variabilidade de Y explicada por z.

Por vezes utiliza-se o coeficiente de determinacao ajustado que introduz
uma correccao no coeficiente de determinacao. Em geral os valores destes
coeficientes sao muito préximos.

2 SSE/(’I%—2)
Ra_l_ Syy(n—l) '

Model Summary

Adjusted R | Std. Error of
Model R R Square Square the Estimate
1 ,5984 ,358 ,357 ,06968

a. Predictors: (Constant), PAI
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3. Teste ao declive

Serd que Y depende mesmo de 7?7 Podemos responder a esta questdo
através do teste ao declive da tabela de regressao

Holblzo (U} lebl%().
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Validacao dos pressupostos da regressao — analise de
residuos

Para avaliar se os erros se podem considerar como sendo provenientes de uma
populacao com distribuicao Normal:

RQ-plot aos residuos.

Chama-se residuo a
e, =1Y; — by —b17; =y — Ui

que é a estimativa do erro ¢;.
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Exemplo das alturas dos pais e filhos:

Expected Cum Prob

Observed Cum Prob

No SPSS pode-se obter o QQ-plot dos residuos seleccionando a opcao Normal
probability plot no botao Plots do menu da regressao linear.

Também se podem fazer um teste de ajustamento a Normal.
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Para avaliar se os erros sao independentes:

Gréficos de residuos versus valores preditos Y; (ou valores observados, ou
regressores) que deve apresentar uma mancha de pontos aleatérios com o
mesmo tipo de dispersao em torno do eixo do zx.

Regression Standardized Residual
-

Regression Standardized Predicted Value

No SPSS pode-se obter este grafico através do menu fornecido no botdo Plots
do menu da regressao linear.
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Para avaliar se o modelo é correcto deve-se observar o grafico de dispersao Y;
Versus ;:

2,09

altura do filho

v v v )
15 16 17 18 19

altura do pai

Este grafico deve apresentar uma relacao linear e os pontos devem distribuir-se
aleatoriamente em torno da recta com variabilidade constante.

Os graficos de residuos também podem ajudar a detectar que o modelo nao é
adequado em situacoes que o grafico de dispersao nao é claro.
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Outras formas de identificar uma possivel nao-adequacao

do modelo

Os graficos de residuos podem sugerir n3o-linearidades na relacdo entre as

varidveis ou alteracoes na variancia dos erros.

Grafico de residuos tipico quando sao validos os pressupostos do moedelo:
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Exemplos de graficos quando n3o sao validos os pressupostos do moedelo:

30 9

20 9

-10

oD
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Quando h3a suspeitas de nao linearidades no modelo deve-se transformar os
dados por forma a obter um modelo linear (quando possivel).
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Transformacoes de variaveis

Quando um conjunto de dados nao permite validar os pressupostos de apli-
cabilidade de uma determinada técnica estatistica podemos procurar técnicas
alternativas ou entao tentar transformar os dados de forma a obter novas
amostras em condicoes de validar os ditos pressupostos. Exemplos tipicos
destas situacoes sao os seguintes:

1. Uma amostra evidencia bastante assimetria e nao se pode considerar como
sendo proveniente de uma populacdo Normal (o QQ-plot n3o € linear e os testes
de ajustamento rejeitam a hipdtese de normalidade).

2. As amostras envolvidas numa ANOVA apresentam variancias tao diferentes
que se rejeita a hipétese de homogeneidade de variancias.

3. Um grafico de dispersao entre duas varidveis indicia existir uma relacao
entre as varidveis mas essa relacao é claramente nao-linear. Neste caso nao é
possivel efectuar uma andlise de regressao linear nem se pode fazer um teste de
correlacao utilizando o coeficiente de correlacao de Pearson.
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De entre as transformacoes possiveis as mais utilizadas sao as seguintes:

e Transformacao logaritmica:
X'=InX ,X>0 (ou X'=In(X +a), ac€lR)

Esta transformacdo é util para tornar mais simétrica uma distribuicao que
apresente assimetria positiva.

Também é util para diminuir a variabilidade nos valores mais elevados e
aumentar a variabilidade nos valores préximos de 0.

Quando um grafico de dispersao apresenta um crescimento de tipo expo-
nencial, uma transformacao logaritmica aos valores de y tornam o grafico
linear.

e Raiz quadrada:
X' =vVX, X >0
Tem uma funcao semelhante a transformacao logaritmica mas a trans-
formacao nao é tao acentuada.
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e Transformacao poténcia:
X' =X"b>0
Quando b > 1 esta transformacdo faz o contrario da transformacao
logaritmica, i.e.: pode tornar mais simétricas distribuicdes com assimetria
negativa; pode diminuir a variabilidade de valores préximos de 0 e aumentar
a variabilidade de valores elevados; pode tornar mais linear um grafico de
dispersdo que apresente uma relacdo do tipo y = &/x, a > 1. Quando b < 1
as consequéncias sao semelhantes as da transformacao logaritmica.

e Transformacio inversa:
X'=1/X
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Cuidados a ter na transformacoes de variaveis

Atencao que quando se transformam varidveis, os resultados a que se chega
para as varidveis transformadas nao se podem converter facilmente para as
varidveis originais. Por isso, as conclusoes a retirar sao relativas as variaveis
transformadas e isso deve ficar explicito nos textos a elaborar.

Por exemplo, se construirmos um intervalo de confianca para a média de uma
varidvel X’ = In X, n3o se pode transformar o intervalo obtido num intervalo
para a média de X por aplicacdo da transformacgdo inversa (exponencial) aos
extremos do intervalo. Isto acontece porque a média de X', i/ = E[X’], ndo é
o logaritmo da média de X, = F[X]. (¢ # Inp!)
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