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Caṕıtulo 1

Introdução

A Genética tem sido uma das áreas de investigação que muito se tem desenvolvido

nas últimas décadas, em particular após as descobertas da estrutura do ácido de-

soxirribonucleico (DNA — DeoxyriboNucleic Acid) e da forma como são codificadas

as protéınas. A estrutura do DNA, tal como actualmente é aceite, foi proposta em

1953 no famoso artigo de James Watson e Francis Crick [156], publicado na revista

Nature. A função do DNA foi descrita também por Francis Crick por volta de 1957–58

[47]. Estas descobertas provocaram um grande desenvolvimento da biologia molecular.

Actualmente, esta ciência dispõe de um enorme conjunto de dados, sendo exemplo disso

a informação proveniente da sequenciação do DNA de várias espécies.

Recentemente, nos principais centros de investigação na área das biociências, grupos

interdisciplinares têm estado a realizar trabalhos de investigação com o objectivo de

extrair informação relevante contida no DNA. De modo geral, qualquer relação entre

a estrutura do DNA e as suas funções biológicas tem sido objecto de estudo. A t́ıtulo

de exemplo pode referir-se a caracterização funcional de genes em vários organismos

modelo e o estudo de leis que governam a tradução pelo ribossoma.

Neste caṕıtulo apresenta-se uma contextualização biológica deste trabalho. Depois

discute-se a sua motivação e objectivos gerais. Seguidamente enumeram-se as pu-

blicações elaboradas no âmbito deste trabalho e resumem-se as restantes publicações

recentemente feitas no contexto da biologia molecular. Por fim, apresenta-se, de modo

resumido, a organização desta dissertação.

1



2 Caṕıtulo 1

1.1 Conceitos biológicos

De seguida será feita uma breve descrição de alguns conceitos de biologia molecular,

mais concretamente, sobre o código genético e as protéınas. Pretende-se com esta

secção efectuar uma contextualização biológica da dissertação, introduzindo os con-

ceitos fundamentais para a sua compreensão e discussão.

1.1.1 O código genético

Uma das extraordinárias revelações dos anos 50 do século passado, foi a demonstração

de que a “infinita” complexidade das estruturas de todos os seres vivos codificada no

genoma é devida à combinação de apenas quatro moléculas que constituem o DNA

(ver, por exemplo, [6]).

Na composição do DNA entram quatro moléculas chamadas nucleótidos ou de forma

simplista bases. Os nucleótidos são compostos por uma pentose (desoxirribose), um

grupo fosfato e uma base nitrogenada que no caso do DNA são a adenina (A), a guanina

(G), a timina (T ) e a citosina (C). As bases nitrogenadas podem ser classificadas de

acordo com a sua estrutura em purinas (adenina e a guanina) e pirimidinas (citosina e

timina).

A molécula de DNA tem uma estrutura semelhante à de uma escada torcida, formando

uma espiral, designada de dupla hélice. Os degraus da escada são a representação das

ligações por pontes de hidrogénio que se formam entre bases que se dizem comple-

mentares: duas, no caso de A com T , e três, no caso de C com G (ver figura 1.1).

A sequência de DNA é representada como combinação de quatro nucleótidos que se

encadeiam como as letras do alfabeto ao longo de um texto sem espaços, fazendo sentido

a atribuição do nome de linguagem genética ou texto genético ao texto formado pelos

nucleótidos que constituem o DNA.

Nas sequências dos nucleótidos, estão contidas informações relativas às caracteŕısticas

hereditárias, assim como a informação para a produção cont́ınua de protéınas e conse-

quente sobrevivência dos seres vivos. A sequência de nucleótidos que constitui o DNA

é composta por duas partes: a parte de subsequências de código (regiões codificantes)
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Figura 1.1: Representação esquemática da estrutura do DNA.

e a de subsequências de não-código (regiões não codificantes). As subsequências de

código consistem no conjunto das partes da sequência com significado em termos de

produção de protéınas. Nas subsequências de código o número total de nucleótidos é um

múltiplo de três e cada tripleto de nucleótidos constitui o código de um aminoácido,

isto é, da unidade proteica na construção de uma protéına.1 A cada grupo de três

nucleótidos que codifica um aminoácido chama-se codão. Existem sessenta e quatro

codões distintos (43 = 64), correspondendo aos sessenta e quatro arranjos posśıveis dos

quatro nucleótidos em grupos de três. As sequências de código são sequências de codões

que começam na sua maioria com o codão AT G (conhecido por codão de iniciação) e

terminam com um dos codões terminais T AA, T AG ou T GA.

Apesar do “alfabeto” do DNA consistir apenas em 4 letras, os textos completos são

muito longos. O DNA dos seres humanos, por exemplo, contém cerca de 2, 9 × 109

pares de nucleótidos. No entanto, apenas cerca de 2% do texto completo constitui as

regiões codificantes [132].

Cada sequência de código associada a uma dada protéına encontra-se contida num gene.

Ao conjunto de todos os genes de uma espécie é chamado de genoma dessa espécie.

Muitos genes, por sua vez, ainda apresentam uma estrutura sequencial alternada de

duas partes: as subsequências que constituem código de protéınas — os exões; as

restantes subsequências — os intrões.

1Uma sequência consecutiva de n nucleótidos é conhecida como oligonucleótido de comprimento n.
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Existe uma correspondência, que não é função, entre codões e aminoácidos. O número

de aminoácidos usados pelos seres vivos é vinte e o de codões é sessenta e quatro. Os

codões T AA, T AG e T GA não codificam aminoácidos, mas sim uma mensagem de

terminação da construção da protéına. No entanto, a correspondência entre os sessenta

e um codões não terminais e os aminoácidos não é bijectiva. Existem vários codões que

codificam um mesmo aminoácido, os chamados codões sinónimos. A informação que a

chave genética proporciona é inferior à que potencialmente poderia proporcionar (ver

tabela 1.1).

É tradicional dividir os seres vivos em dois grandes grupos de acordo com o tipo de

células: os eucariotas e os procariotas.2 A grande diferença entre as células é essencial-

mente estrutural: as células dos eucariotas têm núcleo individualizado (DNA comparti-

mentado) e com vários organelos membranares; as células procariotas são mais simples,

não possuindo núcleo nem organelos membranares (compartimentos intracelulares).

Neste trabalho, quando houver referência a células e a estruturas celulares estas serão

de eucariotas a menos que haja especificação do contrário. As células dos eucariotas são

constitúıdas essencialmente por dois espaços intra-celulares: o núcleo e o citoplasma

— espaço que circunda o núcleo. A śıntese de protéınas dá-se no citoplasma, depois da

transcrição do DNA, da remoção das sequências não codificantes no DNA transcrito

(“splicing”) e da sua migração do núcleo para o citoplasma.

Desde o DNA à construção de protéınas, existem mais duas estruturas genéticas com

especial importância: o RNA (RiboNucleic Acid) e os ribossomas. O RNA (mais con-

cretamente o mRNA — ácido ribonucleico mensageiro) tem a função de transportar a

mensagem genética desde o DNA, no núcleo, até ao ponto onde a mensagem é traduzida

no citoplasma. A molécula de RNA distingue-se do DNA por ser uma molécula de

cadeias simples em que o nucleótido timina é substitúıdo pelo nucleótido uracilo (U) e

o açúcar desoxirribose pela ribose. Os ribossomas são pequenos organelos não membra-

nosos que se encontram distribúıdos por todo o citoplasma com a função de traduzir o

código genético. O ribossoma liga-se ao mRNA, descodificando a informação contida

nesta molécula, através da ligação a cada codão de uma molécula de tRNA (ácido ri-

2Actualmente o grupo dos procariotas está subdividido em dois grupos: bacteria e archaea - Mayr

(1990). Mas nem sempre é usada a subdivisão eucariotas e procariotas. Outras existem, como por

exemplo, a subdivisão em três grupos: bacteria, archaea e eucariotas.
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codão aminoácido codão aminoácido codão aminoácido codão aminoácido

T T T F Phe T CT S Ser T AT Y Tyr T GT C Cys

T T C F Phe T CC S Ser T AC Y Tyr T GC C Cys

T T A L Leu T CA S Ser T AA X Ter T GA X Ter

T T G L Leu T CG S Ser T AG X Ter T GG W Trp

CT T L Leu CCT P Pro CAT H His CGT R Arg

CT C L Leu CCC P Pro CAC H His CGC R Arg

CT A L Leu CCA P Pro CAA Q Gln CGA R Arg

CT G L Leu CCG P Pro CAG Q Gln CGG R Arg

AT T I Ile ACT T Thr AAT N Asn AGT S Ser

AT C I Ile ACC T Thr AAC N Asn AGC S Ser

AT A I Ile ACA T Thr AAA K Lys AGA R Arg

AT G M Met ACG T Thr AAG K Lys AGG R Arg

GT T V Val GCT A Ala GAT D Asp GGT G Gly

GT C V Val GCC A Ala GAC D Asp GGC G Gly

GT A V Val GCA A Ala GAA E Glu GGA G Gly

GT G V Val GCG A Ala GAG E Glu GGG G Gly

Tabela 1.1: Correspondências entre codões e aminoácidos. Na representação do

aminoácido tem-se a letra que representa o aminoácido e o respectivo acrónimo ou

“Ter”, no caso dos codões de terminação.
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bonucleico de transferência) com a sequência complementar (anticodão) transportando

o respectivo aminoácido (ver figura 1.2). Cada mRNA, apesar de ter um tempo de

vida limitado, pode dar origem a mais do que uma protéına.���� ���� �� ��	 �
�
�� �� ���� �� �����	� ���� �� ��� �	 �� � � ���	 �
� � � � �� ��� ����	 ���� ��������� ���	� �� ���� ���
��	 �

������	
���� ���
� ��! � "������#� $%$&&' �$� ���	� (�� ��� ���� �����
� �� ��
� ���� �����
� �� ��� ���	 �������

Figura 1.2: Tradução de código genético pelo ribossoma.

1.1.2 As protéınas

As protéınas são moléculas muitos especiais essenciais à vida dos seres vivos. Estas

moléculas realizam as mais variadas funções no nosso organismo, desde o transporte de

nutrientes e metabólitos à catálise de reacções biológicas. Apesar da complexidade das

suas funções, as protéınas têm na sua constituição apenas 20 aminoácidos diferentes.

No entanto, a maioria das protéınas são constitúıdas por mais de 200 aminoácidos (até

vários milhares).

Quando se descreve a estrutura das protéınas fala-se em estrutura primária, secundária,

terciária e em alguns casos em estrutura quaternária (ver figura 1.3). A estrutura

primária consiste apenas na sequência de aminoácidos, sem contar com a orientação
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espacial da molécula.

Estrutura primária 

das proteínas 

Aminoácidos

Estrutura secundária 

das proteínas 

Estrutura terciária 

das proteínas 

Estrutura quaternária 

das proteínas 

Figura 1.3: Representação esquemática das estruturas das protéınas: primária, se-

cundária, terciária e quaternária. Adaptado de uma figura do National Human Genome

Research Institute (NHGRI), dispońıvel em http://www.nhgri.nih.gov/DIR/VIP/.

A estrutura secundária é uma função dos ângulos formados pelas ligações pept́ıdicas

que ligam os aminoácidos. A conformação espacial é mantida graças às interacções

intermoleculares entre o átomo de azoto, ou nitrogénio, do grupo amina e um átomo de

oxigénio do grupo carbox́ılico do carbono alfa do aminoácido seguinte (alfa designa qual

o átomo de carbono que tem os grupos que participam na ligação pept́ıdica). Na maior

parte das vezes, estas ligações forçam a protéına a assumir uma forma helicoidal, como

uma corda enrolada em torno de um tubo imaginário — esta forma é chamada de hélice
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alfa. Outra forma de estrutura secundária é a folha beta, onde dois segmentos da cadeia

interagem paralelamente. Os “turns” são o terceiro tipo das estruturas secundárias

clássicas, e são responsáveis pela reversão da direcção da cadeia polipept́ıdica.

A estrutura terciária ocorre quando existem interacções entre as folhas beta e as hélices

alfa, consistindo num rearranjo espacial da estrutura secundária. Assim, a forma das

protéınas está relacionada com sua estrutura terciária. O que determina a estrutura

terciária são as cadeias laterais dos aminoácidos; algumas cadeias são tão longas e

hidrofóbicas que perturbam a estrutura secundária helicoidal, provocando a dobra ou

“looping” da protéına. Muitas vezes, as partes hidrofóbicas da protéına agrupam-se

no interior da protéına dobrada, longe da água e dos iões do meio onde a protéına se

encontra, deixando as partes hidrof́ılicas na superf́ıcie exterior da estrutura da protéına.

Regiões como local activo e local de regulação são propriedades da estrutura terciária.

Existe também a estrutura quaternária: certas protéınas, tal como a hemoglobina,

são compostas por mais de uma unidade polipept́ıdica (cadeia proteica). A interacção

entre várias cadeias pept́ıdicas determina a estrutura quaternária.

As protéınas podem ser simples (constitúıdas somente por aminoácidos) ou conju-

gadas (que contêm grupos prostéticos, isto é, outras moléculas, tais como açúcares,

iões metálicos, pigmentos, etc.). A hemoglobina e as lipoprotéınas são exemplos de

protéınas conjugadas.

1.2 Motivação e objectivos gerais da tese

A genómica a uma e duas dimensões, a genómica e proteómica estrutural, e a proteómica

e vias biológicas, são três grandes áreas de investigação actual de algumas biociências

(em particular da bioinformática).3 O estudo a desenvolver nesta dissertação surge

no contexto da genómica a uma dimensão, em particular no contexto de sequências

genéticas.

De modo geral os objectos de estudo deste trabalho são as sequências simbólicas, mas

3A bioinformática é uma ciência que estuda técnicas computacionais e matemáticas de análise de

estruturas genéticas (DNA, RNA e protéınas).
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dado o enfoque biológico desta dissertação as metodologias a apresentar são aplicadas

sobre sequências genéticas. Assim, serão exploradas e desenvolvidas metodologias que

nos permitam estudar a estrutura de sequências de śımbolos, tendo como objectivo

principal contribuir para a caracterização das sequências de DNA, aliando sempre que

posśıvel uma explicação biológica. Em particular, esta dissertação centra-se no estudo

de estruturas de correlação nas sequências de DNA, com o objectivo de contribuir para

melhorar as técnicas de localização de genes e compressão de genomas.

No âmbito das técnicas de localização de genes, o estudo incide no coeficiente espectral

que reflecte a periodicidade de peŕıodo três. Neste contexto, o objectivo centra-se em

explicitar as razões para a evidência dessa periodicidade, em pesquisar métodos rápidos

de cálculo e em estudar a convergência entre as diferentes metodologias que têm sido

usadas.

No que diz respeito à compressão de genomas, o estudo centra-se na compressão de

regiões codificantes, tendo por objectivo explorar a relevante periodicidade de peŕıodo

três que geralmente caracteriza estas regiões.

1.3 Publicações resultantes deste trabalho

As publicações feitas no âmbito desta tese são quatro: [5], [4], [124], [57]. Em paralelo e

conjuntamente com o grupo de bioinformática da Universidade de Aveiro, realizaram-se

recentemente alguns trabalhos dos quais estão publicados [116], [123], [60] e [3].

O trabalho [5] encontra-se desenvolvido no caṕıtulo três desta tese. Este trabalho apre-

senta essencialmente várias metodologias de análise espectral que têm sido aplicadas às

sequências de DNA, onde se mostra a relação existente entre as várias metodologias e se

dá uma justificação para aplicar a análise espectral às sequências simbólicas (sequências

de DNA).

Em [4] realça-se a importância, já reconhecida, do coeficiente espectral que reflecte a

periodicidade de peŕıodo três. Apresenta-se um método rápido de cálculo de algumas

riscas espectrais e conjuntamente algumas condições quer necessárias quer suficientes

para os valores assumidos por estas riscas espectrais. Este trabalho é também parte
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integrante desta tese e encontra-se no ińıcio do caṕıtulo quatro.

Em [124] e [57] apresenta-se uma contribuição ao ńıvel dos modelos de compressão

de sequências de DNA com o objectivo de melhorar os actuais resultados de com-

pressão destas sequências. Foi dedicada especial importância às regiões codificantes, e

a contribuição vai no sentido de melhorar o modelo de compressão tendo em conta os

estudos feitos sobre a periodicidade das regiões de código. O caṕıtulo cinco baseia-se

essencialmente nestas duas publicações.

Para além dos assuntos abordados nesta dissertação, foram alvo de estudo outros

tópicos no contexto da bioinformática que resultaram nas publicações [116], [123],

[60] e [3]. Os trabalhos [116], [123] são dirigidos a estudos de associação entre pares

de śımbolos com o propósito de melhorar o conhecimento sobre a descodificação das

sequências de código pelo ribossoma. Em [60] e [3] desenvolveram-se algoritmos de

“biclustering”, para evidenciar estruturas at́ıpicas num conjunto de dados dispostos de

forma matricial.

1.4 Organização da dissertação

Esta dissertação é constitúıda, para além desta introdução, por mais cinco caṕıtulos:

• Caṕıtulo 2 – Estado da arte: resume várias metodologias que estudam a estru-

tura de correlação das sequências de DNA. É dada especial atenção a metodolo-

gias de análise espectral direccionadas para a periodicidade de peŕıodo três e a

modelos de compressão, entropia e informação mútua;

• Caṕıtulo 3 – Análise espectral de sequências simbólicas: apresenta com-

parações e/ou relações de várias metodologias que têm sido aplicadas às sequências

de DNA e que têm por base a análise espectral;

• Caṕıtulo 4 – Distribuição dos śımbolos e espectro da sequência: apre-

senta métodos rápidos de cálculo de algumas riscas espectrais e explora algumas

das suas propriedades em particular da risca que reflecte a peridicidade de peŕıodo

três;
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• Caṕıtulo 5 – Modelo de três estados: apresenta um novo modelo de com-

pressão, que na maior parte das regiões de código permite obter melhores resulta-

dos de compressão comparativamente às metodologias existentes, e são discutidas

explicações para os resultados experimentais obtidos;

• Caṕıtulo 6 – Conclusões e trabalho futuro: apresenta as conclusões desta

dissertação conjuntamente com ideias de trabalho futuro.
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Caṕıtulo 2

Estado da arte

Um dos grandes objectivos que tem motivado a investigação de muitos dos cientistas

que aplicam modelos matemáticos a dados genéticos é encontrar correlações de curto,

médio e longo alcance em sequências de DNA. Genericamente, a motivação que está

por trás deste trabalho é a mesma, embora na prática este seja dedicado a correlações

de curto alcance.

Neste caṕıtulo, apresenta-se um resumo de várias metodologias matemáticas que, de

modo relevante, foram aplicadas às sequências de DNA. O enfoque é dado às metodolo-

gias mais relacionadas com os dois problemas de interesse biológico que motivaram o

desenvolvimento desta dissertação: a localização automática de genes e a compressão

de sequências genéticas. Também se discute a validação dos pressupostos de alguns

métodos, tendo em conta a natureza simbólica e não estacionária das sequências de

DNA.

2.1 Contextualização

Nesta secção, pretende-se criar uma perspectiva global sobre a grande quantidade de

trabalho que tem sido realizado no contexto do estudo de estruturas de correlação

nas sequências de DNA. Neste contexto, apresentam-se de forma resumida diversas

metodologias, a sua aplicabilidade e os resultados.

13
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A parceria estabelecida entre a genómica e a modelação matemática tem sido bem

sucedida, reflectindo-se no cont́ınuo trabalho que tem sido publicado. A base desta

colaboração assenta essencialmente em dois objectivos:

• Justificar matematicamente leis genómicas reconhecidas empiricamente pelos bió-

logos;

• Justificar biologicamente leis matemáticas encontradas nos genomas.

No entanto, no âmbito do estudo da estrutura das sequências de DNA, têm sido levanta-

dos alguns problemas, em particular: a inexistência de conformidade entre resultados

e a falta de motivação biológica para o estudo de algumas estruturas de correlação

[97]. No contexto do estudo de estruturas de correlação das sequências de DNA, outro

problema de natureza mais espećıfica se coloca frequentemente: a aplicabilidade das

metodologias às sequências de DNA. Ainda nesta introdução, é apresentada uma lista

de várias metodologias aplicadas ao DNA e uma breve discussão sobre a aplicabilidade

de algumas delas.

2.1.1 Metodologias aplicadas ao DNA

Segue-se uma listagem de metodologias aplicadas às sequências de DNA, não com o

objectivo de fazer uma enumeração exaustiva de todas as metodologias, mas sim de

realçar o grande número de diferentes metodologias que têm sido aplicadas a este tipo

de dados. Para cada metodologia indicada, são referenciados exemplos de trabalhos

onde essa metodologia é usada sobre dados de natureza genética.

1. Análise espectral

(a) Transformada de Fourier (Discrete Fourier Transform — DFT ou Fast Fourier

Transform — FFT) [11, 12, 38, 45, 62, 88, 102, 93, 118, 121, 134, 142, 151,

150, 153, 154]

(b) Envolvente espectral [137, 138]

(c) Transformada localizada de Fourier (Short-Time Fourier Transform — STFT)

[10, 36, 139, 155]
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2. Teoria da informação

(a) Informação mútua [67, 71, 74, 75, 76, 86, 94, 102, 95, 103]

(b) Entropia [54, 30, 73, 90]

(c) Entropia de Rényi [77, 90]

(d) Decomposição da informação (Information Decomposition — ID) [86, 85]

(e) Divergência de Jensen-Shannon [30, 126, 29, 98]

(f) Divergência de Jensen-Rényi [117]

(g) Informação mútua média (Average Mutual Information — AMI) [66, 67]

(h) Critério de informação Bayesiana (Bayesian Information Criterion — BIC)

[98]

3. Análise de onduletas

(a) Transformada discreta com onduletas [17, 25, 155, 16, 146, 14, 15]

(b) Máximos do módulo da transformada com onduletas (Wavelet Transform

Modulus Maxima — WTMM) [13]

4. Cadeias de Markov

(a) Cadeias de Markov de ordem N [50, 2]

(b) Cadeias de Markov não observáveis (Hidden Markov Models — HMM) [35,

107, 20]

(c) Cadeias de Markov binárias de ordem N [147]

5. Análise de associação

(a) Qui-quadrado [64, 61]

(b) Valor de z [133, 78, 34]

(c) Método de Monte Carlo [56]

6. Métodos lingúısticos

(a) Análise de Zipf [83, 136, 81, 135]
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(b) Análise de redundância de Shannon de ordem N [112, 136]

(c) Linguagem regular [95].

7. Análise da percentagem de C + G

(a) Análise de variância — Anova [93, 99, 100]

(b) Teste binomial [100]

8. Análise de correlação (outros métodos)

(a) Análise fractal [14, 106, 152, 13]

(b) Função de autocorrelação [72, 71, 83, 153, 154, 18, 152, 94, 74, 27, 143]

(c) Análise R/S: ı́ndice de Hurst/análise de Hurst [158, 106, 158, 159, 16]

(d) Modelos dinâmicos [7], modelo evolutivo [108, 152, 160]

(e) Análise factorial [115, 26]

(f) Análise de caminhos de DNA [121, 82, 13, 35, 25]

(g) Movimento Browniano fraccional (Fractional Brownian Motion — FBM)

[154, 8]

(h) Rúıdo Gaussiano fraccional (Fractional Gaussian Noise — FGN) [106]

(i) Caminhos de Lévy [13, 37, 131]

(j) Análise de entropia de difusão (Diffusion Entropy Analysis — DEA) [131, 40]

(k) Análise de expoente de Holder [70]

(l) Min-max [121]

(m) Análise de flutuações sem tendências (Detrended Fluctuation Analysis —

DFA) [122, 38, 157]

(n) Dimensão da correlação [159]

(o) Análise em componentes principais (Principal Component Analysis — PCA)

[63]

(p) Modelos autoregressivos [105, 51]

Algumas destas metodologias podem ser encontradas, de forma agrupada, em alguns

artigos de revisão, ver [97, 108].
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2.1.2 Validação dos pressupostos

O ajuste perfeito de modelos matemáticos a realidades f́ısicas é pouco frequente. Além

disso, quando os modelos pressupõem hipóteses nem sempre é simples confirmá-las.

Quando se pretende modelar sequências de DNA estes problemas mantêm-se.

De seguida discutem-se duas caracteŕısticas das sequências genéticas que poderão entrar

em conflito com os pressupostos de algumas metodologias: a natureza simbólica e o

comportamento geralmente não estacionário.

2.1.2.1 Dados simbólicos

As metodologias naturais de análise de dados de natureza simbólica são geralmente

metodologias baseadas nas frequências dos śımbolos, em que frequências se traduzem,

por exemplo, em tabelas de contingência ou em estimativas de probabilidades.

As cadeias de Markov são um caso particular de metodologias adaptadas a dados

simbólicos. De notar que uma cadeia de Markov de ordem 1 é um modelo simples, no

entanto, é também um modelo pobre para descrever as sequências de DNA [97], embora

em 1989 se afirmasse que as cadeias de Markov de ordem 1 geralmente conseguiam

descrever as sequências de DNA (ver [49]). Por outro lado, as cadeias de Markov

de ordem elevada poderão ser penalizadas por terem muitos parâmetros livres [97].

No entanto em [51] fica a ideia de que algumas sequências poderão ser descritas por

modelos de Markov de ordem não superior a trinta. Outra alternativa são os Modelos

de Markov não observáveis (HMM), que ultrapassam alguns dos problemas das cadeias

de Markov, especificamente a restrição de estacionaridade, continuando a ser modelos

que respeitam a natureza simbólica dos dados (ver, por exemplo, [97]).

Outros exemplos de metodologias ajustadas a dados simbólicos e que têm sido aplicadas

sobre as sequências de DNA são, por exemplo: os estudos lingúısticos; a análise de

associação e de contextos enviesados; o cálculo de entropia e informação mútua; a

análise estat́ıstica do qui-quadrado (ver, por exemplo, [102, 95, 116]).

No entanto, as metodologias para dados de natureza simbólica não exploram alguns

tipos de correlações existentes nas sequências de DNA e geralmente não toleram a falta

de estacionaridade da sequência [21]. Assim, no sentido de explorar outros tipos de
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correlação, surge a necessidade de ajuste de algumas metodologias de dados numéricos

às sequências de DNA.

Na aplicação de metodologias de análise de sequências numéricas, a dificuldade devida

ao facto das sequências de DNA serem simbólicas tem sido parcialmente ultrapassada

por vários autores com o mapeamento em sequências numéricas ou vectoriais. No en-

tanto, não se pode esquecer que os dados genéticos consistem em sequências simbólicas

que não apresentam estrutura algébrica, e ao fazer-se o mapeamento de śımbolos em

números deve-se ter presente que os dados continuam a ser de natureza simbólica.

Naturalmente surgem dúvidas associadas à validade da interpretação numérica e ao tipo

de mapeamento que melhor representa uma sequência de DNA, as quais se procuram

ultrapassar com base em motivações biológicas. Por exemplo, em [38] são apresentados

seis tipos de mapeamento baseados em regras biológicas:

• Regra purina versus pirimidina (RY)

A,G → 1 e C, T → −1

• Regra da ligação de hidrogénio

C,G → 1 e A, T → −1

• Regra h́ıbrida

C,A → 1 e G, T → −1

• Regra AĀ
A → 1 outros casos → −1

• Regra T T̄ (análoga à regra AĀ)

• Regra GḠ (análoga à regra AĀ)

• Regra CC̄ (análoga à regra AĀ)

Um mapeamento também frequentemente usado é o das sequências indicadoras onde a

sequência simbólica de DNA é representada por quatro sequências binárias associadas
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a cada um dos nucleótidos, ou seja, cada sequência binária indica com um 1 a posição

do respectivo śımbolo e com um 0 a posição de qualquer outro śımbolo (ver, por

exemplo, [154]). Feita a interpretação da sequência simbólica como sequência numérica

(mapeamento), as metodologias de análise de sequências numéricas podem ser usadas.

No âmbito do estudo de estruturas de correlação de curto alcance de uma sequência é

muito frequente o estudo de periodicidades. Para esse efeito, recorre-se frequentemente

à análise espectral a qual é uma metodologia para dados de natureza numérica. Natu-

ralmente, na aplicação mais directa desta metodologia às sequências de DNA recorre-se

a algum tipo de mapeamento. Na bibliografia da área encontram-se diferentes mapea-

mentos (ver, por exemplo, [48, 155, 11, 12, 151, 150, 153, 102, 134]), alguns dos quais

foram indicados atrás.

Mantendo a natureza simbólica das sequências de DNA, o estudo de periodicidades

também poderá ser feito de forma exaustiva por contagem de repetições de śımbolos

ao longo da sequência [76, 64].1

Outras análises, geralmente dedicadas a dados numéricos, têm sido aplicadas às sequên-

cias de DNA, por exemplo: análise fractal; modelação por movimento Browniano frac-

cional ou por rúıdo Gaussiano fraccional; caminhos de Lévy; modelos dinâmicos; a

análise de onduletas, etc.. Também para estes vários tipos de análises surge a ne-

cessidade de mapeamentos e consequentemente os riscos de tirar conclusões que deles

dependam.

De seguida exemplifica-se um dos posśıveis problemas do mapeamento, no âmbito da

análise da estrutura harmónica de uma sequência simbólica:

Exemplo 2.1.1. Considere-se a seguinte sequência simbólica:

s = (AT GCACAT GCAC...)

onde o mapeamento

A 7→ 1, T 7→ −1, G 7→ 1, C 7→ −1,

leva a uma sequência numérica de peŕıodo dois. Por outro lado, o mapeamento

A 7→ −1, T 7→ −1, G 7→ 1, C 7→ 1,

1É de notar que em [64] o que é apresentado é um perfil periódico. Não são usadas todas as

repetições, mas apenas as que levam à rejeição do teste do χ2.
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leva a uma sequência de peŕıodo 6.

Este exemplo mostra claramente que algumas das estruturas com relevância harmóni-

ca podem estar escondidas ou expostas, dependendo do mapeamento entre śımbolos e

números.

2.1.2.2 Estacionariedade

A estacionaridade é um requisito comum de várias metodologias, quer das que estu-

dam sequências de natureza simbólica, quer de natureza numérica. Muitos dos modelos

matemáticos dedicados ao estudo de sequências de śımbolos e/ou de séries temporais as-

sumem que as sequências têm comportamento estacionário. No entanto, as sequências

de DNA são geralmente classificadas como sequências simbólicas não estacionárias.

Diz-se que um processo aleatório é estritamente estacionário se a sua distribuição de

probabilidade é independente do tempo (ou da posição) e considera-se estacionário de

segunda ordem (ou em sentido lato) se a média e a variância são independentes do

tempo (ou da posição).

Algumas vezes o conceito de estacionaridade surge associado ao conceito de homogenei-

dade, mas não são conceitos sinónimos. A noção de processo homogéneo pode surgir

associada a cadeias de Markov, dizendo-se homogéneo se as probabilidades de transição

são independentes do tempo (ou da posição). Assim, em particular, um processo que

não seja homogéneo também não é estacionário, pelo que a falta de estacionaridade

das sequências de DNA pode ser justificada pela falta de homogeneidade (distribuição

de probabilidades dependente do tempo ou posição).

O estudo da homogeneidade em sequências de DNA nem sempre se refere às probabili-

dades de transição, mas também à equiprobabilidade temporal de estruturas simbólicas

(por exemplo, o teor de C+G). É no contexto da equiprobilidade que alguns autores

classificam as sequências de DNA em homogéneas, heterogéneas de forma simples ou

heterogéneas de forma complexa (ver, por exemplo [99, 101, 98, 119, 141]).

Quando as sequências não são estacionárias e se pretende, mesmo assim, aplicar ou

“forçar” a aplicação de métodos que, de alguma forma, ficam condicionados por esta

caracteŕıstica, têm sido implementadas essencialmente duas abordagens:
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• Estudo da sequência por janelas temporais ou blocos;

• Segmentação da sequência em partes homogéneas.

A criação de janelas temporais parece ser a solução mais simples (ver, por exemplo,

[155]). Esta técnica poderá reduzir o efeito da falta de estacionaridade e homogenei-

dade, no entanto não o elimina.

Face a não existir garantia da homogeneidade com as janelas temporais, poderão

ser preferidos os métodos que segmentem as sequências em partes homogéneas. As

ferramentas de segmentação que têm sido usadas baseiam-se em diferentes modelos

matemáticos: a divergência de Jensen-Shannon [104, 30, 29, 126, 98, 65]; métodos

baseados na máxima verosimilhança [98]; a análise de variância [100, 99]; min-max

[121]; análise de flutuações sem tendências [122, 38, 157]; dimensão da correlação [159],

análise de Hurst [106, 158, 159]; análise de onduletas [13, 16, 146]; modelos de Markov

não observáveis [97]. De notar que o facto de se ter uma subsequência homogénea não

é condição suficiente para garantir que esta seja estacionária.

2.2 Estruturas de correlação no DNA

Em termos genéricos, a descoberta da estrutura das sequências de DNA passa pela

descoberta das leis de correlação que descrevem a sequência, as quais podem ser de

curto, médio ou longo alcance.

Para contextualizar o trabalho a apresentar nos restantes caṕıtulos descreve-se de

seguida e de forma sucinta algumas estruturas de correlação nas sequências de DNA

que têm sido estudadas. Relembrando que o objectivo particular desta dissertação

é o de melhorar as técnicas de localização automática de genes e de compressão de

sequências de DNA.

Tem sido dado grande realce à descoberta de leis de correlação de longo alcance em

sequências de DNA. Frequentemente tem sido publicado que a correlação de longo al-

cance entre śımbolos se comporta de acordo com leis de potência,
1

fα
(ver, por exemplo,

[63, 76]). Algumas extensões têm sido feitas: em [109, 41] são estudadas correlações de
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longo alcance para as três posições dos codões nas sequências de código em separado,

obtendo-se diferentes leis de potência para as três posições.

No entanto, a interpretação da correlação de longo alcance nas sequências de DNA

não é fácil (ver, por exemplo, [16]), uma vez que as leis observadas podem ser apenas

consequência da existência de replicação assimétrica ou de estrutura de mosaico. Em

suma, podem resultar da falta de homogeneidade da sequência (ver [96]).

Alguns autores acreditam que a correlação entre nucleótidos tem crescido com a evolução

das espécies, razão pela qual é tão importante para a biologia. É neste contexto que

surgem os modelos evolutivos (ver, por exemplo, [160]) e os modelos dinâmicos (ver, por

exemplo, [7, 108]). Estes modelos estão associados a fenómenos de mutação, inserção

ou apagamento de nucleótidos que podem ocorrer em qualquer posição das sequências

de DNA (de forma não determińıstica).

Ainda relacionado com a evolução das sequências de DNA, actualmente é dado grande

interesse a técnicas de pesquisa de subsequências repetidas e estruturas de repetição

[36]. Encontram-se subsequências repetidas de diversos tamanhos desde as unidades até

às centenas. Alguns autores afirmam que as repetições podem parcialmente justificar

a existência de correlações de longo alcance (ver, por exemplo, [73]). Mas o interesse

por estruturas repetidas nas sequências de DNA não é recente (ver, por exemplo,

[82, 77, 46, 24, 73, 119]).

Existem também muitos estudos dedicados a leis de correlação de curto alcance. Neste

contexto, grande parte dos trabalhos são dirigidos a aspectos particulares e não globais

da sequência, por exemplo, o estudo de associação entre pares de śımbolos e análise de

contextos (ver, por exemplo, [4, 34, 56, 61, 78, 133]).

As correlações de curto e médio alcance também têm sido exploradas através de modelos

de Markov. Por exemplo, como já foi referido, em [51] mostra-se para as sequências de

DNA estudadas o ajuste de um modelo de Markov de ordem não superior a 30.

No contexto do estudo das correlações, um tópico de destaque tem sido a detecção de

periodicidades relevantes nas sequências de DNA. Têm sido detectadas periodicidades

que reflectem correlações de curto, médio e longo alcance: de 3 bases (a desenvolver na

subsecção seguinte); de 6 e 11 bases [153]; de cerca de 10.5 bases [144]; de 10-11 bases

[71]; de 3, 10.5, 200 e 400 bases [145]; de 6, 7, 11 e 19 bases [87].
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As periodicidades de peŕıodo entre 10 e 11 têm sido bastante estudadas. Por exemplo,

em [72, 71], observa-se que nas sequências de código a periodicidade de peŕıodos entre

10 e 11 se destaca de forma relevante. Também se observa que a periodicidade de

peŕıodo três se destaca de forma ainda mais evidente. A periodicidade de 10-11 é

entendida como reflexo da estrutura das protéınas, relacionando-se com a alternância

de aminoácidos hidrofóbicos e hidrof́ılicos nas hélices alfa das sequências de código. Há

autores que conseguem diferenciar eucariotas de archaea através dos máximos relativos

das periodicidades dos genomas, na ordem das dezenas. Os eucariotas geralmente

reflectem uma periodicidade relevante de peŕıodo aproximadamente igual a 11, ao passo

que os archaea apresentam uma periodicidade relevante para um peŕıodo ligeiramente

mais baixo de aproximadamente 10 (ver, por exemplo, [72, 118]).

A interpretação biológica das restantes periodicidades que de modo relevante têm sido

detectadas nas sequências de DNA não tem sido simples. Existem várias tentativas de

explicação que muitas vezes não passam de hipóteses pouco fundamentadas. Em [145],

por exemplo, refere-se que a existência de periodicidades de peŕıodo elevado poderá

evidenciar uma organização segmentada do genoma.

Em assuntos relacionados com as correlações das sequências de DNA é comum surgir

a referência a quatro trabalhos importantes, [134, 102, 121, 154]. Embora não sejam

artigos recentes, são pioneiros no estudo de correlações em sequências de DNA.

Em [134] procuram-se periodicidades através da análise espectral. Define-se a trans-

formada de Fourier da sequência dos nucleótidos, existindo a preocupação em efectuar

um mapeamento da sequência de DNA invariante a ńıvel da transformada. Este artigo

é geralmente referenciado pelo método usado e não pelos resultados ao ńıvel de estru-

turas de correlação detectadas nas sequências de DNA. No caṕıtulo 3 desta dissertação

encontra-se uma discussão comparativa com a metodologia usada neste artigo.

Em [102] procura-se verificar e caracterizar a existência de leis de correlação de longo

alcance nas sequências de DNA, usando a informação mútua entre pares de śımbolos e

espectro de potência sugerido em [134]. Combinando as duas metodologias, verifica-se

que as sequências de DNA estudadas apresentam correlação de longo alcance e que

esta é devida à existência de estruturas repetitivas ao longo da sequência.

Em [121] a sequência de nucleótidos é mapeada numa sequência numérica de acordo com
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a regra purina vs pirimidina. Sobre a sequência resultante do mapeamento estudam-

se as flutuações das sequências de somas acumuladas, concluindo-se a existência de

correlações de longo alcance. Observa-se também que a concentração de purinas e

pirimidinas varia ao longo da sequência.

Em [154] apresenta-se uma função de autocorrelação para sequências simbólicas. Através

do espectro de potência, conclui-se a existência de correlação de longo alcance nas

sequências de DNA e uma relevante periodicidade de peŕıodo três.

2.2.1 Localização de genes

Um problema já muito estudado, mas ainda actual, é a localização automática dos genes

ou regiões de código. Para evidenciar o esforço que tem sido investido na resolução deste

problema, seguem-se alguns nomes de programas frequentemente usados na localização

de genes, maioritariamente bem sucedidos nos procariotas:

• GISMO [89];

• GlimmerM [111];

• EasyGene [91];

• GenemarkS [31];

• CRITICA [19];

• GeneMark [107];

• GenScan [39];

• GeneScan [142];

• GRAIL [69].

Nas sequências de DNA, os genes (regiões codificantes) encontram-se misturados com

as regiões não codificantes. Na detecção automática de genes têm sido exploradas

caracteŕısticas estruturais dos genes e aplicadas diferentes metodologias.
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Algumas técnicas de localização usam genes conhecidos de outras espécies com a mesma

função, isto é, genes que codificam a mesma protéına, e estudam ı́ndices de semelhança

entre o gene conhecido e extractos das sequências onde se pretende localizar o gene (ver,

por exemplo, [59, 19]). Apesar dos bons resultados que têm sido obtidos, os métodos

baseados apenas nestas caracteŕısticas não detectam genes com novas funções (genes

que codificam novos tipos de protéınas).

A detecção de genes também pode ser vista como a segmentação da sequência de DNA

em duas regiões (codificante e não codificante) e naturalmente os algoritmos genéricos

dedicados à segmentação foram e têm sido muito explorados e aplicados neste contexto

(sobre este assunto, ver [35], onde se descreve um conjunto de diferentes métodos de

segmentação aplicados às sequências de DNA). Em [28] é apresentada uma abordagem

computacional para encontrar fronteiras entre as sequências de código e não código

usando métodos de segmentação. Em [158] os autores analisam as sequências de DNA

através de uma matriz de transição e calculam algumas medidas de complexidade,

pretendendo encontrar uma boa medida de complexidade para distinguir claramente

diferentes regiões funcionais nas sequências de DNA. Em [21], são aplicadas técnicas

de modelação não linear (NM), observa-se que geralmente as regiões de código apre-

sentam sequências com disposição aparentemente aleatória e as regiões de não código

apresentam assinaturas determińısticas. Em [67] é usada a informação mútua média

(AMI) para diferenciar as sequências que são ou não de código, evidenciando-se duas

regiões com distribuições muito diferentes. Em [107] é usada uma modificação do al-

goritmo de Viterbi para descobrir a sequência escondida que localiza os genes. Ainda

com o propósito de diferenciar as regiões codificantes, muitas outras metodologias têm

sido aplicadas às sequências de DNA: modelo de Markov interpolado [128]; mapas

auto-organizados [110]; divergência de Jensen-Rényi; etc..

Também no contexto da detecção de genes têm sido muito usados os estudos da peri-

odicidade, especialmente a periodicidade de peŕıodo três, pois grande parte das regiões

de código evidenciam essa periodicidade (ver, por exemplo, [11, 12, 21, 67, 88, 108, 118,

142, 144, 150, 151, 149, 148, 153, 154, 155, 158, 159]). Pode-se naturalmente colocar a

questão: a que se deve a tendência para a periodicidade de peŕıodo três se destacar nas

sequências de código? Nas sequências de código, completa-se um novo codão de três

em três bases, o que poderia sugerir a periodicidade de peŕıodo três, como se afirma
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em [154]. No entanto, esta caracteŕıstica estrutural não garante destaque de qualquer

tipo de periodicidade, pois o conjunto dos codões é constitúıdo por todos os arranjos

com repetição das quatro bases três a três. Outros trabalhos têm tentado justificar

a periodicidade de peŕıodo três: em [92, 5, 108, 118], demonstra-se que a causa da

periodicidade três se evidenciar numa sequência deve-se ao facto da distribuição dos

śımbolos não ser uniforme pelas três posições dos codões; em [71] afirma-se que a pe-

riodicidade de peŕıodo três se destaca porque existem diferenças nas frequências dos

codões (podem ser encontrados contra-exemplos, contudo se para uma dada sequência

de código se gerar aleatoriamente outra sequências que mantenham as frequências dos

codões a periodicidade de peŕıodo três toma proporções idênticas às da sequência ori-

ginal, [55]); em [48] conclui-se que o aparecimento da periodicidade de três é devido à

dominância do nucleótido G, observando-se que estudando apenas a base G se tem boas

indicações sobre as regiões de peŕıodo três o que consequentemente facilita a detecção

de genes.

Em assuntos relacionados com detecção de periodicidades nas sequências de DNA e

localização de genes é comum surgir a referência aos artigos [137, 142, 45, 12, 155].

Este conjunto de artigos descreve diferentes metodologias para estudar o espectro de

potência de sequências simbólicas.

Em [137] estuda-se o espectro de potência de uma sequência numérica. Essa sequência

numérica é obtida através de um mapeamento genérico de śımbolos em números que

maximiza a potência espectral. O cálculo do espectro de potência transforma-se num

problema de valores próprios.

Em [142] é usado o mapeamento em sequências indicadoras e é utilizada análise es-

pectral sobre as quatro sequências indicadoras. A medida espectral para cada valor

da frequência é dada pela soma dos quatro módulos quadráticos dos coeficientes de

Fourier correspondente a cada uma das sequências indicadoras.

Em [45] é mostrada a relação de equivalência entre dois métodos de análise espec-

tral para sequências simbólicas: método baseado em sequências indicadoras e método

baseado na estrutura de um tetraedro regular. A demonstração que o autor faz é ge-

neralizada para uma dimensão arbitrária (ver caṕıtulo 3 desta dissertação para o caso

particular das sequências de DNA).



27

Em [12, 11] é usada a análise espectral no sentido de identificar as regiões de código,

sendo para tal efectuados vários mapeamentos das sequências de nucleótidos: em

números complexos, em sequências indicadoras e em vectores de dimensão três. A

análise espectral é usada para detectar regiões funcionais não só pelo estudo da ampli-

tude mas também pelo estudo da fase.

Em [155] é usada a noção de envolvente espectral definida por [137], de uma forma

adaptada a sequências não estacionárias, usando para isso a transformada localizada

de Fourier e análise de onduletas sobre as sequências de DNA.

2.2.2 Métodos de compressão de DNA

As bases de dados que contêm os genomas sequenciados não param de crescer. Assim,

para o armazenamento das sequências que descrevem os genomas, coloca-se a possibi-

lidade de compressão. Segue-se uma descrição sobre aquilo que tem sido feito na área

da compressão de sequências de DNA.

O primeiro método usado para comprimir DNA foi chamado de Biocompress [68]. O

algoritmo Biocompress faz uso de uma caracteŕıstica usual encontrada nas sequências

de DNA: a ocorrência de repetições invertidas complementares (“complemented in-

verted repeats”), também conhecidas por paĺındromas complementares. O algoritmo

de compressão Biocompress foi melhorado resultando no algoritmo Biocompress-2.

Foi proposta outra técnica de compressão baseada em repetições exactas, Cfact [125].

Contrariamente ao Biocompress, o Cfact não explora a potencial redundância dos

paĺındromas complementares. Na verdade, o Cfact é um algoritmo geral de compressão

e não incluiu nenhuma caracteŕıstica particular das sequências de DNA.

A ideia de usar sub-sequências repetidas também foi usada em [42]. Contudo, neste caso

são usadas repetições aproximadas conjuntamente com paĺındromas complementares.

Uma primeira versão do algoritmo foi chamado de GenCompress-1, seguido da segunda

versão chamada de GenCompress-2.

Modificações posteriores do GenCompress resultaram em mais dois algoritmos: DNA-

Compress e PatternHunter [43]. DNACompress é considerado mais rápido que o Gen-

Compress. Antes da publicação do DNACompress, surgiu uma técnica baseada em
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árvores de contexto (Context Tree Weighting — CTW) e na compressão LZ (Lempel-

Ziv), CTW+LZ [114]. Comparando os algoritmos GenCompress e CTW+LZ, o último

apresenta alguns ganhos em termos de compressão relativamente ao primeiro [114]. No

entanto, resulta em maiores tempos de execução no caso de sequências longas [43].

Em [113] também foram propostos os métodos Dna1, Dna2 e Dna3. Estes métodos,

apesar de mais rápidos, têm em muitos casos pior desempenho que o DNACompress.

Em [140] foi introduzido o método NMLComp onde é usada codificação baseada no

modelo de máxima verosimilhança normalizada para regressão discreta (Normalized

Maximum Likelihood – NML). Esta técnica de compressão de DNA explora regulari-

dades escondidas (por exemplo, repetições aproximadas). Este algoritmo foi melhorado

por integração de mais métodos com vários parâmetros resultando num método de

compressão, GeNML [84], com melhor desempenho que o primeiro.

Mais recentemente, foi proposto um novo algoritmo, DNAPack, que usa a distância de

Hamming para repetições e paĺındromas complementares, e também o CTW ou códigos

aritméticos de ordem dois para regiões não repetitivas [22]. O DNAPack apresenta

ganhos relativamente ao DNACompress [22].

Apesar de muitas tentativas de compressão dos genomas, sequências de quatro bases, os

resultados têm sido muito fracos, obtendo-se valores próximos de dois bits por śımbolo.

Acredita-se assim que no contexto da compressão, ainda poderá haver muito a fazer.

Obviamente que quanto melhor for o conhecimento da estrutura de correlação das

sequências, melhor se poderão comprimir.

2.3 Discussão

As sequências de DNA são simbólicas e geralmente não são sequências estacionárias.

Para que se obtenham resultados que descrevam as sequências de DNA estes pressupos-

tos têm de ser tomados em conta. Observa-se que muitos dos trabalhos desenvolvidos

nestas áreas têm tido em atenção esses pressupostos, mas muito ainda há a fazer.

Tendo por base os trabalhos desenvolvidos no contexto da correlação evidenciam-se

três tópicos sobre os quais assenta a motivação desta dissertação:
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• Existem muitas metodologias de análise espectral que não têm aparente relação;

• A periodicidade de peŕıodo três têm especial importância na detecção de genes;

• Devido à falta de modelos de compressão que se ajustem à natureza dos dados,

os resultados de compressão são geralmente fracos.
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Caṕıtulo 3

Análise espectral de sequências

simbólicas

Neste caṕıtulo, são apresentados e discutidos alguns métodos de análise de Fourier

aplicados a dados simbólicos, direccionados para as sequências de DNA, em particular

para as sequências de nucleótidos. Serão considerados métodos baseados em sequências

indicadoras e em tetraedros regulares, métodos de autocorrelação simbólica e métodos

de envolvente espectral, em que para cada frequência se optimiza o mapeamento de

śımbolos em números, dando ênfase a qualquer caracteŕıstica periódica dos dados. Será

também discutida a equivalência ou a relação entre esses métodos.

Mostra-se que é posśıvel definir uma função de autocorrelação de dados simbólicos,

assumindo apenas que se pode comparar quaisquer dois śımbolos e decidir se são iguais

ou distintos. Esta autocorrelação é uma sequência numérica e a sua transformada

de Fourier pode também ser obtida através da soma dos quadrados dos módulos da

transformada de Fourier das sequências indicadoras (sequências de zeros/uns que in-

dicam a posição dos śımbolos). Discute-se ainda outra interpretação que pode ser

dada através do conceito de envolvente espectral: dentro de todos os mapeamentos

posśıveis entre śımbolos e números, existe um que maximiza a energia espectral para

cada frequência que conduz à soma dos quadrados dos módulos da transformada de

Fourier das sequências indicadoras.

Partes do conteúdo deste caṕıtulo foram publicadas em [4].

31
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3.1 Introdução

A análise através de transformações lineares e não lineares são ferramentas naturais

para dar algumas respostas quanto à existência de correlações. No entanto, a na-

tureza simbólica dos dados apresenta-se como um problema/desafio (ver caṕıtulo an-

terior). Por exemplo a análise de Fourier aplica-se a dados com determinada estrutura

algébrica, como por exemplo os grupos (comutativos ou não comutativos). Mas nos

dados simbólicos essa estrutura não está presente, uma vez que não faz sentido definir

operações algébricas com os śımbolos. No sentido de ultrapassar esta dificuldade, têm

sido apresentadas algumas abordagens que são aparentemente distintas e que não têm

explicitamente relação entre elas (ver, por exemplo, [134, 154, 137]).

Com o conteúdo deste caṕıtulo pretende-se colmatar a falta de análises comparativas

entre diferentes metodologias de análise espectral de sequências simbólicas e validar a

aplicação de metodologias numéricas a dados simbólicos.

Dado o particular interesse por aplicações sobre dados genéticos, para discussão con-

sidera-se o caso das sequências de DNA, descritas pelo alfabeto dos nucleótidos (Γ =

{A, C,G, T }). Contudo, a análise comparativa a apresentar pode ser aplicada e/ou

alargada a outros alfabetos finitos.

3.1.1 Conceitos básicos

De seguida são apresentadas definições e propriedades da transformada de Fourier

discreta e autocorrelação, dois dos conceitos fundamentais para a análise em frequência

de sequências numéricas. Como se verá, mediante certas adaptações, continuam a ser

úteis para sequências simbólicas.
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3.1.1.1 Transformada de Fourier discreta

A transformada de Fourier discreta (Discrete Fourier Transform — DFT) X = (Xj)0≤j<N

de uma sequência numérica x = (xk)0≤k<N
1 é dada por

X = Fx,

onde F é a matriz de Fourier N ×N com elementos

Fab = e−i 2π
N

ab, a, b = 0, 1, ..., N − 1,

e i representa a unidade imaginária. De outra forma tem-se que a DFT ou coeficiente

espectral de x, na frequência a/N , é dada por

Xa =
N−1∑

b=0

xbe
−i 2π

N
ab, a = 0, 1, ..., N − 1.

Observe-se que

X0 = Nx,

onde x representa o valor médio da sequência x.

A transformada inversa é dada por

xc =
1

N

N−1∑

d=0

Xde
i 2π

N
cd, c = 0, 1, ..., N − 1.

O produto interno entre dois vectores x e y de dimensão N é definido por

〈x, y〉 =
N−1∑

k=0

x̄kyk = x′y,

onde x̄k representa o conjugado do complexo xk e x′ é o conjugado transposto do vector

x. Tem-se

〈x, y〉 =
1

N
〈X,Y 〉 .

Em particular tem-se a igualdade de Parseval,

〈x, x〉 = ‖x‖2 =
1

N
‖X‖2.

1É de notar que as sequências são entendidas como vectores coluna.
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Seja yk = xk+m, para 0 ≤ k, m < N e considerando extensões módulo N de x,2 tem-se

que

Ya = Xae
i 2π

N
ma, a = 0, 1, ..., N − 1. (3.1)

A DFT é uma ferramenta poderosa no estudo da periodicidade. Para estudar a peri-

odicidade da sequência numérica x = (xk)0≤k<N , é frequentemente usado o espectro de

potência (|Xa|2)0≤a<N ,3 ou simplesmente a sequência das amplitudes (|Xa|)0≤a<N .

3.1.1.2 Autocorrelação

A autocorrelação de x = (xk)0≤k<N é a correlação entre (xk)0≤k<N e (xk+m)0≤k<N , com

0 ≤ m < N e considerando a extensão módulo N de x. A função de autocorrelação de

x é usualmente definida por

r¦m =

T∑
j=0

(xj − x)(xj+m − x)

T∑
j=0

(xj − x)2

.

Frequentemente T é considerado igual a N −m− 1 ou a N − 1. Neste último caso, a

autocorrelação designa-se por autocorrelação ćıclica.

A autocorrelação é tão mais forte quanto mais próximo o seu valor absoluto estiver de

1 (r¦m varia entre −1 e 1).

Por ser uma função de correlação muito usada no contexto do estudo de sequências

simbólicas, a função de autocorrelação (ou autocovariância)4 ćıclica em sequências

2Por extensões módulo N de x entende-se

xk+N ≡ xk, ∀k ∈ {0, . . . , N − 1}.

3Também é comum encontrar como sinónimo de espectro de potência os termos: energia e potência

espectral.
4A autocovariância é vulgarmente definida por

cm =
1
T

T∑

j=0

(xj − x̄)(xj+m − x̄),
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simbólicas será também aqui considerada. Esta função é definida como uma forma

simplificada de r¦m e é dada por

rm =
N−1∑

k=0

xkxk+m,

considerando extensões módulo N de x, m ∈ {0, 1, . . . , N−1} e onde x é uma sequência

numérica, frequentemente uma sequência de zeros e uns.5 É de notar que neste caso

esta função de autocorrelação não subtrai o valor médio.

A partir de agora, por função de autocorrelação ćıclica dever-se-á entender rm. Seguem-

se algumas propriedades da função de autocorrelação ćıclica em sequências numéricas:

• A função de autocorrelação ćıclica é uma função par, pois rm = rN−m.

• Considerando x = (xk)0≤k<N e y = (xk+m)0≤k<N , com 0 ≤ m < N , tem-se que

rm =
N−1∑

k=0

xkxk+m = 〈x, y〉 =
1

N
〈X,Y 〉 (3.2)

onde X e Y são as DFT’s de x e y respectivamente.

• A média dos quadrados, x2, pode ser determinada indirectamente através da

autocorrelação: r0 = Nx2. Para uma sequência de zeros e uns tem-se que x2 = x.

• A função de autocorrelação atinge o valor máximo para m = 0. Esse valor

pode ser atingido para outros valores de m quando a função é periódica. Assim,

r0 ≥ |rm|.6

onde T = N − 1 no caso ćıclico, caso contrário T = N −m− 1.
5Para uma sequência de zeros e uns, a média (x̄), é a proporção de uns da sequência e a variância

da sequência é dada por x̄(1− x̄). Deste modo

rm = N(r¦mx̄(1− x̄) + x̄2).

6Isto é uma consequência da desigualdade de Cauchy-Schwarz,

| 〈x, y〉 | ≤ ‖x‖‖y‖.

Obtém-se igualdade quando x é proporcional a y: x = αy, para α constante.
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• A autocorrelação de uma sequência periódica é também uma sequência periódica

com o mesmo peŕıodo.

Outras considerações

Genericamente, uma sequência simbólica definida sobre o alfabeto Γ será denotada por

s = (sk)0≤k<N . Sempre que necessárias serão usadas extensões módulo N de s.

3.2 Comparação de metodologias

De seguida efectua-se uma revisão comparativa dos métodos de análise das sequências

simbólicas através da análise de Fourier, concretamente em aplicações a sequências de

nucleótidos. Assim apresenta-se uma perspectiva unificadora de algumas ferramentas

de análise de Fourier usadas na análise de sequências de DNA nomeadamente, métodos

baseados em sequências indicadoras, autocorrelação, envolvente espectral e na estrutura

do tetraedro regular.

3.2.1 Sequências indicadoras

A qualquer sequência simbólica (sk)0≤k<N definida sobre o alfabeto Γ = {A, C,G, T }
podem ser associadas quatro sequências indicadoras numéricas, ou seja quatro sequên-

cias binárias ua
k, uc

k, ug
k, e ut

k, com 0 ≤ k < N . Cada uma destas sequências identifica

a posição do śımbolo correspondente através da unidade, isto é,

ua
k =

{
1, sk = A
0, sk 6= A , (3.3)

uc
k =

{
1, sk = C
0, sk 6= C ,

ug
k =

{
1, sk = G
0, sk 6= G ,
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ut
k =

{
1, sk = T
0, sk 6= T ,

com 0 ≤ k < N .

O espectro total das sequências simbólicas é neste caso definido como a soma dos

quadrados das DFTs das sequências indicadoras (ver, por exemplo, [151, 12]), ou seja,

S(j) = |Ua
j |2 + |U c

j |2 + |U g
j |2 + |U t

j |2 (3.4)

com j ∈ {0, 1, . . . , N − 1}. Este espectro total é usado muitas vezes com pouca

ou nenhuma explicação. Intuitivamente, a solução parece razoável: o espectro total

como soma dos espectros de cada uma das sequências indicadoras. Desta forma não é

necessário definir operações algébricas sobre os śımbolos e não é necessário definir ma-

peamentos de śımbolos para números. Contudo, as interpretações teóricas e significado

desta solução não parecem ser claros.

Com os métodos de autocorrelação pode-se obter uma visão satisfatória, pelo menos

mais intuitiva, do que a dada pelas sequências indicadoras. Mostra-se de seguida que a

formulação de espectro total (3.4) resulta da transformada de Fourier da autocorrelação

simbólica.

3.2.2 Autocorrelação simbólica

Claramente que o modo mais simples e mais directo de obter uma sequência numérica

a partir da sequência de DNA é mapear os śımbolos em números para posteriormente

processar a sequência numérica obtida. Assim, pode-se aplicar indirectamente, sobre as

sequências simbólicas, a transformada de Fourier ou o cálculo da autocorrelação (neste

caso numérica). Em [153, 92], por exemplo, define-se a sequência numérica, seguida da

autocorrelação e sobre o resultado a transformada de Fourier. Isto tem desvantagens,

pois consoante o mapeamento de śımbolos em números pode-se revelar ou esconder

alguma informação. Além disso, não existe um claro significado bioqúımico para a

estrutura aritmética resultante do mapeamento.

No entanto, a função de autocorrelação pode ser definida directamente da sequência
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dos śımbolos, (sk)0≤k<N , bastando considerar

rk =
N−1∑
j=0

d(sj, sj+k),

onde para quaisquer dois śımbolos x e y

d(x, y) =

{
1, x = y

0, x 6= y.
(3.5)

Observe-se que da forma como a autocorrelação está definida, o resultado da sua

aplicação sobre uma sequência de śımbolos é uma sequência numérica. Por outro lado,

tem-se que esta função é simétrica em relação ao centro da sequência, isto é:

• para N par tem-se ri+N
2

= r−i+N
2
, i ∈ {0, . . . , N

2
};7

• para N ı́mpar tem-se ri+N+1
2

= r−i+N+1
2

, i ∈ {0, . . . , N+1
2
}.

Esta função de autocorrelação resulta intuitivamente numa melhor solução e além disso

evita-se o mapeamento. A função de autocorrelação assim definida está relacionada

com a medida de correlação para a igualdade dos śımbolos introduzida por [154].

É de observar que a autocorrelação rk é uma sequência numérica que pode ser reescrita

à custa das quatro funções indicadoras, uma vez que

ua
k = d(sk,A), uc

k = d(sk, C), ug
k = d(sk,G) e ut

k = d(sk, T ).

Consequentemente,

rk = rk(u
a) + rk(u

c) + rk(u
g) + rk(u

t),

7

r−i+ N
2

=
N−1∑

j=0

d(sj , sj−i+ N
2
) =

N−1∑

j=0

d(sj−i+ N
2
, sj)

=
N−1∑

k=0

d(sk, sk+i−N
2
) =

N−1∑

k=0

d(sk, sk+i+ N
2
)

= ri+ N
2 .
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onde

rk(u
a) =

N−1∑
j=0

ua
ju

a
j+k

e de modo semelhante para rk(u
c), rk(u

g) e rk(u
t).

Teorema 3.2.1. Seja (Rj)0≤j<N a DFT de (rk)0≤k<N . Então tem-se que

Rj = |Ua
j |2 + |U c

j |2 + |U g
j |2 + |U t

j |2, j ∈ {0, . . . , N − 1}.

Demonstração. Aplicando as igualdades (3.2) e (3.1), tem-se

rk(u
a) =

1

N

N−1∑
j=0

|Ua
j |2ei 2π

N
kj

e obviamente vem que

rk =
1

N

N−1∑
j=0

(|Ua
j |2 + |U c

j |2 + |U g
j |2 + |U t

j |2)ei 2π
N

kj

ou seja,

Rj = |Ua
j |2 + |U c

j |2 + |U g
j |2 + |U t

j |2, j ∈ {0, . . . , N − 1}.

Concluiu-se que a DFT da autocorrelação simbólica é a soma dos módulos quadráticos

das DFTs das sequências indicadoras. Por outras palavras, obtém-se a igualdade com

o espectro total definido à custa das sequências indicadoras, ver equação (3.4).

3.2.3 Envolvente espectral

Nesta secção verifica-se que a soma dos quadrados das DFTs das quatro sequências

indicadoras também está relacionado com o valor da DFT da sequência numérica, que

resulta do mapeamento de śımbolos em números, constrúıda de forma a maximizar a

magnitude quadrática em cada valor da frequência.

O conceito de envolvente espectral foi introduzido em [137], e em [155] foi discutida uma

variante para dados não estacionários. Por ser uma abordagem mais simples, segue-

se inicialmente o trabalho desenvolvido em [155], considerando o caso estacionário
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(Envolvente espectral – Abordagem I). A relação entre os trabalhos [137] e [155] será

discutida no final desta subsecção (Envolvente espectral – Abordagem II).

O mapeamento dos nucleótidos em números

A 7→ a, C 7→ c, G 7→ g e T 7→ t

pode descrever-se por

z = uw

onde

u =
[

ua uc ug ut
]

uma matriz N × 4 e

w =




a

c

g

t




um vector de pesos.

Considere-se a DFT de z:

Z = Fz = Fuw = Uw,

onde U é uma matriz N × 4 obtida por aplicação das DFTs sobre as sequências indi-

cadoras,

U = Fu =
[

Fua Fuc Fug Fut
]

=
[

Ua U c U g U t
]
.

Denotando por Uj a j-ésima linha de U , pode-se escrever

Zj = Ujw, para j ∈ {0, . . . , N − 1}.

Tem-se ainda

|Zj|2 = w′U ′
jUjw = |aUa

j + cU c
j + gU g

j + tU t
j |2, j ∈ {0, . . . , N − 1}. (3.6)
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3.2.3.1 Envolvente espectral – Abordagem I

A ideia sublinhada por [137] e [155] é a de ajustar um mapeamento de śımbolos para

números de tal forma que |Zj| seja máximo. Para cada frequência j/N , selecciona-

se o vector w normalizado (‖w‖ = 1) que maximiza |Zj|2. Isto é, tem-se o seguinte

problema de maximização

max
‖w‖=1

|Zj|2 = max
‖w‖=1

(w′U ′
jUjw), j ∈ {0, . . . , N − 1}.

Observe-se que para ‖w‖ = 1 tem-se que w′U ′
jUjw coincide com um quociente de

Rayleigh.8 Os quocientes de Rayleigh de uma matriz estão intimamente relaciona-

dos com os valores próprios9 dessa matriz (ver teorema de Rayleigh–Ritz [80]), o que

permite concluir o seguinte resultado.

Teorema 3.2.2.

max
‖w‖=1

(w′U ′
jUjw) = λmax(U

′
jUj), j ∈ {0, . . . , N − 1}.

Demonstração. Observe-se que U ′
jUj é uma matriz hermı́tica ((U ′

jUj)
′ = U ′

jUj) e que

w′U ′
jUjw é um quociente de Rayleigh uma vez que ‖w‖ = 1. Usando a consequência

do teorema de Rayleigh–Ritz enunciada no teorema 3.2.3 o resultado fica evidente.

Teorema 3.2.3. Seja A uma matriz hermı́tica. O máximo do quociente de Rayleigh,

R(w) =
x′Ax

x′x
, x 6= 0

é λmax(A), o maior valor próprio de A.

8O quociente de Rayleigh, R, de uma matriz A, é definido por

R(x) =
x′Ax

x′x
, x 6= 0,

com A uma matriz hermı́tica (A′ = A).
9Um vector v não nulo (de um espaço vectorial) diz-se vector próprio de uma matriz A se existir

um escalar λ tal que

Av = λv.

Chama-se a λ o valor próprio associado ao vector próprio v.
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Assim conclui-se que

max
||w||=1

|Zj|2 = λmax(U
′
jUj).

O resultado seguinte apresenta outra interpretação do máximo de |Zj|2.

Teorema 3.2.4. Seja f(w′) = w′U ′
jUjw, com j ∈ {0, . . . , N−1} e onde w é um vector

normalizado. O ponto de máximo de f é

(
Uj

‖Uj‖ , Rj

)
.

Demonstração. Tem-se que

f(w′) = w′U ′
jUjw = |Ujw|2 = |aUa

j + cU c
j + gU g

j + tU t
j |2.

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz tem-se que

f(w′) ≤ ||w′||2||Uj||2

e o máximo é atingido para w′ = αUj, com α constante. Como w é normalizado tem-se

que

w′ =
Uj

‖Uj‖ .

O valor máximo é dado por

max
||w||=1

|Ujw|2 = max
||w||=1

w′U ′
jUjw

=
Uj

‖Uj‖U ′
jUj

(
Uj

‖Uj‖
)′

= |Ua
j |2 + |U c

j |2 + |U g
j |2 + |U t

j |2.

Como resultado dos dois teoremas anteriores tem-se que

λmax(U
′
jUj) = |Ua

j |2 + |U c
j |2 + |U g

j |2 + |U t
j |2 = Rj.

É de observar que no caso não estacionário, considerado em [155], a matriz U ′
jUj é

calculada para diversos blocos de dados. Assim, o cálculo dos maiores valores próprios

ainda envolve alguma complexidade computacional. Com esta interpretação, pode-se

reduzir o cálculo de valores próprios ao cálculo do espectro total de cada segmento.
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Mapeamento genérico

Existem vários trabalhos em que também podem ser encontrados vários mapeamentos

de śımbolos em números (ver, por exemplo, [11]). De seguida, comparam-se os resul-

tados até agora obtidos com o espectro da sequência numérica obtida de forma geral

por mapeamento dos śımbolos em números. Resulta da aplicação da desigualdade de

Cauchy-Schwarz à expressão dada em (3.6) a seguinte desigualdade

|Zj|2 = |aUa
j + cU c

j + gU g
j + tU t

j |2 ≤
≤ (|a|2 + |c|2 + |g|2 + |t|2)(|Ua

j |2 + |U c
j |2 + |U g

j |2 + |U t
j |2).

Para este mapeamento genérico não parece existir relação de igualdade entre os es-

pectros. Conclui-se, apenas, a existência de um majorante para o espectro da sequência

obtida por mapeamento arbitrário entre śımbolos e números.10

No entanto, como já foi escrito na demonstração do teorema 3.2.4 a igualdade obtém-

se para (a, c, g, t) = α(Ua
j , U c

j , U
g
j , U t

j ), com α constante. E se se considerar α =
1

‖Uj‖
tem-se o espectro total

|Zj|2 = Rj.

3.2.3.2 Envolvente espectral – Abordagem II

O conceito de envolvente espectral, introduzido em [137], depende do conceito de

valor próprio generalizado. No sentido de continuar a discussão introduz-se a seguinte

notação: λ(B, C) denota o valor próprio generalizado relativo ao problema Bx = λCx

(para denotar o valor próprio de B continua-se a usar a notação λ(B) e naturalmente

tem-se que λ(B, I) = λ(B)).

Nesta abordagem calculam-se os pesos w que maximizam a potência espectral para

cada frequência, relativamente à variabilidade total, V , de uma sequência definida

10É de notar, que já anteriormente foi observado que consoante o mapeamento de śımbolos em

números utilizado, algumas das estruturas com relevância harmónica podem ser mais ou menos evi-

denciadas (ver, no caṕıtulo anterior, o exemplo 2.1.1).
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num alfabeto de n śımbolos (será concretizado n = 4 dado o objectivo de comparar

metodologias). Portanto, o objectivo é encontrar o valor máximo de

|Zj|2
w′V w

=
w′U ′

jUjw

w′V w
, (3.7)

com V a matriz de covariâncias de uma distribuição multinomial.11

Este problema pode-se reduzir ao cálculo do valor próprio generalizado máximo, pois

pretende-se calcular o maior α tal que

w′U ′
jUjw

w′V w
= α

ou seja, pretende-se calcular λmax(U
′
jUj, V ) (consequência do teorema de Rayleigh–

Ritz).

Levanta-se a questão sobre a igualdade de valores próprios máximos, ou seja,

λmax(U
′
jUj, V ) =? λmax(U

′
jUj)

A igualdade anterior verificar-se-ia se V fosse a matriz identidade, mas V é uma matriz

de covariâncias de uma distribuição multinomial o que elimina essa possibilidade.12

Segue-se um resultado que apresenta duas desigualdades que relacionam os dois valores

próprios máximos.

Teorema 3.2.5. Seja A =

(
I3

0

)
, onde I3 é a matriz identidade 3× 3. Tem-se que

λmax(U
′
jUj, V )

λmax((A′V A)−T )
+ |Uj

t|2 ≤ λmax(U
′
jUj) ≤

λmax(U
′
jUj, V )

λmin((A′V A)−T )
+ |Uj

t|2

11Seja z uma observação de uma variável multinomial de quatro śımbolos A, C, G e T com proba-

bilidade de ocorrência Pa, Pc, Pg e Pt respectivamente. A matriz de covariâncias é dada por

V =




Pa(1− Pa) −PaPc −PaPg −PaPt

−PcPa Pc(1− Pc) −PcPg −PcPt

−PgPa −PgPc Pg(1− Pg) −PgPt

−PtPa −PtPc −PtPg Pt(1− Pt)




.

12Observe-se que para w′ =
Uj

‖Uj‖ geralmente a potência espectral dada por (3.7) não coincide com

o espectro total da sequência (S(j) = λmax(U ′
jUj)).
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Demonstração. Para relacionar os valores próprios generalizados com os valores próprios

de uma matriz existe o teorema de Ostrowski [79] que apresenta duas desigualdades:

Teorema 3.2.6. Dadas duas matrizes B e C, tal que C−T (=(C ′)−1) está definida,

λmax(B)λmin(C−T ) ≤ λmax(B, C) ≤ λmax(B)λmax(C−T ).

Coloca-se o problema de aplicabilidade do teorema 3.2.6 a λmax(U
′
jUj, V ), uma vez que

V não é uma matriz invert́ıvel. Esse problema pode ser parcialmente ultrapassado com

o desenvolvimento apresentado em [137]:

max
w′U ′

jUjw

w′V w
= max

y′A′U ′
jUjAy

y′A′V Ay

para w = Ay + te4, y =




a

c

g


 e e4 =




0

0

0

1




.

Ou seja,

λmax(U
′
jUj, V ) = λmax(A

′U ′
jUjA,A′V A),

onde A′V A é uma matriz invert́ıvel.

Aplicando o teorema 3.2.6 a λmax(A
′U ′

jUjA,A′V A), obtém-se

λmax(A
′U ′

jUjA)λmin((A
′V A)−T ) ≤ λmax(U

′
jUj, V ) ≤ λmax(A

′U ′
jUjA)λmax((A

′V A)−T ).

Dado que

λmax(A
′U ′

jUjA) = λmax(U
′
jUj)− |Uj

t|2,

tem-se

0 ≤ λmin((A
′V A)−T ) ≤ λmax(U

′
jUj, V )

λmax(U ′
jUj)− |Uj

t|2 ≤ λmax((A
′V A)−T )

ou seja,
λmax(U

′
jUj, V )

λmax((A′V A)−T )
≤ λmax(U

′
jUj)− |Uj

t|2 ≤ λmax(U
′
jUj, V )

λmin((A′V A)−T )
.
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Desta forma relacionam-se os coeficientes do espectro total das sequências simbólicas,

λmax(U
′
jUj) = Rj, como os coeficientes propostos por Stoffer,

λmax(U
′
jUj, V ).

3.2.4 Redução da dimensão

Em [134] é apresentada ainda outra forma de ver o espectro total, a qual é baseada

na estrutura de um tetraedro regular. Em [45] encontra-se uma generalização para

sequências simbólicas num alfabeto de n śımbolos e neste caso é usada a noção topológica

de simplexo (generalização do conceito de triângulo).

As quatro sequências indicadoras são obviamente redundantes, uma vez que

ua + uc + ug + ut = 1, (3.8)

o que naturalmente tem consequência sobre o espectro total. Uma vez que é válida a

igualdade (3.8), então em termos de transformada de Fourier tem-se

Ua
j + U c

j + U g
j + U t

j =

{
N, j = 0

0, j 6= 0
.

O espectro total pode ser obtido a partir de três DFTs, em vez de quatro. De facto,

é posśıvel trabalhar com três sequências não redundantes (x, y e z) em vez de quatro

(ua, uc, ug e ut) (ver, por exemplo, [12, 108, 134]). Embora possa ser usado outro, um

mapeamento em vectores com apenas três componentes que não perde informação da

sequência de śımbolos é (ver, por exemplo, [12])

A 7→
(
0 0 1

)
,

C 7→
(
−
√

2
3

√
6

3
−1

3

)
,

G 7→
(
−
√

2
3

−
√

6
3

−1
3

)
,

T 7→
(

2
√

2
3

0 −1
3

)
.
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A ligação com as sequências indicadoras é dada por

x =

√
2

3
(−uc − ug + 2ut), (3.9)

y =

√
6

3
(uc − ug), (3.10)

z =
1

3
(3ua − uc − ug − ut), (3.11)

1 = ua + uc + ug + ut.

A relação entre o método que se baseia nas sequências indicadoras, o espectro total,

e o que se baseia na redução da dimensão (método baseado na noção topológica de

simplexo) é mostrada em [45], para um número arbitrário de śımbolos. No caso presente

das sequências de nucleótidos, tem-se o tetraedro como simplexo (n = 4) o que resulta

na seguinte relação de igualdade:

Teorema 3.2.7. Sejam X, Y e Z as DFT de (xk)0≤k<N (equação 3.9), (yk)0≤k<N

(equação 3.10) e (zk)0≤k<N (equação 3.11), respectivamente. Então tem-se que

3(|Ua
j |2 + |U c

j |2 + |U g
j |2 + |U t

j |2) =

=

{
4(|Xj|2 + |Yj|2 + |Zj|2), j 6= 0

4(|Xj|2 + |Yj|2 + |Zj|2)−N, j = 0
.

Demonstração. Segue-se de perto a demonstração apresentada em [45], com algumas

adaptações à notação usada e ao caso particular em estudo, sequência simbólica de

quatro śımbolos.

Considere-se

v =




x

y

z

0




, R =




0 −
√

6
6

−
√

6
6

√
6

3

0
√

2
2

−
√

2
2

0
√

3
2

−
√

3
6

−
√

3
6

−
√

3
6

c c c c




,

c uma constante real não nula e

t =
1

4

[
1 1 1 1

]
.

Tem-se que

v = aR(u′ − t′), (3.12)
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onde v é obtido de u por uma translação seguida de uma transformação R. Pretende-

se que R seja uma rotação, e para tal tem-se c = −3
2

(R é uma rotação se o seu

determinante é igual a um). Usa-se a = 2√
3
, escolhido de forma a que o simplexo (o

tetraedro) seja normalizado (mapeamento dos śımbolos em vectores normalizados).

Note-se que a informação dada pela última equação do sistema 3.12 em [45] é des-

prezada, pois simplesmente descreve que os vectores indicadores estão sobre o hiper-

plano

1 = ua
k + uc

k + ug
k + ut

k,

com k ∈ {0, . . . , N − 1}.
Recorrendo ao conceito de DFT tem-se que

Vj =
N−1∑

k=0

v′ke
−i 2π

N
kj, j = 0, 1, ..., N − 1

e o espectro total associado a v é dado por

|Vj|2 = |Xj|2 + |Yj|2 + |Zj|2.

Por outro lado, tem-se que

|Vj|2 =
4

3

(|Ua
j |2 + |U c

j |2 + |U g
j |2 + |U t

j |2
)

para j 6= 0,

e para j = 0 tem-se

|V0|2 =
4

3

(|Ua
0 |2 + |U c

0 |2 + |U g
0 |2 + |U t

0|2
)− 4

3
N

(
1

42
+

1

42
+

1

42
+

1

42

)

=
4

3

(|Ua
0 |2 + |U c

0 |2 + |U g
0 |2 + |U t

0|2
)− N

3
.

Assim obtém-se outra visão do espectro total relativo às sequências simbólicas.

3.3 Conclusões

Foram discutidos vários métodos de análise de Fourier para dados simbólicos, dando

ênfase ao caso das sequências de DNA para o alfabeto dos nucleótidos. No entanto, as

metodologias são extenśıveis a qualquer outro alfabeto finito.
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Consideraram-se métodos de análise espectral baseados nas sequências indicadoras, na

estrutura do tetraedro, na autocorrelação simbólica e vectorial e métodos semelhantes

à análise espectral, em que para cada frequência se optimiza o mapeamento de śımbolos

para números, de forma a dar ênfase a qualquer caracteŕıstica periódica. Foi discutida

a relação entre os métodos e identificados os casos de equivalência entre os mesmos.

Mostrou-se que é posśıvel definir a função de autocorrelação de dados simbólicos sem

recorrer a mapeamentos: basicamente só se precisa de reconhecer se dois śımbolos são

ou não iguais. A autocorrelação simbólica é uma sequência numérica, e a sua transfor-

mada de Fourier resulta no espectro de dados simbólicos. Por outro lado, mostrou-se

que este espectro pode ser obtido através da soma dos quadrados dos módulos das

transformadas de Fourier das sequências indicadoras (sequências zero/um indicando

a posição dos śımbolos), solução que tem sido usada por diversos autores mas sem

qualquer justificação rigorosa ou intuitiva.

Foi explorado o conceito de envolvente espectral, que dá outra interpretação do es-

pectro: entre todos os mapeamentos entre śımbolos e números há um que maximiza

a energia espectral para cada frequência e que também conduz ao espectro de dados

simbólicos.

Por fim, apresentou-se a relação entre a potência espectral das quatro sequências indi-

cadoras e a potência espectral de três sequências que reduzem a redundância existente

entre as quatro sequências indicadoras, usando a estrutura vectorial de um tetraedro

regular.

De todos os método estudados, o que usa as sequências indicadoras parece ser o mais

simples, em que o espectro total pode ser entendido como o espectro de máxima energia

espectral ou como a transformada da autocorrelação simbólica.



50 Caṕıtulo 3



Caṕıtulo 4

Distribuição dos śımbolos e

espectro da sequência

Neste caṕıtulo estuda-se a relação entre o módulo dos coeficientes espectrais das se-

quências de nucleótidos, ou de qualquer outra sequência simbólica, e a distribuição dos

śımbolos ao longo da sequência. Determinam-se condições necessárias e suficientes para

que alguns módulos dos coeficientes espectrais sejam zero. Apresenta-se um algoritmo

rápido de cálculo de elementos do espectro de potência de uma sequência simbólica.

Finalmente mostra-se que o espectro de uma sequência de śımbolos contém informação

redundante.

Parte dos resultados discutidos neste caṕıtulo foram alvo da publicação [5].

4.1 Introdução

Considere-se novamente uma sequência simbólica, s, de tamanho N com elementos

s0, s1, . . . , sN−1,

onde cada śımbolo si pertence a um alfabeto finito Γ. Embora os resultados discutidos

neste caṕıtulo sejam extenśıveis a outros alfabetos, apenas se apresentam resultados

relativos ao alfabeto dos nucleótidos Γ = {A, C,G, T }.

51
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Há um grande interesse em métodos que detectem e revelem a estrutura do DNA

(correlações de curto, médio e longo alcance). Tendo em conta os dados dispońıveis,

o seu volume e o interesse das aplicações, é obvia a motivação para a resolução deste

problema.

Como se viu no caṕıtulo anterior, é posśıvel utilizar a análise de Fourier sobre as

sequências de DNA. Uma das soluções é baseada nas sequências indicadoras de s, ua, uc,

ug e ut (ver (3.3)). O espectro de Fourier ou espectro total da sequência s é definido em

termos do espectro individual das quatro sequências indicadoras [118, 12, 153, 142, 154],

como já foi discutido anteriormente (ver caṕıtulo 3). Recordando, S(k) (0 ≤ k < N)

pode ser dado por

S(k) = |Ua
k |2 + |U c

k |2 + |U g
k |2 + |U t

k|2, (4.1)

com

U b
k =

N−1∑
j=0

ub
je
−i2πjk/N , b ∈ {a, c, g, t}. (4.2)

Um dos objectivos deste caṕıtulo é compreender melhor o comportamento das riscas es-

pectrais,1 face à distribuição dos nucleótidos na sequência. Por exemplo, directamente

da expressão dos coeficientes espectrais (ver (4.2)) resulta que:

• U b
0 , com b ∈ {a, c, g, t}, reflecte o número total de ocorrências do śımbolo na

sequência, uma vez que

U b
0 =

N−1∑
j=0

ub
j,

• U b
(N/2), com b ∈ {a, c, g, t}, coincide com a diferença entre o número de ocorrências

do śımbolo nas posições pares e o número de ocorrências nas posições ı́mpares,

1Entenda-se por risca espectral em k, o módulo quadrático do coeficiente espectral em k. No caso

particular das sequências simbólicas é dado por S(k).
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uma vez que

U b
(N/2) =

N−1∑
j=0

ub
je
−i2πjN/(2N)

=
N−1∑
j=0

ub
je
−iπj

= ub
0 − ub

1 + ub
2 − ub

3 + . . .− ub
N−1.

É natural perguntar acerca das relações entre outros coeficientes espectrais e a dis-

tribuição de śımbolos ao longo da sequência, e é precisamente essa questão que está na

base dos resultados contidos neste caṕıtulo.

Será apresentado um algoritmo rápido para calcular riscas espectrais baseado em con-

tadores de śımbolos. Concretamente, será discutida uma nova forma de cálculo dos

coeficientes espectrais da forma U b
(N/m), com b ∈ {a, c, g, t}. Será explorada a relação

entre esses coeficientes espectrais e a distribuição de frequência do śımbolo B ao longo

da sequência. Em particular, será discutida com maior destaque a risca S(N/3) (risca

com especial importância na localização de regiões codificantes).

Aqui também será discutida uma forma simples de obter condições necessárias e sufi-

cientes para que alguns valores do espectro total de uma sequência seja zero. Algumas

contribuições foram dadas em [92], mas o trabalho a ser apresentado vai diferir deste

em muitos aspectos.

Finalmente, concluiu-se que os coeficientes espectrais, U b
k com k ∈ {0, 1, . . . , N−1}, não

são independentes. Por exemplo, se existirem n śımbolos B (B ∈ Γ) numa sequência

de comprimento total N , então os N elementos de U b podem ser determinados a partir

de qualquer subconjunto cont́ıguo de cardinalidade n, através de uma recursão linear.

A notação e terminologia usada neste caṕıtulo é a mesma do caṕıtulo anterior.
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4.2 Contadores de śımbolos

Suponha-se que é válida a factorização N = nm e considere-se

yb
(v) =

n−1∑
j=0

ub
(v+jm), com 0 ≤ v < m e b ∈ {a, c, g, t}. (4.3)

Ou seja, divide-se a sequência original de comprimento N em n sequências de compri-

mento m

ub = (ub
1u

b
2 . . . ub

m︸ ︷︷ ︸
1

. . . . . . . . . ub
N−m+1u

b
N−m+2 . . . ub

N︸ ︷︷ ︸
n

),

e de seguida, por adição agrupam-se os dados de acordo com a expressão (4.3) no

sentido de obter uma sequência de comprimento m.

Observe-se que yb
(v) representa o número de ocorrências do śımbolo B na v-ésima posição

das n subsequências em que a sequência original se subdivide, ou seja o número de

ocorrências de B nas posições

v, v + m, v + 2m, . . . , v + (n− 1)m,

das respectivas n subsequências.

As sequências ya, yc, yg e yt serão denominadas de contadores dos śımbolos A, C, G e

T , respectivamente.

Segue-se um exemplo de uma sequência para a qual se apresentam os respectivos con-

tadores de um śımbolo.

Exemplo 4.2.1. Considere-se a sequência

s = (BXXXBXBXXXBX )

com B,X ∈ Γ e onde X representa qualquer outro śımbolo diferente de B. Tem-se

N = 12 e

ub = (1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0).

Os posśıveis contadores do śımbolo B para a sequência dada são seis (ver colunas da

tabela 4.1), pois as factorizações posśıveis de 12 são 12× 1 = 6× 2 = 4× 3 = 3× 4 =

2× 6 = 1× 12 (=nm).
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m = 1 m = 2 m = 3 m = 4 m = 6 m = 12

yb
(0) 4 4 2 2 2 1

yb
(1) – 0 2 0 0 0

yb
(2) – – 0 2 0 0

yb
(3) – – – 0 0 0

yb
(4) – – – – 2 1

yb
(5) – – – – 0 0

yb
(6) – – – – – 1

yb
(7) – – – – – 0

yb
(8) – – – – – 0

yb
(9) – – – – – 0

yb
(10) – – – – – 1

yb
(11) – – – – – 0

Tabela 4.1: Exemplo de contadores de śımbolos de uma sequência que apresenta como

sequência indicadora do śımbolo B, ub = (1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0). As colunas

correspondem aos seis posśıveis contadores do śımbolo b.

De seguida será estabelecida uma relação entre a DFT de comprimento m do contador

de śımbolos yb e a DFT de ub, com b ∈ {a, c, g, t}.

Teorema 4.2.1. Seja N = nm. Considere-se k um inteiro fixo, tal que 0 ≤ k < m.

Então:

Y b
(k) = U b

(nk),

com b ∈ {a, c, g, t}.
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Demonstração.

Y b
(k) =

m−1∑
j=0

yb
(j)e

−i2πjk/m

=
m−1∑
j=0

n−1∑
u=0

ub
(j+um)e

−i2πjk/m

=
m−1∑
j=0

n−1∑
u=0

ub
(j+um)e

−i2π(j+um)k/m

=
N−1∑
p=0

ub
pe
−i2πpk/m

=
N−1∑
p=0

ub
pe
−i2πpnk/N = U b

(nk).

A terceira igualdade deve-se à propriedade trigonométrica: eiθ+2kπ = eiθ, k ∈ Z. E a

quinta igualdade é válida uma vez que m = N
n
.

A ideia de reduzir o cálculo da DFT de comprimento N = mn ao cálculo da DFTs

de comprimento m de somas de blocos tem por base [32], resultado parcialmente re-

descoberto em [33] (ver também [58]).

O teorema seguinte relaciona o espectro de potência de uma sequência simbólica (de

comprimento N) e os módulos quadráticos das DFTs dos contadores de śımbolos ya,

yc, yg e yt (de comprimento N/n).

Teorema 4.2.2. Seja N = nm. Considere-se k um inteiro fixo, tal que 0 ≤ k < m.

Tem-se

S(nk) = |Y a
(k)|2 + |Y c

(k)|2 + |Y g
(k)|2 + |Y t

(k)|2, (4.4)

e S(nk) anula-se se e só se Y a
(k), Y c

(k), Y g
(k) e Y t

(k) são todos nulos.

Demonstração. A equação (4.4) resulta imediatamente de (4.1)

S(nk) = |Ua
(nk)|2 + |U c

(nk)|2 + |U g
(nk)|2 + |U t

(nk)|2

e da transformação descrita anteriormente Y b
(k) = U b

(nk) com b ∈ {a, c, g, t}. Obviamente

o coeficiente é nulo se e só se Y a
(k), Y c

(k), Y g
(k) e Y t

(k) forem todos nulos.
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O cálculo de S(nk) é muito mais eficiente quando feito através dos contadores de

śımbolos, e portanto usando DFTs de comprimento N/n, do que quando é feito di-

rectamente, à custa de DFTs de comprimento N (confirmar com o exemplo 4.2.1).

4.2.1 Risca S(N/3)

Como já foi referido, a evidência de periodicidade de peŕıodo três tem sido frequente-

mente usada na detecção de regiões codificantes nas sequências de DNA, sendo assim

é óbvia a motivação para a procura de algoritmos rápidos de cálculo de S(N/3).

Apresenta-se de seguida uma expressão para a risca espectral S(N/3) como função dos

contadores de śımbolos.

Teorema 4.2.3. Seja N = 3n. Então a risca espectral S(N/3) é dada por

S(N/3) = F (ya) + F (yc) + F (yg) + F (yt), (4.5)

onde

F (yb) =

[
yb

(0) −
yb

(1) + yb
(2)

2

]2

+
3

4
[yb

(1) − yb
(2)]

2, (4.6)

com b ∈ {a, c, g, t}.

Demonstração. Tem-se que n = N/3. Em (4.4) considere-se k = 1 e obtém-se

S(N/3) = |Y a
(1)|2 + |Y c

(1)|2 + |Y g
(1)|2 + |Y t

(1)|2. (4.7)

Tem-se também que

Y b
(1) = yb

(0) + yb
(1)w + yb

(2)w
2,

onde w = e−i2π/3 e b ∈ {a, c, g, t}.
Logo

|Y b
(1)|2 =

∣∣yb
(0) + yb

(1)w + yb
(2)w

2
∣∣2

=

∣∣∣∣∣y
b
(0) − yb

(1)

1

2
− yb

(2)

1

2
+ i(yb

(1)

−√3

2
+ yb

(2)

√
3

2
)

∣∣∣∣∣

2

=

[
yb

(0) −
yb

(1) + yb
(2)

2

]2

+
3

4
[yb

(1) − yb
(2)]

2

= F (yb).
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Teorema 4.2.4. Seja N = 3n. Então S(N/3) é uma função simétrica dos contadores

de śımbolos.

Demonstração. Para simplificar a notação, seja x = yb
(0), y = yb

(1) e z = yb
(2), com

b ∈ {a, c, g, t}. Observe-se que

F (yb) = F (x, y, z) =

[
x− y + z

2

]2

+
3

4
[y − z]2

= x2 + y2 + z2 − xy − xz − yz,

e que é invariante sobre as permutações de x, y e z, ou seja F (x, y, z) = F (x, z, y) =

F (z, x, y) = F (y, x, z) = F (z, y, x) = F (y, z, x).

O número de operações aritméticas necessárias para calcular (4.5) é O(1),2 isto é, inde-

pendente de N . O cálculo dos contadores de śımbolos pode ser feito aquando da leitura

dos dados, uma vez que apenas requer o incremento de contadores apropriados. O re-

sultado final é um procedimento de cálculo aproximadamente O(1), isto é, praticamente

independente de N . Observe-se que o cálculo da FFT (“Fast Fourier Transform”) de

comprimento N é um processo O(N log N), e o cálculo de um coeficiente espectral

requer O(N) operações aritméticas.

No contexto da distribuição dos contadores introduz-se a seguinte terminologia: um

contador de śımbolos, yb, é uniformemente distribúıdo nas m posições, quando yb
(v1) =

yb
(v2), ∀v1,v2∈{0,...,m−1} com b ∈ {a, c, g, t} (ver exemplo 4.2.2).

Exemplo 4.2.2. A seguinte sequência simbólica

s = (AAA CCC CCC GGG T T T ACG GAC CGA)

é uniformemente distribúıda nas m = 3 posições, pois

ya
(0) = ya

(1) = ya
(2) = 2;

yc
(0) = yc

(1) = yc
(2) = 3;

yg
(0) = yg

(1) = yg
(2) = 2;

yt
(0) = yt

(1) = yt
(2) = 1.

2Diz-se que g = O(f) se existir uma constante c tal que |g(x)| ≤ c|f(x)| quando x →∞.
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Observe-se que surge directamente de (4.6) uma condição necessária e suficiente para

anular S(N/3) (condição que, de outro modo, já foi estudada em [92]).

Teorema 4.2.5. Seja N = 3n. A risca espectral S(N/3) é zero se e só se todos os

contadores de śımbolos ya, yc, yg e yt forem uniformemente distribúıdos.

Demonstração. Usando (4.7) vem que:

S(N/3) = 0 ⇔ |Y a
(1)|2 + |Y c

(1)|2 + |Y g
(1)|2 + |Y t

(1)|2 = 0

⇔ |Y a
(1)|2 = |Y c

(1)|2 = |Y g
(1)|2 = |Y t

(1)|2 = 0

Por definição de DFT tem-se que

Y b
(1) = yb

(0) + yb
(1)w + yb

(2)w
2,

onde w = e−i2π/3 e b ∈ {a, c, g, t}.
Por um lado, se a distribuição é uniforme (yb

(0) = yb
(1) = yb

(2)) implica que Y b
(1) = 0, uma

vez que 1 + w + w2 = 0.

Por outro lado, supondo que |Y b
(1)|2 = 0, facilmente se mostra que yb

(0) = yb
(1) = yb

(2),

uma vez que

|Y b
(1)|2 =

[
yb

(0) −
yb

(1) + yb
(2)

2

]2

+
3

4
[yb

(1) − yb
(2)]

2 = 0

o que implica

yb
(1) = yb

(2)

e

yb
(0) =

yb
(1) + yb

(2)

2
= yb

(1),

provando o que se pretendia.

Para além da conclusão dada pelo teorema anterior, o método de cálculo de S(N/3)

baseado em (4.5) permite estabelecer relações entre a distribuição dos nucleótidos e o

valor da risca espectral S(N/3).

Uma vez que S(N/3) é dado pela soma de quatro módulos quadrados (ver (4.1)),

estudou-se isoladamente cada uma das parcelas |U b
k|2 = |Y b

(1)|2, com b ∈ {a, c, g, t}.
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Teorema 4.2.6. Faça-se coincidir os contadores de śımbolos yb
(0), yb

(1) e yb
(2) com os

três eixos ortogonais x, y, z, com b ∈ {a, c, g, t}. Assim, para |U b
(N/3)|2 = v com v fixo,

tem-se geometricamente que x, y e z estão sobre um cilindro com eixo x = y = z e

raio r =
√

2v/3.

Demonstração. Tem-se que F (yb) (= |Y b
(1)|2 = |U b

(N/3)|2) é dado por

F (x, y, z) =

[
x− y + z

2

]2

+
3

4
[y − z]2

= x2 + y2 + z2 − xy − yz − xz

=
1

2

[
(x− y)2 + (y − z)2 + (z − x)2

]
,

ou, de forma matricial, por

F (x, y, z) = [ x y z ]




1 −1/2 −1/2

−1/2 1 −1/2

−1/2 −1/2 1




︸ ︷︷ ︸
A




x

y

z


 .

Como A é uma matriz simétrica, então admite representação diagonal. Os elementos

da diagonal coincidem com os valores próprios da matriz A: 3/2, 3/2, 0.

Seja 


x

y

z


 =



−1 −1 1

1 0 1

0 1 1




︸ ︷︷ ︸
B




X

Y

Z


 ,

onde as colunas de B são os vectores próprios de A.

Reduzindo a forma quadrática à forma canónica (diagonal), vem que

3

2
(X2 + Y 2) = v. (4.8)

A equação (4.8) reflecte a equação de um cilindro circular com raio
√

2v/3 e eixo

X = 0 ∧ Y = 0.
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Como
{

X = 0

Y = 0
⇔





x = Z

y = Z

z = Z

,

o eixo do cilindro é x = y = z.

Dada a importância que a risca S(N/3) tem na detecção de genes, segue-se uma dis-

cussão sobre os valores de S(N/3) a partir dos quais se pode afirmar que existe evidência

de uma periodicidade de peŕıodo três.3 Assim, uma questão se levanta: Quando é que

a risca espectral S(N/3) é máxima ou significativamente elevada?

Dado que F (yb), com b ∈ {a, c, g, t}, se pode escrever como

F (yb) = |U b
(N/3)|2 =

1

2

[
(yb

(0) − yb
(1))

2 + (yb
(1) − yb

(2))
2 + (yb

(2) − yb
(0))

2
]
, (4.9)

e para α, β constantes reais tem-se

(α− β)2 ≤ α2 + β2,

onde

max
α,β

{(α− β)2} = max{α2, β2},
então

0 ≤ F (yb) ≤ 1

2

[
(yb

(0))
2 + (yb

(1))
2 + (yb

(2))
2
] ≤ 3

2

[
N

3

]2

.

Contudo, o interesse centra-se em encontrar o máximo valor para F (yb).

Teorema 4.2.7. O máximo de |U b
(N/3)|2 é (N/3)2, com b ∈ {a, c, g, t}.

Demonstração. Como já foi referido anteriormente, F (yb) = v pode ser visto como um

cilindro de eixo yb
(0) = yb

(1) = yb
(2) e de raio

√
2v/3. Como 0 ≤ yb

(0), y
b
(1), y

b
(2) ≤ N/3 é

uma região que define um cubo, então F (yb) = v é um cilindro que passa pelo menos

por um ponto do cubo e o eixo do cilindro é a diagonal do cubo que une os pontos

(0, 0, 0) e

(
N

3
,
N

3
,
N

3

)
. O objectivo passa a ser descobrir o cilindro de maior raio que

3O facto de S(N/3) não ser nulo não é suficiente para garantir a evidência da periodicidade de

peŕıodo três, pois pode-se ter S(N/3) 6= 0 e não existir evidência desta risca relativamente às restantes.
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esteja nas condições anteriormente descritas. Os pontos que estão mais distantes da

diagonal referida são apenas seis, correspondendo aos restantes seis vértices do cubo

(ver tabela 4.2), e estes estão à distância

√
2

3

(
N

3

)2
(

v =

(
N

3

)2
)

. Assim, concluiu-

se que as seis situações representadas na tabela 4.2 são as únicas a garantir o máximo

de F (yb), isto é, (N/3)2.

F (yb) yb
(0) yb

(1) yb
(2)

(N/3)2 N/3 0 0

(N/3)2 0 N/3 0

(N/3)2 0 0 N/3

(N/3)2 N/3 N/3 0

(N/3)2 N/3 0 N/3

(N/3)2 0 N/3 N/3

Tabela 4.2: Casos de máximo de F (yb), com b ∈ {a, c, g, t}.

No sentido de encontrar extremos para S(N/3) = F (ya) + F (yc) + F (yg) + F (yt) e

tendo em conta que as variáveis estão sujeitas a três condições:

ya
(0) + yc

(0) + yg
(0) + yt

(0) = N/3;

ya
(1) + yc

(1) + yg
(1) + yt

(1) = N/3;

ya
(2) + yc

(2) + yg
(2) + yt

(2) = N/3,

poderia-se pensar em aplicar o método dos multiplicadores de Lagrange, mas o resul-

tado da aplicação do método resulta na seguinte solução degenerada (os multiplicadores

todos nulos):

ya
(0) = ya

(1) = ya
(2);

yc
(0) = yc

(1) = yc
(2);

yg
(0) = yg

(1) = yg
(2);

yt
(0) = yt

(1) = yt
(2);
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ya
(0) + yc

(0) + yg
(0) + yt

(0) = N/3.

O extremo obtido é um mı́nimo S(N/3) = 0 (distribuição uniforme dos śımbolos pelas

três posições), que nada de relevante acrescenta ao nosso estudo.

Como consequência do teorema 4.2.7 e das condições a que os contadores de śımbolos

estão sujeitos, tem-se que o máximo valor de S(N/3) é 3(N/3)2 (as três primeiras

situações da tabela 4.2), quando há repetição sucessiva de um terno constitúıdo por

três nucleótidos distintos. Nos casos em que se tem ausência de dois dos śımbolos

(repetições sucessivas de um terno constitúıdo por exactamente dois nucleótidos dis-

tintos) o máximo é 2(N/3)2 (as três últimas situações da tabela 4.2).

As sequência genéticas não têm obviamente comprimentos iguais e os valores de S(N/3)

dependem desses comprimentos. No sentido de encontrar valores de S(N/3) com-

paráveis entre as várias sequências, vai ser explorada uma normalização que retire a

dependência explicita do comprimento da sequência.

Teorema 4.2.8. Sejam b ∈ {a, c, g, t} e Pi(b) a probabilidade de encontrar o śımbolo

B na i-ésima posição e i ∈ {0, 1, 2}. Então:

F (yb) =

(
N

3

)2
([

P0(b)− P1(b) + P2(b)

2

]2

+
3

4
[P1(b)− P2(b)]

2

)
. (4.10)

Demonstração. É de notar que se pode obter o cálculo dos contadores à custa das

probabilidades dos śımbolos condicionadas às posições:

yb
(i) =

N

m
Pi(b), i ∈ {0, 1, . . . , m− 1} e b ∈ {a, c, g, t}.

Logo, para m = 3, vem

yb
(i) =

N

3
Pi(b), i ∈ {0, 1, 2},

o que obviamente leva à conclusão do teorema.

O valor de F (yb) normalizado, com b ∈ {a, c, g, t}, será denotado por Fnorm(yb) e é

dado por
F (yb)

(N/3)2
.

Tem-se que Fnorm(yb) ∈ [0, 1].
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A normalização de S(N/3) será denotada por Snorm(N/3) e será dada por:

Snorm(N/3) = Fnorm(ya) + Fnorm(yc) + Fnorm(yg) + Fnorm(yt)

=
S(N/3)

(N/3)2
.

O valor da risca espectral normalizada, Snorm(N/3), varia entre zero e três.

4.2.1.1 Resultados de S(N/3) em alguns genes

De seguida apresenta-se um pequeno estudo exploratório sobre o comportamento da

risca espectral S(N/3) para dados reais, consistindo em: genes das espécies Saccha-

romyces cerevisiae e Escherichia coli (ver tabela 4.3 e tabela 4.4 respectivamente).

Em particular, apresentam-se os valores normalizados de S(N/3) (segunda coluna das

tabelas), a indicação dos genes que apresentam S(N/3) como componente espectral

máxima (terceira coluna das tabelas) e o número de nucleótidos que constitui o gene

(quarta coluna das tabelas).

Nas tabelas 4.3 e 4.4 confirma-se que a maioria dos genes apresentam como risca es-

pectral máxima S(N/3), mas também se observa que existem genes que não apresentam

esse máximo. É de realçar que em todos os genes estudados Snorm(N/3) é inferior a

0,65 que é um valor muito inferior ao máximo (três quando há repetição periódica de

três śımbolos diferentes ou eventualmente dois quando há repetição periódica de ternos

constitúıdos por dois e apenas dois śımbolos diferentes).

4.2.1.2 S(N/3) em sequências geradas aleatoriamente

A risca espectral S(N/3) pode ser escrita à custa das probabilidades dos śımbolos,

equação (4.10), pelo que dada uma distribuição de probabilidades podemos obter o

valor da risca.

Pretende-se averiguar que valores de probabilidades (ou que valor de S(N/3)) levam a

sequências aleatórias que reflectem um máximo da risca espectral S(N/3). Para esse

efeito, foram geradas aleatoriamente sequências de śımbolos baseadas em diferentes

valores de probabilidades e calculados os correspondentes espectros de potência.
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Sem perda da generalidade, estudou-se apenas Fnorm(yb), com b ∈ {a, c, g, t}. Suponha-

se que os quatro śımbolos apresentam iguais frequências relativas. Então,

P0(b) + P1(b) + P2(b)

3
= 0,25.

Assumindo equiprobabilidade dos quatro śımbolos,4 calcularam-se valores Fnorm(yb)

para diferentes valores das probabilidades relativas às três posições da sequência (ver

tabela 4.5). Fixados os valores das probabilidades (P0(b), P1(b), P2(b)) geraram-se

sequências aleatórias com cem e mil śımbolos e registou-se para cada um dos casos a

percentagem de vezes que a risca espectral S(N/3) atinge o valor máximo (ver quinta

e sexta colunas da tabela 4.5). Pode-se observar que o valor máximo de Fnorm(yb) é

0,5625< 1. Por outro lado, verificou-se que a risca espectral era máxima, em todos os

casos estudados, para Fnorm(yb) ∈ [0,0900; 0,5625].

Para as sequências geradas aleatoriamente pode-se indicar valores muito inferiores a

três de Snorm(N/3) que ainda reflectem S(N/3) como máxima risca espectral:

4(0,09)(N/3)2 = 0,36(N/3)2

para sequências com cem bases.

Note-se que S(N/3) = 0,36(N/3)2 pode ser obtido para os seguintes valores de pro-

babilidades dos śımbolos: P0(a) = 0,15, P1(a) = 0,15, P2(a) = 0,45, P0(c) = 0,15,

P1(c) = 0,15, P2(c) = 0,45, P0(g) = 0,05, P1(g) = 0,35, P2(g) = 0,35, P0(t) = 0,05,

P1(t) = 0,35, P2(t) = 0,35 (ver tabela 4.5). No entanto, este menor valor para a

máxima risca espectral ainda está muito acima dos valores obtidos em alguns genes

(ver tabela 4.3 e 4.4).

O menor valor que se pretende fixar, ou seja, o limite inferior a partir do qual S(N/3) é

máximo, parece depender do comprimento da sequência (ver na tabela 4.5 a diferença

de resultados entre as sequências de comprimento N = 100 e as de comprimento

N = 1000). Observa-se que quanto maior for o comprimento, menor é o limite a partir

do qual se considera S(N/3) elevado. Nas sequências aleatórias de cem śımbolos o

limite mı́nimo a partir do qual todas as sequências reflectem F (yb) como máximo é

cerca de 0,09 e nas sequências aleatórias de mil śımbolos o limite mı́nimo é de cerca de

0,02 (ver quinta e sexta colunas da tabela 4.5).

4Dois resultados dizem-se equiprováveis se têm iguais probabilidades de ocorrência.
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4.2.2 Outras riscas espectrais

De seguida vão ser estudadas, em particular, mais duas riscas espectrais: S(N/4)

e S(N/6). O objectivo é apresentar expressões das riscas espectrais baseadas nos

contadores de śımbolos e caracterizar a distribuição de frequência dos contadores que

levam a situações de riscas espectrais nulas.

Tal como para S(N/3), a expressão que define a risca espectral S(N/4) é igualmente

uma consequência imediata do teorema 4.2.2 (ver demonstração do teorema 4.2.3).

Teorema 4.2.9. Seja N = 4n. A risca espectral S(N/4) é dada por

S(N/4) = F (ya) + F (yc) + F (yg) + F (yt),

onde

F (yb) = [yb
(0) − yb

(2)]
2 + [yb

(1) − yb
(3)]

2, b ∈ {a, c, g, t}.

Demonstração. Fixe-se k = 1 e n = N/4 em (4.4). Isto leva de imediato a que

S(N/4) = |Y a
(1)|2 + |Y c

(1)|2 + |Y g
(1)|2 + |Y t

(1)|2, (4.11)

onde

Y b
(1) = yb

(0) + yb
(1)w + yb

(2)w
2 + yb

(3)w
3,

e w = e−i2π/4.

|Y b
(1)|2 = |yb

(0) + yb
(1)i− yb

(2) − yb
(3)i|2

= [yb
(0) − yb

(2)]
2 + [yb

(1) − yb
(3)]

2

= F (yb).

Teorema 4.2.10. Seja N = 4n. A risca espectral S(N/4) é zero se e só se

yb
(0) = yb

(2) e yb
(1) = yb

(3),

para todo o b ∈ {a, c, g, t}.
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Demonstração. Considerando que F (yb) = [yb
(0) − yb

(2)]
2 + [yb

(1) − yb
(3)]

2 = 0, o resultado

é evidente.

Em [92], o caso S(N/4) = 0, com yb
(0) = yb

(2) 6= yb
(1) = yb

(3) e b ∈ {a, c, g, t}, é chamado

de “hidden periodicity” (periodicidade escondida)5 de peŕıodo quatro. Note-se que na

realidade esta é uma periodicidade de peŕıodo dois.

Recorde-se que U b
(N/2), com b ∈ {a, c, g, t}, consiste numa diferença entre o número

total de ocorrências de B nas posições pares e ı́mpares. Em termos do contador de

śımbolos para N = 4n, isto pode ser escrito da seguinte forma:

U b
(N/2) =

[
yb

(0) + yb
(2)

]− [
yb

(1) + yb
(3)

]
.

Uma vez que por hipótese U b
(N/4) = 0, as quantidades yb

(0) + yb
(2) = 2yb

(0) e yb
(1) + yb

(3) =

2yb
(1) em geral são diferentes entre si. Sendo assim tem-se que

U b
(N/2) 6= 0.

Portanto, a periodicidade escondida de peŕıodo quatro referida em [92] é exposta

através da análise espectral como uma periodicidade de peŕıodo dois.

Teorema 4.2.11. Seja N = 6n. A risca espectral S(N/6) é dada por

S(N/6) = F (ya) + F (yc) + F (yg) + F (yt),

onde

F (yb) =

[
yb

(0) +
yb

(1)

2
+

yb
(5)

2
−

(
yb

(2)

2
+ yb

(3) +
yb

(4)

2

)]2

+
3

4

[
yb

(1) + yb
(2) − (yb

(4) + yb
(5))

]2
,

com b ∈ {a, c, g, t}.

Demonstração. Considerando que F (yb) = |Y b
(1)|2, com k = 1 e n = N/6, e aplicando

o teorema 4.2.2 (como na demonstração do teorema 4.2.9) o resultado é evidente.

5Entenda-se por periodicidade escondida de peŕıodo T a periodicidade que não pode ser detectada

por análise do coeficiente espectral correspondente à frequência 1/T .
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Teorema 4.2.12. Seja N = 6n. A risca espectral S(N/6) assume o valor zero se e só

se

yb
(0) − yb

(3) = yb
(4) − yb

(1) = yb
(2) − yb

(5),

para todo o b ∈ {a, c, g, t}.

Demonstração.

S(N/6) = 0 ⇔
{

yb
(0) +

yb
(1)

2
+

yb
(5)

2
=

yb
(2)

2
+ yb

(3) +
yb
(4)

2

yb
(1) + yb

(2) = yb
(4) + yb

(5)

⇔ yb
(0) − yb

(3) = yb
(4) − yb

(1) = yb
(2) − yb

(5).

Se os pares de contadores espaçados de três posições (yb
(j), y

b
(j+3)), com b ∈ {a, c, g, t}

e j ∈ {0, 1, 2}, forem uniformemente distribúıdos, a risca espectral S(N/6) é igual a

zero. Em particular, se os śımbolos nas seis posições forem uniformemente distribúıdos,

então S(N/6) = 0.

4.3 Dependência dos coeficientes espectrais

Apesar de não directamente relacionados com os anteriores, os resultados apresentados

nesta secção visam também ajudar a compreender a estrutura dos coeficientes espec-

trais das sequências simbólicas.

Mostra-se que existe dependência linear entre os coeficientes espectrais de uma sequência

de nucleótidos. Para tal serão usados polinómios localizadores de erros e códigos (para

mais desenvolvimento sobre este tema ver [129]).

Para efeitos de simplificação considera-se apenas a sequência indicadora de um śımbolo

ub, com b ∈ {a, c, g, t}, e a sua DFT U b.

Teorema 4.3.1. Seja ub, com b ∈ {a, c, g, t}, uma sequência indicadora de compri-

mento N com n elementos iguais a um, posicionados em {j0, j1, . . . , jn−1}. Então, os
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N coeficientes espectrais U b dados por (4.2) satisfazem

U b
(`+n) = −

n−1∑

k=0

hkU
b
(`+k),

onde hk são os coeficientes do polinómio

P (z) =
n∑

k=0

hkz
k,

determinado por hn = 1 e

P
(
e−i2πjp/N

)
= 0, (0 ≤ p < n).

Demonstração. Considerem-se as n equações

P
(
e−i2πjp/N

)
=

n∑

k=0

hke
−i2πjpk/N = 0, (0 ≤ p < n).

A multiplicação de cada uma delas por

ub
(jp)e

−i2πjp`/N

conduz a
n∑

k=0

hku
b
(jp)e

−i2πjp(k+`)/N = 0, (0 ≤ p < n).

Somando as n equações e tendo em conta que

ub
p = 0 para p ∈ {0, . . . , N − 1}\{j0, j1, . . . , jn−1},

vem que

n−1∑
p=0

n∑

k=0

hku
b
(jp)e

−i2πjp(k+`)/N =

=
n∑

k=0

hk

n−1∑
p=0

ub
(jp)e

−i2πjp(`+k)/N

=
n∑

k=0

hk

N−1∑
p=0

ub
pe
−i2πp(`+k)/N

=
n∑

k=0

hkU
b
(`+k).
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Mostra-se que
n∑

k=0

hkU
b
(`+k) = 0,

De forma equivalente tem-se,

hnU b
(`+n) +

n−1∑

k=0

hkU
b
(`+k) = 0

Uma vez que hn = 1, obtém-se o resultado pretendido,

U b
(`+n) = −

n−1∑

k=0

hkU
b
(`+k).

4.4 Conclusões

Neste caṕıtulo foi apresentada a relação entre as riscas espectrais S(k) e a distribuição

dos nucleótidos em certas subsequências. Relativamente ao trabalho [92] foi discutida

uma maneira muito mais simples de obter condições necessárias e suficientes para

que uma risca espectral seja zero, usando uma transformação em somas por blocos.

Foi apresentado um procedimento computacional para calcular S(k), e em particular

S(N/3), risca espectral de grande importância na identificação de regiões de código.

Foram discutidos limites superiores e inferiores relativos ao coeficiente espectral S(N/3).

Foi feito um estudo exploratório sobre a distribuição de probabilidade que leva a que

S(N/3) seja máxima.

Finalmente, foi mostrado que os coeficientes espectrais não são independentes entre

si. Se existirem n śımbolos numa sequência de comprimento total N , então os N

elementos de U b com b ∈ {a, c, g, t} podem ser determinados por exemplo a partir de

U b
0 , U

b
1 , . . . , U

b
(n−1), através de recursão linear. Esta dependência pode ser usada, por

exemplo, para verificar e também para corrigir erros numa sequência indicadora dada.
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Referência Snorm(N/3) S(N/3) é a risca N

máxima do espectro

gi—6319247:335-649 0,02 0 315

gi—6319247:c2169-1807 0,17 1 363

gi—6319247: c9017-7236 0,03 1 1782

gi—6319247:10092-10400 0,06 0 309

gi—6319247:c11952-11566 0,18 1 387

gi—6319247:12047-12427 0,22 1 381

gi—6319247:c13744-13364 0,05 0 381

gi—6319247:21526-21852 0,02 0 327

gi—6319247:c27969-24001 0,21 1 3969

gi—6319247:31568-32941 0,07 1 1374

gi—6319247:33449-34702 0,05 1 1254

gi—6319247:35156-36304 0,07 1 1149

gi—6319247:36510-37148 0,06 1 639

gi—6319247:37465-38973 0,03 1 1509

gi—6319247:c39047-38697 0,03 0 351

gi—6319247:39260-41803 0,03 1 2544

gi—6319247:42177-42719 0,03 0 543

gi—6319247:c45022-42881 0,06 1 2142

gi—6319247:45899-48250 0,05 1 2352

gi—6319247:48564-51752 0,02 1 3189

gi—6319247:c52597-51857 0,08 1 741

gi—6319247:c54791-52803 0,02 1 1989

gi—6319247:c56859-54991 0,04 1 1869

gi—6319247:c57387-57031 0,05 0 357

gi—6319247:c57798-57490 0,05 0 309

gi—6319247:c58485-57952 0,06 1 534

gi—6319247:c61054-58697 0,05 1 2358

gi—6319247:61318-62565 0,06 1 1248

gi—6319247:c61610-61233 0,08 1 378

gi—6319247:62842-65406 0,02 1 2565

Tabela 4.3: Resultados relativos à risca S(N/3) de alguns genes da Saccharomyces

cerevisiae.
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Referência Snorm(N/3) S(N/3) é a risca N

máxima do espectro

Genoma completo 4,2E-05 0 2315355

NC-000913.2—:190-255 0,64 1 66

NC-000913.2—:337-2799 0,07 1 2463

NC-000913.2—:2801-3733 0,05 1 933

NC-000913.2—:3734-5020 0,08 1 1287

NC-000913.2—:5234-5530 0,08 1 297

NC-000913.2—:c6459-5683 0,08 1 777

NC-000913.2—:c7959-6529 0,05 1 1431

NC-000913.2—:8238-9191 0,08 1 954

NC-000913.2—:9306-9893 0,06 1 588

NC-000913.2—:c10494-9928 0,10 1 567

NC-000913.2—:c11356-10643 0,06 1 714

NC-000913.2—:10725-11315 0,07 1 591

NC-000913.2—:c11786-11382 0,07 1 405

NC-000913.2—:12163-14079 0,13 1 1917

NC-000913.2—:14168-15298 0,08 1 1131

NC-000913.2—:15445-16557 0,04 1 1113

NC-000913.2—:c16177-15869 0,04 0 309

NC-000913.2—:c16960-16751 0,14 1 210

NC-000913.2—:17489-18655 0,07 1 1167

NC-000913.2—:18715-19620 0,04 1 906

NC-000913.2—:c20508-20233 0,04 0 276

NC-000913.2—:c21078-20815 0,09 1 264

NC-000913.2—:21181-21399 0,03 0 219

NC-000913.2—:21407-22348 0,06 1 942

NC-000913.2—:22391-25207 0,08 1 2817

NC-000913.2—:25207-25701 0,08 1 495

NC-000913.2—:25826-26275 0,09 1 450

NC-000913.2—:26277-27227 0,10 1 951

NC-000913.2—:27293-28207 0,06 1 915

NC-000913.2—:28374-29195 0,11 1 822

Tabela 4.4: Resultados relativos à risca S(N/3) de alguns genes da Escherichia coli da

estirpe K12.
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P0(b) P1(b) P2(b) Fnorm(yb) % de max % de max

N = 100 N = 1000

0 0 0,75 0, 5625 100 100

0 0,05 0,7 0, 4575 100 100

0 0,1 0,65 0, 3625 100 100

0,05 0,05 0,65 0, 3600 100 100

0,05 0.1 0,6 0, 2775 100 100

0,1 0,1 0,55 0, 2025 100 100

0,05 0,15 0,55 0, 2100 100 100

0 0,25 0,5 0, 1875 100 100

0,05 0,2 0,5 0, 1575 100 100

0 0,35 0,4 0, 1425 100 100

0,05 0,25 0,45 0, 1200 100 100

0,1 0,2 0,45 0, 0975 100 100

0,05 0,35 0,35 0, 0900 100 100

0,15 0,15 0,45 0, 0900 100 100

0,1 0,25 0,4 0, 0675 97 100

0,1 0,3 0,35 0, 0525 87 100

0,15 0,25 0,35 0, 03 54 100

0,15 0,3 0,3 0, 0225 39 100

0,175 0,25 0,325 0, 0169 20 100

0,2 0,25 0,3 0, 0075 8 86

0,25 0,25 0,25 0 1 0

Tabela 4.5: Resultados de F (yb) normalizado, dadas as probabilidades. Percentagem

de vezes que F (yb) é máximo em sequências geradas aleatoriamente com N = 100 e

N = 1000, para diferentes distribuições de probabilidades.
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Caṕıtulo 5

Modelo de três estados

A tarefa de sequenciar o código genético de todas as espécies, incluindo aquelas que já se

extinguiram, implica armazenar uma enorme quantidade de informação. Actualmente,

existem em bases de dados distribúıdas por todo o mundo, gigabytes de informação

correspondente a sequências de nucleótidos, bem como de aminoácidos. Isto explica a

necessidade de algoritmos de compressão que optimizem e racionalizem o armazena-

mento e a comunicação da informação genética.

Se o DNA fosse uma sequência de śımbolos puramente aleatória (śımbolos uniforme-

mente distribúıdos) então a entropia seria máxima e a melhor maneira de a representar

seria usando dois bits por cada um dos quatro śımbolos. No entanto, existem regu-

laridades, isto é, propriedades espećıficas da sequência estatisticamente comprováveis,

que provam a existência de entropia redut́ıvel, num grau ainda por descobrir, que

abrem caminho a uma investigação que conduzirá a um melhor conhecimento do código

genético, podendo conduzir a descobertas filogenéticas e necessariamente à compressão

da informação. A compressibilidade das sequências de DNA não é linear. Algumas,

denotam grande entropia e pouco melhor se consegue que os dois bits/base, noutras, os

melhores algoritmos chegam a ganhar 40%, obtendo a marca de 1.6 bits/base [9]. Os

resultados são variáveis consoante a complexidade do organismo. De facto, os seres eu-

cariotas possuem um maior número de regularidades, logo possuem códigos com maior

grau de compressibilidade [1].

Parte do trabalho desenvolvido neste caṕıtulo foi publicado em [124].

75
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5.1 Introdução

O estudo de algoritmos para compressão de dados tem geralmente dois propósitos:

• a necessidade de armazenamento eficiente;

• a necessidade de transmissão eficiente.

Em geral, directamente relacionado com a técnica de compressão, existe um modelo que

reproduz a fonte de informação a ser comprimida. Independentemente da compressão,

este modelo pode ter interesse por revelar propriedades estat́ısticas dos dados.

No caso do DNA, um dos objectivos é encontrar métodos eficientes capazes de reduzir

o espaço de armazenamento de dados genéticos que estão continuamente a ser gerados.

Por exemplo, o genoma humano tem cerca de 3 000 milhões de pares de bases [127], e

o genoma do trigo tem cerca de 16 000 milhões [52].

Por outro lado, também se pretende descobrir como funciona o código genético e que

estrutura possui. A criação de bons modelos para descrever o DNA é uma forma de

alcançar esse conhecimento.

Sabe-se que as regiões codificantes têm propriedades espećıficas. Em particular, as

regiões não codificantes são mais fáceis de comprimir do que as regiões codificantes,

uma vez que para comprimir as regiões não codificantes usa-se o facto de existirem

alguns tipos de repetições. Geralmente estas caracteŕısticas não se verificam nas regiões

codificantes [53]. O trabalho a apresentar neste caṕıtulo centra-se na compressão de

DNA nas regiões codificantes.

De acordo com o que foi apresentado nos caṕıtulos anteriores, na parte codificante do

DNA é usual verificar-se a existência de periodicidade de peŕıodo três nos nucleótidos.

No contexto da compressão de DNA esta caracteŕıstica ainda não foi explorada [144,

148]. Neste caṕıtulo, pretende-se explorar a periodicidade de peŕıodo três das regiões

de código no contexto da compressão. Nesse sentido, é proposto um modelo de contexto

finito em três estados. Cada um dos estados é seleccionado periodicamente de acordo

com a periodicidade de peŕıodo três e cada estado é implementado usando um modelo

de contexto finito. Comparando o resultado entre o modelo de três estados que varia
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ciclicamente com o modelo de contexto finito simples, o primeiro é melhor a descrever

os dados. O modelo a apresentar tem outra caracteŕıstica interessante: a entropia

relativa a cada um dos três estados pode ser estimada individualmente, e o resultado

pode ser interpretado em termos do código genético e das caracteŕısticas biológicas do

organismo em estudo.

Devido às propriedades genéticas do código, a entropia associada à primeira, segunda

e terceira base pode variar de acordo com a distribuição dos codões sinónimos. Por ex-

emplo, a variação da entropia associada à terceira base do codão dado que se conhecem

as primeiras duas bases está compreendida entre as duas seguintes situações extremas:

• a sequência de DNA apresenta tal preferência por um dos sinónimos que nenhum

dos outros aparece na sequência;

• a sequência não apresenta preferência por nenhum dos sinónimos, possuindo os

sinónimos frequências semelhantes entre si na sequência.

No primeiro caso, a entropia do terceiro nucleótido é zero, pois o nucleótido é de-

terminado pelo conhecimento dos dois anteriores (ver tabela 1.1). No segundo caso,

a entropia do terceiro nucleótido é semelhante à de qualquer ocorrência na terceira

posição do nucleótido que ainda constitua um sinónimo.

O modelo de três estados está apto a detectar variações de entropia nas regiões codifi-

cantes ao longo das três posições (estados) dos codões 3n, 3n+1 e 3n+2. Os resultados

obtidos confirmam que a entropia difere nos três estados, e a variação não é a mesma

de organismo para organismo. As diferenças podem ser motivadas por várias causas,

nomeadamente: um grande número de organismos tem mais C + G do que A + T ,

pois a ligação entre C e G é a mais dif́ıcil de quebrar; as preferências do codão variam

significativamente de acordo com a espécie.

5.1.1 Conceitos básicos

A entropia de uma variável aleatória pode ser interpretada como o grau de informação

que se tem sobre a variável. Quanto mais uniforme for a distribuição de probabilidades
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da variável maior será a entropia e menos previśıvel é o valor de qualquer concretização

dessa variável (ver, por exemplo, [44]).

Para uma dada experiência aleatória onde só pode ocorrer sucesso ou insucesso (ex-

periência de Bernoulli), se a probabilidade de um dado acontecimento for 0,999 é quase

certo que o acontecimento ocorrerá. Se a probabilidade de um dado acontecimento for

0,001 é quase certo que o acontecimento não ocorrerá. A incerteza é máxima quando

a probabilidade do acontecimento for 0,5.

O problema geralmente não se coloca com uma experiência de Bernoulli, mas com

um conjunto de vários acontecimentos posśıveis e mutuamente exclusivos que podem

ocorrer sobre um mesmo espaço de probabilidades (variável aleatória multinomial).

Para medir o conhecimento ou desconhecimento que se tem sobre o comportamento de

uma variável aleatória pode-se recorrer à entropia.

Seja P (x) a função de probabilidade,1 com x definida sobre um espaço de estados

discreto Γ.2 A entropia (H) da variável aleatória discreta X, é definida por

H(X) = −
∑
x∈Γ

P (x) log2 P (x). (5.1)

A entropia também pode ser descrita como um valor esperado sob a forma de

H(X) = E{− log2 P (X)}, (5.2)

e é geralmente interpretada como a incerteza média da variável aleatória. Também

directamente de (5.2) a entropia pode ser vista como o número médio de bits necessário

para codificar um elemento do espaço de estados. Ou seja, a entropia consiste no

comprimento médio da mensagem necessária para transmitir o resultado da variável,

o que normalmente é medido em bits. Em geral, uma codificação óptima envia uma

mensagem de probabilidade p com comprimento − log2 p, sendo utilizados menos bits

nos resultados mais prováveis e mais bits nos resultados menos prováveis.

Numa dada experiência aleatória, com Γ = {x1, x2, . . . , xN} um espaço de estados

discreto, o valor máximo de entropia é atingido aquando da equiprobabilidade de re-

1Entenda-se por P (x) a probabilidade da variável aleatória X assumir a concretização x.
2O espaço de estados de uma variável é o conjunto de valores que essa variável pode assumir.
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sultados. De notar que uma experiência aleatória apresenta resultados equiprováveis

quando assume qualquer um dos posśıveis estados com igual probabilidade, ou seja,

P (xi) =
1

N
, com i = 1, 2, . . . , N.

Assim resulta que a entropia máxima é dada por

HM = log2 N. (5.3)

Dada a definição de entropia e tendo por objectivo a análise de sequências simbólicas,

esta medida poderá fornecer informação parcial sobre a complexidade das sequências.

De seguida, apresentam-se mais dois conceitos de entropia associados a duas variáveis

aleatórias: entropia conjunta e entropia condicionada.

Seja (X,Y ) um par de variáveis aleatórias discretas, com espaço de estados Γ1 × Γ2.

A distribuição de probabilidade conjunta será denotada por P (x, y) e a distribuição

de probabilidade condicionada de X dado Y será denotada por P (x|y) para (x, y) ∈
Γ1 × Γ2.

A entropia conjunta do par (X,Y ) consiste na incerteza média do par de variáveis

aleatórias, ou seja

H(X,Y ) = −
∑
x∈Γ1

∑
y∈Γ2

P (x, y) log2 P (x, y). (5.4)

A entropia condicionada de X a Y , é a informação extra, em média, necessária para

“comunicar” X dado que o “receptor” conhece Y e é dada por

H(X|Y ) = −
∑
x∈Γ1

∑
y∈Γ2

P (x, y) log2 P (x|y). (5.5)

Também podemos escrever

H(X|Y ) = H(X, Y )−H(Y ).

A entropia pode medir o grau de informação entre um par de variáveis aleatórias,

mas para medir directamente a informação de um par de variáveis aleatórias existem
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outras medidas. Uma medida frequentemente usada é a informação mútua. Dadas

duas variáveis aleatórias discretas, X e Y , a informação mútua entre elas é dada por

I(X, Y ) =
∑
x∈Γ2

∑
y∈Γ2

P (x, y) log2

P (x, y)

P (x)P (y)
.

Tendo em conta a definição de informação mútua pode-se recordar as seguintes igual-

dades básicas usando medidas de entropia,

I(X,Y ) = H(Y )−H(Y |X)

= H(X)−H(X|Y )

= H(X) + H(Y )−H(X, Y ).

5.2 Os modelos de compressão

A maioria dos actuais modelos de compressão de DNA têm em conta caracteŕısticas da

sequência, como por exemplo sub-sequências de repetições exactas ou aproximadas e

paĺındromas. Estas são caracteŕısticas que têm resultado em ganhos significativos em

termos de compressão. No entanto, outros aspectos podem ser considerados, tais como

as caracteŕısticas das regiões codificantes do DNA.

Dado que as regiões codificantes apresentam uma destacada periodicidade de peŕıodo

três, que poderá estar associada à estrutura dos codões (ternos de bases), surge a ideia

de estrutura ciclo-estacionaria de peŕıodo três associada a estas regiões. Assim, no

sentido de explorar e confirmar a existência da estrutura ciclo estacionária, apresenta-

se uma medida de entropia que tem em conta esta estrutura

Hc(X) =
H0(X) + H1(X) + H2(X)

3
,

Hc será denominada de entropia ciclo-estacionária, e

Hi(X) = −
∑

x∈{a,c,g,t}
Pi(x) log2(Pi(x))

a entropia associada à i-ésima base do codão com i ∈ {0, 1, 2}.
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Depois de analisadas algumas sequências de código (genes), observámos ganhos da

entropia ciclo-estacionária relativamente à entropia global da sequência dos nucleótidos

(ver alguns exemplos na tabela 5.2). Assim confirma-se que as regiões codificantes

reflectem uma estrutura diferente nas três posições das bases dos codões e pode-se

inferir a existência de estrutura ciclo-estacionária de peŕıodo três. No entanto, é de

observar que os valores de qualquer tipo de entropia são pouco inferiores aos dois

bits/base (ver tabela 5.2).

A evidente periodicidade de peŕıodo três e os resultados de entropia ciclo estacionária

(ver tabela 5.2) nas regiões codificantes sugerem para descrição destas regiões um mo-

delo de compressão que se subdivida em três modelos diferentes que poderão eventual-

mente estar relacionados entre si.

O modelo de compressão a criar baseia-se nos modelos de contexto finito, pelo que se

segue uma breve descrição deste tipo de modelos. No fim desta secção apresenta-se

uma subsecção com um modelo de compressão para regiões codificantes que tem por

base os modelos de contexto finito e incorpora a ciclo-estacionaridade.

5.2.1 Modelo de contexto finito

Considere-se uma fonte de informação geradora de śımbolos de um alfabeto Γ de di-

mensão |Γ|. No instante t, a sequência gerada pela fonte de informação é

xt = x1x2 . . . xt.

Num modelo de contexto finito (cadeia de Markov de ordem superior ou igual a um) a

probabilidade de surgir um dado śımbolo do alfabeto depende apenas de um número

finito de śımbolos gerado anteriormente, M (modelo de contexto finito de ordem M)

[23, 130]. Na figura 5.1 exemplifica-se um modelo de contexto finito de ordem cinco.

Para o instante t, o conjunto ordenado de variáveis aleatórias,

Xt−M+1, . . . , Xt−1, Xt,

será representado por Ct e a Ct chamamos contexto aleatório associado à posição t. O

número de diferentes possibilidades para Ct é |Γ|M .
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t+1xt−4x

G G

t+1P(X = s | c )  t

c t

CAGAT... AA C T ...
Contexto

Modelo

Codificador

Símbolo
entrada

Sequência
saída

Figura 5.1: Modelo de contexto finito. A probabilidade associada à variável aleatória

Xt+1 é condicionada pelas M sáıdas anteriores. Neste exemplo, M = 5.

Na prática, a probabilidade do próximo śımbolo, Xt+1, ser s ∈ Γ dado que ocorreu ct,

é estimada por3

P (Xt+1 = s|ct) =
n(s, ct) + δ∑

a∈Γ n(a, ct) + |Γ|δ ,

onde n(s, ct) é um contador que representa o número de vezes que, no passado, a fonte

de informação gerou o śımbolo s depois de gerar ct. O parâmetro δ > 0, além de ajustar

o estimador, evita gerar probabilidades zero quando um śımbolo é codificado pela

primeira vez. No nosso caso, usámos δ = 1, que pode ser visto como uma inicialização

de todos os contadores a um. Naturalmente, estes contadores são actualizados em cada

instante que um śımbolo é codificado.

Na tabela 5.1, apresenta-se uma tabela que mostra como um modelo de contexto finito

de ordem M é tipicamente implementado. Esta tabela refere-se à actualização de

contagens para a t-ésima sáıda no alfabeto dos nucleótidos e apresenta as frequências

com que surge cada uma das palavras de comprimento M + 1 até à t-ésima posição

(inclusivé).

O codificador a que se refere a figura 5.1 é um codificador aritmético. Se a sequência

for estacionária, é conhecido que o codificador aritmético gera débitos binários médios

3Por comodidade a notação usada para o valor real, estimador e estimativa de uma determinada

probabilidade será a mesma.
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A C G T Total

ct
1 n(A, ct

1) n(C, ct
1) n(G, ct

1) n(T , ct
1)

∑
a∈Γ n(a, ct

1)
...

...
...

...
...

...

ct
4M n(A, ct

4M ) n(C, ct
4M ) n(G, ct

4M ) n(T , ct
4M )

∑
a∈Γ n(a, ct

4M )

Tabela 5.1: Tabela de frequências de pares de palavras, na t-ésima actualização.

idênticos aos valores de entropia condicionada do modelo [23, 130]. No nosso caso, a

entropia do modelo, isto é, o número médio de bits por śımbolo depois de codificar N

śımbolos, é dada por

HN = − 1

N

N−1∑
t=0

Et bps, (5.6)

com

Et = log2 P (Xt+1 = s|ct)

e onde “bps” significa bits por śımbolo e refere-se à unidade de medida.

Uma vez que vamos trabalhar sobre bases de DNA, vamos substituir “bps” por “bpb”,

no sentido de representar bits por base.

Num modelo de contexto finito coloca-se o problema de estimar a ordem do modelo

(M). Para cada conjunto de dados podemos escolher M de forma exaustiva, tentando

minimizar a entropia. Podemos também usar estimativas baseadas em critérios co-

nhecidos, como o critério de informação bayesiana (BIC). O BIC é um método que, de

modo geral, permite estimar o número de parâmetros do modelo. No contexto de uma

sequência de śımbolos, estima a ordem do modelo (ordem da cadeia de Markov) que

melhor se ajusta à sequência, no sentido da máxima verosimilhança. No caso parti-

cular do modelo ser de contexto finito de ordem M , com M a determinar (ou cadeia

de Markov de ordem M , com M desconhecido), o critério traduz-se na descoberta do

valor de M que minimiza BIC(M) dado por

BIC(M) = − ln L(M) +
(|Γ| − 1)× |Γ|M

2
ln nM , (5.7)
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sendo L a função de verosimilhança4 assumindo o modelo de contexto finito de ordem

M e nM o número de subsequências (palavras) de tamanho M + 1 de uma sequência

com N śımbolos. Observe-se que nM = N −M .

5.2.2 Modelo de três estados

O modelo de três estados é diferente do modelo de contexto finito da figura 5.1, uma

vez que incluiu três estados internos, como se apresenta esquematicamente na figura

5.2. Cada estado é seleccionado periodicamente, de três em três, e para cada um dos

três casos é usado um modelo de contexto finito semelhante ao descrito anteriormente.

Este modelo de três estados explora a periodicidade de peŕıodo três que geralmente se

destaca nas regiões codificantes do DNA.

Com este modelo, as probabilidades não dependem apenas dos M últimos śımbolos,

mas também do valor de t mod 3, que é usado para selecção do estado. Neste caso, o

estimador da probabilidade é dado por

P (Xt+1 = s|ct) =
ni(s, c

t) + δ∑
a∈Γ ni(a, ct) + |Γ|δ , i = t mod 3.

Por outras palavras, no modelo de três estados temos três conjuntos diferentes de

contadores, um para cada estado. Além disso, apenas os contadores associados ao

estado escolhido são actualizados. De notar que, no sentido de simplificar o modelo,

não se requer o conhecimento correcto da fase de leitura (do inglês reading frame).

Contudo, depois de se escolher uma dada posição para o modelo, a fase de leitura

correspondente é mantida. Se quisermos calcular a entropia associada a cada uma

das três posições das bases dentro dos codões, precisamos de conhecer a posição da

base correspondente a cada estado do modelo. Para os casos considerados, vão ser

4A expressão que define a função de verosimilhança para M ≥ 1 é

L(M) = P (x0, x1, . . . , xM−1)
N−1∏

j=M

P (xj |xj−M , . . . , xj−1)

e para M = 0 é

L(M) =
N−1∏

j=M

P (xj).
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t+1xt−4x

G G

c t

mod 3t

entrada
Símbolo

Sequência
saída

CAGAT... AA C T ...
Contexto

Estado 0

Estado 1

Estado 2

Modelo

Codificadort+1P(X = s | c )t

Figura 5.2: Modelo de três estados. A probabilidade associada à variável aleatória,

Xt+1, é condicionada pelas M sáıdas anteriores e pelo valor de t mod 3.

usados exemplos em que a aplicação do modelo se inicia na primeira base de um codão.

Consequentemente, o estado zero corresponde à primeira base do codão, o estado um

à segunda base e o estado dois à terceira base.

A complexidade computacional do modelo de três estados, em termos de necessidade de

memória, está directamente relacionada com a implementação do modelo de contexto

finito. Podemos observar que para implementar um modelo de contexto finito de ordem

M de um alfabeto de tamanho |Γ| precisamos de um modelo probabiĺıstico de tamanho

|Γ|M que requer |Γ|M+1 contadores. Por exemplo, se M = 6, temos 47 contadores e são

necessários cerca de trinta e dois Kbytes (considerando dois bytes por cada contador).

5.3 Resultados experimentais

Os resultados a apresentar são relativos aos dados de alguns ficheiros “ffn” recolhidos

do NCBI (ftp://ftp.ncbi.nlm.nih.gov/genomes/). As espécies seleccionadas foram as

seguintes: Haemophilus influenzae, Escherichia coli K12, Schizosaccharomyces pombe,
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Saccharomyces cerevisiae e Arabidopsis thaliana.

Observou-se que alguns genes contêm śımbolos diferentes das letras do alfabeto dos

nucleótidos {A, C,G, T } e em alguns casos o comprimento do gene não é múltiplo

de três (inconsistência com a estrutura dos codões). No sentido de ultrapassar estas

dificuldades, foram eliminados do estudo os genes que têm essas caracteŕısticas.

Nas tabelas 5.3, 5.4 e 5.5 apresentam-se os resultados da compressão, em bits por

base, obtidos de quatro modos diferentes: modelo de contexto finito de três estados,

modelo de contexto finito de um só estado, DNACompress [43] (denotado na tabela por

“DnaC”) e o método de Manzini – Dna3 [113]. A razão para escolher o DNACompress

e o Dna3, deve-se ao facto de estas serem as técnicas mais usadas nesta área e com

implementações dispońıveis. É de observar que os valores obtidos através de (5.6)

são muito próximos dos valores obtidos através do codificador aritmético. Todos os

valores de compressão apresentados nas tabelas 5.3, 5.4 e 5.5 correspondem a código

real gerado pelo codificador aritmético.

Para cada sequência, o comprimento do contexto, M , é escolhido entre as 7 primeiras

ordens de modo a que tenha o melhor resultado em termos de compressão. Nos dados

das tabelas 5.3, 5.4 e 5.5, pode-se verificar que existe uma tendência para as sequências

maiores apresentarem maior valor de M . Também foram determinadas estimativas

para o valor da ordem através do BIC. Os valores são geralmente concordantes. Para

as sequências das tabelas 5.3, 5.4 e 5.5, obteve-se através do BIC estimativas para

M iguais aos valores indicados nas tabelas, com excepção do segundo cromossoma da

espécie Schizosaccharomyces pombe cuja estimativa pelo BIC foi de três e não quatro.5

É viśıvel nas tabelas 5.3, 5.4 e 5.5 que o modelo de contexto finito de três estados

é sempre melhor que o modelo de contexto finito de um só estado (ver os totais nas

colunas 8 e 10 das tabelas), o que confirma a hipótese sobre a potencial vantagem do

conhecimento da periodicidade de peŕıodo três, no sentido da compressão. Com o mo-

delo de contexto finito de três estados obtiveram-se melhores resultados de compressão

relativamente a algumas das melhores técnicas de compressão de DNA da actualidade,

5Obter estimativas através do BIC para o número de parâmetros que são inferiores às estimativas

que resultam em melhor valor de compressão não é surpreendente, pois o BIC pondera a máxima

verosimilhança com a complexidade do modelo (o número de parâmetros do modelo).
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o que é confirmado pelos resultados de aplicação dos métodos sobre as sequências

de código das espécies Haemophilus influenzae, Escherichia coli K12 e Schizosaccha-

romyces pombe (ver tabela 5.3). Para a espécie Saccharomyces cerevisiae, o modelo de

três estados nem sempre é melhor, sendo os resultados dependentes do cromossoma

(ver tabela 5.4). Finalmente, para a Arabidopsis thaliana, o modelo de contexto finito

de três estados levou a piores resultados que o DNACompress e o Dna3 (ver tabela

5.5).

O DNACompress e Dna3, tais como muitas das técnicas de compressão para DNA,

baseiam-se em repetições de subsequências (exactas e aproximadas). Uma posśıvel

razão para que o modelo de três estados seja melhor nuns casos e pior noutros, é o

facto das subsequências apresentarem diferentes graus de repetição. Obviamente que

para sequências que apresentem uma estrutura repetitiva, o modelo de três estados

não será tão bom como os modelos que têm em conta esse tipo de estrutura. Isto é

o que acontece com o genoma da Arabidopsis thaliana. Na verdade, é frequente as

plantas apresentarem repetição de DNA [120]. Na última coluna das tabelas 5.3, 5.4 e

5.5 é mostrada a percentagem de bases que foram codificadas por Dna3 usando como

referência subsequências passadas. Como se pode observar, é na espécie Arabidopsis

thaliana que as percentagens de repetição de todos os cromossomas está acima dos

10%. De modo geral, quando a percentagem de bases codificada usando a estratégia

de repetição é superior a 3%, o modelo de três estados não consegue capturar toda

a estrutura relevante dos dados. Portanto, se o objectivo for melhorar o desempenho

dos métodos de compressão, então o modelo de três estados tem de ser complementado

com os métodos dispońıveis no sentido de explorar os padrões de repetição.

Os valores de débito binário médio ao longo dos três estados é outra informação de inte-

resse que se consegue extrair das tabelas 5.3, 5.4 e 5.5. Para os resultados apresentados,

o estado zero corresponde à primeira base do codão, o estado um corresponde à segunda

base do codão e o estado dois corresponde à ultima base do codão. Os valores denotados

por “bpb0”, “bpb1” e “bpb2” indicam o número médio de bits necessários para o

codificador representar a primeira, segunda e terceira bases do codão, respectivamente.

Para as espécies Haemophilus influenzae, Schizosaccharomyces pombe e Arabidopsis

thaliana, a primeira base é a mais dif́ıcil de comprimir, segue-se a segunda e finalmente
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a terceira (ver tabela 5.3). Do ponto de vista da teoria da informação, isto significa que

a primeira base é a que contém mais informação do codão, seguida da segunda base

e só depois da terceira. Esta conclusão pode não ser surpreendente, tendo em conta

a natureza degenerativa do código genético (num grupo de sinónimos há codões que

tendem a ser pouco usados face a outros).

Por outro lado, muitos aminoácidos podem ser representados por mais de um tripleto,

sendo para alguns deles a terceira base irrelevante, o que parece contrariar a tendência

observada nas espécies referidas na tabela 5.3. No entanto, para alguns cromossomas

da Saccharomyces cerevisiae, verifica-se que a segunda base parece comportar menos

informação que a terceira (ver tabela 5.4).

Embora o resultado seja marginal, na Escherichia coli K12 a segunda base parece

comportar pelo menos tanta informação como a primeira (ver tabela 5.3). Actualmente,

não se tem explicação para este comportamento, mas acreditamos na existência de

motivação biológica.

Contudo, como foi discutido anteriormente, a dependência do organismo não é total-

mente inesperada (as preferências de codões variam largamente de espécie para espécie)

e também é conhecido que muitos organismos apresentam maior teor de C + G do que

A + T , devido a ser mais dif́ıcil quebrar as ligações entre C e G, o que pode levar a

preferências na escolha de um codão num conjunto de sinónimos.

Na tentativa de explicar alguns comportamentos aparentemente sem explicação e realçar

as caracteŕısticas encontradas pelo modelo de três estados, calcularam-se valores de in-

formação mútua ou indirectamente valores de entropia condicionada (ver tabelas 5.6 e

5.7). Estudou-se a informação mútua entre as três posições de uma sequência de código,

supondo válida a factorização N = nm e n,m ∈ N, referida no caṕıtulo anterior.

Definiu-se como medida de informação mútua relativa entre duas subsequências de

bases associadas a duas posições do codão, v1 e v2, de uma mesma sequência

I(v1, v2) =
∑

k1,k2∈{a,c,g,t}
Pv1,v2(k1, k2) log2

Pv1,v2(k1, k2)

Pv1(k1)Pv2(k2)
,

com Pv1,v2(k1, k2) as probabilidades conjuntas dos śımbolos k1 e k2 condicionadas às

posições v1 e v2 para v1, v2 ∈ {0, 1, . . . , m− 1},6 respectivamente.

6À imagem do que foi feito no caṕıtulo anterior, também podemos estabelecer uma relação entre
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Definiu-se entropia condicionada da base da posição v1 do codão ao conhecimento da

base da posição v2 do codão por

H(v1|v2) = H(v1)− I(v1, v2),

com v1, v2 ∈ {0, 1, 2}.
Na tabela 5.6 apresentam-se resultados médios de informação mútua sobre um conjunto

de genes. O cálculo da informação mútua é feito por gene, para os 9 arranjos (com

repetição) posśıveis com as três posições de um codão (ou seja m = 3). De notar que

a medida de informação mútua goza de simetria e naturalmente a tabela 5.6 apresenta

seis e não nove resultados de informação mútua. Finalmente calcula-se o valor médio

sobre todos os genes que constituem determinada sequência, I(v1, v2). Observe-se que

os valores I(0, 0), I(1, 1) e I(2, 2), coincidem com a entropia média da sequência da

respectiva posição.

Também na tabela 5.7 são apresentados resultados médios de entropia condicionada

sobre o conjunto de genes que constitui cada sequência da tabela, onde a entropia

média condicionada é dada por

H(v1|v2) = H(v1)− I(v1, v2) = I(v1, v1)− I(v1, v2),

com v1, v2 ∈ {0, 1, 2}.
Entre os resultados obtidos nas tabelas 5.6 e 5.7 e os resultados obtidos com o modelo

de três estados, tabelas 5.3, 5.4 e 5.5, podem ser estabelecidas algumas ligações. Na

as probabilidades condicionadas e os contadores de śımbolos.

Considere-se um contador conjunto de śımbolos dado por:

yk1,k2
(v1,v2)

=
n−1∑

l=0

uk1
(v1+lm)u

k2
(v2+lm)

com k1, k2 ∈ {a, c, g, t}, v1, v2 ∈ {0, 1, . . . , m − 1} e uk a sequência indicadora do śımbolo k. Este

contador conjunto conta o número de vezes que numa sequência de tamanho N surge um k1 na

posição v1 e simultaneamente um k2 na posição v2. Assim pode-se escrever os contadores conjuntos

de śımbolos à custa das probabilidades conjuntas:

yk1,k2
(v1,v2)

=
N

m
Pv1,v2(k1, k2).
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tabela 5.7 observa-se que para as espécies estudadas os valores mais baixos de entropia

média condicionada são obtidos no caso da segunda base do codão condicionada ao

conhecimento da primeira. Assim, na maior parte das espécies estudadas, podemos

reparar que é mais fácil comprimir a segunda base do codão dado o conhecimento da

primeira do que qualquer outra alternativa estudada. Por outras palavras, a primeira

e a segunda base do codão constituem o par com maior informação mútua. O modelo

de três estados geralmente não reflecte esta caracteŕıstica. Contudo, o estudo com o

modelo de três estados é de maior alcance (profundidade) e a informação da terceira

base pode ser dada parcialmente, por exemplo, por bases do codão anterior. No entanto,

no caso Saccharomyces cerevisiae, os valores elevados obtidos para informação mútua

entre a primeira e a segunda base são viśıveis no modelo de três estados: os valores

de entropia para a segunda base são mais baixos do que para as restantes bases (ver

tabela 5.4).

Para a espécie Escherichia coli K12 a informação mútua entre as duas últimas posições

num gene, I(1, 2), é geralmente superior a qualquer outra. Esta caracteŕıstica também

é viśıvel no modelo de três estados: os valores de entropia para a terceira base são mais

baixos do para as restantes bases (ver tabela 5.5).

De modo geral, observa-se que a informação mútua é maior entre a primeira e a segunda

base, diminui da segunda para a terceira e da primeira para a terceira diminui ainda

mais. Este resultado reflecte que quanto maior for a distância entre as bases menor

é a informação mútua entre elas e que a informação mútua entre pares consecutivos

decresce ao longo do codão.

Geralmente, os valores de entropia dados pela tabela 5.7 são inferiores aos obtidos pelos

modelos das tabelas 5.3, 5.4 e 5.5, pois os primeiros são valores calculados de forma

estática e os outros de forma adaptativa.

5.4 Conclusões

Neste caṕıtulo, foi estudado o comportamento em termos de compressão do modelo de

contexto finito de três estados sobre regiões codificantes de DNA em que se reconhece

uma tendência para existir periodicidade três. Concluiu-se que o modelo de três estados



91

dá sempre melhor resultado que o modelo de contexto finito de apenas um estado para

as regiões de código estudadas.

Mostrou-se também que, do ponto de vista da compressão, existe vantagem em ter em

conta a periodicidade de peŕıodo três nas regiões codificantes do DNA. Para alguns

organismos testados, o modelo de contexto finito de três estados leva a melhores re-

sultados que as melhores técnicas de compressão de DNA da actualidade. No entanto,

realça-se mais uma vez que a técnica de compressão de DNA apresentada não é uma

técnica completa de compressão, pois explora apenas uma propriedade de uma certa

região de DNA. Uma das caracteŕısticas mais relevantes do modelo de três estados

é apresentar a possibilidade de analisar a informação distribúıda pelas três bases do

codão.

Os resultados obtidos com o modelo de três estados, em termos de débito binário

ao longo dos três estados, foram confrontados com os resultados de informação mútua

média e entropia condicionada média para pares de bases relativos a posições diferentes

do codão.

Em termos de compressão, os resultados obtidos não são muito bons, uma vez que os

débitos binários se situam pouco abaixo dos dois bits por śımbolo. No entanto, este

modelo ajudou a entender melhor a estrutura das regiões codificantes do DNA.
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rê

s
es

ta
d
os

U
m

es
ta

d
o

D
n
aC

D
n
a3

M
b
p
b
0

b
p
b
1

b
p
b
2

b
p
b

M
b
p
b

b
p
b

b
p
b

R
ep

et
iç
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Haemophilus influenzae

Referência Sequência I(0, 0) I(1, 1) I(2, 2) I(0, 1) I(1, 2) I(0, 2)

GI:16271976 — 1,936 1,909 1,837 0,160 0,136 0,038

Escherichia coli K12

Referência Sequência I(0, 0) I(1, 1) I(2, 2) I(0, 1) I(1, 2) I(0, 2)

GI:49175990 — 1,923 1,942 1,948 0,089 0,130 0,005

Schizosaccharomyces pombe

Referência Sequência I(0, 0) I(1, 1) I(2, 2) I(0, 1) I(1, 2) I(0, 2)

GI:19113674 Chr-I 1,953 1,919 1,875 0,123 0,067 0,027

GI:19111836 Chr-II 1,955 1,920 1,875 0,125 0,067 0,025

GI:19075172 Chr-III 1,956 1,922 1,887 0,123 0,070 0,028

Saccharomyces cerevisiae

Referência Sequência I(0, 0) I(1, 1) I(2, 2) I(0, 1) I(1, 2) I(0, 2)

GI:50593113 Chr-I 1,922 1,906 1,939 0,121 0,065 0,041

GI:50593115 Chr-II 1,925 1,912 1,940 0,139 0,056 0,038

GI:42759850 Chr-III 1,929 1,907 1,937 0,133 0,056 0,042

GI:50593138 Chr-IV 1,921 1,900 1,933 0,143 0,054 0,036

GI:7276232 Chr-V 1,923 1,910 1,938 0,138 0,052 0,035

GI:42742172 Chr-VI 1,920 1,901 1,937 0,130 0,055 0,036

GI:50593213 Chr-VII 1,926 1,906 1,938 0,141 0,053 0,036

GI:50882583 Chr-VIII 1,928 1,908 1,941 0,139 0,054 0,037

GI:6322016 Chr-IX 1,928 1,906 1,943 0,135 0,055 0,038

GI:42742252 Chr-X 1,927 1,906 1,937 0,131 0,056 0,038

GI:50593424 Chr-XI 1,925 1,901 1,934 0,141 0,053 0,035

GI:42742286 Chr-XII 1,929 1,906 1,938 0,138 0,057 0,040

GI:44829554 Chr-XIII 1,924 1,901 1,938 0,141 0,053 0,035

GI:50593505 Chr-XIV 1,924 1,905 1,939 0,139 0,054 0,034

GI:42742309 Chr-XV 1,923 1,902 1,934 0,141 0,053 0,037

GI:50593503 Chr-XVI 1,930 1,907 1,939 0,141 0,053 0,038

Arabidopsis thaliana

Referência Sequência I(0, 0) I(1, 1) I(2, 2) I(0, 1) I(1, 2) I(0, 2)

GI:42592260 Chr-I 1,944 1,941 1,948 0,116 0,053 0,028

GI:30698031 Chr-II 1,941 1,940 1,944 0,117 0,056 0,031

GI:30698537 Chr-III 1,942 1,940 1,949 0,115 0,053 0,028

GI:30698542 Chr-IV 1,943 1,942 1,946 0,115 0,052 0,028

GI:30698605 Chr-V 1,944 1,940 1,946 0,119 0,054 0,028

Tabela 5.6: Informação mútua média para as três posições das sequências de código

em várias espécies.
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Haemophilus influenzae

Referência Sequência H(0|1) H(0|2) H(1|0) H(1|2) H(2|0) H(2|1)

GI:16271976 — 1,78 1,90 1,75 1,77 1,80 1,70

Escherichia coli K12

Referência Sequência H(0|1) H(0|2) H(1|0) H(1|2) H(2|0) H(2|1)

GI:49175990 — 1,83 1,92 1,85 1,81 1,94 1,82

Schizosaccharomyces pombe

Referência Sequência H(0|1) H(0|2) H(1|0) H(1|2) H(2|0) H(2|1)

GI:19113674 Chr-I 1,83 1,93 1,80 1,85 1,85 1,81

GI:19111836 Chr-II 1,83 1,93 1,80 1,85 1,85 1,81

GI:19075172 Chr-III 1,83 1,93 1,80 1,85 1,86 1,82

Saccharomyces cerevisiae

Referência Sequência H(0|1) H(0|2) H(1|0) H(1|2) H(2|0) H(2|1)

GI:50593113 Chr-I 1,80 1,88 1,78 1,84 1,90 1,87

GI:50593115 Chr-II 1,79 1,89 1,77 1,86 1,90 1,88

GI:42759850 Chr-III 1,80 1,89 1,77 1,85 1,90 1,88

GI:50593138 Chr-IV 1,78 1,89 1,76 1,85 1,90 1,88

GI:7276232 Chr-V 1,78 1,89 1,77 1,86 1,90 1,89

GI:42742172 Chr-VI 1,79 1,88 1,77 1,85 1,90 1,88

GI:50593213 Chr-VII 1,78 1,89 1,76 1,85 1,90 1,89

GI:50882583 Chr-VIII 1,79 1,89 1,77 1,85 1,90 1,89

GI:6322016 Chr-IX 1,79 1,89 1,77 1,85 1,91 1,89

GI:42742252 Chr-X 1,80 1,89 1,77 1,85 1,90 1,88

GI:50593424 Chr-XI 1,78 1,89 1,76 1,85 1,90 1,88

GI:42742286 Chr-XII 1,79 1,89 1,77 1,85 1,90 1,88

GI:44829554 Chr-XIII 1,78 1,89 1,76 1,85 1,90 1,88

GI:50593505 Chr-XIV 1,79 1,89 1,77 1,85 1,90 1,88

GI:42742309 Chr-XV 1,78 1,89 1,76 1,85 1,90 1,88

GI:50593503 Chr-XVI 1,79 1,89 1,77 1,85 1,90 1,89

Arabidopsis thaliana

Referência Sequência H(0|1) H(0|2) H(1|0) H(1|2) H(2|0) H(2|1)

GI:42592260 Chr-I 1,83 1,92 1,83 1,89 1,92 1,89

GI:30698031 Chr-II 1,82 1,91 1,82 1,88 1,91 1,89

GI:30698537 Chr-III 1,83 1,91 1,82 1,89 1,92 1,90

GI:30698542 Chr-IV 1,83 1,91 1,83 1,89 1,92 1,89

GI:30698605 Chr-V 1,83 1,92 1,82 1,89 1,92 1,89

Tabela 5.7: Entropia condicionada média para as três posições das sequências de código

em várias espécies.
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Caṕıtulo 6

Conclusões e trabalho futuro

Ao longo deste trabalho apresentaram-se metodologias originais para o estudo de al-

gumas estruturas de correlação em sequências simbólicas, em particular sequências de

nucleótidos.

Neste caṕıtulo apresentam-se as principais conclusões deste trabalho e são mencionadas

algumas direcções de trabalho futuro.

6.1 Conclusões

Nesta dissertação contribuiu-se para melhorar metodologias de localização de genes em

sequências de DNA e compressão de genomas. Mais concretamente:

• Compararam-se vários tipos de métodos de análise espectral que têm sido apli-

cados a sequências simbólicas, em particular às sequências de DNA. Ainda com o

propósito de análise espectral de sequências simbólicas foi proposto outro método

de análise baseado numa função de autocorrelação natural para este tipo de da-

dos, designada por autocorrelação simbólica. A autocorrelação simbólica não

recorre a mapeamentos e consiste numa sequência numérica, onde a sua trans-

formada de Fourier coincide com o espectro de dados simbólicos. Por outro lado,

mostrou-se que este espectro pode ser obtido através da soma dos quadrados dos

módulos das transformadas de Fourier das sequências indicadoras (sequências
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zero/um indicando a posição dos śımbolos).

Foi explorado o conceito de envolvente espectral, em que são usados vários mapea-

mento de śımbolos para números de modo a que a energia espectral seja máxima

para cada valor da frequência. O espectro obtido também conduz ao espectro de

dados simbólicos.

Concluiu-se a equivalência de resultados entre alguns métodos sem aparente

relação, nomeadamente entre os métodos baseados em sequências indicadoras,

em tetraedros regulares, na autocorrelação simbólica e na envolvente espectral.

De todos os método estudados, o que usa as sequências indicadoras é o mais

simples, em que o espectro total, pode ser entendido como o espectro de máxima

energia espectral ou como a transformada da autocorrelação simbólica.

• Apresentaram-se métodos rápidos para cálculo de certas riscas espectrais, evi-

denciando algumas propriedades que relacionam o tamanho da risca com a dis-

tribuição dos śımbolos em determinadas posições da sequência.

Reduziu-se o cálculo da DFT de comprimento N = mn, correspondente ao es-

pectro total, ao cálculo das DFTs de comprimento m de somas de blocos. Ou

seja S(nk) = |Y a
k |2 + |Y c

k |2 + |Y g
k |2 + |Y t

k |2, com 0 ≤ k < m.

Dado o interesse da risca espectral S(N/3) na localização de genes, foi dada

especial importância ao estudo desta risca. Concluiu-se que, para uma sequência

de comprimento múltiplo de três (N = 3n), a risca espectral pode ser dada por

S(N/3) = |Y a
1 |2 + |Y c

1 |2 + |Y g
1 |2 + |Y t

1 |2 com

|Y b
1 | =

[
x− y + z

2

]2

+
3

4
[y − z]2,

onde x, y e z contam o número de śımbolos B nas três posições dos n blocos.

Feito o cálculo dos contadores de śımbolos, que pode ser feito aquando da leitura

dos dados, o número de operações aritméticas necessárias para calcular S(N/3)

é O(1). Comparativamente o cálculo da FFT (“Fast Fourier Transform”) de

comprimento N é um processo O(N log N), e o cálculo de um coeficiente espectral

requer O(N) operações aritméticas.

Discutiram-se algumas razões relativas à distribuição dos śımbolos para a evidência

da risca espectral S(N/3). Também foram apresentadas expressões de cálculo de
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outras riscas espectrais, em particular das riscas S(N/4) e S(N/6). E mostrou-se

que o espectro de uma sequência de śımbolos contém informação redundante.

• Desenvolveu-se uma técnica de compressão baseada na periodicidade de peŕıodo

três, especialmente dedicada a regiões codificantes, designada por modelo de três

estados. Nestas regiões, em alguns genomas, foram obtidos melhores resultados

do que os conseguidos pelas melhores técnicas de compressão da actualidade.

A compressão de sequências genéticas, assim como o estudo da entropia e in-

formação mútua, foram também usados com o propósito de obter modelos ou

simplesmente indicar caracteŕısticas particulares que descrevam as sequências de

DNA.

Conclúımos que o modelo de três estados dá sempre melhor resultado que o mo-

delo de contexto finito de apenas um estado para as regiões de código estudadas.

Uma das caracteŕısticas mais relevantes do modelo de três estados é apresentar

a possibilidade de analisar a informação distribúıda pelas três bases do codão.

O modelo de contexto finito de três estados apresentado ajudou a entender melhor

a estrutura das regiões codificantes do DNA. No entanto, a técnica de compressão

apresentada não é uma técnica completa de compressão de DNA, pois explora

apenas uma propriedade de uma certa região de DNA. Genericamente as técnicas

actuais de compressão não resultam em bons resultados de compressão, uma vez

que os débitos binários se situam pouco abaixo dos dois bits por śımbolo.

6.2 Trabalho futuro

Pretende-se continuar a pesquisa de estruturas de correlação nas sequências de DNA,

criando ou melhorando métodos de análise de sequências simbólicas. Em particular,

pretende-se pesquisar métodos que tenham em conta a natureza simbólica e o compor-

tamento não estacionário dos dados genéticos.

Para um futuro próximo, existe o objectivo de encontrar métodos de compressão que

apresentem nitidamente melhores resultados do que os melhores métodos actuais. Para

tal, na linha do que foi feito no caṕıtulo 5, pode ser ainda mais explorada a redundância
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estat́ıstica da sequência usando a redundância associada ao conhecimento que actual-

mente se tem ou se possa adquirir sobre a estrutura do DNA.

Finalmente, na colaboração com o grupo de Bioinformática da Universidade de Aveiro,

pretende-se desenvolver ou aplicar modelos que vão ao encontro das problemáticas

estudadas pelo grupo, em particular ao ńıvel dos modelos matemáticos para análise de

microarrays.
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