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Introducao

Num circuito RC (como noutros circuitos que integram condensadores ou bobines), a relacdo entre corrente e
tensdo ndo é definida através de uma simples relacdo de proporcao direta, como no caso das resisténcias, mas
através da derivada ou do integral de uma dessas grandezas fisicas.
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Figura 1: Circuito RC

Neste texto, far-se-4 uma andlise simples do circuito RC (figura 1) para determinar a resposta a uma funcao
degrau (figura 3). Esta andlise permite introduzir o conceito de equacao diferencial e qual a sua aplicagdo em
Engenharia, usando o exemplo de um circuito elétrico. O resultado obtido mostra que a resposta do circuito a
uma funcdo degrau é uma fungao do tipo exponencial, o que permite exemplificar (ainda que de uma forma
superficial) a relevancia da funcdo e* no campo da Engenharia e das ciéncias fisicas.

Resposta no tempo

Figura 2: Circuito RC

A andlise que se segue do circuito da figura 1, que se repete na figura 2 incluindo agora a fonte de tensdo
geradora da tensdo V;, tem o objetivo de determinar qual a tensdo vo(t) que ocorre aos terminais do

condensador quando é aplicada, do lado esquerdo do circuito, uma determinada tensao vi(t) A vi(t)
chama-se, normalmente, a entrada do circuito e vo(t) é a saida, ou resposta, do circuito. Refraseando o
objetivo, agora numa linguagem mais comum em Engenharia, pretende-se determinar a resposta vo(t ) do
circuito RC da figura 1 a entrada vi(t) .

Expressao geral da relacao entrada-saida

Num condensador, a tensdo aos seus terminais Vc(t) e a corrente ic(t) que o atravessa estao
relacionadas pela expressdo:
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i(t)=Cv.'(t) M
em que C é a capacidade do condensador.

Do circuito da figura 1, obtemos para o valor da corrente i R( t ) que atravessa a resisténcia:

)

Sabendo que v.(t)=v,(t) e que a corrente que percorre a resisténcia é a corrente que percorre o
condensador, I R( t)z i, (t) , temos:

vi(t)=vo(t)

=Cv,'(t) (3)

ou
RCv,'(t)+ v,(t)—v,(t)=0 4)

A equacdo (4) descreve assim a relagdo entre vi(t ) e vo(t ) , Ou seja, entre a entrada e a saida do circuito
RC. Através dela podemos saber qual a tensdo que ira aparecer em vo(t) sempre que impusermos uma
tensdo a entrada Vl-(t) ou, dito de outra forma, qual a resposta do circuito a uma entrada V; (t) .

Aplicacao a funcao degrau u(t)

s

Para calcular a resposta do circuito RC num caso concreto, iremos considerar que a tensao vi(t) é
inicialmente zero e que, num determinado instante, passa a ter o valor V. Também para simplificar, iremos
considerar que tal ocorre no instante t=0 . Esta variacdo corresponde, por exemplo, a ligar uma fonte de
tensdo de valor V' aos terminais de entrada V; no instante t=0.

A funcédo “degrau” u é definida por:

u(t)z 0, t<O0

5
1, t=0 )

e o grafico da fungdo u (figura 3) mostra claramente a razdo do seu nome.
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Figura 3: Grdfico da fungdo y=u(t)
Esta funcdo u é muito usada em Eng. Eletronica porque permite representar, analiticamente, eventos como o
ligar de uma fonte de tensdo ou o actuar de um interruptor no instante t=0 '. Na figura seguinte, o ato de
comutar o interruptor, no instante t=0, para ligar a fonte ao circuito no desenho do lado esquerdo, tem o
mesmo efeito que, no circuito do lado direito, ter uma fonte de tensdo, permanentemente ligada, cuja tensao é
dada por vs(t)ZV-u(t) ; ou seja, uma tensdo que é 0, para t<0, e que é Vpara t=0.

1 Questdo: como representar um interruptor que € ligado, por exemplo, no instante t=27...
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Figura 4: Representacées de uma fonte de tensdo que é ligada ao circuito no instante t=0

Retomando o circuito da figura 1, vamos considerar que, no instante t=0, o interruptor muda de posicdo e
passa a ligar, ao circuito RC, uma fonte de tensdo com uma d.d.p. V. Assim sendo, a tensdo a entrada v,»(t)
pode ser representada por uma funcdo degrau com amplitude V, e temos, para t> 0 :

RCv,'(t)+ v,(t)-=V =0 (6)

Esta equacdo é uma equacdo diferencial de 1.* ordem (“1.* ordem” porque é uma equacdo que envolve a
funcdo e a sua primeira derivada) e define, para os instantes ¢>0, a resposta do circuito RC a uma d.d.p. V
aplicada aos seus terminais de entrada. Resolver esta equacdo é matéria abordada nas disciplinas de Analise
Matematica (ou Célculo) e ndo sera tratada aqui.

Interessa saber que “equacdo diferencial” é uma equacdo que estabelece uma relagdo entre a variavel
independente, a funcdo desconhecida e as suas derivadas. Neste caso, a variavel independente é t (o tempo) e
a funcdo desconhecida é V, (a tensdo de saida do circuito em funcdo do tempo). A solug¢do de uma equagdo
diferencial é uma funcdo que verifica essa equacio. Isto é, uma fungdo f tal que, se se substituir V, por f
na equacdo diferencial, obtém-se uma proposicdo verdadeira (como, por exemplo, 0=0). O conceito é
idéntico ao ja conhecido em equagdes algébricas: na equacdo polinomial x?’—4=0, x=2 é uma solucdo
dessa equacao porque, se se substituir x por 2, obtém-se uma proposi¢do verdadeira: 0=0. As solucdes de
equacOes algébricas sdo valores (reais ou complexos); as solugdes de equagdes diferenciais sdo fungoes.

Sem indicar qual o processo para determinar a solucdo de uma equacdo diferencial, pode-se avancar que uma
das solucdes possiveis para (6) é:

v (t)=V —ve % ()

Calculando a derivada desta funcéo e substituindo em (6), é facil verificar que esta funcdo é uma solucdo da
equacao diferencial que rege o funcionamento do circuito RC. Assim, a equacgdo (7) representa, para valores
de t>0, a resposta do circuito RC a uma funcdo degrau de amplitude V aplicada no instante t=0.

Este resultado mostra também a razdo pela qual a funcio exponencial ¢ é tdo importante em Engenharia (e

ndo so...): é a unica funcdo em que a derivada é igual a propria funcdo a menos de uma constante, o que a
torna muito pratica para resolver equacdes diferenciais do tipo da equacao (6).

O produto RC que surge em (7) é denominado a constante de tempo do circuito. Curiosamente (ou talvez
ndo...) tem a duracdo de um tempo (a sua unidade sdo segundos) e define a rapidez com que o sinal de saida
converge para o valor final. Valores elevados de RC implicam uma convergéncia lenta; valores baixos de RC
significam uma convergéncia rapida.

Consideremos agora a seguinte funcao:

vo(t):V—%(f”RC ®)

Derivando esta funcéo e substituindo na equacao diferencial do circuito RC, verificamos que ela é também
uma solucdo desta equacdo diferencial e é, portanto, uma resposta possivel para o circuito RC quando a
entrada é um degrau de amplitude V. Pde-se agora a questdo: como pode o mesmo circuito ter duas resposta
diferentes para a mesma entrada? A resposta fica a cargo do leitor... [Sug.: esbocar o grafico das duas
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funcdes. Ndo esquecer que estas funcoes representam vo(t) para t>0.]

Outras abordagens do problema

A andlise feita acima emprega apenas, como ferramentas matematicas, conceitos elementares de algebra,
diferenciagdo e resolucdo de equacgOes diferenciais. Numa fase mais avancada do curso, os alunos
encontrardo métodos mais avancadas para abordar estes problemas, nomeadamente o recurso a
transformadas de Fourier e de Laplace, que sdo as ferramentas mais utilizadas nestas situacoes. No entanto, o

método exposto aqui tem a vantagem de recorrer apenas a conhecimentos basicos de matematica.

Conclusao

Fez-se a andlise do circuito RC para obter a resposta quando a entrada é uma fungdo degrau, u(t) , com
amplitude V. Nesse processo, obteve-se uma equacdo diferencial, cuja solucdo corresponde a resposta do
circuito a essa entrada. Este exemplo mostra a importancia que tem, para quem trabalha com este tipo de
circuitos, saber dominar as ferramentas de Calculo Matematico e, em concreto, 0os métodos e principios para

a solugdo de equacdes diferenciais.

QG
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